Metoda najmanjih
kvadrata




Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

MNK smo veé uveli u prouCavanju linearne korelacije; gdje smo trazihi da suma

kvadrata odstupanja eksperimentalnih toCaka od pravca koji 1h na “najbolji” nacin

opisuje bude minimalna:

el Grar
Pravac:y=ax + 6 | [

Linear Fitof B J

Teoryski v, v = ax; +b S S —

Ponekad nam u pokusu nije od interesa e
grupirati podatke u razrede 1 sl., pa mozemo "
svaku toCku (x; 1)) gledati zasebno, tj f;; = 1, za
svaki g /.

Ukoliko se neki par (x; y)) ponovi, jednostavno 0 2
ga ubrojyimo kao novu toCku.
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Taj je pristup u znanosti vrlo Cest, naroCito ako radimo s relativno malim
brojem parova.

Dakle, stvar se pojednostavljuje:

Y ,z:'[yi —y(xi):l2 = zi:[yi — ax, —b]2 = min

Kao 1 pryje, rjesavamo:

GSEe 5 aS*

= -0, Z-=0
da ob
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Rjesenja su:

n n n
n X%y —2.% .5,
=% i=1 =l i=1

a
n n 2 ¢
2
n x—| 2%
i=1 i=1
n n n n
2
PREDWEDIPIES,
h— izl il i=1 =l
. 2
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Jasno, moZemo pisati (kao 1 ranije):

Suma kvadrata odstupanja: §% = gyz (1 = r2)

Cesto a 14 (naroCito a) imaju fizikalno znacCenje.

Gore 1zraZeni a 1 b su nayvjerojatnie vryednosti nagiba 1 odsjeCka pravca.

Uz pretpostavku gausijanskog odstupanja (y; - ax; - 4) to su 1 srednje vrijednosti.
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Primjer: analiza jednolikog gibanja po pravcu

x(t)=v, t+x,

=

a b

Dakle, ako je a=0,,/0?, b=y—ax zanima nas i nepouzdanost koeficijenata,

kako bismo u potpunosti izraCunali nase rezultate.
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Bez 1zvoda:
- srednja pogreska (pogreska jednog mjerenja) dana je 1izrazom:

(3 -v(x)) g Z[y,- —ax,~b]’

n—2 n—?2
Intuitivn: “dokaz”:
A @ = Sto veda suma kvadrata odstupanja
to veda pogreska
m* o< % ) , -m — ©ako jen =2, jer za pravac kroz
n —

dvije toCke ne moZzemo znati pogresku

- s druge strane, m? o« 1/(broj dogadaja)
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Doslovno raspisivanje 7,? vodi do komplicirane formule, pa
mozZemo stvar pojednostaviti:

S0 =@ +B)) = B o7 + (@, +5) ~2(ax +b)3)=

i l

:2<yl.2+(axi+b) (axl.+b)—2y,- >32{yi2_yi(axi+b)}

- /
'

= = =

Prema tome je:

1

P 2 _ = =
m —n_zz;,{yi ax,y; byi}

1

=—— 2% —axy,—(¥-ax)y, ]

_n—2i
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

e

N\

1 ; 5

m° = e Z)’?‘?E}’i_a(zxi}’i_fzyz'j
= | I &= 1 =

= <Zyi2__( . yij = inyi_zzxizyi e

= n

e

1 - - =
= n(n—2) nzl,yzz _(Zyij _a_nzxiyi _Z’xizyi_ &

1z 1zraza za a:
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

i3 ) 1)

i & 2
1
mzzn(n_z)inzi‘yiz— zyi = ot nzi‘xf—(z‘xij >

e 2 i

-

No, nas najviSe zanima nepouzdanost. Ovaj put ne moZzemo koristiti
1zraz M = m/ Jn veé je stvar malo kompliciranya.

Vrijeda:

M?*(Cix,+Cox, +..C,x, ) =CIM? (x,)+ CoM* (x, )+ ..+ C2M*(x, )
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Iskoristimo to, napisavs$i a malo drugacdije:

Pretpostavka: sve #/°(y;) su medusobno jednake te vrijednosti m? (pogreska

jednog mjerenja)

n(xl.—)_c)

== _(zxijz

I

S

n(xi—)_c)

RAREY

2
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)
m2n2 = Z(Xi = E)Z

M?=-
B _(zxj
KZX W
ZX — nx _Z.X =il =
n
=
Y2 — n-m

z : (zxj
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Stoga je:

23]

IS P
Ma—n_2< el i —
2%

S -( S ]
ey i
e o
= 3 2—d>
n—~2-l530x

Nepouzdanost za / (bez 1zvoda):
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Opceniti slucaj polinoma:

Pristupom metode najmanjih kvadrata mogude je naéi koehicyjente

polinoma proizvoljnog stupnja, 1z jednadzbi:

0S”

o[04

l

=0, gdje Jey

)=Ya,

Oprez! Opéenita formula za polinom £-tog stupnja mora se koristiti

uz sve o; # 0!

Primjer: y = ax

Stavimo 4 = 0 u y = ax 1 to implicira

() Exizzyi _Z,xiz,xiyz' =

=

i=1 i=1

inzzy,- _inzxiyi
_ =l =l

n n 2
2
n E S E X;
i=1 i=1

-b zasto b1 to uwistinu bilo tako?
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Puno je lakSe 1 ‘sigurnije’ uCiniti ovo:

a%{z' .—ax} —22 . —ax,)
2%,
=3¢

i

Taj rezultat moze se dobiti 1 uvrs§tavanjem (*) u 1zraz za a, no u€inimo h
to, radimo konceptualnu pogreiku

n n n
nzxiyz' _in Zyi
i=1 i=1 i=1

n n 2
e (zx,.]
i=1 i=1

a=
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Primjer polinoma:  y=¢, +a,x+ @, x’

ocon+oc12xl. +a22xi2 = Zyi
i l l
a02xi +a12xi2 +0622xi3 = ZX,-}’,-
i i i i
Olozxiz == Otlzxi3 + azzxj = zxizyi
i i i i

Opdentito, za polinom s £ koeficijjenata moramo ryjesiti sustav od £ jednadzbi s £
nepoznanica
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Pregled slucajeva koji se daju rijesitt MNK

(1) ‘polinom’ tipa y(x) = ax* + b, gdje je k znani broj

Supstitucija: E=xf = y(&) =a &+
Grahcki prikaz:

12 4

10 +
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

(2) ‘Inverzni’ polinomi, npr. y=1/ (ax + b)

Supstitucya: = Iy =>n(x) =ax + b
Grahcki prikaz:

1y
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

Povezivanje (1) 1 (2): npr. y= 1/ (ax4 + b) rjeSava se supstitucijom
N =1/yié& =x7 a graficki prikaz je:

n = a% + b 1/;,2-
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

(3) potencijska funkcija y = ax?, 4 je nepoznato

PR log,,

=R
In

\

log,,y=1loga+blogx
Iny=Ina+blnx

rlo
Y =+ g“’y; X =+ . A=+

Iny In x . Ina

\ \

| log,,a

N A b=p + M, —— -ne ovisi o zboru logig 1l In
- Ma nyje trivijalno naéi, ah 4

najCe$Ce 1ma fizikalno znaCenje
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

- graficki prikaz: LOG-LOG plot

1004 A u

log y

dekada

In-In plot je u praksi rijedi

104 v "

I
1 10 log x 100

Vrlo vaZzan naCin prikazivanj a rezultata. Omogucava prikaz

vrijednosti koje se protezu kroz nekoliko redova veli€ina.
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

(3) eksponencijalna funkcija y = a - ¢/

Iny=Ina+bx
b - Y =A+ BX

log,, y =log,,a+ T
l l \4
Y- A B

100 4

-grafiCki prikaz: LIN-LOG plot g
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Metoda naymanjh kvadrata (MNK)

- razliCitim kombinacijama opisanih slu€ajeva moze se ryjesiti veliki broj funkcya

- opdenito se pri prikazu rezultata treba $to vise oslanjati na pravac

3

- npr. v = ax? je puno bolje analizirati crtanjem v vs. x° nego li v vs. x
pr.y Jep ) jem y go iy

jasno se vidi leze li toCke procjena slaganja je nepouzdanija
dobro uz pravac ili ne
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