Teorija pogresaka

Linearna Regresija
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Pretpostavka: mjerimo neku veliCinu relativno nepreciznim instrumentom, te uvijek
dobivamo istu vrijednost x =x, =x, =..=Xx, .

ZnaCi li to da nema pogreske?

Odgovor: nikako!

To samo znaCi da instrument nije dovoljno osjetljiv.

U tom sluCaju procijenjujemo pogresku i pisemo:

X— g+ Ax, R:@-loo(%)
X
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Ax je najmanji razmak u kojem na odredenom
instrumentu mozemo uoCiti promjenu

Ax ima znaCenje maksimalne pogreske, koju
mozemo definirati i na skupu mjerenih
rezultata xi, x2, ..., Xn

sz‘)_c—x.

I lmax




Pretpostavimo da je fizikalna veliCina F funkcija neposredno mjerenih
veliCina y1, y2, ..., yn

Primjeri:
|. mjerimo duljinu, sirinu i visinu kvadra, a zanima nas njegov obujam (V =a-b - c)

2. mjerimo mase tri predmeta, mi, mz i m3, a zanima nas ukupna masa
(m = mi+mytms3)

3. mjerimo vrijeme t padanja kuglice s vrha nebodera, a zelimo odrediti visinu
nebodera (h = gt?/2)

Najvjerojatnija vrijednost veliCine F je:
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Primjer I. @a=231cm,b=143cm,c=4.11cm

V=a-b-c=13.58cm’

No, §to s pogreskom? Znamo pogreske osnovnih veliCina, ali u kakvoj su one vezi
s pogreskom ovisne veliCine?

|z zakona rasprostranjenja pogreske znamo da jeuz F =y + y; +... +yi

m’ (F) =m* (y1)+m2 (yz)...+ m’ (yk)

Sto mozemo pisati i kao:

m’ (F)= g_im(yl)
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Pokazuje se da se ovaj pristup moze poopciti i ha nelinearne funkcije F(yi, y2, ..., y«),
te da vrijedi:

2

m’ ( y j) srednja pogreska

2

o’ (yj) standardna devijacija

%

M (yj) nepouzdanost
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Pogreska ovisnih veliC

Primjer: F=a-b+c=F(a,b,c)

BFM N oF

\3a™) "\

M,

)2+(5-M,9)2+(1-MC)2
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Pogreska ovisnih veliCina

Primjer iz praktikuma (vjezba 8):
Modul elasti¢nosti ¢elika odreduje se mjerenjem dimenzija Celine Sipke, savijenosti ¢eliCne
Sipke po jedinici sile i1 udaljenosti potpornja. Teorijska formula za savijenost Sipke je:
3
R

4E ap3
gdje je E modul elasti¢nosti ¢elika, L je udaljenost potporanja, a je Sirina Sipke, b je debljina
Sipke, a F' je sila teze utega.

Izmjerene su sljedece veli€ine:

A

A—F—(076+001)—-(76+01) 104 S=4+M,

E
N
a =(10,26+0,05)mm = (1,026 + 0,005)- 10 *m=a + M,
b=(1,53+0,03)mm=(1,53+0,03)- 10 m=5b + M,

L=(29,0£0,))cm=(2,90+0,01)-10 ' m=L + M,

Najvjerojatnija vrijednost za modul elasti¢nosti ¢elika je:

== 2,183226 N/m?

Varijanca modula elasti¢nosti je:

(56 +(50)
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Pogreska ovisnih veliCina

2 3L
+| —== | M +| —=
: (4521;3,4) ‘ (451;4,4

FORCNEA

1,73-107% +2,37-1075 +346.107% +1,07-107]

Standardna pogreska je:

M, =E4376-10" =0,13-10" N/m’
Rezultat za modul elasti¢nosti piSemo:
E=(22%0,1)-10" N/m’
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Sto ako imamo samo procijenjene pogreske Ay

Tada ne mozemo govoriti o rasprostranjenju pogreske, sto je zakon definiran
na statistiCkom skupu.

Umjesto toga razvijamo F u red oko F i raCunamo maksimalnu pogresku.

xijzfiAF

y]:yj

Bududi da je AF > 0, uzimamo apsolutne vrijednosti derivacija, pa je:

k
AF:ZB—F x Ay,
=19,

yj:yj

Thursday, May 12, 2011



o v

Pogreska ovisnih veliCina

Primjer:

F=a-b+c

a—FAa+ a—FAb+ a—FAc =bAa+alAb+ Ac

da ob dc
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Pretpostavimo da je u vise razliCitih laboratorija neovisno mjerena ista veliCina X.
Ostvareni su rezultati:

X, =X +tM X, =%, *M,,..X, =% £ M,

Kako ce netko tko dobije samo listu rezultata, a ne zna nista o pojedinostima
eksperimenta, izraziti rezultat ovih mjerenja u obliku:

X=x+M

gdje je X opca aritmetiCka sredina, a M opca nepouzdanost.

Mijerenja se obiCno izvode na razliCite naCine i s razliCitim pouzdanostima pa ih ne
smijemo tretirati ravnopravno. KaZzemo da mjerenja imaju razliCite statistiCke teZine.
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j=I
Dakle, w; ima sliCno znaCenje kao i relativna frekvencija pojavljivanja
dogadaja, a X, kao pojedinaCno mjerenje.

U praksi se najCesce uzima (veéa tezina za manji M}!):

1
M l
: » zadovoljava Zw =1

=
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Mijerenja s razliCitim statistiCkim teZinama

Prema tome, op¢a aritmetiCka sredina je:
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Mijerenja s razliCitim statistiCkim teZinama

Koliki je M?

Zamislimo jedno mjerenje koje ima statistiCku tezinu w = | i nepouzdanost M,
a u potpunosti zamjenjuje | rezultata.

Znamo otprije:

| stavimo

Thursday, May 12, 2011



Mijerenja s razliCitim statistiCkim teZinama

Prema tome, opca nepouzdanost je:

M
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Kako raCunati?

(i) X, =x, 1 M,=M,, Vi,j
koristiti gornje formule za X i M
(i) Mk << M, za neki k, tj. rezultat X, =x, £ M, puno je precizniji od svih ostalih.

Wk >> w; za sve i, pa uzimamo wy = |:
X=x, M=M,

(i) Mi = M;za sve i j,ali X, i x; se znatno razlikuju za sve i, j

zanemarujemo M; te smatramo X,
neposredno mjerenim veliCinama:
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Zamislimo neki dogadaj na kojem su definirana dva obiljezja x i y.
Svako promatranje tog dogadaja daje par brojeva (x, y).

Npr. elastiCna sila, obiljeZja: masa utega i duljina opruge
slobodni pad, obiljezja: vrijeme i prijedeni put
studenti, obiljezja: uspjeh na prijemnom i uspjeh na studiju

Pitamo se: jesu li obiljeZja x i y na bilo koji naCin povezana, tj. korelirana?

Drugim rijeCima, postoji li funkcionalna veza y(x) koja mozZe dobro opisati parove
(% y)?

Mi éemo se zadrzati na najjednostavnijem sluCaju, tj. istraZivanjem postoji i
zadovoljavajuci opis u okvirima linearne regresije.

b
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Prva ocjena moze se donijeti crtanjem grafa, tj. toCaka u x-y ravnini:
Primjer:

¥

- mozemo “od oka” povuci pravac; - ne mozemo “od oka” povuci pravac;
korelacija vjerojatno postoji: korelacija vjerojatno ne postoji:

|. koja je jednadzba pravca!? |. koja je kvanitativna ocjena

2. koja je kvanitativha ocjena nepostojanja korelacije

postojanja korelacije
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Dogadaj mozemo tretirati kao 2D sluCajnu varijablu, pri Cemu frekvencija
pojavljivanja nekog dogadaja ima znaCenje (nenormirane) vjerojatnosti:

P( l,y])<:>#, N ZZfJ

=l =l

ORI DN

Npr. {(1,1), (1,1), (1,2), (2,2), (2,2), (2,2)}
fll = 2,f2=1,f7=2; N=2+[+2=5
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Korelacija u Imearnol regresiji
Takoder vrijedi:

_fo

1 |
ﬁ%fi,jyy N ﬁg;f]y]

1 _ 1 -
Gi = N;f;] ('xi _x)2 =% lezlf;(Xl _x)2

1 AV b e
o, :ﬁ%;fi,j(yj_y :ﬁjzszj(yj_

1 i i 1 i
O, = ﬁz‘,fu (xl. B x)(yl. —y) = ﬁzfi,jxiyj R
L,J )
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Sjetimo se da je za nezavisna svojstva x i y, Oy = 0

Definiramo koeficijent korelacije r:

o,, — 0; rje mali, korelacija je slaba

NajCes¢i kriterij dobrote korelacije:
- korelacija je dobra ukoliko je |r|>0.5

U praksi je kriterij Cesto strozi, npr |r|>0.7

Dakle, r je kvantitativni pokazatelj prisustva ili odsustva korelacije veliCina x i y
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Korelacija u linearnoj regresiji
No, kako povuci najbolji pravac y(x) ili x(y)?

S
]

Od oka?
Previse proizvoljno

y=423 + 0.49x

blood pressure reading
-..‘J
o

h
o

|
90 X

o
o

stress test score

& LS S
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Pretpostavimo da postoji funkcionalna veza y(x) = ax+b, gdje suai b
koeficijenti koji nabolje opisuju eksperimentalne rezultate

Preuredimo malo notaciju:

('xi ’yj) — (xi ’yij)

npr. zaokruzenu toCku
mozemo pisati

(xz s Y4 ) ili (xz s Vo4 )

X

Primijetimo da vrijedi: Zfijxiyj = Zfijxiyij
iJ iJ
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Korelacua u Imearnol regresiji

" Y(x)
Linear Fit of B

Uvodimo sume kvadrata odstupanja:

a z
% ﬁlszu (y,j —y(x,.))

Moramo kvadrirati razlike, jer dobar opis y(x) = ax+b postize se samo ako
je podjednako pozitivnih i negativnih razlika, pa je:

Zf}](yy—y )) 0

PN el S 2k
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Korelacija u Imearnol regresiji

1 2
§* = ﬁZfl] ()’ij — ax, —b) == za najbolji odabir, ovaj izraz je minimalan
L.J
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Korelacua u Imearnol regresiji

To nam daje sustav jednadzbi za a i b:

Zfijyij = aZﬁjxi +b2fij
Zfljyljxl _aE l] 4% +b2

Prepoznajmo sljedece:

Z]L;Jle Efy] Nya 2 lsz_N—
Zf"fy"f ":N(ny"H_C'y); 2.f;=N
i =
z z] A Zf,xl —]\’ﬁ2
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Korelacua u Imearnol regresiji

(1) Ny =aNx+bN =y =ax+b == pravac ide kroz toCku ()_c,?)

(2) N(o,+xy)=(ax>+bx)N

) 2
O, +Xy=ax"+bx

To sve skupa daje:
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Korelacija u linearnoj regresiji

Pravac y(x)=ax+b zovemo ‘pravac y s obzirom na x’, i on pokazuje kako
aritmetiCke sredine toCaka yj ovise o x

- zaokruzena toCka je v,, tj.
aritmetiCka sredina svih toCaka y;;
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Korelacija u linearnoj regresiji

Ekvivalentno, mozemo promatrati kakox; ovisi oy, i tad dobivamo pravac ‘x s
obzirom na y’

O
x=Ay+B, A=——
O

9
b

Thursday, May 12, 2011



1
5° = 2 - =) =

1 _
= ﬁlz]:fu (y,-j —y)—

1 o
= ﬁ;fu (yij _y)2
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Korelacua u Imearno] regresiji

Ocito je sljedece:

(1) $? >0, jer|r| <1

(2) Zar = 1,52 =0, tj. korelacija je potpuna i sve toCke leze na pravcu y = ax+b
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