Visedimenzionalne sluéajne

varijable i Teorija pogresaka




Visedimenzionalne sluéajne varijable

Jednostavan primjer:

- mozemo se pitati kolika je vjerojatnost da je koordinata x neke tocke u
intervalu (x1, x2), te tretirati taj slu¢aj 1D statistickim pristupom

- no, mozemo se i pitati i kolika je vjerojatnost da je poloZzaj neke tocke u
odredenom dijelu ravnine, tj. daje x1 < x < x2iy1 <y <y

- sluéajna varijabla tada je vektor 7 = xi +yj, koji se sastoji od dvije nezavisne
dimenzije x i y

Dakle:
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Visedimenzionalne sluéajne varijable

Def.: neka su X i Y dvije diskretne slu¢ajne varijable definirane na prostoru
elementrarnih dogadaja nekog eksperimenta. Zdruzena raspodjela
vierojatnosti p(x,y) definirana je za svaki par toéaka (x,y) kao vjerojatnost
da istodobno varijabla X poprimi vrijednost x i varijabla Y poprimi vrijednost

Y.

p(x,y)=P(X=x i Y=y)

Primjer

Na PMF-u studente razvrstamo prema podruéjima studiranja (varijabla X) i
prema spolu (varijabla Y). ZdruZenu raspodjelu vijerojatnosti za dva
obiliezja (podruéje i spol) moZemo prikazati tablicom:

M V4
Matematika 0,151 0,105
Fizika 0,125 0,079
Kemija 0,069 0,074
Biologija 0,062 0,153
Geo-znanosti 0,124 0,058
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Visedimenzionalne sluéajne varijable - rubne

raspodijele vierojatnosti

Def.: Rubne (marginalne) raspodiele vierojatnosti za varijable X i Y
oznacavamo px(x) i py(y), a dane su izrazima:

p.(x)=Y p(xy) i p(y)=2 p(x.y)

yeD, xeD,

U gornjem primjeru je, npr., rubna vjerojatnost za matematiku px(mat) =
0.256, a rubna vjerojatnost za muski spol py(M) = 0.531.

M 7
Matematika 0,151 0,105
Fizika 0,125 0,079
Kemija 0,069 0,074
Biologija 0,062 0,153
(Geo-znanosti 0,124 0,058
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Visedimenzionalne slu¢ajne varijable - oéekivanja

Ocekivanja su dana sliedeéim izrazima:

St 3t
E(y)= z’;yjP(yj)= ZyjP(xi,yj)

Neovisnost varijabli X i Y

- sjetimo se: dva su dogadaja neovisna ukoliko je P(A1-A2) = P(A1)P(A2)

Sliéno, dvije su varijable neovisne ako je:
p(xi yj) = P(xi)P(y;)
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Visedimenzionalne slu¢ajne varijable - oéekivanja

Neka vazna svojstva ocekivanja:

(1) E(x+y) = E(x) + E(y)
E(’x_l_y):Z('xi+yj)p(xi’yj):Z'xip(xi’yj)_l_zyjp(‘xi’yj):E(’x)_I_E(y)

i,]

(2) Ako su x i y nezavisne varijable vrijedi:

E(xy) = E(x)E(y)

E(xw)—Z(x v;)p(%;) Zm )P(y,)=
= ZxP ()X P(y)=E E(y)

Wednesday, April 27, 2011



Visedimenzionalne slu¢ajne varijable - momenti

Pomoéni moment reda (r,s) je: |m, —Zx (X yj) ID:m, =Y x p(x,)

Centralni moment reda (r,s) je: |M,, = (x—,u)r(y—v)sp(xl.,yj)

gdie je p = E(x), a v = E(y) ID:M, = (x,—u)

Posebno: u=E(x pr( ) my,,

Zyj( y,)=my,.

Wednesday, April 27, 2011



Visedimenzionalne slué¢ajne varijable - kovarijanca

Kovarijancom dviju varijabli nazivamo:

Jednostavnije je pisati:

O, = inyjp(xi’yj)_ uEyjp(xi’yj)_vzxip('xi’yj)_l_ :uvzp(xi’yj)
i) i) i) i)
/ / /

\Y; U ]

c, = iny,-p(xi,y,-)— uv =E(xy)—E(x)E(y)

M, =m,—m,my

Kovarijanca je mjera toga koliko se se varijable zajedno mijenjaju
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Visedimenzionalne slué¢ajne varijable - kovarijanca

Primjer:
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Figure 5.4 p(x, y) = 1/10 for each of ten pairs corresponding to indicated points;
(a) positive covariance; (b) negative covariance; (c) covariance near zero

Vazno! Kovarijanca nezavisnih varijabli jednaka je nuli

O, :2xiyjp('xi’yj)_uv:inp(xi)Eyjp(yj)_uv:uv_uv:O
L, l J

To je vrlo vazno svojstvo, jer nam kazuje da li postoji KORELACIJA danog
skupa kao rezultat mjerenja, npr. jesu li visine maiki i kéeri povezane
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Visedimenzionalne slu¢ajne varijable - kovarijanca

Neka vazna svojstva varijanci:

V(ix+y)=V(x)+V(y)+ 20,
V(ax + by) = an(x) + sz(y) +2abo

Kovarijanca je veli¢ina koja nam govori o povezanosti (zavisnosti) varijabli
X iY. Medutim, iznos kovarijance ovisi i o jedinicama u kojima mjerimo. Da
bismo mogli nesto reéi o stupnju zavisnosti, moramo tu povezanost izraziti
bezdimenzionalnim veli¢inama. Stoga uvodimo pojam korelacije.
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Visedimenzionalne sluéajne varijable - korelacija

Def.: Koeficijent korelacije varijabli X i Y definiran je kao:
o

C X,Y )= =—=
077"( ) px,y O'xO'y
Svojstva:
1. Corr(aX+b, cY+d) = Corr (X,Y)
2.-1<sp<1

3. Ako su Xi Y nezavisne varijable onda je p = O (obrat ne vrijedi)
4. Ako je Y = aX+b onda i samo ondaje p =1 ili p =-1

Korelacija koja i$éezava ne iskljuéuje povezanost veli¢ina, nego samo
linearnu povezanost.

Korelacija blizu 1 ne znaéi nuzno da porast veli¢ine X uzrokuje porast
veli¢ino Y, nego samo da postoji veza medu njima.
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Visedimenzionalne sluéajne varijable - korelacija

Koeficijenti korelacije:

1.0 0.4 0.0 0.4 0.8 -1.0
1.0 1.0 1.0 -1.0 -1.0 -1.0
¥ /'/"_.-"'/ e 57 o e e e s el - ‘.\\\ P, i N
0.0 0.0 0.0

Ne brkati korelaciju i ovisnost!
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Visedimenzionalne sluéajne varijable - kontinuirane

varijable

Def.: Neka su X i Y dvije kontinuirane sluéajne varijable. Funkcija f(x,y) je
njihova zdruZena funkcija gustoée vjerojatnosti ako za bilo koji
dvodimenzionalni skup ACRxR vrijedi:

P((XY eA ” X,y dxdy

Takva funkcija mora zadovoljavati uvijete:

Fry)z0: | [ f(x.y)dxdy=1

—00 —OO
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Visedimenzionalne sluéajne varijable - kontinuirane

varijable

Zamislimo i plohu u 3D koordinatnom sustavu ¢ija visina iznad toéke (x,y)e
A iznosi f(x,y), tada je vierojatnost P[(x,y) € A] odredena volumenom ispod
te plohe

flx, ) y
'

Ploha f(x, v)

bl

Def.: Rubne (marginalne) funkcije gustoée vjerojatnosti za varijable X i Y
oznacavamo f«(x) i f,(y), a dane su izrazima:

fx<x>=_Tf<x,y>dy : fy<y>=_7f<x,y>dx
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Visedimenzionalne sluéajne varijable - kontinuirane

varijable

Ocekivane vrijednosti:

E(x) = T Txf(x,y)dxdy = j xp(x)dx

—00 —CO

E(y)= ]o Tyf(x,y)dxdw ]oyp(y)dx

—00 —OQ

E(x+y) i E(xy), kao i ostala opéa svojstva ne ovise o tome je li raspodjela
kontinuirana ili diskretnal
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Visedimenzionalne sluéajne varijable - kontinuirane
varijable
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Teorija sluéajnih pogresaka

- znanstveni pokus, tj. mjerenje neke fizikalne veli¢ine, uvijek rezultira nizom
vrijednosti x1, x2, ..., koje se razlikuju od prave vrijednosti X, te medusobno

- pazljivi eksperimentator eliminira sistematske pogreske pa su gornje razlike
rezultat sluéajnih pogresaka

- prva ocjena rezultata je raéunanje:

- medutim, ove veliéine ne doticu se X i njene pogreske koje su obje
nepoznate veli¢ine

teorija sluéajnih pogresaka ima za cilj opisati rezultat s obzirom na X na
najbolji moguéi nadin, koristeéi eksperimentalno dostupne veliéine
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Gaussov zakon pogresaka

- ako je X prava vrijednost neke veli¢ine, onda se za najvjerojatniju
vrijednost te veli¢ine uzima:
n
2
i=1
n

X =

gdje su x; mjerenja te veliéine
- neka jev, = x — x, onda je vjerojatnost za tu gresku jednaka:

h 2,2
V)Ay = —==2¢€ V AQUSSOV ZAaKoNn podqgreske
(D( )d \/E "d G k pog sk

- znalenje parametra h odredit éemo kasnije
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Gaussov zakon pogresaka

X

Znacenje: izmjereni rezultati distribuiraju se priblizno po
Gaussovoj raspodjeli oko x
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Zakon rasprostranjenja pogresaka

Neka je & = X - x; » ovo ne znamo jer ne znamo X!

Tada je srednja pogreska dana s:

, =7 (primijetite: isto kao 02 samo X & x )

Neka je X = X1 + X2, gdje X1 ima pogresku m1, a X2 pogresku m2. Koliki je m
za X¢

G 2
m, = , M, =
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Zakon rasprostranjenja pogresaka

Pogreska kod X = X1+ X2 mogu nastati svim zbrajanjem €1 i €, 1.

0 n2 ni

\ M \ L L)
2
2 2 2 2
Yleite,) Dlentent2ee,) XDer YD,
m2 — i,j — l,] _ Jj=1 i=1 + =1 j=I _
nn, nn, nn, nn,
n ) )
2
Zgil 28]'2
==L 2 —ml +m
n, n,

Opéenitije, vrijedi zakon rasprostranjenja pogresakal

Akoje: X=X, +tX, £ X, +..£X tada je:

Napomena: m se naziva i
2 2 2 2 2 v . . .
m-=my +m, +m;+..+m, ‘pogreska jednog mjerenja’
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Srednja pogreska, nepouzdanost

- imamo niz mjerenja, x1, X2, ..., Xn, te izraéunamo ocekivanu vrijednost

in

i

n

¥ =
- pitanje: kako interpretirati taj rezultat?
- pretpostavka: vrijedi Gaussov zakon pogreske

- prije smo uveli & = X - x;

- sada uvodimo v, =X —x, > TO ZNAMO!
- neka ¥ odstupa od X za M, veli¢éinom koju nazivamo NEPOUZDANOST

X=xxtM

E=X—x=xEtM-x,=v, M

l l l
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Srednja pogreska, nepouzdanost

Srednja pogreska je:

o
ielz i(vl iM)2 iv? ivi il
m2 — =l — _i=l — =l +2M i=1 _I_M2 =1 _ _ 62 +M2
n n n n n

Pogledajmo kolika je POGRESKA ARITMETICKE SREDINE:
R .

X =

x1 ima pogresku m, x2 ima pogresku m, itd., pa svaki ¢lan gornje sume ima
pogresku m/n
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Srednja pogreska, nepouzdanost

Prema zakonu o rasprostranjivanju pogresaka:

() () () =5 -

- hipoteza: m_ne razlikuje se bitno od M
- iako se ova pretpostavka ¢ini vrlo ad hoc, u praksi se pokazuje
zadovoljavajuéom

2
m

m =0"+M’=0" +—
n
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Srednja pogreska, nepouzdanost

STANDARDNA > (x, %)
DEVIJACLJA O = V —

SREDNJAVPOGREéKA i(
ili POGRESKA JEDNOG n_ o5
MJERENJA n—1 ‘V n—1

NEPOUZDANOST ili i( o)
POGRESKA ARITMETICKE m o
SREDINE Jn n-1

v m
Vazno: M = —

Jn
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Srednja pogreska, nepouzdanost

- iskoristimo ove rezultate da nademo h iz Gaussovog zakona pogresaka
- za n—°, m—0 ali uzimamo m (koja sadrzi X) a ne o kao relevantnu
velié¢inu

n
Z 2
Vi
_ =l

n>>1 n

2
m

pa |e stoga:
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Srednja pogreska, nepouzdanost

Vazno! Rezultat se uvijek izrazava kao:

X=xxtM

- tako izrazen rezultat kazuje da je X u intervalu (x — M ,x+ M) s vjerojatnoséu
68%, v intervalu (¥ —2M,X+2M)s vierojatnoséu 95%, v intervalu

(¥ —3M,x+3M) s vierojatnoscu 99%.

- mjera “dobrote mjerenja” je relativna nepouzdanost

R= g(-IOO%) | izrazava se u postocima

X

1
\/n(n—l)
n = 10 mjerenja, ali ni puno vise, jer je ovisnost M o n za n < 10 jaka, a za n
> 10 slaba.

- buduéi da je M =

preporudljivo je uvijek nadiniti ne manje od
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Srednja pogreska, nepouzdanost

- M se uvijek zaokruzuje na jednu znamenku, iznimno na dvije (ako je zadnja
znamenka 5). X se zaokruzuje prema M

Primjer:
M =0.0037624 cm
x =0.0163274 cm
M — 0.004 cm, x —0.016cm R:M-IOO

l l 0.016

3. znamenka 3. znamenka

PisSemo: x = (0.016+0.004) cm, R = 25% ili
x =(1.6%£0.4)-10% cm, R = 25%
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Srednja pogreska, nepouzdanost

Primjer:
M =0.153264 kg
X =7.25434 kg

M — 0.15 kg, x — 7.26kg
x=(726+0.15)kg, R=2%
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