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Jezik vijerojatnosti u svakodnevnom zZivotu:

# cijena Plivinih dionica vjerojatno ¢e porasti
= 9 imamo 90% Sansi da dobijemo utakmicu

# ovdje ima toliko osiguraca da ¢e sigurno barem jedan

~ pregorjeti

E # nas prédsjedniéki kandidat ima 80% Sanse za pobjedu

% polozit ¢u Statistiku 100%




~ Osnovni pojmovi i definicije =~

Terminologija .

Pokus = bilo koji postupak ili proces koji rezultira opazanjem
_ pokus 1: bacanje dvije kocke S
~ pokus 2: mjerenje mase nekog predmeta. Ponavljanje pokusa
pokus 3: 1zvlacen]e kughce iz kutije. Ponavljanje pokusa

V"»Is,hod. ili_elementami dogadaj = rezultat pokusa
- _primjer 1: izvucena je crvena kuglica
primjer 2: dvaput je palo pismo




~ Osnovni pojmovi i definicije =~

Prostor elementarnih dogadaja Q:A skup svih ishoda nekog
pokusa = | =

- Primjer 1 :. bacamo dva razli¢ita novcica. Prostor elementarnih
~ dogadajaje Q = {(BP), (BG), (G,P), (G,G)]

_Primj':erZ: bacamo novéié dok ne padne pismo. Prostor
~ elementarnih dogadaja je Q = {(P), (GP), (GGP), (GGGP), ...}

- DOgadajz svaki podskup od Q
. 'eleme’_ntarni- dogadaj = jednoélan podskup

- slozem dogada] . V18€Clam POdSkuP ‘




~ Osnovni pojmovi i definicije =~

Primjer 1: ba‘cva"mo dva razlicita novéiéa . Definiramo dogad_aje AiB:
A ="pali su ]ednako = HP P3G G) -

B = pao e barem jedan grb’ = ((EG); (G,P); (GO)

~ Dogadaji A i B se medusobno ne 1sk1]ucu]u.

- Primjer 2: pokus bacanja nov¢ica dok ne padne pismo. Definiramo
= 'dogada] e
A ='bacali smo barem Setiri puta - {(GGGP),, (GGGGP);
- {GGGGGP) } |

Slguran dogada] Q (prostor elementamih dogadaja)

? Nemoguc dogada] @ (prazan skup)




anovm po]mow i deﬁn1c1]e .
- relaélje iz teon]e skupova

Buduéi da smo dogadaje definirali kao skupove, prikladno je
primjenjivati operacije iz teorije skupova. Za prikazivanje tih relacija
koristimo Vennove dijagrame. Prostor elementarnih dogadaja
oznacimo s Q (pravokutnik), a ishodi tog pokusa predstavljeni su

tockama unutar pravokutnika.

1 Q Q2

Presjek dogadaja 41 B Unija dogadaja 41 B
ANB AUB

B
- Slozeni dogadaji 4 iB s | ° Q

Q

- Komplement dogadaja A Medusobno iskljuc¢ivi dogadaji 4 i B
Sz  AnB=0




Deﬁmc:l]a a priori

Neka je m( A) broj ishoda koji realiziraju svo]stvo Ai neka su svi oni

]ednako moguc1 Neka je n ukupan bro] 1sh0da V]ero]atnost dogada]a
A]e | L

- 0= P,(A) <1

- Manjkavosti ove definicije:
~ - primjenjiva je samo na konacne skupove

- definicija je kruzna. Koristimo izraz ‘jednako mogudi’ §to znaci
‘Jjednako vjerojatni’ da bismo definirali vjerojatnost =




. Deﬁm’éija vjerojatnosti

Primjer 1: bacamo novcic. Kolika j je V]ero]atnost da padne pismo?
P=1 /2

Na osnovi cega to zakl]ucu]emo
~ -iskustvo L
e pretpostavl]ena 81metr1]a novéica

Prlm]er 2L bacamo kocku. A pr10r1 V]ero]atnost da padne trica je
P31 1/6 |

: "Oprez' ]os u staroeglpatsklm plramldama pronadene su nepostene
kocke ‘ - -




~ Zanjuje potrebno definirati jo§ dvapojma

Frekvencija

Ponovimo sluca]m pokus n puta. Neka se dogada] A pojavio to¢no na
puta. Tada bro] 14 nazivamo frekvencqom dogada]a A(fa), a bro] |

fA

£ fr Aj_ —A‘ ]e relatlvna frekvenc:l]a tog dogada]a Vrl]edl O<f, < 1

| Statistiéka stabilnost relativnih frekvencija
Ako se prlhkom velikog broja ponavljanja slu¢ajnog pokusa relativne
frekvencije dogadaja A grupiraju oko nekog broja, kazemo da je relativna
- frekvencija statisticki stabilna.




sti a posteriori

Ako slucajni pokus zadovoljava uvjet statlstlcke stabﬂnostl relatlvmh
frekvencija, onda se vjerojatnost a posterlon pro1zvol]nog dogadaja A
definira kao realan broj P(A)E[O 1] oko ko]eg se gruplra]u relativne

'frekven(:l]e tog dogadaja

Ovu deﬁmc:l]u jos zovemo 1 ‘zakon Ve11k1h brojeva’

Problemi:
- kako provjeriti stabilnost?
-»kako odrediti vjerojatnost jednog dogadaja? (Velika je vjerojatnost
- da sutra nece padati kisa)
L Suprotna V]ero]atnost je V]ero]atnost da se svojstvo A ne realizira:
- -'eP(A) 1-P(a)-0(4)
Pla)+o(a)=1




- ?fff’ksmmatsko zasmvan]e teorl]e V]erO]atnostl

A N Kolmogorov 1933

‘Poznajemo li prostor elementarnih dogadaja Q za neki pokus, svrha
teorije vjerojatnosti je da se svakom dogadaju ACQ pridruzi broj P(A) koji
e biti precizna mjera Sanse da se A ostvari. Svako takvo pridruzivanje
mora zadovoljavati sljedece aksiome:

AL Zasvakidogadaj A=DP(A)>0

A2.P(Q) =
. A3.a) ako se konacan br0] dogada]a A1, Ay, ..., An medusobno iskljucuje,

| viipdis p (A U 4, U....UA EP

b) ako se prebro]wo beskonacan ‘broj dogada]a Ay Ay A
medusobno 1sk1]ucu]e vrijedi: P( A UA, o U A E P




Svo]stva v]ero]atnostl
Propozzcz]e | |

| [r1 va (@)= 1r(A

dokaz Iz treceg aksmma Neka je n = 2. Neka je A1 A=A=A

AUA—Q A
1 P(Q) P(AUA) P(A)+P(A)

-~ primjer: znamo da je 85% ljudi Rh—p021t1vno Lijecnik ¢ini krvni test na
~ novorodencadi tako dugo dok ne nade Rh-negativno. Kohka e
- V]ero]atnost da ¢e morati uciniti barem 2 testa?

riesenje: |
- zanima nas dogada]A ‘barem 2 testa’ = {(+, ) (+,+,-), (+ £ ) ]
- njegov komplementA ‘prvi Rh je negativan’ = {(-)}

Lako izracunamo v]ero]atnost PAY =015

- Dakle P(A) O 85




- Svo]stva v]ero]atnostl
-'~-~Pr0pozzcz]e | |

P2 Akose AiB 1sk1]ucu]u onda je P(AﬂB)

AmB=@=AmB=Q_=1=P(Q)=P(AHB) - P(AmB)

& P3 Za b110 ko]a dva dogadaja AiB Vr1]ed1

P(AUB) P(A)+P(B) P(AﬂB)




~ Sustavno odredivanje vjerojatnosti

‘Neka neki pokus ima velik broj mogucéih ishoda (elementarnih dogadaja)
E;, koji se medusobno iskljucuju. Za odredivanje vjerojatnosti sloZzenog
dogadaja A, najbolje je najprije odrediti vijerojatnosti svih elementarnih
dogadaja E;. Mora vrijediti: VE; = P(E;) >0,

' Tada ]e V]ero]atnost bilo kojeg slozenog dogadaja A dana zbrajanjem

EP

SViE;izA

Pr1m]er nepostena kocka
 P(E)=P(Es)=P(E9)=1/9; P(Es)=P(Es)=P(Eg)=2/9
~ Zanima nas dogadaj 4; A "bro] manji od 4’
o P(A) P(E1)+P(Ez)+P(E3) 4/9




.- ')ogada]l kO]l se 1sk1]ucu]u
Zbra]an]e V]ero]atnostl ( 111 ’

Dogadap A11 Az se 1sk1]ucu]u ako istovremeno ne mogu nastupltl oba.
i Za dogadaje koji se iskljucuju vrijedi da je V]ero]atnost da se dogodi ili A;
ili Apili ... An |

| P(4+an)- glalinidls o)

- = P(A)+P(A,)+..+P(A)
_ Primjer: kolika je vjerojatnost da se pri jednom bacanju jedne kocke
okrene ili 2 ili 3? '
= A ="okrene se 2’ A; = ‘okrene se 3’ (isklju¢uju se)
| P(A1)—1/6 PlAs)=1/6 '
ok (A1+A2) P (A1)+P (Az) - / 3




Dogada]l kO]l se NE 1sk1]ucu]u
Mnozen]e V]ero]atnostl (” ”)

Razmotrimo A1 i A; - dogadaii koii se medusobno ne 1sk1]ucu]u
~ Npr. istovremeno bacan]e kocke i nov¢ica, dogada]l A1 = “okrene se P/, As
= okrene se 2 na kocki’ |

Definicija: svo]stva Ai, Ay, ..., Ansu nezavisna ako je vjerojatnost da
' 1stovremen0 dogodeiA1iAri... 1A

P(ANA,N.N4,)= (A A, .o A)=P(A)-P(4,)..-P(a,)
= Pr1m]er kolika { ]e V]ero]atnost da se u istovremenom bacan]u novdica i
= Kkocke okrene pismo i dvojka?

B 2-2x6-12m-1-P-1/12

GiAr = oki*ehé se P’ Ao = okrene se 2/
}P(Al Ar) = P(A1) P(Az) 1/2 1/6 1/12




~ Geometrijska vjerojatnost

Deﬁmcqa
P = (podrudje u ko]em se SVOjstvo ostvaru]e) / (ukupno podruc]e) MJ/N

podrucje: duljina, povrsSina, volumen...

- Primjer: kolika je Vjerojathost da je sluéajno odabran realni broj iz
intervala [0, 5] ve¢iod 1 a manp od 3?
N = duljma intervala=5 |
" M=3-1=2
. P=2/5




~ Jednako vierojatni ishodi

Primjeri:
izvlacenje karata i 1z novog Spila, bacanje postene kocke popun]avan]e
| energetsklh nivoa,. =

'- vaamo n moguc1h ishoda, a v]er()]atnost svakog od njih je
' P(E)=~,Vi
(E;)=—.Vi

n(4)

. (vratili smo se na definiciju a
= |

priori)

. ’V]'ero‘jatntostdogadajaAje P(A)




""'A;,’;‘."]etna \Y ]ero] atnost 1 stat1st1‘ @

Uvjétna V]ero]atnost

‘Cesto neka vjerojatnost ovisi o tome §to znamo o tijeku pokusa.
Zamislimo da u nekom pokusu gledamo dogadaje A i B, cije su
vjerojatnosti P(A) i P(B). Medutim, ako smo saznali da se ve¢ dogodio

| dogadaj 4, vjerojatnost dogadaja B ne mora biti ista kao kad nismo znali
£ da se dogadaj A desio. Tu novu vjerojatnost dogadaja B nazivamo:
_Uv]etna V]ero]atnost dogadaja B ako se dogodio A i oznacavamo

- - P(BlA) ‘

Prije nego sto znamo ishod dogada]a A, vjerojatnost za B, je P(B). To je
vjerojatnost svih elementarnih dogadaja u skupu B podijeljena s

vjerojatnoscu sigurnog dogadaja P(L2).

Q)




Uvietha V] erOjathost *

‘Medutim, ako se A veé¢ dogodio, onda on predstavlja novi siguran
dogadaj pa je Vjer()jatnost dogadaja B u stvari vjerojatnost svih

| elementarmh dogada]a iz skupa AB podl]el]ena s vjerojatnogéu
dogada]a A

A

P(B|A)

Tako doblvamo izraz za UV]etnu V]ero]atnost




V]etna V]ero]atnost
Prlm]er =

& Dva stroja proinela" su 19 proizvoda i bacila ih u istu- ku’tiju Stroj A
~ proizveo je 9 ispravnih i 1 neispravan pro1zvod dok je stroj B proizveo 7
Jispravnih i 2 neispravna proizvoda. | =
- Kontrolor izvladi jedan proizvod iz kutije. a) Kohka je vjerojatnost da
& »1zvuce pr01zvod iz stroja B? b) Ako je izvukao neispravan pro1zv0d
»kohka je V]ero]atnost da je on iz stroja B? e

~ RjeSenje: Napravimo tablicu

A
B

.‘-,_a)P(B) 9/19 47% -
- D) P(BIN) = P(BnN)/P(N) 2/3 67%




~ Potpuni sustav dogadaja

Neka za dogada]eA (z = 1 2, ...) vrijedi:
| AiFo, VL]

Ai N A= 0, VZ,]l;é] (medusobno se 1sk1]ucu]u)
= UASS (prekrlva]u cijeli prostor)

| Tada kazemo da skupov1 A cine potpum sustav dogadaja




~ Zakon totalne vjerojatnosti

z slike vidimo da je P(B) = Y P(ANB) pa iz definicije uvjetne vjerojatnosti |
slijedi gomj‘a "t'Vrdnj'a.‘ . S | < |




Vﬂ]em P(AkIB) P(A mB) (BIA) (A;;) (BIA) (Ak')*ﬂ_l*

B BIA) ( )

| ._3(ako se dogedl B k0]a ]e V]ero]atnost da se dogodl Ak’?)

A1, Ay, ..., Ax se medusobno iskljucuju!




U jednoj $koli 40% ucenika &ine cure, a 60% decki. Cure podjednako nose
hlace i suknje, dok svi decki nose hlace. Promatrac iz daljine opaza ucenika
kojem ne moZe razaznati spol, ali uocava da nosi hlace. Kolika je
vjerojatnost da je ucenik Zenskog spola?

Rjesenje:
definirajmo dogadaje i vierojatnosti
A ="ucenik je zZensko’, P(A) = 0.4
. B ="ucenik nosi hla¢e’, P(B) = 0.5-0.4+0.6=0.8 P(B| A) = 0.5

e Zanima nas P(A| B) |

' _"P(B\A)P(A) _05-04

=0.25

Pl L B(B). OB




Pokus: test tri elektronske komponente na ispravnosti
Q = {NNN, NNI, NIN, INN, NII, INI, IIN, IIT} (n-neispravan, i-ispravan)
Zanima nas koliko ima neispravnih komponenti. Svakom elementu od Q
mozemo pridruZiti broj 0, 1, 2 ili 3.

D - skup svih moguéih
vrijednosti sluca]ne Varl]able X
L Vr1]ed1 DRe C R

1sa X« oznacavamo sluca}nu
: Var1]ab1u a sa\x njenu VI‘l]eanSt |




1. Bacamo obojenu kocku. Svakoj boji pridruzimo neki broj. Npr. Zuta — 2.
- Q ={bjjela, zZuta, crvena, narancasta, zelena, bijela}; D = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
- X(bijela) = 1, X(zuta) = 2, itd...

2. Bacamo dvije kocke, crvenu i zelenu. Prostor elementarnih dogadaja je
Q = {(1/1)/ (1/2)/ (1/3)/ coey (5/6)/ (6/6)} = {a/b}: a/b € {1/ 2/ 3/ 4/ 5/ 6}}

~ Definiramo 3 razli¢ite slu¢ajne varijable:
| a) X = zbroj tockica na kockama
D={223,4, .. 12}; npr. X((1,3)) =4
b) Y = razlika broja tockica na crvenoj i zelenoj kocki
Y=1[5+4 .. 5 npr. Y13)) =2
c) Z = umnozak broja tockica na kockama
Z =123 36 npr Z1(5,3)) =15




3. Bacanje novcica
- a)jednom Q= {PG}; D = {0, 1}
X(P) O X(G)

-\‘ V-ﬂ.x,._

Def Dogafffﬁa] k011 1ma samo dva meguca 1sh0da zove se Bernoulhjev

-/_._ N NN 3 v WS
S G N :‘ ..,"‘ e A L e
3 [ " R g e T T R S N St P . - X
. L e T e S \ -

~ b) dok ne padne pismo

- Q={(P), (GP), (GGP),... ; D=N={1,2,3,

- slucajna varijabla: Y = broj bacanja dok ne padne pismo
YUY = IYHGR =2 XUGGPH =3, -

~ |Slucajne varijable mogu biti diskretne ili
kontinuirane!




na 5111 ajna Var1]abla i ras-.__"zo_j_‘s*
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V] 0 atnostl
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Raspod]ele V]ero]atnostl mozemo pr1kazat1 tabhcno 111 funkc1onalno

Primjer1: Raspodjele vjerojatnosti za slucajne varijable iz primjera 1, 2a, 2b, 2¢, 4a i 4b. To
su a priori vjerojatnosti uz pretpostavku jednako vjerojatnih ishoda.
1.
1/6 , xeD=1{,234,,6}
p(x) =
Qs xeD
2.a) |

-

1 X
; p(X) R 36( ‘x 7‘) xeD= {293949912}
| 0 R xegD

TS
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- Pripieri:

0

2
p(X)={ |

- p(y)=+
: 0 -

.




Raspod]ele V]ero]atnostl za sluca]ne Var1]able 17 pr1m]era 1 2a, Zb 2¢,
4a i 4b |




ucije
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Za svaki x, F(x) predstavlja vjerojatnost da X poprimi vrijednost ne
vecuodx |

rijedi:




Pr1m]er funkc1]e raspod]ele za sluca]ne Var1]ab1e V4
pr1m]era 1, 2a, 2b, 2¢, 4a i 4b:

- Za bilo koja dva brojaaib (a <b)
vrijedi sljedece: -
 Pla<X<b)=F(b)- F(a )
gd]e a- predstavlja najvecu
= ~‘Vr1]ednost Varl]able X ko]a e
-’strogo man]a od a




e R L i N
At e SO AR i -
- L = % - Y

_ Prlm]er 4 b) Kohka je V]ero]atnost da ¢emo moratl bacat1
na]man]e dvaa na]V1se 5 puta’? -

P(2<Y<5)= F(s)'; F()

',1 1 31
16 32 32

P(2<Y<5)—1—5
32




arakterizacija raspodjela

dekivana vrijednost diskretne slu¢ajne varijable

"“'f-‘ffg
-

o




f Varl]anca diskretne slucajne Var1]able

S]etlmo se primjera d]ece iz parka' Pros]ecna starost d]ece je bila 8 17 godma.
‘Zamma nas rasprsenost d]ec]1h uzrasta u parku.

E(x)=8,16667 ' E(x)=8,16667

3 IIIIIIIIIIIIIIIIII
12345678 91011121314151617181920 7 8 91011121314151617181920

X X

raspodielastarostidiece  neka druga raspodiela




M]era rasprsen]a sredn]e kvadrati¢no odstupan]e
‘ t] ar1tmet1cka sredma kvadrata odstupan]a

_Izracunamo li standardne dev1]aC1]e za raspod]ele s prethodne
shke doblvamo 0 =3.64 za 11]evu raspodjelu, i 0 = 1.03 za desnu

4 Vazno svo]s;tyo kQ]«e_ c;esto,_ola—ksava racune je:




~ Momenti viseg reda

- dodatne veli¢ine koje opisuju raspodjelu o
- Slj_edeée raspodjele imaju istu srednju Vrij’edﬁostfif_ srae
standardnu devijaciju -

0,5 E(X) = 6
0,4 4 =122
034
X 0,24
o i
0,14
0,0




seg red

SN
X

y ¥

sredi$nji moment nultog reda totalnu vjerojatnos

~ * sredisSnji ’moment prvog reda predstavlja srednje odstupanje od

‘aritmeticke sredine:
-.f _‘ M =




~ Momenti viseg reda

e pomoéni moment prvog reda predstavl]a oceklvan]e 111 arltmetlcku ’

| sredmu m1-A=E(X) =X=pu

e sredi$nji moment drugog reda predstavlja varijancu:
M2= V(X)=0" |

* za izracun sred1sn]eg momenta drugog reda mozZemo upotrijebiti
» relac1]u M = mp - m*

~ Opdenita formula za srediénji moment r-tog reda je:

= k/ r \ k
M E k /| m,_,my;




~ Momenti viseg reda

‘Moment treceg reda govori o asimetriji. Primjeri 1z lijeVog stupca
prethodne slike imaju sljede¢e momente treceg reda:
Ms =0, M3—1594>O Ms=-1.594<0

=

3

-Deﬁmramo Vehcmu koeﬁcqent a51metr1]e kao o, =
o

Ako je a3 = 0 raspodjela je simetri¢na, ako je a3 > 0 onda je nagnuta
. udesno a ako je a3 < 0 onda je nagnuta ulijevo.

Gornji primjeri imaju: a3 = 0, as = 0.868 > 0, a3 = - 0.868 <0




~ Momenti vigeg reda

~ Moment &etvrtog reda govori o spljoétenbsti.-- Primjeri iz desnog
stupca prethodne slike imaju sljede¢e momente cetvrtog reda:
My=6, Ms=45Ms=10.67 | |
. ",

- Definiramo veli¢inu koeficijent spljostenosti kao o, = —=*
= s | - o

- Ako je a4 = 3 raspodjela je ‘normalno spljostena’, ako je a4 >3 onda
' je ‘Siljata’ a ako je a4 < 3 onda je ‘Siroka’.

.'-AGornjiprimj..e'ri imaju: as =2.67, s =2, as =4.74




- Bernoullijev (binomni) pokus pokus koji ima samo dva moguca 1shoda
- -'uspjeh’ = A, ‘neuspjeh’ =
- vjerojatnost uspjeha oznacavamo s p, a neuspjeha s g:
| p=P(A),q=P(A) *
B Ocitojep+g=1

Bernoullijev (binomni) pokus:
1. sastoji se od n pokus$aja, a  je odreden unaprijed
. 2. poku$aji su identi¢ni Bernoullijevi pokusi s mogudéim ishodima
| ‘uspjeh’ = Ai‘neuspjeh’ = A
9 Pokusa]l Su nezavisni. Ishod bilo kojeg pokusaja ne utjece na 1sh0d

idrugog oo |
4. V]ero]atnost usp]eha ]ednaka je za sve pokusa]e 1 0znacavamo ]u Sp




1. Bacamo nove¢ic cet1r1 puta (ili bacimo Cet1r1 novc1ca) Usp]eh ]e kad padne
| glava

G 4 p 1 / 2
2 Bacamo kocku 10 puta. Usp]eh je kad padne Sestica:
a1 =16

3. Galtonova daska: kuglicu spustamo na cavlice koji su slozeni u pravﬂnu
_trokutastu reSetku. Padom na ¢avli¢, kuglica moze skrenuti ulijevo
(neuspjeh) ili udesno (uspjeh). Ako je daska pravﬂna i vodoravna, ti su

| ‘1shod1 iednako vjerojatni. |

= bro] redova cavlica, p=1/2




Bmomna sluca]na Var1]ab1a

Det. Ako imamo binomni eksperiment koji se sastoji od 1 pokusaja, slucajnu
varijablu X definiranu kao X = broj uspjeha u n pokusaja nazivamo |
binomna sluéajna,varijabla{i oznacavamo ju X ~ Bin(n, p)

Binomna raspodjela vjerojatnosti
Ako imamo binomni eksperiment i binomnu slu¢ajnu varijablu X ~ Bin(1, p)

- njezinu raspodjelu vjerojatnosti p(x) nazivamo binomna raspodjela i
oznacavamo ju s b(x; 1, p)

Odredimo vrijednosti b(x; 1,p)

- pogledajmo Galtonovu daskusn=4




‘f:—Ga'ltOﬁ;()i:}faA'déska binomni okus s n = 4 ‘
A = ’kughca se odbila udesno A kughca se odbﬂa uh]evo
r bro] odbl]an]a udesno o

- Svi moguci ishodi
binomnog pokusa 3 1= 4

p=05,q=05

slucajna S | S
ishod varijabla | vjerojatnost = Vrijednost 0 za 1 ishod, 4. (

RAAA = _ ,
AAAA o / vrijednost 1 za 4 ishoda, .
- Vrijednost 2 za 6 ishoda, tj.
p2'q2 / S :

AAAA
vrijednost 3 za 4 ishoda, e

AAAA

AAAA
VI‘l]edIlOSt 4zal ishod, tj.

_— N '~ _

AAAA
AAAA
AAAA
AAAA
AAAA
AAAA
AAAA
AAAA
AAAA
AAAA

YO SYUSHIGE (@ R 1
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- Bint)mﬁa raspodjela vjerojatnosti

Opcemto

- ishod dogada]a ]e AAA AA ukupno ima 7 dogada]a

- A se po]avl]u]e X puta a A (n-x) puta

(n)

- gkupno postojl m |\ - J permutac:l]a gorn]eg mza

- svakl gorn]1 niz ostvaru]e se s V]ero]atnoscu (nezav1sm dogadajl)

gy




- Pagier;

~ Neki uredaj daje 30% 1081h pro1zvoda Kohka je V]ero]atnost da e od 10
] pr01zvoda njih 3 b1t1 losih?

| - vjerojatnost da izvucemo los proizvod' p=03
. - vjerojatnost da izvucemo dobar pr01zvod q=0.7

,n 10x 3

- P(x_: 3) . Vjeroj_atnost da od 10 proiz'VOda 3 budu losa

- P(x=3)= ( > )033077—02668

b(3; 10, 0.3)




~ Rekurzivna formula |

N : SN |
~ -racunanje koeﬁcqenatak . | Tje jednostavno
. -zato se sluzimo rekurzivnom formulom

. - rekurzivna formula 1zracunavan]e vrl]ednosu V]ero]atnostl P(x) iz veé
poznate P(x 1)
-za bmomnu raspod]elu vrijedi:

n-x+1p

P(x-1)

P(x) —‘
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- Oekivanje i varijanca za binomnu raspodjelu

- ocekivanje

vrijedi sliedece:
-

= kx J x(x—l)![(n—l)—(xfl)].

paimamo:




~ Ocekivanje i varijanca za binomnu raspodjelu

Konacno, oc¢ekivanje binomne raspodjele:

| Var1] anca:

~prviclan:




~ Ocekivanje i varijanca za binomnu raspodjelu

| E(sz{1+E(y}="P{1 emp=mp{lemp-ph=

() 1= p) =[BT -’

Konac¢no, varijanca je:

~ Na sli¢an nacin kao za o¢ekivanu vrijednost i varijancu moZe se pokazati:

g—D - §pq

R », B /npq % e npq_.




(i) moZe se desiti da raspod]ela tvori pada]ﬁm niz:

P(0)2P(1)2P2)> .. P | - P()

_n—x+1£

Expctnd Klbock-Ltier D OB e P(x—l.)

. ™ r

LTl

iz rekurzivne relacije:
n—-x+1p

Plorl -

x(p+q)=pln+1)tj.p= - , ZASVE X
n+1 |

L ova relac1]a je 1spun]ena za sve x ako je zadovol]ena zax=1, pa ]e
f‘;uv]et da b1 bmomne V]ero]atnostl c1n11e pada]uc1 niz:

<1,zasvex




' 1Zgléd.Einomne raspodjele

(11) mozZe se de81t1 da raspod]ela tvorl rastud niz:

Graphofp=g (n)

o
-

—

«
o

1
0
n

- isto kac')"_‘iu‘;pre__thodnc')msluéaju, dobiva se uvijet:

W—'\"\)‘” R o e - .
'.\_ \P—* \4» -A‘\ .._.._p_;‘_.‘_. e
,-\. A e
V\ \}« W Ny N o
"S-*-; —
LN 71
T

R TR



Iz g_lfedbinomne raspodjele

(111) kad ne tvori ni rastuc1 ni pada]uc1 niz, bmomna raspod]ela ima
~maksimum u nekoj tocki xo, xo =0, xo=n

P(xo-1) < P(xo) = Plxo+1)

iz rekurzivne relacije:

| P(xo _1_)5 P(xo) -:A qxy, =np — pXx, +p
| - <np+p

dnormix, 2.0.5)

| P(xO)zP(xO +1) = X, =Nnp-—¢q




- Binomna raspodjela polazi od osnovnih postavki kombinatorike i teorije
vjerojatnosti, i stoga je egzaktana, tj. vrijedi za proizvoljne p i n
- medutim, kao Sto smo vec spomenuli, Cesti su problemi s racunanjem
binomnih koeficijenata, pa zato gledamo njezin granican slucaj
pretpostavke: - |
1. n — oo (velik broj pokusa)
2. m = np = const,, tj. p = m/n — 0 (mala vjerojatnost dogadaja)

) ( Z ) g = n(n-1)..(n-x+1) S =

x!

n—Xx

n(n=1).(n-x+1) m’ (1_ ﬂ)




b
)

~ Ikona¢no:

P(x,m)

m

X

x!

Nn—>0
np=m

= —lim l_ﬂ)

n

n

le”’ =lim

n—

(

t
fis
n

)







‘QPOj_sSSOnOV'aT aspodj:ela |

- Poissonova raspod]ela je gramcm slucaj bmomne raspod]ele za Ve11k1 n
imalip

- moze se pokaza’ti' da je Poissonova raspodjela adekvatna zamjena za
binomnu akojep<0.1lim=np<5 '

- u praksi je Cesto zadovoljavajuca i za vece vrijednosti

Ocekivanje i varijanca
-u biﬁomho]" raspodjeli imali smo:
. Bl np i V(x) = npq = np(1-p)

- ako je p <<1 oceklvah bismo za Poissonovu raspodjelu:
oo np mi V(x) np=m |

o Je*to.ulstmu tako?v *




~ Poissonova raspodjela

Ocekivana Vrijednost:

)C'

{n%OO}ExP E . ’".=

moo m -m |
=e ;(x 1' x |-= y} me ;7=me e" =m

| = Podsjetnik:
Var1] anca:




| Sli¢nim nac¢inom pokazuje se da je:

. 1 1
L e O R




~ Poissonova raspodjela - rekurzijska formula

ey

x-1 -m :

m e

s

o . p‘uno- jédnostavnije nego u binomnoj raspodjeli!

. Zadéc’:‘a: _dokaiitéda je najvjerojatni‘j_a vrijednost xo slucajne varijable x u
|Poissonovoj raspodjeli dana s (m-1) <xo<m




~ Poissonova raspodiela

Primjena Poissonove raspodjele:

a) aprok81mac1]a binomne raspodjele
b) proucavan]e rl]etklh dogada]a
| nplj._».f prometne nesrece na odredenoj dionici autoceste u jednom danu
- telefonski pozivi centrali u jednoj minuti
- defekti po jedinici duljine bakrene Zice
- broj Cestica kozmickog zracenja detektiranih u sekundi




 Poissonova raspodjela - primjer

‘Rodendanski’ problem
- Kolika je vjerojatnost da u skupu od 7 nasumi¢no odabranih
ljudi dvo]e 1ma]u rodendan isti dan? =

- ocito, ukohko jen> 366 v]ero]atnost je 100%
- ali, ukoliko je n = 57, vjerojatnost je 997%
- za n = 23, vjerojatnost je 50%

- Provijerite za Zadac’u =

¢ ) ] 3 z ) y -
10 207 30 4 S0 60 70 80 9
: Number of people




Pojam integrala

Pr111kom razmatan]a kontmulramh raspod]ela cesto cemo se susretat1
| problemom odredlvan]a povrsme 1Sp0d funkcqe e

Problem funkc:l]a ]e prlkazana zakrlvljenom crtom i nema ]ednostavnog
geometrl]skog nacma da tocno izracunamo obo]enu povrsinu




- | PO]ammteg rala

Ide]a promatrana ploha podl]eh se na manje d1]elove kO]l se onda
| aproksimiraju pravokutnicima. Podijelimo promatrani interval [a, b] na n
ekvidistantnih segmenata [xx.1, xi]. Pri tome je xo = a i x, = b. Na svakom

| segmentu pronademo najvecu (M) i najmanju (my) vrijednost funkcije .
| _Deﬁmra]mo sume: |




Ocito je trazena povrSina I veca od s, a
manja od S. Sto je vedi broj segmenata
n na koje smo podijelili promatrani
interval, to je razlika izmedu si S
manja, pa je procjena iznosa povrsine [
to bolja.

~ Ako je promatrana funkcija f neprekinuta i kona¢na na promatranom
- intervalu, onda ¢e se u granici n — o< sume s i S izjednaciti.

lims, =limS, =1

n—00 n—>00

n

. | =lim Y f(x, )Ax - [f]f(x)dx > j‘f(x)dx

A







Pojamintegrala 7

S

n

x' o, n#-l

Tablica osnovnih “tablicnih”




,"-"?f~A‘_j'0ntmu1rana Sluca]na Varl]abla i rasp()d]ela. L
- "f-.V]ero]atnostl

- do sada smo razmatrali diskretne slucajne Var1]ab1e
- moguce vrijednosti ¢ine konacan skup ili se mogu sluziti u uredan
beskonacan niz

- u sluca]u kontinuirane sluca]ne Varl]able moguce vrijednosti cine cijeli

| mterval brojeva

\

lef Sluca]na Van]abla X ]e kontmmrana ako skup n]ezrmh
Vr1]ednost1 dini c1]eh mterval brO]eva -ty ako ]e za neke A 1 B (A < B)
svak1xe [A B] moguc e




Kontmmrana sluca]na Var1]abla i raspod]ela
V]ero]atnosh

Pr1m]er m]erlmo dubmu nekog ]ezera na 8115 m]esta Shke prlkazu]u 1
raspodjelu dubina zaokruzenih na cijele metre; 2. zaokruZenih na cijele
decimetre; 3. zaokruzemh na Cl]ele centimetre; 4. kontmulranu raspodjelu
dubina

Zasvaki interval Ax
‘definiramo funkciju f (x) na
sliededi nacin:

P(x < X < x+Ax) f(x)Ax

Na Cetvrtoj slici intervali su
infinitezimalni (Ax .‘% d?'x)
Pl X i A Rl

?;13’5- ~5. [\
-sf) ,"\ 3;,.{ ‘%-‘;«};f,

i




Vrijedi sljedece:

1. f( )>O Vx

2ff dxl




- Funkcija gustoce vjerojatnosti

~ Primjer: za raspodjglu"dt;binejezera-P(ZSX_HS‘4_)=ff(_x)dx =




- Funkcija gustoce vjerojatnosti

~ Primjer: dekanje tramvaja koji vozi svakih 5 min =~




nkcija gustoce vjerojatnosti

Def. Kontinuirana slucajna V'arija.bla X ima uniformnu raspodjelu u
intervalu [A, B] ako je funkcija gustoce vjerojatnosti dana s

IlUstraCija pravokutne raspodjele:




* Otekivanje kontinuirane sludajne varijable

it A3 -
S R e -

)ef Neka ]e X kontmulrana varl] abla i f( x) n]e Zm a fu
'_v]ero]atnosh Onda ]e n]ezmo ocekwan]e S

Primjer: neka je

-

.
.

0 inace

. Ocekivanje je:




- Def Neka ]e X kontmulrana Var1]ab1a i f(x) n]ezma funkc:l]a gustoce - -
- »v]ero]atnostl a u n]ezmo oceklvan]e Qnda ]e n]ezma Varljanca danaf -
= relac1]0m | |

= e |

Vrijedi: V(X) = E(X?)-(E(X))

| Momenti:




- premda postoje mnoge druge raspodjele, normalna raspodjela objasnjava
najvedi broj statistickih opazanja = |

- npr. raspodjela visina odraslih ljudi ili rezultati mjerenja fizikalnih
velicina

- takoder je a3 = 0 (simetri¢na raspodjela)
a4 = 3 (normalna spljostenost)




Norma‘lna (Gaussova raspodijela)

; 72 | SO
u-3o u-26 u-o u p+o p+20 p+3o

Tl i T2 té Cke. lnﬂ ek Slje' . Npr pros]ecna v1sma muskaraca u Hr 178 cm

o S deV1]ac1]a 7 5 cm




Norma‘lna (Gaussova raspodijela)

1 | l 'I 1 1 T
156.5 164 1715 178 1855 193 2005 (cm)

_. | pr pros]ecna v1sma muskaraca u Hr 178 cm
.:, = - &t deV1]ac1]a 7 5 cm e




_ NQrmaIna (Gaussova raspodijela)

Mormal Probability Distribution with w=10

- Sto vedi o to je funkcija gustoce vjerojatnosti Sira!







Vjerojatnost pri normalnoj raspodjeli

'z-\n. N
Q’

\“

- e
-"-‘; W ‘n‘.s‘,‘\- -

Kako rijesiti gornji izraz?

1) w1, u2 2 0 (x1, x2 = )




Vjerojafnost pri normalnoj raspodjeli -

2) 1, u2 <0 (1, X2 < )

P=o(iu, - ®(in1)]




_ Vje;fojafnost pri normalnoj raspodjeli -

3)u1<0, 1220 (x1=p, 122 )

I = (1w, )+ (1, 1]




Vjefoj atnost pri normalnoj raspodjeli

(i) 6(-t) = -0(t)

SVojstva funkcije ‘('t)'~ »

B

..fef 2 du =1{u

0




(i) ¢(e0) =1/2

To je intuitivno jasno jer P(0<x<o)=

——ffe"x e dxdy =

' 1§ g
;[ f rdr—;xzxfe

e B : 3

'——u _ U
rf du—< 2

b
2

bz
— (e dz

Bl

2+ =12, x=rcos,y = rsing, dudy = rdrdp

O<x,y<o=0<r<x, O<g0<£

: ()

He

-0 0




B b0 0 odio - -

Sumirajmo svojstVa normalne raspodjele
-
- f(x)—g\/ﬂe - '

0= E(x), o= V(x)‘,a3~= O, o, =0 |

- P(x1<x<x2)=cl)(x2_u) —(I)(xl_u)
' o | o

Fos
e ? du
\/23;-{ -

| ; (_t)=_ .(I)(t); ®(0) = 0; O o_o)=' % :_

‘. .




MURPHY'S LAW

What can go wrong, will go wrong.

Essentially, the laws of nature always work, whether we are paying attention or not.

- (Equipment blows to protect fuses.)
~|(nterchangeable parts aren't & fail-safes don't.)

Mrs MURPHY'S COROLLARY

Murphy is too much of an optimist.




