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STATISTIKA | OSNOVE FIZIKALNIH M)EREN)A

http://www.phy . pmf.unizg.hr/~zskoko/

- nastavni materijali

- obavijesti

- Lspltna pitan|a

- termint Lspita, rezultati

- ttd...



http://www.phy.pmf.unizg.hr/~zskoko/

Pravila kolegija:

predavanja nisu obavezna ali iskustvo pokazuje da su vrlo korisna
kod polaganja ispita

u toku semestra bit Ce odrzana 2 kolokvija (neobavezna)

ukoliko je zbroj na oba kolokvija vec¢i od 50% oslobadanje
pismenog dijela ispita

ukoliko kolokviji nisu polozeni obavezan je izlazak na pismeni dio
Ispita (zadaci kao na vjezbama)

usmeni dio ispita je obavezan (pitanja na webu)

usmeni: tri teorijska pitanja, na svako barem nesto odgovoriti
zadace nose dodatne bodove

Ispitni rokovi u lipnju (2x), rujnu (2x), studenom (1x), veljaci (2x)
prolaznost: ak. god. 2017/2018 polozilo 25 od 54 studenata (46%)
(ak. god. 2016/17 - 71%)
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UVOD

¥ MNOSTVO PODATAKA - Statistilkea nam daje metode za V\d Lthovo
organiziranje L sazeto prikazivanje te izviatenje zakljutaka na
OSNOVIL 'waormaci:ja sadrzanih u ttma podac'bma

®

Od latinskog “STATUS” - stanje, situaci)a

®

Povijeswo, drzavnl tnteres - popisi \/oJ' nwih obveznilka w Kint,
Perziji, Gréko)...

€® Drzavwnl zavod za statistiku http://www.dzs. hr

http://www.dzs hr/Statinfo/Z aposl.htm

http://www.dzs hr/Statinfo/RADPSNAGA. htm (anketa na
reprezentativinom uzorku)

@ Primjeri w meteorologiii: http://meteo.hr

e



http://www.dzs.hr
http://www.dzs.hr/Statinfo/zaposl.htm
http://www.dzs.hr/statinfo/radnasnaga.htm

KOMBINATORIKA

(1) PERMUTACHE BEZ PONAVUAN)A

- N RAZUCITIH ELEMENATA AL, ..., AN MOGULE JE POREPATI U NIZ
NA VISE RAZ LICITIH NACINA

- BROJ) TIH NACINA ZovEMO PERMUTACIE BEZ PONAVUAN)A
- ODABEREMO JEDAN ELEMENT N (ZBORA
- OPABEREMO SUEDECI ELEMENT N -1 (ZBORA

- ODPABEREMO TRECI ELEMENT N -2 IZBORA

PN = N-(N-1)-(N-2)-....21 = N!

PO DEFINICYL: 0! =1




Prim\jer: Na Rollko nagina mozewmo poredati brojeve 1 2 0=?

e R Ee R e B A o R e B (o b e & > & naclna

P(R)==1==221=¢6




(R) PERMUTACIHE S PONAVLANJEM

- wn elemenata wnutar ho\jihje £33 o R T ngjeolwaleih

- na kollko nadina wmozemo poredat’u te elemente u nLzZ?

- zamislimo da su svi elementl razliéitl; tada bl bilo n! nadina;

zamlslimo da sw svi elementl razlLELtL ostma l/\d A e o L
n!

Permu’cacge tih Lstih elemenata ne Prﬁdowose nwLita: —' nWacLnag
e
1 Y

’ ’ , l’l! v’
- akRo sw r; L vy elemenata Lsti: T nacLnag
rlr
11

OPCENITO:




Prim\jer: Na kolllkeo nasina mozemo Poreolati brqje\/e a0

(L5 DA el Sk i | 2 naclnag ==t =8

= e
2!

Pr'umjer: Na kolilko nadina mozemio poredati slova a,a,b,b,b,c?

0 WA Eiwa Permutations:

la,a, b, b, b,c} | la,a,b,b,c,b} | la,a,b,c,b,b} | la,a,c,b,b,b} | la,b,a,
b,b,c} | la,b,a,b,c,b} | la,b,a,c,b,b} | la,b,b,a,b,c} | la,b,b,a,c,

6! b} | la,b,b,b,a,c} | la,b,b,b,c,a} | la,b,b,c,a,b} | la,b,b,c,b,a}l | la,

_:60 b,c,a,b,b} | la,b,c,b,a,b} | la,b,c,b,b,a}l | la,c,a,b,b,b} | la,c,b,a,b,

S0 13! b} | fa,c,b,b,a,b} | la,c,b,b,b,a} | {b,a,a,b,b,c} | tb,a,a,b,c,b} | b,

a,a,c,b,b} | {b,a,b,a,b,c} | |b,a,b,a,c,b} | {b,a,b,b,a,c} | {b,a,b,b,c,

= ¥WolframAlpha [ a} | {b,a,b,c,a,b} | {b,a,b,c,b,a} | {b,a,c,a,b,b} | {b,a,c,b,a,b} | {b,

ERRER R I — 22, Vol — 3

P(6) te

a,c, b,b,a} | {b,b,a,a,b,c} | {b,b,a,a,c,b} | {b,b,a,b,a,c} | {b,b,a,b,c,

permutations of {a,a,b,b,b,c} £ a} | {b,b,a,c,a,b} | {b,b,a,c,b,a} | {b,b,b,a,a,c} | {b,b,b,a,c,al | {b,

b, b,c,a,a} | {b,b,c,a,a,b} | {b,b,c,a,b,a} | {b,b,c,b,a,a} | {b,c,a,a,b,
b} | {b,c,a,b,a,b} | {b,c,a,b,b,a}l | {b,c,b,a,a,b} | {b,c,b,a,b,a} | {b,
e ‘> %bb b, ¢,b,b,a,a} | lc,a,a,b,b,b} | lc,a,b,a,b,b} | {c,a,b,b,a,b} | {c,a,b,b,b,

Input interpretation

- 60

Number of distinct permutations al I 'C) b, a,a, bs bl I lC) b, a, b) a, bl I 'C) b, a, b) b: al I 'C) b: bs a,a, b' I 'C)
b,b,a,b,a} | {, b,b,b,a,a}l (total: 60)




(2) VARIACIE BEZ PONAVUAN)A

- wn razliéitih elemenata A1, ..., An L zellmo od V\:J’LVI stvoriti skup
od v elemenata, s time da se Lstl element mwmoze pojavi’ci SAMD
Jedwow i da je poredak elemenata vazan!

W WAaGLIAA

- odaberemo pr\/i Elan skupa

- odaberemo drugt clan skupa —— wn-1 WascLng

(w-r+1)

- slténo kao kod permutacija bez powa\/l::am:j a

n(n— 1)(n— 2)...[n—(r— 1): — 2

(n—r)!

- odaberemo r-tL Elan skupa

- 1z binomnog poutka Lmamo:

n - n b n n'
a — a p ==
( _I_b) 2 nxbx
sTalEY % (n—x)!x!
F—— | - . P - —— —————— -—




VARIACE BEZ PONAVUAN)A:

! n!
VAL EERSREE L P E :
{ (n—r)! (n—r)!r!

Primjer: Na Roliko nadina wozemo od brojeva 1, 2, 3, 4 formirati
skupove od po dva broja, all tako da se svakt broj VALOZE Pojaviti SAMmO
jedwom, L daje poredalk brojeva u skupu vazan?

1212314 2324 34
21 231,41, 232,42, 43 12 NACINA!

T S

=—=12
> (4-2) 2!




(3) VARIJACHE S PONAVLJANJEM

- n razlicitih elemenata A1, ..., An L Zelimo od wjth stvoritl skup
od v elemenata, poredak elemenata je vazawn, isti element se moze
pojaviti vise puta!

- odlaberemo prvi Elan skupa —— n natina

- odaberemo drugt Elan skupa ——— wn natina

- odaberemo r-tL Elan skupa —— n naclna

- slitno kao L prije

nwnmnmn..n=mn (relemenata)

Vr(n) 24 I’lr




Priwg'er: Na koltko waéina wozemo od broje\/a 1, 2, 3, 4 formirati
skupove od po dva brqja, tako da se svalkl broj VLOZE pojaviti vide puta, L
dajc poredak brojeva U SRUpU Vazan?

R 1 =, 1 4, 23,24, 24
BERSSl 41 R 42, 4 = 16 NAé(NA!
11, 22,33, 44

V¥ =4%=16




(5) KOMBINACIE BEZ PONAVUAN)A

- n razliditth elemenata slazemo w skupove velléine v, svakl
element smije se u skupu pojaviti SaAMLD jedwom, poredalk wije
VaZan

- Lsto kao Lvaﬁ\jaoi\je bez powavgam:ja, samo Sto poredak wije VaZan

K<”>:Vr(n): kg
E r! r!(n—r)! r

Primjer: Na Roliko nacina wmozemo od brojeva 1, 2, =, 4 formirati
skupove od po dva broja, tako da se svakl broj mozZe pojaviti vide
puta, L alaJ'e poredak brojeva W skupu vazan?

BNt Ll iz D4z & NACINAI

4! 4! 4-3-2-1 |
K} = == =6
2(4-2)1 212! 2-1-2-1
%—— —_ ™ — , ad - R — & " - .




(6) KOMBINACIE S PONAVUAN)EM

- wn razliditth elemenata slazewmo w skupove velléine r, svakl
element smije se w skupu qu avitl vide puta, poredak wije VaZawn

SSetoiitkao! L varljaaije sa powavgjam:jem, samo Sto poredak wije
VazZan

) :[ n+r—1 ):K(nﬂ"l)
r r r




OSNOVNI STATISTICKI POJMOVI

POPULACYA - dobro definiran skup objekata koji nas zanima

Populacija moze biti konadna tli beskonatna, realna ili hipotetska
PVLVM:JCVL:

1. svi zaposlenicel na podrulju Grada Zagreba u 2014

2. sViL stanovnict Republike Hrvatske 31. 03. 2014.

=. sve baterije prolzvedene w nekoj tvorniel u jednom mjesecu

4. sVi moguél rezultatl nekog mjerenja

Pozwa\/amd'c cheLe poputacije - CENZUS

Cenzus rijetko mozemo imati (preskupo ili neizvedivo)

e




OSNOVNI STATISTICKI POJMOVI

UZ ORAK. - podsk&wp popu.Laoi:je l?,oj L UZLMLAMALD A u.wapri:jeol
odreden nadin

Primieriz

1. Lz populacije svih studenata uzimamo samo jednu godinu
2. w skladistu opeka uzimamo jedan reo

=. obavimo deset mjerenja mase nekog predmeta

VARIABLA - obiljezje ELja vrijednost se moZe mijenati ool
objekta do objekta

MoZemo promatrati jedwo obiljezje (wpr. visina studentata) pa

govorimo o 1-D skupu podataka ili vide obiljezja. Npr. promatramo

LL vistnie L tezinu studenata, tmaat cevio 2-D skup podataka. l
W — - - . : —_— - - -




STATISTIKA

OPISNA INDUKTIVNA
Istraziva EJ e sakuplo podatke L Statistilko zakljuéivanie

zell Lth organiziratt, te sazeto

b1 < , IstraZzivad je proutio uzorak i
D‘PLSD(’CL vazna svontva

Lz njegovih svojstava Zeli izvesti
qrafitke metode: histogramdt, zakljulke o cijelo] populaciji

Ritvulje, Rruzni dyjagramd. .. Nui’:woje mzu.mjctl neodredenostL

Numerielee vVijedwostL: prosjeh, POVEZANE S UZLMA vgjcm uzorka Lz
standardna dcvijacija, popuLacLJ'e

Rorelacijski koefictjent, ...

e




STATISTIKA

TEORIA V)EROJATNOSTI
pretpostaka - znamo SVDjstva popul,acije L Zellmo prcdvidje‘ci svojstva uzorka

POPULACYA UZ ORAK.

indulktiving statistilkea

U OVOM KOLEGHU NA)PRIE CEMO UKRATKO NAUCITI METODE
OPISNE STATISTIKE, ZATIM CEMO PROUCAVATI TEORI U
VJEROJATNOSTI, | NAKON TOGA INDUKTIVNU STATISTIKU




METODE OPISNE STATISTIKE
GRAFICKE | TABLICNE METODE

S-L DUAGRAM (STEM AND LEAF, STABLJIKA [ LIST)

primjer: Na 140 ameritkih koledZa provedena je anketa o “tulum-
plancima”. Kao tulum-pijanac opisan je onaj student Roji u nizu
popije 4 Ll vige alkoholnih pita. Postotak tulum-pijanaca dawn je

w sljedecem popisu:

37
61
11
14
17
29
18
51
19
21
22
66
22
23
24
52
25
56
28
26
61
48
26
34




S-L DYAGRAM

Da bismo iz ove “Sume” podataka stekli dojam 0 msprostmm:jewosti pojave,
izradujemo S-L dijagram:

1. odaberemo jednu ili vige poletnih znamenkl za ‘stabljikeuw’

2. w stupac popisemo sve moguie ‘stablijike’

=. desno od svake stabljiiee popisemo sve pripadajule ‘Listove’

4
1345678889

1223456666777889999
0112233344555666677777888899999
111222223344445566666677788888999
00111222233455666667777888899
01111244455666778

S N A W =0




PRIKAZ, POMOCU TOCAKA

1. Nacrtamo dio brojevnog pravea Roji obuhvaéa sve moguée podatke
2. Svako opazawnje prikazemo totkom iznad odgovarajuieg polozaja

Z.a podatke Lz gornjeg primjera tolkasti prikaz izgleda ovako:




HISTOGRAMI

Postupak crtanja histograma razlilit je za diskretne L Rontinuirane varijable

Diskretna varijabla - ona za Roju je skup moguéih vrijednosti
Ronacaw LLL prebrojiv

s wajc‘ieéée se radt o prelorojavamd’ U

Kontinuirana varijabla - skup moguéih vrijednostt jest cijeli
tnterval na brojeonm praveu

1 wajb’eéée rezultat mjeremd'a

e R e — : ‘ T T - - Q




PRIMJER DISKRETNE VARIABLE

Starost djece koja se Lgraju w parku. varijabla je X = starost djeteta
Rezultati ankete za 42 djece (starost w godinama):

ok

o0

Moguée vrijedwnosti varijable X su 1, 2,
=91 PR MCegs kN e s
pakle, radi se o diskretwno] varijabli

ok

8
|
8
|
9
8
|
8
9
|
9
4




FREKVENCIA

Def.: Frekvencija f; neke odredene vrijednostt x; varijable X jest broj
poJ' a\/LJ' 'Lvan' ate erJ' ednosti u promatranom skupu podataka.

vrijedi: Y f =N, gdjeje N broj svih podataka u skupu

Tablieni prikaz svih frekvencija nwaziva se raspodjela frekvencija

U nasem primjerw raspodjela frekvencija izgleda ovako:

Def.: Relativna frekvencija, £, neke odredene vrijedwnosti x;
varijable X jest frekvencija podijeljena s ukupnim brojem
podataka N =) f., f

ri N




U nasem ‘primjeru\je N =42 Pa
Je raspodjela relativinih frekvenctja
dana tablicom:

crtanje histograma
(za diskretnu raspoojelc):
1. odredimo frelevencije Lli vel.

frekvencije
X ﬁi ﬁi (%) P v’ ’,
1100203 >.08 2. WA APSCLSL OZNACLID MOULE
o lo 0,00 vrijednostl varijable X
i 8:%3& 132411; 3. nacrtamo pravoRutntk vistine -ﬁ Ll -(-}'L
510,125 12,50
6 10,0625 6,25 2
710.,0417 4,17 “NAS” PRIMJER:
10,1042 | 1042 o
9101667 | 16,67 0

10§ 0,125 12,50
1110,1042 10,42
12 10,0417 4,17

1310 0,00
14 10,0208 2,08
1510 0,00
1610 0,00
1710 0,00
18 10,0208 2,08
1910 0,00

20 10,0208 2,08




Kowstruk%oi:ja histograma za Rontinuiranu varija bl

Primjer: potrosna benzina (w litrama nwa 100 km):

6,25 5,93 7,8 4,95 9,2 8,57
6,82 7,43 5,78 5,46 6,54 7,02
6,78 4,75 5,32 7,11 5,66 5,99
6,87 8,35 7,66 7,23 6,58 6,92
6,32 7,08 5,98 6,25 5,45 6,72
6,38 6,9 9,87 6,23 6,52 6,43
6,12 5,81 6,37 7,23 7,46 8,06
6,09 5,82 4,99 6,32 6,51 6,49
9,49 6,39

Konstruketja histograma:
1 ‘Podgelimo apsoisu na PrileLaolaw broj razreda (ekvidistantno LLL ne)
2. odredimo frelvencije
2. crtamo pravokutnike
- za ekvidistantwne razrede visina = £
- za neekvidistantine razrede visina = f,i/Sirina




Primj er ‘Potroivxj e benzina - ekvidistantnt razredl

-
(3]
| I

frekvencija
frekvencija

=
o
1

6 7 8 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
potro3nja (/100 km) potrosnja (1/100 km)

Primjer neekvidistantnih razreda:
osobe prijavijene zavodima za zaposljavanje, RH 1990:

dob broj osoba (u tisucama) 1 (%)
(14)-19 6,1 3,12
19-25 84,0 42,99
25-40 77,5 39,66
40-50 16,6 8,50
50-(65) 11,2 5,73
UKUPNO 195.4 100,00

gustoca (%)

40 50
godine starosti




FHHSTOGRAMI - napomene:

- povriina pravokutnika je frekvencija danog razreda
- ukupna povriina relativnih frekvencija je 1

Prema obliku histogramti mogu biti:
- unimodalnt
- bimodalni
- videmodalni

Ll
- stmetriéinl
= 'Poziti\/wo nagunutl
- negativino naguutl




MJERE POLOZAJA

qrafitkim prikazom stekll smo impresij w, all Zzeltmo Lzvuél neke
numeritRe vrijednostl koji karakteriziraju skup podataka.

Neka se skup sastoji od brojeva xo, Xa, ... Xn. NAJprije nas zanima
poloZaj L-tog elementa, posebno srediste.

NeRaA SRUp X1, Xa, ... X Predstavija uzorak iz veée populacije!

Def: Sredwn|a vrijednost, X, UZorRa X1, Xa, ... X, dANA Je S:

X =

X, +x,+...+x, =12x.
n nlzl |

Fizikalno znagenje - teziste!




Def: Srednu vrijedwnost populactie oznatavamo s

U induktivino| statistict najéesée Zelimo procijeniti  na osnovu uzorka

Najveéi nedostatalk sreolm:je vrlijedwosti kao m/tjere potoiaja =
podLLjeie u.tjeaaju ekRstremunih vrijedwosti W uzorku

pef: Medijaw, i, odredujemo tako da sva opazanja poredamo po veliéini.
ARpo je broj opazawnja weparan, medijan je vrijedwnost (In+1)/2] -tog
opazan|a. Ako je broj opazawja paran, medijawn je sredwja vrijednost
(W/2) -tog L (W/2+1) -tog opazan|a

KvartilL dijete skup opaiamd' a wa Setirt olLJ'eLa
Percentill olLJ'eLe skup opaiawja nwa 100 olijetova

“odLdant pros\jeka” i odbacimoj&dwalz broj ekstrevmaa s obje strane pa
raSUWNAVAD sreolm:ju \/rt':j ednost

W - T T 4




MJERE POLOZAJA

Uzorel s Lstim wmjerama polozaja (prosjek, medijan)
mogu se bitwo razlikovati
Slika prikazuje tri razlifita skupa istog prosjeka i medijana:

Osim sredidta uzorka, zanima nas L IQoLLleoje rasprien
Najjeolwosta\/wga mjem mspréemd’aje:

Def: Raspon uzorka - razlika tzmedu najvede i
najmanje vrijednostl u uzorku

Mana: ovLsL samo o ekstremima

-



Def: Odstupanie od prosjeRa pojedine vrijednostl u uzorku: x; —X

Z.elimo Lzrazitl mjeru odstupanja u jednom broju

’ ’ 4 4 1 . —n
I8 wlga: szOJLVM,O sva odstupamda: _Z(xi i x)
i=1
No, to je jednako null (pozitivina L negativina odstupanja se ponistavaju)

’ ’ 4 YN 4 Id I'd ’ 1 n ———
0 LdeJa: zbmJ Lmo apsolutine vrgeolwostb svih odstupamda: —Z b x‘
1=l
Timo dobivamo mjeru odstupanja, all L znatne matematicke Romplikactje

’ ’ 4 ’ 1 . —— 2
3. Ldeja: zbrojimo sve Rvadrate odstupanja: —Z(Xl. = x)
n i

Def: varijawoa uzorka: S2 _ 1 i(Xi —)7)2

Def: standardwna devijactia uzorkRa: g —+/s?




Pitanje! Zasto smo uzell n-1, a ne n?

Def: varijanca populaciie: N >
’ ’ e ’ ' . e ’r G — —Z(Xl — u)
(9dje Je n prosjeR populaci)e) n<

vrlo rijetko poznajemo w pa pokuavamo iz uzorka odrediti i 0. No,
prosjeéni kvadrat odstupan|a (x,— X )214 uzorku je manji od
nepoznatog (x, — /,L)z. Da bismo to Rorigirall, u nazivnik tzraza za
varijancu stavljamo n-1 umjesto w. Na taj nacin mozemo s pomodu
varijance uzorka procijentitl varijancu populaci|e.

Koreketja dolazi zbog wmanjenog broja stupwnijeva slobode u uzorku.

To éenmwo dokazatL k,aswije W semestri.

e




