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Zadatak 1
Izrazite operatore S, i Sy preko operatora podizanja i spustanja spina. Po-
kazite da je operator S? = S2 —i—SS +82 dijagonalan u bazi svojstvenih stanja
operatora S,. Cestica ima spin 1/2.
Rjesenje:

e definicija operatora podizanja i spustanja spina

Sy =8 +1iSy, S_=5;—1S, (1)
e invertiramo gornje relacije
1 1
Se=5(8: +50), §y=5:(5; —5) (2)

e ratunamo operator S2, uzimajuéi u obzir da operatori Si S2 po-
nistavaju svojstvena stanja operatora S,

1
S?=82+582+ 5% = 5 (545- +5.8,)+ 52 (3)

e djelujemo operatorom 52 na svojstvena stanja operatora S,

1\ _(lgg 1 AJEAEE

2>—<25+S+255++Sz>’2>—4h 2>, (4)
1\ _(lgg 1 AR =
3) = (5505 +gssees2) |5 =3

e svojstvena stanja operatora S, su ujedno i svojstvena stanja operatora
52

5«'2

=

512

e operator 52 je dijagonalan u bazi svojstvenih stanja operatora S,

—‘2_%2 10
S_4h 0 1 (6)

e tocno napisani operatori S, i Sy nose 1 bod, a toéno napisan operator
5?2 u dijagonalnoj formi 1 bod



Zadatak 2

Cestica u centralnom potencijalu ima orbitalni angularni moment [ = 27 i
spin s = 1h. Nadite energijske nivoe i degeneracije povezane sa spin-orbit
interakcijom oblika

H,, = AL - S.

Rjesenje:

radimo u bazi svojstvenih stanja operatora {H, J2, J,, L2, §2}

iskoristimo definiciju operatora J
SN2 o I Lo~ 1 -
J? = (L+s) =?+20-§+5 = 1I.5=3 (ﬁ—LQ —§2) (7)

Hamiltonijan spin-orbit medudjelovanja mozemo napisati u sljedeé¢em
obliku

_ A 2 2 a2
HSO_E(J iy —S) (8)
izra¢unamo matriéni element
By, = (im| Ho ljm) = 2 (im(1s)| J2 — L2 — §2|(1s) 9
so = (im| Hso |jm) 5 (gm(ls)| |(Is)jm) — (9)

A
By = §h2 G +1)—1(1+1)—s(s+1)] (10)
zadan je orbitalni angularni moment 27, a spin 1A

. . Ao, .
Eso = (jm| Hso [jm) = 5712 [](] +1) — 8]

ogranicenja na zakretni impuls j zadana su pravilom trokuta

l—s|<j<l+s

j=1: Eyp=-3AR%,d=2j+1=3
j=2: Byo=—AR?, d=2j+1=5
j=3: By =2AR?, d=2j+1=7

matri¢ni element (8) nosi 0.5 bodova, dok svaki nivo zajedno s dege-
neracijom nosi 0.5 bodova



Zadatak 3

Sustav ukupnog angularnog momenta J = % i projekcije na z-os M = —% se

3

sastoji od dvije cestice angularnih momenata j; = 5 i jo = 1. Polazeci od
stanja |5/2 —5/2), djelujuéi operatorom J, generirajte stanje |5/2 —1/2).
Koje su moguce vrijednosti projekcija mq i mo, te pripadajuée vierojatnosti?
Rjesenje:

e koristimo relaciju

Jy |[IM) = hn/J(J +1) = M(M + 1) |JM + 1) (11)

e polazimo od stanja s najnizom projekcijom zakretnog impulsa i djelu-
jemo operatorom J

5 5
2‘2>—<*+

e dolazimo do sljedece relacije

'2_3>:\/EB_;>\1—1>+\/§B—2>!10> (13)

e joS jednom djelujemo operatorom J

J _°
* 2 2 2 2

3 3>> 1—1) + ‘3 3> (J21 1= 1)) (12)

5 3 3 3 1 313 1
233y =2 (5= v Bls - 3 e -1y
(14)
2 3 3 213 3
iz <J1+ 5~ 2>> 10) + \/;'2 - 2> (J2+ |10))
(15)
e izra¢namo pojedine ¢lanove na desnoj strani
5 3 5 1
A G R 1
T+ |2 2> ng 2> (16)
3 3 3 1
Jy 2—2>—\/§h'2—2> (17)
3 1 31
Ji |10y = hv/2]11) (19)



dolazimo do sljedece relacije
5 1 3131 63 1
——— )y =2/ |==)1-1 — === 21
\/g‘Q 2> \/;‘22>| >+\[5‘2 2>‘0> (21)
613 1 2 13 3
+\/;‘2—2>|1o>+\/5‘2—2>|11> (22)

podijelimo prethodni izraz s v/8

5 1 3131 313 1 1 13 3
Sy = 22 -1 SI2o2V10) + — |2 =2 )11
‘2 2> 10'22>‘ >+\£‘2 2>’ >+«/10‘2 2>’>

sustav se moze nalaziti u sljedeé¢im stanjima
— myp =1/21m; = —1, vjerojatnost 3/10
— myp = —1/21m; =0, vjerojatnost 6/10
— myp = —3/21my =1, vjerojatnost 1/10

suma vjerojatnosti iznosi 1

totno izratunat J2 |5/2 — 5/2) nosi 0.5 bodova, a svaka to¢na projek-
cija sa vjerojatnosti jos 0.5 bodova



Zadatak 4

U Bornovoj aproksimaciji pronadite diferencijalni udarni presjek za cesticu
mase m koja se rasprsuje na potencijalu

2

r

V(r) = Ae o2
Rjesenje:

e amplitude rasprsenja u Bornovoj aproksimaciji

2m [ .0
fB(0) = “i2q ), rsingrV(r)dr, q= 2ksin 2 (24)
e uvrstimo potencijal
2 A oo 2
fe(0) =— ;;Lq /0 re <2 sin qrdr (25)

e parcijalno integriramo

2

_ 2 _r? 1 15, 2
du=re a :>u:/re a2d’l“:2a2/6tdt:—2(126 7 (26)

3

|

v = singqr = dv = g cos grdr (27)

e vratimo se poc¢etnom integralu

/ re o singrdr = ——a%e” 2 singr| + a2/ e o2 cosqgrdr
0 2 o 2 Jo
(28)
e radi se o tablicnom integralu (Bronstejn)
00 -2 2,2
/ re o sinqrdr = g(12ﬁae_q 1 (29)
0 2 2
e vratimo se amplitudi rasprsenja
mAa3ﬁ _1.2.2
Tp(0) = =LY e (30)
e diferencijalni udarni presjek
do o m2A%2aSm 1 00 .0
g = WO = —7—e"", ¢=2ksing (31)

e amplituda rasprSenja nosi 1.5 bodova, a diferencijalni udarni presjek
0.5 bodova



Zadatak 5

Koriste¢i operatore podizanja i spustanja, izracunajte ocekivane vrijednosti
(x), (z?), (p) i (p?) u n-tom pobudenom stanju harmonic¢kog oscilatora.

Pokazite da je u osnovnom stanju ispunjena relacija AxzAp = —.

2

Rjesenje:

operatori podizanja i spustanja

PR il 334_@ ot = /M 1}_@
—\V 2n mw )’ —V 2n mw )’

izrazimo Z i p pomoéu operatora ¢ i af

x:\/—(a+a>, p:zw—<a —a)
2mw 2
ocekivane vrijednosti operatora x i p
(] n) = | 2 (nla + af |n) =0
nlz|n) =1/ —{’la+a'|n) =
2mw ’
. [mwh t
(n|p|n) =1 T(n!—a+a In) =0

kvadriramo operatore x i p

2% = i (aa + aal + ata + aTaT)
2mw

mwh
P’ = o (aa —aal —ala + aTaT>
ocekivane vrijednosti operatora 2 i p?

h
(n] 22 |n) = 7— (nl a'a + aal|n) =0,
mw
h
(nl p* |n) = “== (n| aa + a'aln) =0

koristimo relacije
aln) =+vnln—1), a'|n)=vn+1|n+1)
slijedi
(n|afaln) = vn(nla'n—1)=n
(n|aa’|n) =vn+1({nlan+1)=n+1



trazene ocekivane vrijednosti

(n| 22 |n) = %(271 +1) (43)
(ol o) = " 2n 1-1) (14)

racunamo odstupanja u osnovnom stanju

h

Az =+/(2?) = (x)* =/ 5—— (45)

2mw

mwh
Ap = {p*) — (p)*> = S (46)

neodredenost u osnovnom stanju
h

AxAp = 3 (47)

ocekivane vrijednosti (x) i (p) nose 0.5 bodova, ocekivane vrijednosti
(%) 1 (p?) 1 bod, a neodredenost u osnovnom stanju 0.5 bodova.

T. Niksié



