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Poglavlje 1

Kompleksna analiza

§1.1 SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA

Polje kompleksnih brojeva (C,+,-) definirano je kao skup R x R, Kartezijev
produkt dva skupa realnih brojeva, sacinjen od uredenih parova realnih brojeva
(z,y), uz sljedeée operacije,

(1,91) + (z2,92) = (21 + 22, Y1+ y2) (zbrajanje)  (1.1)
(x1,91) - (x2,92) = (z122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1) (mnozenje)  (1.2)

Neutralni element s obzirom na zbrajanje (“nula”) je (0,0), a neutralni element
s obzirom na mnozenje (“jedinica”) je (1,0). Za skup kompleksnih brojeva bez
nule upotrebljavamo oznaku C* = C\{(0,0)} (ponekad se ovaj skup oznacava
s C*). Aditivni i multiplikativni inverzi kompleksnog broja z = (z,y) dani su
redom s

—Z= (_337 _y) (13)

za sve z € C, te

- @ y
= —_ 1.4
’ <w2+y2’ x2+y2) 4

za sve z € C*. Valja uociti kako su kompleksni brojevi oblika (z,0) s gore
uvedenim operacijama izomorfni s poljem realnih brojeva. Stoga obi¢no nulu
(0,0) pisemo jednostavno kao realni broj 0, a jedinicu (1,0) kao realni broj 1.
Nadalje, kako vrijedi

(z,9) = (1,0) - (2,0) + (0,1) - (y,0)

uobic¢ajeno je kompleksne brojeve z = (z,y) pisati u obliku z = x + iy, gdje
je izostavljeno eksplicitno pisanje jedinice 1, a uvedena je imaginarna jedinica
1= (0,1). Na ovaj nacin je identitet (0,1)-(0,1) = (—1,0) preveden u izraz

i?=—1 (1.5)
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Ovdje vidimo originalnu motivaciju uvodenja imaginarne jedinice: ona je korijen
jednadzbe 22 4+ 1 = 0.

Svaki kompleksni broj z = z + iy ima svoj realni dio Re(z) = z i imaginarni
dio Im(z) = y. U starijim knjigama su u upotrebi nesto drugacije oznake, R z
za realni dio 1 § 2z za imaginarni dio kompleksnog broja z. ako je Re(z) =01
Im(z) # 0 kazemo da je z cisto imaginaran. Dva kompleksna broja z1 i 22 su
jednaki ako i samo ako su im jednaki realni i imaginarni dio,

z1 =22 <= Re(z1) =Re(z2) A Im(z1) =Im(z2)

Nanovo, osnovne operacije medu kompleksnim brojevima u ovom zapisu sada
glase,
z1 + Z9 = (.’El + Zyl) + (1’2 + Zyg) = (1’1 + yl) + ’L(yl + y2) (16)

21 -z = (21 +iy1) - (w2 +1y2) = (2172 — Y1y2) + i(T1Y2 + T291) (1.7)

Omjer kompleksnih brojeva z; i z5 # 0 ratunamo prema

A _ Tty Tty T2 —iys (1’1372 +y1y2> ny (372y1 —ﬂflyz)

Zo  Ta+iYs T2 +iyas T2 —iyo x5+ Y3 3 + Y3

Primjetimo, razlomak je prosiren tako da u nazivniku dobijemo realan broj, a
potom smo razdvojili realni i imaginarni dio u brojniku. Prilikom potenciranja,
odnosno uzastopnog mnozenja kompleksnih brojeva valja imati na umu da za
sve k € Z vrijede sljedeée jednakosti

Z'4k2+1 —

i Z4k‘+2 — _1 Z4k+3 —

; , —-i, i*=1 (1.8)

Primjer 1.1. Izracunajte zbroj, razliku, umnozak i omjer sljede¢a dva kom-
pleksna broja, z1 =3+ 2¢ i 29 =2 — 34.

R. Imamo redom
z21+2z2=0B8+2)+(2-3)yi=5—1
z1—22=0B8-2)+(2—-(-3)i=1+5¢
z21-22=(3-2—-2-(=3))+(3-(-3)+2-2)i =12—5¢
z1_3+20 2430 (6—6)+(9+4)i:i

22 2—-3i 2+3i 449

Primjer 1.2. Izracunajte (1 +iv/3)3" za sve n € Z.

R. Upotrebom binomnog poucka imamo
(1+iv3)? = 1°4+3-1°-iv3+3-1-(iv3)* + (iV3)’ =
1+3iV3-9-3ivV3=-8.

Odavde slijedi
(1+iV3)*" = (=8)" = (-1)"2*"



7 §1.1. Skup kompleksnih brojeva

za sve n € Z. Dakako, (1+iv/3)" = 1.

Za svaki kompleksni broj z = x + iy definiramo kompleksnu konjugaciju,

*

2t = -1y (1.9)

Ovo je idempotentna operacija, (z*)* = z, koja zadovoljava sljededa svojstva

*

(1t z) =2z, (21 2)" =22, () =" (1.10)

Ponekad se upotrebljava i alternativna oznaka, z = z*. Pomoc¢u kompleksne
konjugacije mozemo zapisati realni i imaginarni dio kompleksnog broja,

Re(z) = % (z+2%), Im(z)= 2% (z—2%) (1.11)

Svakom kompleksnom broju z pridruzujemo i modul (apsolutnu vrijednost) |z|,
nenegativan realni broj definiran preko

lz| = Va2 +y? (1.12)

Nula je jedini kompleksni broj is¢ezavaju¢eg modula. Modul kompleksnog broja
zadovoljava sljedeta svojstva:

21] - |22| = |z122], |27 =27t (1.13)
=z, 2 z=2 (1.14)

|z

Primjer 1.3. Dokazite da za kompleksne brojeve z,w € C vrijedi

|z 4+ w]? + |z — w|® = 2(|2|* + |w|?)

R. ako zelimo izbjeéi eksplicitno raspisivanje strana jednakosti pomodéu realnih i
imaginarnih dijelova brojeva z i w, mozemo se posluziti nekim svojstvima modula i
kompleksne konjugacije kompleksnog broja. Prvo valja uociti da vrijedi

24w’ = (z+w)(z+w)" = (+w)(z" +uw") =

= 22" + 20" +wz" +ww = 2> + 2w* + w2 + |w]?

Na slican na¢in imamo
|z —w]® = |2)* — 20" — wz" + |w|?

Zbrajanjem ova dva rezultata slijedi trazena tvrdnja.

1.1 & ZADACI
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1.

10.

Pronadite realne i imaginarne dijelove narednih kompleksnih brojeva:

1+i (1+i)(2—19) (1+14)° (1 + )10

V15 Damery Yasg Y aomgm

Dokazite jednakosti
a) |1 —z{zf? — [z — 22? = (1 — |21]*) (1 — |22]?),
b) 1+ 2fzef® + |21 — 22 = (1 +[21?) (1 + [22]?).
Kada vrijedi jednakost |21 + 22| = |z1| + |22] ?
Dokazite identitet

(n—l:Fl)Z|zi|2:|:‘sz’2 = Y Jazxal
i=1 j=1

1<k<iI<n

Pokazite da je kompleksni broj

21+ 29
1+ 2129

realan ako su |z1] = |z2| = 1, te 2129 # —1.

Dokazite svojstva (1.10) koja zadovoljava operacija kompleksne konjuga-
cije!

Dokazite da su z1 i zo kompleksno konjugirani brojevi ako i samo ako su
z1 + 22 1 2122 realni brojevi.

Ako za kompleksne brojeve a, b, ¢ vrijedi |a| = |b] = |¢| = r, dokazite da
je
ab+bc+ca|
a+b+ec |
Pokazite da je
-1
Re<Z ) =0
z+1
ako i samo ako je |z| = 1 (uz pretpostavku da je z # —1, kako bi izraz

uopée imao smisla).

Neka je C skup svih matrica oblika

(%2)

gdje su z,y € R. Pokazite da skup C, zajedno s uobicajenim operacijama
zbrajanja i mnozenja matrica zadovoljava istu algebru kao i kompleksni
brojevi. Koja matrica odgovara imaginarnoj jedinici? Kojim matri¢nim
operacijama na skupu C odgovara operacija kompleksne konjugacije i mo-
dul kompleksnog broja?
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Im(z)

T(z,y)

[RE-=-===-

Re(2)

Slika 1.1: Koordinate proizvoljne tocke T'(z,y) u kompleksnoj ravnini, u karte-
zijevim i polarnim koordinatama.

§1.2 KOMPLEKSNA RAVNINA

Iz same definicije jasno je kako postoji prirodna korespodencija izmedu skupa
kompleksnih brojeva C i to¢aka u ravnini: svakom kompleksnom broju z = x+iy
mozemo jednozna¢no pridruziti tocku T'(x,y), vidi sliku 1.1. Ravninu u kojoj
je svakoj tocki pridruzen odgovarajuc¢i kompleksni broj zovemo kompleksna
ravnina'. Radi jednostavnijeg izrazavanja Cesto se rabi fraza u tocki z ili ¢ak
samo u z u znacenju “u tocki (kompleksne ravnine) pridruzenoj kompleksnom
broju 2”.

Promotrimo ¢emu odgovaraju dosad uvedeni pojmovi u ovakvom geometrij-
skom prikazu kompleksnih brojeva. Ocigledno, Re(z) jednak je apscisi, a Im(z)
ordinati tocke T'. U skladu s tim obi¢no os apscisa zovemo realna os, a os or-
dinata imaginarna os. Apsolutna vrijednost kompleksnog broja |z| jednaka je
udaljenosti odgovarajuée tocke T od ishodista kompleksne ravnine. Opcenito,
udaljenost tocaka Tj i Ts, pridruzenih brojevima 21 i 2o, jednaka je

d(T1,T2) = \/(z1 — 22)> + (1 — y2)% = |21 — 2| (1.15)

ako je kompleksnom broju z pridruzena tocka T'(z,y), tada je kompleksno ko-
njugiranom broju z* pridruzena tocka T”(z, —y), nastala refleksijom na realnoj

osi. Nadalje, kako svakoj tocki T'(z, y) odgovara radijus-vektor 07 , zbroju kom-
pleksnih brojeva z; + 2o pridruzen je zbroj radijus-vektora OT; + O7T5.

Primjer 1.4. Zadana su tri vrha paralelograma, z1, zo i z3. Pronadite cetvrti
vrh z4 koji lezi nasuprot vrhu z,.

R. Ogzna&imo tocke pridruzene kompleksnim brojevima z1, z2 i 23 redom s A, Bi C.
Kako je posrijedi paralelogram, znamo da je ¢etvrti vrh D definiran jednadzbom

OD = OA+AD = OA+BC=0A+0C - 0B

1U literaturi nailazimo na niz razli¢itih naziva ove ravnine koji se vezuju uz imena mate-
maticara, medu kojima su Caspar Wessel (1745.-1818.), Jean-Robert Argand (1768.-1822.) i
Johann Carl Friedrich Gauss (1777.-1855.), a ¢iji su radovi doprinjeli razvoju ideje smjestanja
kompleksnih brojeva u ravninu. Mi éemo upotrebljavati povijesno neutralan naziv.
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Prevedeno u jezik kompleksnih brojeva imamo

Z4 =21+ 23 — 22

Svaka dva kompleksna broja z1, ze € C zadovoljavaju tzv. nejednakost tro-
kuta
‘|z1|—\zg|’ <21 % 22| < 21| + |22] (1.16)

Naziv ove nejednakosti je ocigledno povezan s geometrijskim nejednakostima
koje vrijede medu stranicama trokuta: zbroj dvije stranice je uvijek veéi od
trece stranice, a razlika dvije stranice uvijek manja od treée stranice. ako je
z1 # 29, sve veli¢ine u gornjim nejednakostima su strogo pozitivne, pa mozemo
pisati reciprocnu verziju nejednakosti trokuta,

1 1 1

|[21] = |z2]| ~ lzn £ 22| ~ |2n] + |2

(1.17)

Kompleksnu ravninu mozemo promatrati i u polarnim koordinatama (r, ¢), kao
na slici 1.1, koje su povezane s Kartezijevim koordinatama (z,y) preko

T=rCcos¢, Yy=rsing
Odavde slijedi zapis kompleksnog broja u polarnim koordinatama,
z =r(cos ¢ + isin @) (1.18)
Radijus 7 jednak je apsolutnoj vrijednosti kompleksnog broja,
r=+/22+y? =2 (1.19)

a polarni kut ¢ odreden je (do na visekratnik broja 27) sustavom jednadzbi
cos ¢ = z , sing = Y (1.20)
r r

Kut ¢ zovemo argument kompleksnog broja z i pisemo Arg(z) = ¢ . Specijalno,
za slucaj kompleksnog broja z = 0 imamo r = 0, dok je njegov argument
nedefiniran. Obi¢no se uvodi restrikcija argumenta na interval duljine 27, u
kom sluc¢aju govorimo o glavnoj vrijednosti argumenta i pisemo arg(z). Odabir
intervala glavne vrijednosti argumenta ovisi o problemu kojeg rjesavamo (ovo ée
biti ilustrirano nizom primjera s primjenom integracije kompleksnih funkcija).
Na primjer, ako definiramo

—m<arg(z) <w
tada je
. 77 .
arg(l) =0, arg(i) = 5 arg(—1) =7, arg(—i)=—
Opéenito, imamo vezu

Arg(z) = arg(z) +2kn, keZ (1.21)
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Mnozenjem dva kompleksna broja njihove apsolutne vrijednosti se mnoze, a
argumenti zbrajaju, u §to se mozemo jednostavno uvjeriti:
z1-20 = ri(cosdy +isingy) - ro(cosds +isingy) =
= 1172 (cos(g1 + ¢2) + isin(¢y + ¢2))
Nadalje, za multiplikativan inverz kompleksnog broja z € C* imamo
-1 1 cos ¢ — isin ¢

1 ..
T r(cos ¢ + isin¢) - r(cos? ¢ + sin? ¢) =5 (cos ¢ — isin @)

Ova zapazanja moguce je sazeti u obliku sljede¢ih jednakosti
|21« 22| = |21 - |22| = r1re,  Arg(zy - 22) = Arg(z1) + Arg(z2) (1.22)
e = o =, Arg(a7h) = —Arg(2) (1.23)

gdje su svi kompleksni brojevi u gornjim jednakostima razli¢iti od 0. Odavde
indukcijom slijedi
27 = |2, Arg(s") = nArg(2) (1.24)

za sve n € Z.

Primjer 1.5. Zadana su tri kompleksna broja, a,b,c € C*, takvi da je |a| >
1, |b] < 1 te |¢] = 1. Na koji nacin se ovi kompleksni brojevi “pomi¢u” u
kompleksnoj ravnini prilikom potenciranja?

R. Kompleksni brojevi jedini¢nog modula (|z| = 1) €ine jedni¢nu kruznicu C sa
sredistem u ishodistu kompleksne ravnine. Jedan od takvih brojeva je ¢ (on lezi na
kruznici C). S druge strane, kompleksni broj a nalazi se izvan kruznice C (jer je
njegova udaljenost od ishodista veéa od 1), a kompleksni broj b unutar kruznice C (jer
je njegova udaljenost od ishodista manja od 1). Prilikom potenciranja s pozitivnim
eksponentom n € N, n > 1, imamo slijede¢i efekt

" =la" > lal > 1, =" <pl<l, [c"=l"=1

Drugim rije¢ima, prilikom potenciranja ovi kompleksni brojevi ostaju u istom polozaju
spram kruznice C (a™ izvan, b" unutar, a ¢" na kruznici C), s tim da se a™ udaljava,
a b" priblizava ishodistu kako n raste. Nadalje,

Arg(a") =nArg(a) , Arg(d") =nArgh), Arg(c")=nArg(c)

Dakle, sva tri broja prilikom potenciranja vrse rotaciju u pozitivnom smjeru oko is-
hodista kompleksne ravnine.

Ako je potencija negativna, n € Z, n < —1, imamo slican rezultat. I u ovom
slucéaju ovi kompleksni brojevi ostaju u istom polozaju spram kruznice C, ali sada se
a™ priblizava, a b™ udaljava od ishodista kako apsolutna vrijednost potencije n raste.
Takoder, rotacija mijenja orjentaciju i u ovom slu¢aju je u negativnom smjeru.

Teorem 1.1. (De Moivré) Za svaki realni broj ¢ € R i svaki cijeli brojn € Z
vrijedi sljedeca jednakost

(cos ¢+ isin @)™ = cos(ng) + isin(ng) (1.25)
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DoKAZ : Za kompleksni broj z = cos ¢ + isin ¢ imamo |z| = 1 1 Arg(z) = ¢ + 2k, uz
k € Z. De Moivréov teorem odmah slijedi iz jednakosti (1.24). O

Primjer 1.6. Zadana je tocka z € C. Razmatramo translaciju u komplek-
snoj ravnini zadanu nekim drugim kompleksnim brojem w (podsje¢amo, sva-
kom kompleksnom broju jednoznacno je pridruzen radijus—vektor, stoga i vektor
translacije) i rotaciju zadanu kutom 6, oko tocke zy # 0. Koja tocke su rezultat
translacije i rotacije zadane tocke z?7

R. Prilikom translacije rezultantna tocka dobije se jednostavno zbrajanjem,
Z=z4w.

Nadalje, pretpostavimo da zelimo nasu tocku z zarotirati za kut 6 oko ishodista kom-
pleksne ravnine. Odgovor je ovog puta

2 =2z (cosf +isinf) ,

jer je ovako definirana tocka jednako udaljena od ishodista, |2’| = |z]|, te ima argument
uvedan za kut 0, Arg(z’) = Arg(z) + 6. Konacno ako Zelimo zarotirati tocku z oko
tocke 2o za kut 6, mozemo iskombinirati upravo izlozene operacije. Prvo translatiramo
obje tocke za —zo (tako da tocka oko koje rotiramo dode u ishodiste), zatim izvrsimo
rotaciju za kut 6 i na kraju sve vratimo natrag opet translacijom za zo; rezultat je

2 = (z—20)(cosf +isinf) + zo .

1.2 & ZADACI

1. Zadan je trokut u kompleksnoj ravnini s vrhovima u a,b,c € C. Zapisite
unutrasnje kutove ovog trokuta pomocu funkcije arg, a potom provjerite
da je njihov zbroj jednak !

2. Jim Hawkins pronasao je staru kartu zakopanog blaga s uputama: “Na
otoku X postoje vjesala I' i dva stabla, hrast H i bor B. Prvo izbroji
korake od T" do ‘H, okreni se za pravi kut na desno, pa izbroji jednak broj
koraka u tom smjeru i potom oznac¢i mjesto prvim kolcem. Zatim izbroji
korake od I' do B, okreni se za pravi kut na lijevo, izbroji jednak broj
koraka u tom smjeru i onda oznac¢i mjesto drugim kolcem. Na pola puta
izmedu ta dva kolca nalazi se zakopano blago!” Problem je, medutim, sto
su u meduvremenu vjesala I' istrunula, pa viSe nije jednostavno pratiti
upute s karte. SmjeStanjem otoka X u kompleksnu ravninu pronadite
polozaj zakopanog blaga!l (zadatak preuzet iz [Gam88])

3. Dokazite sljede¢u tvrdnju: ako tri kompleksna broja 21, 2o, z3 jedini¢nog

modula, |z1] = |z2| = |23] = 1 zadovoljavaju jednadzbu z; + 23 + 23 =
0, tada oni ¢ine tri vrha jednakostrani¢nog trokuta upisanog u jedini¢nu
kruznicu.

4. Pod kojim uvjetima su tri razlicite tocke 21, zo i 23 kolinearne (odnosno,
leze na jednom pravcu)?
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5. Pokazite da nejednakost |z —1| < |z+ 1] ekvivalentna nejednadzbi Re(z) >
0. Rjesite zadatak i grafickim putem!

6. Prikazite cos(50) pomocu potencija funkcije cos 6, odnosno sin(56), preko
potencija funkcije sin 6.

7. Koriste¢i De Moivréov teorem dokazite da vrijedi

(1 + itgqb)n 1 +itg(ng)
1—itgg)  1—itg(ng)

§1.3 KRIVULJE U KOMPLEKSNOJ RAVNINI

Pravci

Pravac je moguce zadati na nekoliko razli¢itih na¢ina. Pretpostavimo da zelimo
provuéi pravac kroz dvije razlic¢ite tocke a,b € C. Tada je za svaku tocku z tog
pravca, razli¢itu od a i b, kut koji zatvaraju a, b i z, s vchom u z, jednak 0 ili
m. Sinus ovog kuta je, dakle, uvijek nula, $to je mogucée elegantno zapisati u

sljede¢em obliku
z—a
Im( b) =0 (1.26)

ako je pravac definiran kao simetrala duzine zadane tockama z; i zo, tada imamo
zapis
|z — 21| = |z — 23] (1.27)

Drugim rijec¢ima, simetrala se sastoji od tocaka z jednako udaljenih od zadanih
tocaka 21 i zo. Konacno, pravac u kompleksnoj ravnini mogudée je zapisati i
pomocu 2 parametra, kompleksnog broja ¢ € C i realnog broja p € R,

Re(cz) =p (1.28)

Naime, pretpostavimo li da je ¢ = a+i3, gornja jednadzba odgovara implicitnom
obliku jednadzbe pravca u analitickoj geometriji,

ar —fBy=p

Cunjosjecnice

Tri klasicne krivulje, elipsu, hiperbolu i parabolu, mozemo zapisati upotrebom
njihove geometrijske definicije. Elipsu (hiperbolu) sacinjavaju tocke z ¢iji je
zbroj (razlika) udaljenosti od dvije zadane tocke 21 1 29 (fokusa) u kompleksnoj
ravnini konstantan. Parabolu sa¢injavaju tocke z ¢ija je udaljenost od zadane
tocke zo (fokusa) u kompleksnoj ravnini jednak zbroju apscise tocke z i realne

pozitivne konstante.
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Elipsa s fokusima u 27 i z5 i velikom poluosi a,
|z — z1| + |2 — 22| = 2a (1.29)
Specijalno, kruznica radijusa r sa srediStem u tocki z,
|z — 20l =7 (1.30)
Hiperbola s fokusima u 21 i 2z i velikom poluosi a,
||z — 21| — |2 — 22]| = 2a (1.31)
Parabola s fokusom u zg i realnim pozitivnim parametrom p > 0,
|z — 20| = g + Re(z) (1.32)
Upotrebom nejednakosti mozemo definirati unutrasnjost elipse bez ruba,
|z — 21|+ |2 — 22] < 2a (1.33)
kao i unutrasnjost elipse s rubom

|z — 21|+ |2 — 22] < 2a (1.34)

1.3 & ZADACI

1. Odredite skup toc¢aka zadan jednadzbom |z —i| = |z + i|. Zadatak rjesite
analitickim i grafickim putem.

2. Pronadite male poluosi elipse i hiperbole opisanih jednadzbama (1.29) i
(1.31).

3. Zadan je kruzni vijenac sa sredistem u zq i radijusima a > b > 0. Na koji
nacin éete zapisati ovaj skup tocaka u kompleksnoj ravnini?

4. Koje skupove totaka definira zamjena znaka jednakosti u (1.31) i (1.32)
sa znakom nejednakosti?

5. Zadane su dvije tocke z; i zo u kompleksnoj ravnini i realna konstanta
—m < 0 < 7. Koji skup tocaka opisuje jednadzba

z—z
arg ( 1) =07
Z — Z9
6. Pretpostavimo da je u kompleksnoj ravnini zadana krivulja v jednadzbom

f(2) = 0. Na koji na¢in zapisemo jednadzbu krivulje 7’ koja je dobivena
iz 7y rotacijom (u pozitivnhom smjeru) za kut 6 oko ishodista?
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§1.4 OSNOVNE FUNKCIJE KOMPLEKSNE VARIJABLE

Neka je S C C podskup kompleksnih brojeva i f : S — C zadano preslikavanje.
Kazemo da je f funkcija kompleksne varijable. Funkciju kompleksne varijable
uvijek mozemo rastaviti na njen realni, u(z,y), i imaginarni dio, v(z, y),

f(2) = [z +iy) = u(z,y) + iv(z,y) (1.35)

pri ¢emu podrazumijevamo da su u,v : R x R — R funkcije dvije realne varija-
ble.

Polinomi

Polinom n-tog stupnja je preslikavanje P,, : C — C definirano s
Po(2) = apn2" +ap_ 12"t 4+ arz +ag (1.36)

gdje su kompleksni koeficijenti ay,...,a, € C, takvi da je a,, # 0. Opcenito
polinom n-tog stupnja posjeduje n nul-tocaka, medutim, neke od njih mogu biti
medusobno jednake.

Eksponencijalna funkcija

Eksponencijalna funkcija exp : C — C definirana je s
exp(z) = e“(cosy + isiny) (1.37)

Ponekad eksponencijanu funkciju zapisujemo i s e* = exp(z). Kako su funkcije
cosy i siny periodi¢ne s osnovnim periodom 27, slijedi da je eksponencijalna
funkcija na kompleksnoj domeni periodi¢na s osnovnim periodom 273,

eF A — o7 (1.38)
Nadalje, valja uociti kako vrijedi
s - e® = e (cosyy +isinyy) - e (cosys +isinys) =
= €™ T2 (cos(y1 + y2) + isin(yr + y2)) = ¥ 2 (1.39)

Eksponencijalna funkcija nema nul-tocaka,
ef=0 <= =0 i/ili cosy+isiny=1
Ne postoje brojevi z,y € R koji rjeSavaju gornje jednadzbe.

Tradicionalno se izraz za eksponencijalnu funkciju ¢isto imaginarnih brojeva
zove Eulerova formula,
e =cosz +isinx (1.40)

a specijalni slu¢aj dobiven za x = m Eulerov identitet,

e+ 1=0 (1.41)
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Ovaj potonji je posebno zanimljiv jer objedinjuje 5 vaznih matematickih kons-
tanti, 0, 1, 7, 7, te e.

Eksponencijalna funkcija nam omogucuje da kompleksne brojeve z € C*
zapiSemo u tzv. polarnom obliku,

z=re?, (1.42)

Uz ovakav prikaz operacije s kompleksnim brojevima postaju mnogo preglednije:
koristeéi svojstvo dokazano u (1.39), imamo primjerice

2129 =Ty €911 92) | ge pn = pn oind (1.43)

za svaku cijelobrojnu potenciju n € Z. Koriste¢i kompleksni broj z jedini¢nog
modula zapisan u polarnom obliku, z = €', s lakoé¢om dolazimo do De Moivré-
ovog teorema,

(cos @ +isin )™ = (') = ™ = cos(ne) + isin(ne)

Primjer 1.7. Koristeéi polarni zapis (1.42) pronadite naredne sume,

N-1 N-1
Cn = Z cos(nr), Sy= Z sin(nz)
n=0 n=0
R. Koristeéi formulu za sumu geometrijskog reda,
i P i
n=0 - 1
imamo
szlemz 3 eiNe _q 3 eiNe/2 _ ~iNz/2 ,iNz/2 B sin(Nz/2) SN -122
~ T oeir 1 eiw/2 _ pg—ix/2  giz/2 sin(z/2)

Odavde je dovoljno samo iscitati realni i imaginarni dio lijeve i desne strane jednakosti

sin(Nz/2)
sin(z/2)

sin(Nz/2)

On = sin(z/2)

cos((N —1)z/2), Sn= sin((N — 1)z /2)

Kona¢no, za svaki n € N i z € C* jednadzba w™ = z ima n rjeSenja, koja
mozemo elegantno zapisati u polarnom obliku,

2k
wi = 1 exp <¢+7T z> , keZ, (1.44)
n

gdje je {/r > 0 “obi¢ni” n-ti korijen realnog broja r. Za sva rjesenja wy kazemo
da su dobivena operacijom vadenja n-tog korijena iz kompleksnog broja z, kojeg
najéesce pisemo kao /z ili z1/"  Na primjer, rjesenja jednadzbe w* = 1 dana
su s

wp = €2 ke {0,1,2,3)
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odnosno,

wo=e""=1, w=e"?=i, wy=e"=-1, wy=e"?=_

Valja uociti kako ova 4 kompleksna broja leze u vrhovima kvadrata upisanog
u jedini¢nu kruznicu sa srediStem u ishodistu, fenomen koji ¢emo podrobnije
promotriti u jednom od zadataka.

Trigonometrijske funkcije

Sve trigonometrijske funkcije moguce je s realne prosiriti na kompleksnu dome-
nu. Za pocetak imamo funkcije cos z i sin z,

cos:C—=C, cosz = — (e +e %) (1.45)

=N =

sin:C—C, sinz = — (e —e %) (1.46)

2i
Funkcije sin z i cos z su periodi¢ne s realnim periodom 27, a jedine nul-tocke su
njihove realne nul-tocke,

sinzp, =0 za zp=knr
coszp =0 za z,=2k+1)n/2
za k € Z. Funkcije tgz i ctgz su definirane na cijelom skupu kompleksnih
brojeva izuzev, redom, nul-to¢aka funkcije cos z i sin z,
sin z cos z

tgz = , ctgz = —
COos 2 sin z

(1.47)
Funkcije tg z i ctg z su periodi¢ne s realnim periodom 7, a jedine nul-tocke su

im, kao i kod funkcija sin z i cos z, one realne (tg z ima iste nul-tocke kao i sin z,
a ctg z iste nul-tocke kao i cos z).

Hiperbolicke funkcije

Funkcije ch z i sh z su preslikavanja definirana s

1

ch:C—-C, chz = §(ez+e_z) (1.48)
1 _

sh:C—C, shzzi(ez—ez) (1.49)

Funkcije sh z i ch z su periodi¢ne s imaginarnim periodom 27, a jedine nul-
tocke su njihove imaginarne nul-tocke

shzy =0 za 2z, =kmi
chz, =0 za 2z = (2k+ 1)mi/2

Funkcije th z i cth z su definirane na cijelom skupu kompleksnih brojeva izuzev,
redom, nul-tocaka funkcije ch z i sh z,

she s = B2 (1.50)

thz =
i chz’ shz
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Funkcije th z i cth z su periodi¢ne s imaginarnim periodom 7i, a jedine nul-tocke
su im, kao i kod funkcija sh z i ch z, one imaginarne (th z ima iste nul-tocke kao
ishz, a cth z iste nul-tocke kao i ch z).

| f2) [ P | 2 | Py | 9(2) |
sinz | 27 km T | tgz

cosz | 2 | (2k+1)w/2 | 7w | ctgz

shz | 2mi ki mi | thz

chz | 2mi | (2k+1)mi/2 | wi | cthz

Tablica 1.1: Periodi Py, P, i nul-tocke zj funkcija f(z) i g(2).

Logaritamska funkcija

Kazemo da je kompleksni broj w logaritam broja z, w = Ln(z), ako vrijedi
exp(w) = z. Za bilo koji z # 0 ova definicija daje beskonatno mnogo vrijednosti

logaritma danog broja z prema
Ln(z) = In|z| + iArg(z) = In|z| + i(arg(z) + 2kw) , k€ Z (1.51)

gdje je “In” na desnoj strani jednadzbe “obi¢ni” prirodni logaritam definiran
na skupu realnih brojeva. Kao i kod argumenta kompleksnog broja definiramo
glavnu vrijednost logaritamske funkcije,

In(z) = In(r) + i arg(z) (1.52)

Primjer 1.8. Izracunajte logaritam od slijede¢ih kompleksnih brojeva 1, 7, —1,
—1—z.
R. Koristenjem formule (1.51) imamo
Ln(1) =In(1) + i(arg(1) 4 2kw) = 2kmi
N (T
Ln(i) =1 (5 + 2k7r) ,

. (3T

Ln(—i) =14 (7 + 2k7r) ,

Ln(—1—4) = In(v2) +i (%” + zzm) :

Logaritam produkta kompleksnih brojeva moguce je, kao i kod realnih bro-
jeva, napisati kao sumu logaritama,

Ln(zy-22) = Inlz1- 20| +iArg(z1 - 20) =
In |21 | +In |22| 4 iArg(21) + iArg(22) =
Ln(z1) + Ln(z2) (1.53)
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pri ¢emu smo koristili rastav logaritma produkta realnih brojeva i rastav argu-
menta produkta kompleksnih brojeva.

Potenciranje

Pomoéu logaritamske funkcije moguée je definirati potenciranje i za kompleksnu
potenciju. Za svaki z € C* te w € C definiramo

2% = exp(wlnz) . (1.54)
Valja uociti kako je ovako definirano potenciranje opéenito viseznac¢na funkcija,
uz neke iznimke: ako je z = e imamo jednoznac¢nu eksponencijalnu funkciju

exp(w), dok za z # e definicija ima jednoznacan smisao samo onda kada je
wE 7.

Primjer 1.9. Izracunajte i’.
R. Iz definicije potencije (1.54) imamo
. . . 71'
i* = exp(iLni) = exp (—5 - 2k71') ,

gdje je k € Z.

1.4 & ZADACI

1. Dokazite da je P,(2*) = (Pn(z))* za svaki polinom P, : C — C s realnim
koeficijentima.

2. Rjesite jednadzbu z* = 2" ' zan € N, n > L.

3. Izvrijednite naredne izraze za n € N,

0 (-0 v (60

4. Napisite kompleksne brojeve +1, £¢, +1 +4 te +1 F 4 u polarnom obliku.

5. Rijesite naredne jednadzbe:

d e=—i, e e =14+iV3

6. Dokazite da vrijedi
le*| < el?l .
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Dokazite da za a,b € R vrijedi
Va+ib=t(y+1i0) ,

gdje su

a-l-\/m
y=A|————, d=sgn(b)

_a+,/a2+b2
D) _— .

2

Pronadite sve vrijednosti narednih korijena i prikazite ih u kompleksnoj
ravnini:

V1, Vi, V1, dVi—i, e) V3+4i, f)V/—4+3i.

Dokazite da korijeni jednadzbe z™ — 1 = 0, gdje je n > 2 prirodan broj,
leze u kompleksnoj ravnini duz jedini¢ne kruzmice |z| = 1, u vrhovima
pravilnog n-terokuta upisanog u tu kruznicu. ako je zadan kompleksni
broj a € C, gdje se nalaze korijeni jednadzbe 2" —a =07

Pronadite vrhove pravilnog n-terokuta sa sredistem u ishodistu komplek-
sne ravnine, ako mu je poznat jedan od vrhova, z;.

Dokazite da sve vrijednosti 2¢ za |z| = 7 # 0 (gdje je r unaprijed zadana
realna konstanta) leze na pravcu.

Izracunajte

a) (—1+iv3)%,

(1+4)*°
b G=ivep

Izracunajte

Q) 1 V2 o) (—1)" 141 % o) (—i (—i)=D
1, n) 1Y ><1>,d>(\/§)7 ) (—i)

Izracunajte ()
Usporedite Ln(i*) s i Ln(7). Da li rezultati jednaki ili se razlikuju?
Dokazite slijedeée identitete
(e*)*=¢€* , [e*|=¢", In(z")=(Inz)"
(27)* = (¥n2)* = wIn2)" _ gu'(n2)" _ gw'In(") _ (puyw’
Dokazite slijedeée identitete

sin(iz) =ishz, cos(iz)=chz

tg(iz) =ithz, ctg(iz) = —icthz
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Dokazite da vrijedi
sin(x 4 iy) = sinz chy +icosx shy

cos(z +iy) = cosx chy — isinz shy
te
|sinz|? = sin®z +sh?y , |cosz|> =cos®x +sh?y
Dokazite da vrijedi

sh(z +iy) =shx cosy +ichz siny

ch(z +iy) = chax cosy + ishzx siny
te

|shz|*> =sh?2 +sin?y , |chz|? =sh?z + cos®y

Provjerite tvrdnje o nul-tockama trigonometrijskih i hiperbolickih funk-
cija iz uvodnog teksta, odnosno, pokazite da su tamo navedene nul-tocke
uistinu jedine.

Inverzi funkcija sin z, cos z, sh z, ch z, tg z i th z oznacavaju se, kao i kod
funkcija na realnoj domeni, redom s Arcsin z, Arccosz, Arshz, Archz,
Arctg z i Arth z (alternativne oznake su sin™' z, cos™! z, itd.). Dokazite
slijedece identitete

Arcsinz:—iLn(iz—i— 1—z2), Arccosz:—iLn(z—l—\/zQ—l)
Arshz:Ln(z+\/22+1>, Archz:Ln(z+\/zzfl>

) ) 1 1
Arctgz:éLn(l._FZ) , Arthz:2Ln( +Z>

1—z 1-=2
Dokazite
Rijesite jednadzbe
a) cosz=chz b) sinz=1
Pronadite realni i imaginarni dio narednih funkcija kompleksne varijable,

3 " z—1
b
) z C)Z+1

d) tgz e)thz

Koriste¢i polarni zapis kompleksnih brojeva dokazite da za x € (0,7) i
—1 < p < 1 vrijedi

sin(2Nx)

2sinx

N-1
Z cos((2n + 1)z) =
n=0
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N-1 L
nz:%(_m sin((2n + 1)z) = (~1)N*H 7&;2?5)

1 —pcosx

oo
Z p" cos(nx) =
n=0

1—2pcosx + p?

o0

Z p" sin(nx) =

n=0

psinx
1—2pcosx + p?

26. Ako zelimo rastaviti glavnu vrijednost logaritma produkta kompleksnih
brojeva valja biti oprezan zbog moguénosti da suma glavnih vrijednosti
argumenata doti¢nih kompleksnih brojeva izide iz intervala u kojem glavna
vrijednost argumenta poprima vrijednosti. U ¢lanku [tHV79] naveden
je sljedeéi teorem: za svaki par kompleksnih brojeva a,b € C* vrijedi
jednakost

In(ab) = In(a) + In(b) + n(a,b) (1.55)

gdje je preko Heavisadeove funkcije H(x) uvedena pokrata

n(a,b) = 2mi (H(fIm(a)) H(—Im(d)) H(Im(ab)) —

— H(Tm(a)) H(Tm(b)) H(Im(—ab))) (1.56)

Provjeravanjem slucajeva dokazite njenu valjanost!

§1.5 RIEMANNOVE PLOHE

Ako se jedna tocka domene preslikava u viSe od jedne tocke kodomene onda
to preslikavanje nije analiticko u okolini te tocke. Ako je domena preslikavanja
uobic¢ajena kompleksna ravnina tada ¢e biti potrebno vise grana funkcije da
se preslika cijela kodomena. Uobicajeno je joS i reéi da je takvo preslikavanje
viseznacna funkcija. Pritom domenu svake od tih funkcija nazivamo Riemannov
list. Njihovim “ljepljenjem” po pogodnom odabranom rezu, moguce je konstru-
irati jedinstvenu domenu koja se jo§ naziva Riemannova ploha.

Rez je krivulja na Riemannovoj plohi koja omogucuje da sa jednog lista prijede-
mo na drugu. Tocke na kojima pocinje i zavrsava Riemannov rez zovu se tocke
grananja.

Tocku grananja nalazimo po slijede¢em kriteriju: namatanje po zatvorenoj kri-
vulji oko tocke grananja rezultira prelasku s jednog na drugi Riemannov list.
Taj prijelaz je nuzno diskontinuiran pa se dvije infinitezimalno bliske tocke na
krivulji preslikavaju u dvije konac¢no razmaknute u kodomeni.
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II

Y
— |

Slika 1.2: Prikazana su dva Riemannova lista funkcije f(z) = 1/z. Krivulje
oznacavaju jednu moguéu putanju po Riemannovoj plohi.

Primjer 1.10. Pronadite tocke grananja, te konstruirajte rez i pripadnu Ri-
emannovu plohu funkcije f(2) = /2, 0 < arg(z) < 2w. Diskutirajte i slucaj
—m < arg(z) < .

R. Korijenovanje kompleksnog broja je viSeznacna operacija. Specijalno za f(z) = /z
imamo ] )

Fre?) = fre T2 g e f0,1),
¢ime svakom kompleksnom broju z pridruzujemo dvije vrijednosti. Slijedi da je nuZno
definirati dvije grane funkcije f(z). Mozemo uzeti

fi(re®y = re'? | 0<6 < 2m,

fa(re)y = —\/re®’? | 0<6 < 2r.

pa je kompleksna ravnina jedna, a funkcije dvije. Obrnuto, mozemo uzeti: f(re'?) =
V7€%/2 pa je funkcija jedinstvena ali imamo dvije kompleksne ravnine: 0 < 6; < 27
12w <6y < 4.

Okrenimo se sad za puni krug oko tocke z = 0, po kruznici jedini¢nog radijusa, kao na
slici 1.2. Bez smanjenja opéenitosti mozemo se ograni¢iti na promatranje grane fi(z).
Bliske tocke a = €*® i b = €®>"=%) gdje je ¢ infinitezimalan preslikavaju se u a’ = € i
b = €™ % koje su konatno udaljene. Ista tvrdnja vrijedi i za kruznicu proizvoljnog
polumjera, pa je z = 0 tocka grananja.

Rez je ona krivulja duz koje je funkcija f(z) diskontinuirana, §to je u ovom slucaju
pozitivna realna os. Riemannova ploha dobiva se ljepljenjem dviju kompleksnih rav-
nina duz reza, tako da nakon punog kruga po donjoj ravnini prelazimo na gornju, pa
nas jos jedan puni krug vrada ponovno na donju ravninu (vidi sliku 1.2).

Ako je —m < arg(z) < = bliske tocke a = /™% i b = ¢! (="+%) preslikavaju se u
kona¢no udaljene a’ = (5-0) jp = ¢il=5+9), Zaklju¢ujemo da je z = 0 tocka
grananja, ali se rez ovaj put nalazi na negativnoj realnoj osi.

Istu tocku grananja imati ée i /", n € N, s tim da sad n listova gradi

Riemannovu plohu. Tek nakon n namatanja oko ishodista vra¢amo se u poc¢etnu
tocku.
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Vazno je napomenuti da iako polozaj reza ovisi o definiciji argumenta (npr. da
li je domena [0, 27) ili (—m, 7)), tocka grananja je o tome neovisna.

Primjer 1.11. Pronadite tocke grananja, te konstruirajte rez i pripadnu Ri-
emannovu plohu funkcije f(z) = log z, 0 < arg(z) < 2.

R. Vrijedi _
fe(re®) =In(r) +i(0 + 2kn) , keZ,
pa logaritamska funkcija ima beskona¢no mnogo grana. Sli¢cnom argumentacijom kao

u proslom primjeru tocka grananja je z = 0. Rez se nalazi na pozitivnoj realnoj osi.
Riemannova ploha se konstruira s beskona¢no mnogo listova.

Primjer 1.12. (Bernoullijev paradoks) Neka je z; = —v/3, 20 = -1+ ﬁ
Neka je f(z) = Inz tako da vrijedi f(1) = 0. Ako je rez f(z) na negativnoj
realnoj osi, izracunajte f(z1) + f(22) 1 f(2122) te objasnite zasto se razlikuju.
R. U polarnom obliku z1 = v3¢'™, 2z = %ei%ﬂ
f(22) =In2—2In3 + i3, Slijedi

Imamo f(z1) = 2In3 + iw, te

Fz0) + f(z2) :1n2+i1177r.

11
S druge strane z122 = 2e* "6

na glavnu granu. Stoga

, no arg (z122) = —%, jer f(1) = 0 ogranicava logaritam

f(z122) =In2 — z%

Paradoks nastaje zbog toga jer mnozenjem dvaju kompleksnih brojeva mozemo izaci
van domene argumenta, ¢ime viSezna¢na funkcija prelazi s jedne grane na drugu.

Primjer 1.13. Za funkciju f(z) = v22 — 1 provjerite dasu 2 = =11z =1
tocke grananja. Konstruirajte rez i pripadnu Riemannovu plohu.

R. Za viSeznaéni korijen mozemo pisati f(z) = v22 —1 = /z — 1v/z + 1. Grane
ove funkcije su fi;(z) = gi(21)g;(22), gdje za 4,7 = + imamo g+ (z) = £/7e/2, te
z1,2 = z F 1. Od cetiri grane, samo dvije su nezavisne. Za pronaéi tocku grananja
dovoljno se ograniciti npr. na

i [% %
fri(z) = rmee? | 0= 1; 2.

Odaberimo glavne vrijednosti argumenta 0 < 61 < 2710 < 2 < 2m. Tocku grananja i
rez odreduemo tako da promatramo karakteristi¢ne tocke a i b, te ¢ i d, odnosno u i v
Cija ¢e nam parametrizacija omoguciti da pokrimo cijelu realnu os, odnosno tik iznad
te tik ispod nje, vidi sliku 1.3.

Tocke a i b te cid su definirane kao

a=1+r)e", b=(1+7r)e™+
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Slika 1.3: Na slici su dane karakteristi¢ne tocke: mijenjanjem njihovog modula
u moguénosti smo analizirati cijelu realnu os.

™ a
PR N

o
N

Slika 1.4: Na gornjim slikama prikazana su dva Riemannova lista funkcije f(z) =
V2?2 — 1. Zaodabir kuteva 0 < 0; < 2710 < 0, < 27 rez se nalazi izmedu toc¢aka
—111. Prikazane su i mogucée putanje kojima smo u moguénosti prebrisati cijelu
Riemannovu plohu. Na donjim slikama ista je analiza ponovljena za odabir
kuteva 0 < 60; <271 —7 <6y <.
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c=(1+r)e”, d=(1+ T)ei(%*é) ,
gdje je r > 0 te § > 0 infinitezimalan. Tocke u i v definirane su kao
w= €€i7r/2, v = 661'371'/2

)

gdje je € > 0 infinitezimalan.

Za svaku od tih tocaka zanimaju nas argumenti 6 i 62, odnosno 6. Ako se ispostavi
da dvije bliske tocke imaju kona¢no udaljene argumente onda na tom dijelu imamo
diskontinuitet. Ra¢unom je lako pokazati da vrijedi

totkaa: b =7 —0,0o=mm—86 = 0 =7 —9,

tocka b: 1 =7+0,0o =7+ = 0 =7+,

tockac: 1 =0,02=6 — 6 =9,

tockad: 1 =2r— 6,02 =21 —§ — 6 =27 — 0,

tocka u: 1 =m—€,0b =€ — 0 =7,

tocka v: 1 =7mm+€,0=2mr—€ = 0= 37“
Iz ove analize stoga mozemo zakljuciti da su tocke z = —1, te z = 1 tocke grananja,
te da se rez proteze izmedu te dvije tocke.

U slucaju kada je jedan od kuteva, recimo 03 definiran s —m < 63 < 7, argumenti
su dani kao

tocka a: 0y =1 —0,0=m—0 - 06 =mw—9,

tocka b: 0y = +d,0:=—m7+5 — 0 =9,

tocka c: 01 =9,02 =6 — 0 =9,

tockad: 01 =27 —6,02=—-0 — 0 =mw— 4,

tocka u: 01 =7 —¢€,0 =€ — 02%,

tocka v: 01 =7 +e,0=— — 0= g
U ovom sluc¢aju, i dalje zaklju¢ujemo da su z = —1, te z = 1 tocke grananja, medutim,
rez se sada proteze od co do —1 te od 1 do co. Konstrukcija Riemannove plohe za obje
situacije prikazana je, tipiénom krivuljom na danoj Riemannovoj plohi na slici 1.4.

Primjer 1.14. Pronadite tocke grananja, konstruirajte rez i pripadnu Rieman-

novu plohu funkcije f(z) = /14 vz, -7 < arg(z) < 7.

R. Zbog dvostrukog korijena f(z) ima cetiri grane. Ako definiramo g4(z) =
+/re'?? to su fi;(z) = gi(1 + g;(2)), gdje je i,j = +. Sumnjive tocke su 01 1. U
tu svrhu definiramo bliske tocke a, b, ¢, d, te u i v kao na slici 1.5. Vrijedi |al, |b] > 0,
lel, |d|] > 1, |ul,|c| < 1. Usredoto¢imo se za poCetak na granu fy. Sa slike 1.5 vid-
ljivo je da se sve tocke osim a i b se preslikavaju u bliske tocke u 1+ f4+(2) ravnini.
Variranjem |a| i |b] u 1+ f4(z) ravnini kreiramo polubeskonacan pravac 1+ i1/|a| te
1 —iy/]b]. U fi4(2) ravnini, variranjem |a|, |b| generiramo hiperbolu: ako napisemo
f++ = x + iy slijedi da je

1:1'2_?/27 2xy:\/|a|7

Sto je i vidljivo sa slike 1.6. Kako je za granu fi4 z > 0, variranjem |a| konstruira
se gornja polovica hiperbole na Re(z) > 0, dok variranje |b| konstruira donju polovicu
kao na slici 1.6. Zaklju¢ujemo da fi4+ ima rez duz negativne realne osi. Ista situacija
jeis f-4. S druge strane, fi_, te f__ uz rez na negativnoj realnoj osi imaju rez
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Slika 1.5: Lijeva slika prikazuje kompleksnu ravninu domene. Prikazane su
odabrane tocke a, b, ¢, d, te w i v. Njima smo u moguénosti prebrisati cijeli
pravac infinitezimalno iznad te infinitezimalno ispod realne osi. Na desnoj slici je
dano preslikavanje tih tocaka u 1+ f () ravninu, gdje smo za oznake preslikanih
tocaka rabili crtane varijable, npr. 1+ fi(a) =d'.

Slika 1.6: Lijeva slika prikazuje preslikavanje to¢aka u fy(z) ravninu, dok je na
desnoj slivi prikazano preslikavanje u f_ (z) ravninu. Za oznake smo koristili
dvocrtane varijable, npr. fi1(a) = a” na lijevoj slici odnosno f_y(a) = a” na
desnoj slici.
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f+ f-t

v

VI III

L/

N
U/

fee

VI

II v

A D
S,
eV,

Slika 1.7: Na slici su prikazane domene svih grana funkcije f(z) = /1 + /2
kao i jedna moguca putanja obiljezena rimskim brojevima I-VI.



29 §1.5. Riemannove plohe

koji se od z = 1 proteze duz pozitivne realne osi. Npr. za fi_, imamo situaciju u
kojoj se osim tocaka a i b kona¢no udaljuju i tocke c i d. Razlog tomu je $to nakon
preslikavanja u 1 4+ f_ ravninu ¢ i d “pobjegnu” na negativnu realnu os, pa se onda
nakon jo§ jednog preslikavanja u fi_ ravninu te tocke nuzno udalje. Ista situacija je
i za funkciju f-_.

Riemannova ploha se konstruira ljepljenjem cetiri Riemannova lista od kojih dva imaju
rez samo na negativnoj realnoj osi, a druga dva jos i od tocke z = 1 po pozitivnoj
realnoj osi. Listove ljepimo tako da mozZemo konstruirati zatvorenu krivulju koja ¢ée
se po cijeloj plohi namotati samo jednom. Primjer takve krivulje dan je na slici 1.7.

U slucaju kada imamo funkciju 27/9, gdje su p i ¢ relativno prosti brojevi,
broj Riemannovih listova je ¢; u slu¢aju kada imamo funkciju z%, gdje je a
iracionalan broj imamo beskona¢no mnogo listova.

Riemannova sfera

Skup kompleksnih brojeva mozemo prosiriti tako da ukljucuje i tocku u
beskonac¢nosti. To se radi tako da se svakoj tocci u kompleksnoj ravnini pri-
druzi jedinstvena tocka na sferi. Koristiti éemo konvenciju da se tocka u kojoj
sfera dotice kompleksnu ravninu definira kao ishodiste, ili juzni pol. Tamo gdje
okomica iz ishodista sijeCe sferu naziva se sjeverni pol. Preslikavanje tocke z
na ravninu se vrsi tako da se povuce pravac od z do sjevernog pola. Tocki z
pridruzujemo onu tocku u kojoj pravac sijece sferu. To se formalno naziva ste-
reografska projekcija. Zbog svoje specijalne svrhe, ovakva sfera poznata je pod
nazivom Riemannova sfera. Sve Riemannove plohe koje smo do sada upoz-
nali su nekompaktne. Riemannova sfera je jednostavan primjer kompaktne
Riemannove plohe.

Idemo za pocetak prosiriti skup realnih brojeva tako da ukljuc¢uje tocku u be-
skonacnosti. Potom je lako problem generalizirati na kompleksnu ravninu.

Primjer 1.15. Napravite stereografsku projekciju skupa R.

R. Neka se u ishodistu nalazi Riemannova sfera polumjera R. Tocku na sferi (koja je
u ovom slu¢aju obi¢na kruznica) definirati éemo kutom « kao slici 1.8. Cilj je pronaéi
transformaciju koja svakom = € R pridruzuje jedinstveni a. Sa slike je lako ocitati

2
x
kaoi = 7 — 5. Slijedi
1-tg$
tgh = ————-.
&b 1+tg$
Ako to sad uvrstimo u (1.57)
a_ 2R-=z
82 T 2R+

Radijus sfere je proizvoljan, konvencionalno se uzima 2R = 1, pa je trazeni rezultat

a l1-=z

&5~ 1+z

(1.58)

Kao specijalan slu¢aj, tocka u beskonacnosti sada odgovara a = /2.
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Slika 1.8: Stereografska projekcija skupa R.

Primjer 1.16. Napravite stereografsku projekciju skupa C.

R. Neka se u ishodistu nalazi Riemannova sfera polumjera 2R = 1. Tocku na sferi
definirati ¢emo s dva kuta. Jedan od njih moze ostati « iz prethodnog problema, s

tim da sad x zamijenimo s y/x2 + y2

e 1—+/x% 4 y?
s = -
2 1+ /22 + 42
Preostali kut ¢ definiramo kao otklon od pozitivne osi x, kao na slici xx. Trivijalno
vrijedi tgp = y/x. Time smo u potpunosti rijesili problem, no zgodno je umjesto «
uzeti 6 = 7 — a. Nakon analogne manipulacije kao u prethodnom primjeru
Im(z)

Re(z)’

9
tgy = |z|, tgp= (1.59)

Stereografska projekcija ilustrira ¢injenicu da je tocka u beskonaé¢nosti “obi-
¢na tocka”. Analogna situacija je kod prelaska s Kartezijevog na polarni prikaz
kompleksnog broja: u polarnim koordinatama tocka z = 0 nije definirana.

1.5 & ZADACI

1. Pronadite pogresku u ovom “paradoksu”,
“l=ii=(-1)?2=vV-1V-1=/(-1)22=V4+1=+1
2. Objasnite prividan paradoks (prvi put ga je opazio danski matematicar
Thomas Clausen 1826. godine): e = e!*27 stoga

. ) . a2 42
_ el+27rz _ (el+27rz)1+27rz _ el+4‘n’z 47 _ 1—4n 7

e (&

3. Pronadite tocke grananja, te konstruirajte rez i pripadnu Riemannovu
plohu za slijedeée funkcije
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)= (=)

) f(z) = (2(z + 1)V/3,
c) f(z):zl/2+zl/3,
) f(z)

= Arcsinz.

4. Invertirajte jednadzbe (1.59).

5. Kojim krivuljama u kompleksnoj ravnini odgovaraju kruznice na Rieman-
novoj sferi koje su paralelne, odnosno okomite, u odnosu na kompleksnu
ravninu? Kojim krivuljama na Riemannovoj sferi odgovaraju paralelni
pravei u kompleksnoj ravnini?

6. Dokazite da stereografska projekcija ¢uva kuteve. Takvo preslikavanje
naziva se konformno.

7. Dokazite da stereografska projekcija ne ¢cuva povrsine. Pomo¢: izvrijednite
infinitezimalni element povrsine dS = dzdy u koordinatama 6, ¢.

§1.6 Ni1zOVI I REDOVI KOMPLEKSNIH BROJEVA

Nizovi

Beskonac¢an niz kompleksnih brojeva {z,} = {21, 22, . .. } konvergira broju z ako
za proizvoljan € > 0, postoji takav N € N, da

V>N : |z— 2z, <e

Teorem 1.2. Niz {z,} konvergira broju z = x + iy ako i samo ako Re(z,)
konvergira broju x, a Im(z,) broju y.

Dokaz : Ako Re(zn) = zn — x te Im(z,) = yn — v, tadazan > N
|z =zn| =[(z —za) +i(y —y)| < |z —2al +ly —yn| <€/2+€¢/2=¢
Obratno, ako za dani € imamo takav N da za svaki n > N vrijedi |z — zn| < €, tada
slijedi
|:E—.Z‘n|<€, |y_yn|<6

pa je time pokazan teorem. O

Niz z, nazivamo Cauchyevim ako dani € > 0 postoji takav N € N da za
svaki m,n > N vrijedi |z, — 2, < €.

Vrijede uobicajeni teoremi:
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Teorem 1.3. lim(z, £ w,) = lim(z,) £ lim(w,,)

Teorem 1.4. lim(z, - wy,) = lim(z,) - lim(w,,)

Redovi

Za beskonacan red kompleksnih brojeva

o
§ Zn
n=1

kazemo da je konvergentan ako niz {s, } parcijalnih suma s, = 22:1 21, konver-
gira.

Teorem 1.5. Red je apsolutno konvergentan ako realan red

%)
> |zl
n=1

konvergira.

Apsolutno konvergentan red je uvijek i konvergentan (trivijalno), ali obrat
ne mora vrijediti.

Nuzan kriterij konvergecije je da ako Y z, konvergira onda mora vrijediti
lim, o 2, = 0. Obratno, ako lim,,_, z, # 0 red divergira.

Testovi konvergencije

Teorem 1.6. (integralni test) Ako f(x) >0 za x > a, onda Y f(n) konver-

gira ili divergira ovisno o tome da li integral lim s oo fa f(x)dx konvergira ili
divergira.

Teorem 1.7. (test usporedbom) Ako za Vn vrijedi |z,,| < |wy,| @ > wy, je
apsolutno konvergentan, tada Y z, konvergira apsolutno. U suprotnom, ako
ST |wy| divegira i |z,| > |wy|, onda Y |z,| divergira, ali > z, moZe i ne mora
konvergirati.

Teorem 1.8. (test omjerom) Ako lim,,_, |2n+1/2n| = L tada > z, konver-
gira apsolutno za L < 1. Za L > 1 red divegira. U slucaju L = 1, test nije
vazeci.

Teorem 1.9. (korijenski test) Ako lim, o V/|2zn| = L tada Y z, konvergira
apsolutno za L < 1. Za L > 1 red divegira. U slucaju L =1, test nije vaZeci.

Teorem 1.10. (test za alternirajuéi red) Ako je z, > 0, te z,41 < 2, @
lim,, 00 2, = 0, tada > (—1)""'z, konvergira.
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Teorem 1.11. Red Y z, = > (vn + iyn) konvergira u S = P 4 iQ ako i samo
ako " x,, konvergira uw P i)y, konvergira u Q. Ovaj test je pogodan u slucaju
redova koji su konvergentni, ali nisu apsolutno konvergentni.

Kompleksni redovi mogu se zbrajati i oduzimati ako su konvergentni. Mno-
zenje redova je dozvoljeno samo ako su apsolutno konvergentni.

Primjer 1.17. Pokazite da red

oo

Z%, peR

n=1
divergira za p = 1. Pokazite da konvergira za p > 1.

R. Specijalan slu¢aj p = 1 se naziva harmonijski red. Divergentnost harmonijskog
reda slijedi iz integralnog testa:

e oo
Z 1 > lim dz _ lim (In M —1In1),
et n M—oo Jq x M— o0

¢ime limes divergira. S druge strane, ako uzmemo p =1+¢€

oo

Zi>l'm QLI Y R
nite ~ Mbee J; @it Moo € Me) ~ €

n=1

pa red konvergira za p > 1. U ovom slucaju je p-red poznat pod nazivom Riemannova
zeta funkcija, i oznacava se sa ((p).

Primjer 1.18. Pronadite n-tu parcijalnu sumu geometrijskog reda

n—1

Sp = Zpk

k=0

Za koji p lim,,_, o s, konvergira? Izracunajte taj limes.

R. Ako pomnozimo ps,, slijedi
psn—sn=(P+p"+p" +--+p") = (Lp+p’+...p" ) =p" — 1,

odnosno
T

1-p
1—p°
Po testu omjerom, ako je |p| < 1, red konvergira, te vrijedi

Sn =

i 1
i on = 1
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Primjer 1.19. Pronadite da li slijedec¢i redovi Zf:o cn konvergiraju

4n 1 n!
= - =

el d)e,=e

a) Korijenski test:

y 4 -
A Vel =3 i S = 5

Red divergira.
b) Test usporedbom:

1 1 1
< < —
(3i)"+mn|~ 32" —n| — 27’

¢ime smo dobili konvergentan geometrijski red.

len| =

¢) Test omjerom:

Cn+1
Cn

I pn ! n
~ lim (n+1)! n™ lim (n+Dn! n . n 1

1
li —_— = = .
e n—00 (n + 1)”+1 n! n— 00 (n + 1)"(77, + 1) n! ngr;o n+le

n—0o0

Red konvergira.

d) Ako z = €', pa imamo geometrijski red > 0, 2. Kako je |z| = 1, red divergira.

Primjer 1.20. Pokazite da > %, n > 1, konvergira.
R. Vrijedi ¢, = n/(n® +1) > 0. Ako promatramo f(z) = o slijedi f'(2) =

2 . . ’ . ~ . .
(;2_%)2 <0, pa je f(z) strogo padajuéa, pa je cn+1 < ¢n. Posto je limp o0 ¢cn = 0, po
testu za alternirajuéi red, ovaj red konvergira.

Redovi funkcija—uniformna konvergencija

Za niz funkcija {f,(2)} definiranih na nekom podrué¢ju D kazemo da konvergira
u funkciju f(z) zadanu na tom podrucju, ako vrijedi

lim f,(z) = f(2) VzeD

n—oo

Niz funkcija {f.(z)} konvergira uniformno na nekom podrucju D ako za
dani € > 0 postoji prirodan broj N jedinstven za sve z € D, takav da za sve
n > N vrijedi

1f(2) = fu(2)] <
Drugim rje¢ima, uniformno konvergentan niz konvergira jednako brzo za sve
kompleksne brojeve u nekom podruéju. Red funkcija » f,,(2) uniformno ko-

nvergira na nekom podru¢ju D ako niz njegovih parcijalnih suma konvergira
uniformno na tom podrugju.
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Primjer 1.21. Pokazite da niz f,(z) = #‘il, z € C nije uniformno konver-
gentan.

R. Poanta uniformne konvergencije je da uvijek mozemo naci ¢lan dovoljno visoko u
nizu za kojeg e e biti proizvoljan. S druge strane, limes niza funkcija fr(z)

. nz? 0, z=0
f(z)fnlingoin22+l—{ A

nije kontinuiran u z = 0. To zna¢i da nikada neéemo moéi uzeti samo jedan, ali
proizvoljan € > 0 tako da za dovoljno veliki N vrijedi |fn(z) — f(z)| < e. Npr. ako se
ograni¢imo na realnu os vidimo da taj uvjet vodi na to da mora vrijediti

1—¢

N >
ex?

I

pa kako x — 0 slijedi N — oc.

Teorem 1.12. (Weierstrassov M-test) Red funkcija > fn(2) je uniformno
konvergentan na podrucéju D ako postoji niz pozitivnih brojeva M,, (neovisnih o
z!), takvih da je red Y M,, konvergentan i vrijedi

|fn(2)| < M, VzeD

Primjer 1.22. Pokazite na kojem je podruévju red potencija f,(z) = z"/n!
uniformno konvergentan.

R. Primjenjujemo Weierstrassov M-test: uzmimo da je podrucje D kruznica polu-
mjera R. Tada

AR E L
[fn(2)] = n!  nl < nl "
Po testu omjerom, niz pozitivnih brojeva M,
M, . 1
lim = = R lim =0,
n— oo n n—oon + 1

konvergira za svaki kona¢ni R. Slijedi da }_, fn(z) konvergira uniformno.

Primjer 1.23. Pokazite da red funkcija ) fn(2)

22

W)= T T

ne konvergira uniformno.

R. Dovoljno je pokazati da red parcijalnih suma ne konvergira uniformno. Ako gornji
izraz rastavimo na parcijalne razlomke

gv(2) = éf”(z) - i (1 + (nl— D22 1 +1n22) ’

n=1
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lako se uvjerimo da se jedino prvi ¢lan prve sume i posljednji ¢lan druge sume medu-
sobno ne poni§tavaju. Stoga

() =1- 1 _ NZ2
INGE) =TT N2 T 14 N2

Za ovaj niz funkcija znamo da ne konvergira uniformno, pa stoga niti red ) fn(2) ne
konvergira uniformno.

Vrijede sljedeéi teoremi:

Teorem 1.13. (o neprekidnosti) Zbroj uniformno konvergentnih redova ne-
prekidnih funkcija je neprekidna funkcija.

Teorem 1.14. (o integrabilnosti) Uniformno konvergentan red neprekidnih
funkcija moZe se integrirati ¢lan po élan.

Teorem 1.15. (o diferencijabilnosti) Uniformno konvergentan red funkcija
moZe se deriwirati ¢lan po ¢lan ako svi clanovi imaju neprekidne derivacije 4
rezultantni red funkcija je uniformno konvergentan.

Teorem 1.16. Suma i produkt uniformno konvergentnih redova je uniformno
konvergentan red (na istom podrucju).

Teorem 1.17. (Weierstrass) Ako su é¢lanovi reda Y fn(2) analiticki unutar
i duZ zatvorene krivulje C, te red konvergira uniformno duZ C, tada je suma
analiticka funkcija (unutar i na C) i red se moZe derivirati ili integrirati bilo
koji broj puta.

1.6 & ZADACI

1. Provjerite da li niz

1
= ) TL>].,
Vn2+n—vn2—n -

Cn

konvergira. Ako konvergira, pronadite njegov limes.

2. Provjerite konvergenciju slijedeé¢ih redova

DY (=) wpee (124

n n

3. Pokazite da slijedeéi redovi > ¢,, n > 1, divergiraju

1
a) ¢p =n" . b) ¢, =nsin (> .

n



§1.7. Neprekidnost i diferencijabilnost . ..

37

1—2z

n=oo

Slijedi "=

5. U svakom od slijedeéih problema testirajte konvergenciju reda > ¢,:

6. Testirajte konvergenciju slijedeéih redova Y ¢,:

(=)"(n° — 1)

p e
_§ 2",
n=1

4. Pronadite gresku u slijede¢em razmatranju (Eulerov paradoks):

|
3

1 = z" .
0

Z —
z2—1 1-—

n

W=

2" = 0 (zadatak preuzet iz Schauma complex variables).

n37n2+n
f) e, = .
nt4+3n3+2n24+n+1

(_1)n7161/n

b) ¢, = -

2) Cn:n3+3n2+2n+1 ’

7. Izracunajte ”ptl

8. Za koji p € R je red

konvergentan?

9. Za koji z redovi

a)z

00222 [o ]
a)z(i, b) >

,p> 1.

> 1

(nP)!
(nn)p b) T;n(lnn)l’ '

n=1

e In" x
2n ’

+1)"
" n=1

2

n=1

konvergiraju? Izracunajte sumu reda.

§1.7 NEPREKIDNOST I DIFERENCIJABILNOST

KOMPLEKSNIH FUNKCIJA

Vecina definicija koje se ticu neprekidnosti i diferencijabilnosti kompleksnih
funkcija predstavljaju prirodno proSirenje pripadnih definicija za funkcije re-
alnih varijabli. Medutim, kao $to ¢emo vidjeti, neke od ovih definicija stavljaju
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mnogo jace restrikcije na funkcije nego li je to bio slu¢aj u realnoj analizi. U
definicijama ¢emo za domenu funkcija koristiti podskup skupa kompleksnih bro-
jeva, S C C.

Tocka w € C je limes funkcije f : S — C u tocki zg € S ako

Ve>0 36>0:VzelS td 0<|z—2|<d = |f(z)—w|<e.

i u tom slucaju pisemo

lim f(z)=w.

Z—Z20

Funkcija f: S — C je neprekidna u tocki zg € S ako je

Jim f(z) = f(20)
Kazemo da je funkcija f : .S — C neprekidna ako je neprekidna u svakoj tocki
skupa S. Funkcija f(z + iy) = u(x,y) + iv(x,y) je neprekidna u tocki zg =
Zo + iyo ako 1 samo ako su funkcije u i v neprekidne u tocki (xg,yo). Specijalno,
za funkciju f : S — C kazemo da je jednoliko (uniformno) neprekidna na
podruéju S ako

Ve>0 30>0 : Vz,220€ 85 td. |21 — 22| < = |f(21) — f(z2)| <e

Razlika u odnosu na “obi¢nu” neprekidnost je Sto tamo uz zadani € > 0 broj
0 > 0 nacelno moze ovisiti o tocki z; u slucaju jednolike neprekidnosti, uz zadani
€ > 0 postoji jedinstveni § > 0 za sve tocke na podrucju S. Primjer funkcije
koja je neprekidna, ali nije uniformno neprekidna je veé npr. f(z) = 2% na
z eR.

Funkcija f : S — C je holomorfna (derivabilna) u tocki z € S ako postoji limes

f'(z) = lim Af _ lim flz+42) - f(2)

Az—0 Az Az 0 Az

(1.60)

Teorem 1.18. (Cauchy-Riemann) Neka je f = u+iv : S — C funkcija
holomorfna u tocki zog = xo +iyg € S. Tada su funkcije u i v diferencijabilne u
tocki (zo,yo) t u njoj zadovoljavaju tzv. Cauchy-Riemannove uvjete

ou Ov ou ov
—=Z=, ==-=—. 1.61
ox Oy’ Oy Ox (1.61)

Obrat ovog teorema vrijedi tek uz dodatne pretpostavke.

Teorem 1.19. (Looman-Menchoff) Ako je f = u+iv : S — C takva da
vrijedi

a) f je neprekidna na S,
b) parcijalne derivacije ug, vy, uy te v, su definirane na cijelom S,
¢) u i v zadovoljavaju Cauchy-Riemannove jednadzbe na S,

tada je f(z) holomorfna.
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z *

Primjer 1.24. Provjerite u kojim tockama su funkcije f(z) = e
holomorfne.

ig(z) =z

R. Prvo valja provjeriti CR uvjete, a zatim i to da li su neprekidne parcijalne
derivacije realnih i imaginarnih dijelova zadanih funkcija.
f(z) =" = e"(cosy + isiny) = u(z,y) + iv(z,y)

Ozu=e"cosy =0yv, Oyu= —€"siny=—,v
Dakle, funkcija f ispunjava CR uvjete, a s obzirom da su ove parcijalne derivacije
neprekidne funkcije, f je derivabilna funkcija u svim tockama kompleksne ravnine.
Nadalje,
9(z) =z — iy = u(z,y) +iv(z,y)
Opu=1#0w=-1, Oyu=0=—0yv

Ocigledno, u slu¢aju funkcije ¢ CR uvjeti nisu ispunjeni niti u jednoj toc¢ki kompleksne
ravnine, pa g nije nigdje diferencijabilna.

Slijedi primjer fizikalne situacije u kojem je funkcija koja zadovoljava Cauchy-
Riemannove uvjete ustvari polje bez rotacije i bez izvora. To je intuitivno jasno,
s obzirom da npr. tockasti naboj, ima singularno elektri¢no polje.

Primjer 1.25. Ako kompleksnu funkciju f(z) = u(z,y) +iv(z, y) zapisemo kao
vektorsko polje u dvije dimenzije

V=WV,V,)=(u—-v),
pokazite da se Cauchy-Riemannovi uvjeti mogu zapisati kao

VxV=0, V-V=0.

R. Iz prve Cauchy-Riemann jednadZzbe slijedi

%_8%_0
Oz oy

Sto je definicija rotacije oko osi okomite na kompleksnu ravninu. Druga Cauchy-
Riemann jednadzba daje

Ve  OVy _ 0
Ox oy
§to je definicija divergencije polja V.

Za funkciju f kazemo da je analiti€ka u tocki zy ako je holomorfna u nekoj
okolini tocke zg. Funkciju f koja je analiticka na cijelom skupu kompleksnih
brojeva C obitno zovemo cijela funkcija. Primjeri cijelih funkcija su svi poli-
nomi, zatim e®, cos z, sin z, ch z, sh z, itd. Skup analitickih funkcija na skupu

S C C oznacavamo s 7(S).
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Teorem 1.20. (Liouville) ako je funkcija f : C — C cijela (f € #(C)) i
omedena (postoji M > 0 takav da vrijedi |f(z)| < M za svaki z € C), tada je f
nuzno konstantna funkcija (f(z) = c € C za svaki z € C).

Ovdje valja uociti jednu bitnu razliku spram diferencijabilnosti funkcija re-

alne varijable. Dok kod funkcija realne varijable analiticnost zahtijeva da pri-
padaju klasi C*° odnosno da su derivabilne proizvoljno puta, kod funkcija kom-
pleksne varijable imamo bitno razli¢itu situaciju: ako je funkcija derivabilna
na nekoj okolini, “automatski” je i analiticka! Intuitivno, derivabilnost u kom-
pleksnoj ravnini je mnogo jaci zahtjev jer promatramo limes derivacije “iz svih
smjerova” oko dane tocke.
Promotrimo jos jedan aspekt derivabilnosti kompleksnih funkcija. Poprili¢no ne-
intuitivna ¢injenica je da medu funkcijama realne varijable postoje neprekidne,
a nigdje diferencijabilne funkcije. Prvi takav primjer otkrio je Karl Weierstrass
1872. godine (njemu u ¢ast nazvana Weierstrassova funkcija),

flz) = Za"cos(b"ﬂx) , O<a<l,ab>1
n=0

S kompleksnim brojevima na raspolaganju imamo daleko manje egzoti¢ne pri-
mjere s ovim svojstvom, kao $to ¢e pokazati naredni primjer.

Primjer 1.26. Pokazite da je f(z) = |z| neprekidna, ali nigdje holomorfna
funkcija.

R. Za dani € > 0 odaberemo 6 > 0, takav da je 6 < e. Tada iz |z — 29| < § i
nejednakosti trokuta slijedi

|£(2) = f(z0)| = [I2] = |20l | < |z — 20l <6 <€

pa je f neprekidna u zo. Kako je zp bila proizvoljna tocka iz C, f je neprekidna na
cijelom C (3tovise, f je i uniformno neprekidna jer izbor broja ¢ ne ovisi o tocki zp).
Sada provjeravamo CR uvjete:

u(z,y) = Va2 +y?2, wv(r,y) =0

ou x ou _ y @_O_av

£_1/w2+y27 ay 1/x2+fy2’ ox Fy
Jedina tocka u kojoj bi mogao biti zadovoljen uvjet je z = 0, medutim, veé¢ znamo
iz svojstava funkcije realne varijable f(z) = |z| da f(z) = |z| duz realne osi nije
diferencijabilna u ishodistu. Zakljucak je da promatrana funkcija nije diferencijabilna
u niti jednoj tocki u C.

Za funkciju ¢ : R x R — R kazemo da je harmonijska funkcija ako zadovo-
ljava Laplaceovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
0% 0%y B

2 = —— = 1.62
V2 5 o 0 (1.62)
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Ako je f : S — C analiticka funkcija, njeni realni i imaginarni dio, u(zx,y) i
v(z,y), su harmonijske funkcije. Naime, upotrebom CR uvjeta slijedi

8§u+8§u:810yv—8y8mv:0, 8§v+8§v:—8x8yu+8y8mu:0

Ova c¢injenica nam omogucuje uspostavljanje veze izmedu fizikalnih problema
opisanih diferencijalnom jednadzbom (1.62) i analitickih kompleksnih funkcija!

1.7 & ZADACI

1. Ispitajte analiti¢nost narednih funkcija:

a) —, b)|z]*, ¢)sinz, d)thz

z

2. Pokazite da analiticka funkcija f zadovoljava

df
=0
dz*
Ponekad se promatraju i tzv. antiholomorfne funkcije, za koje vrijedi
daf
)
dz

Pokazite da antiholomorfne funkcije zadovoljavaju CR uvjete s “pogres-
nim” predznacima. Pokazite da je f* antiholomorfna funkcija ako je f
holomorfna funkcija.

3. Akosu f; i fo analiticke funkcije, pokazite da je i funkcija f7 - fo analiticka
funkcija.

4. Ako analiticke funkcije f,g : S — C zadovoljavaju f/(z) = ¢'(z) za sve
z € S, tada se one razlikuju za konstantu.

5. Pokazite da Cauchy-Riemannovi uvjeti u polarnim koordinatama (r, ¢)
glase:
Opu=—r0v, 710u=0yv

6. Promotrite slijede¢u funkciju

_ [ (=), 2#0
f(z)_{o, 2=0

Dokazite da ova funkcija zadovoljava CR uvjete u svakoj tocki kompleksne
ravnine. Nadalje, pokazite da derivacija ove funkcije u tocki z = 0 duz
polupravca rexp(in/4) = x + ix divergira! Zbog ¢ega ova funkcija ipak
nije derivabilna u ishodistu?

7. Pronadite gresku u slijedeéem zaklju¢ivanju: 1) ogranicena cijela funk-
cija je nuzno konstanta, 2) sinz je ogranicena funkcija, 3) sinz je cijela
funkcija, 4) slijedi da je sin z konstantna funkcija?!
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§ 1.8 TAYLOROV I LAURENTOV RAZVOJ

Taylorov razvoj

Teorem 1.21. (Taylor) Ako je funkcija f(z) analiticka u tocki zp, onda u
okolini tocke zy se moZe prikazati u obliku reda

o

flz) = ch(z —20)", cp= %f(")(zo) , n €Ny

n=0

Taylorov razvoj je razvoj funkcije u red potencija, gdje su koeficijenti dani s
Cn.-

Teorem 1.22. (Abel) Ako Taylorov red konvergira za neki z = z; € C, tada
je on apsolutno konvergentan za svaki z € C za koji vrijedi |z — 29| < |21 — 20].
Obratno, ako Taylorov red divergira za neki z = z1 € C, tada on divergira za
svaki z € C za koji vrijedi |z — zo| < |21 — #o].

Po Abelovom teoremu podruéje konvergencije je otvoreni krug sa sredistem
u tocki zg, K = {z]|z — 20| < R}. Polumjer R je polumjer konvergencije reda
potencija. Red je apsolutno konvergentan na ovom krugu i uniformno konver-
gentan na svakom njegovom kompaktnom podskupu, pa je dozvoljeno derivirati
i integrirati “¢lan po ¢lan” u svakoj tocki unutar radijusa konvergencije,

f(z) = chn(z —2)"t, zeK
n=1

? __<” Cn _ n+1
/zof(Z)dZ_nZ_O”Jrl(z 20) , z€K

Polumjer konvergencije moze se odrediti iz koeficijenata, jednom od formula

Cn+1
Cn

1 1
R= limsup {/|cn| , R= lim sup

n—oo n—o00

Na samoj kruznici |z — z9| = R red moze divergirati, ali i konvergirati.

Razvoji nekih vaznijih funkcija (oko nule):

x _n
z

eZ:E = |zl <oo,
n=0 n:

cosz = Z(fl)” Zn |z] < 00,
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) St 227V+1
sinz = Z(fl)" @nr ) 2| < o0,
n=0

o0

In(1+z) =Y (-)""

on
;%7 ) |Z| <1 )

n=

(1+Z)p:§:p(p—

gdje je za viseznacne funkcije dan razvoj glavne grane.

1
n

| , 2l <1,

Primjer 1.27. Odredite polumjer konvergencije za red potencija ngnn

R. Ovdje ilustriramo kako prva formula za polumjer konvergencije funkcionira. Ako
uzmemo ¢, = nz"/3", imamo red s kompleksnim koeficijentima koji ovise o nekoj
varijabli z (odnosno red funkcija). Konvergenciju tog reda mozemo provjeriti pomoéu
npr. testa usporedbom

Zn+l 3n |Z|

3l 3

Cn+1
Cn

. n+1
= lim

n—oo M

L = lim

n— o0

ZTL

Ovaj red ée konvergirati kada je L < 1 odnosno kada je |z| < 3, pa je polumjer
konvergencije R = 3.

Primjer 1.28. Pronadite polumjer konvergencije reda

22 23 A AP

z
I+ -+ m5+mt+tsgt+m+--
2 32 23 3+ 25
R. Dan je Taylorov razvoj oko z = 0 s parnim koeficijentima c2,, = 1/3%", te neparnim
Cant1 = 1/2°"T1. Po korijenskom testu imamo

1/2n

1

1 /@nt1)
32n 3

37 2’
pa je 1/R =limsup,,_,. V/|cn| = 1/2. Red konvergira za |z| < 2.

1
22n—k1

Primjer 1.29. Izracunajte sumu reda za |z| < 1.

oo oo 227L+1
a) an , b) 2271—&—1'
n=1 n=0

R.

a) Koristedi teorem o diferencijabilnosti uniformno konvergentnog reda:

= = N d . d = . 1
;nz *z;nz 1:7;7;157; :ZET;Z :zd— (—1 1_2)
d =z z
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b) Koristedi teorem o integrabilnosti uniformno konvergentnog reda:

[ee] P o0 ZQn z e om /z du 1 1+Z
= du = d = =1 .
3 N e R

n=0

Laurentov razvoj

Teorem 1.23. (Laurent) Neka su C1 i Co dvije koncentriéne kruZnice polu-
mjera Ry i Ra, gdje je Ry > Ra, respektivno, i sa srediStem u zo. Ako je f(z)
analiticka na kruznom vijencu R = {z| Ry < |z — 29| < Ra}, onda se u okolini
tocke |zp| < Ro moZe prikazati u obliku reda

o0

fz)= Y enlz—2)" (1.63)

n=—oo

gdje su koeficijenti c,, za svakin € Z dani integralom po C, pozitivno orjentiranoj

zatvorenoj krivulji u R,
1 f(z)
n==— ¢ ——————d 1.64
¢ 271 ji (z — zp)nt! : (1.64)

Taylorov razvoj oko neke tocke zy vrijedi samo do najblize ne—analiticke
tocke. Preko ne—analiticke tocke mozemo i¢i pod uvjetom da koristimo La-
urentov razvoj. Glavni dio razvoja ¢ine svi ¢lanovi s negativnim potencijama.
Ako svi koeficijenti uz negativne potencije iS¢ezavaju, Laurentov razvoj postaje
Taylorov razvoj.

Primjer 1.30. Razvijte f(z) = m u Laurentov red za
a)l<z|<2, Db)|z|>2, ¢)0<|z+1]<1, d)|z|<Ll

R.

a) U kruznom disku 1 < |z| < 2 f(z) je analiticka. Koeficijente Laurentovog
razvoja pronacéi ¢emo pomocu geometrijskog reda

1

=14 z+4224..,
1—=2
koji konvergira za |z| < 1. Ako sad rastavimo f(z) = —% zj_l + %Z—iQ, slijedi
Jr v v vt 1
3z+1 3z1+§_ 3z z 22 )
[N S U NN O O
3z—2 61—2 6 2 4

Pa je:
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b) Kako za |z| > 2 vrijedi |2/z] < 1 onda

R S S WO TR
3z—2_3zlf§_32 z 22 )7

dok razvoj funkcije z-lu ostaje isti. Tada Laurentov red sadrzi samo negativne
potencije
3 1 1
f(z):-~~+27+;+?
¢) Umjesto razvoja oko ishodista, sada razvijamo oko tocke —1. Uvedimo stoga
u = z+ 1. Imamo ﬁ = %, te
[N TS U SN W A
3z—2 91-% 9 39 )7
sto vrijedi za |u| < 3. Pa je
1 1 u u? 1 1 1 z+1 (z2+ 1)2
& =g~ st T34 0w w1 T
d) U ovom slucaju
1 1 1 2
—= =—=(1- — ...
541 3Tt )
dok je ﬁ isti kao u a). Laurentov razvoj sadrzi samo pozitivne koeficijente
1z 32°

Klasifikacija singulariteta

Singulariteti kompleksnih funkcija su tocke u kojima funkcija nije analiticka.
Ako je singularitet izoliran, onda je oko njega mogué¢ Laurentov razvoj. Razne
tipove izoliranih singulariteta razlikujemo po tome kakav im je Laurentov razvoj:

1. Ako c_, # 0, za neki kona¢ni n > 0, a ostali ¢lanovi i¢ezavaju, onda je
zo pol n-tog reda. Ako je n =1 zy zovemo jos jednostavan pol.

2. Ako f(z) nije definirana u zp ali lim,_, ., f(z) postoji, onda je zo uklonjivi
singularitet.

3. Singularitet koji nije pol ili uklonjivi singularitet naziva se bitni singula-
ritet. Glavni dio Laurentovog razvoja ima beskona¢no mnogo ¢lanova.

Primjer singulariteta koji nije izoliran je tocka grananja: javlja se kod vi-
Sezna¢nih funkcija kao npr. +/z ili Inz. Svaka grana za sebe €ini analiticku
funkciju, tj. na svakoj je mogué¢ Taylorov razvoj. Ali Laurentov razvoj iziskuje
da funkcija bude analiticka u ¢itavom kruznom vijencu, §to kod +/z ili In z nije
moguce zbog prisutnosti reza. Nadalje, moguca je i situacija u kojoj je funkcija
u tolikoj mjeri singularna da se u e-okolini nekog singulariteta zg nalazi bar jos
jedan, odnosno zg nije izoliran.

Analiticko ponasanje neke funkcije f(z) u beskonaé¢nosti istrazujemo pomocéu
supstitucije z = 1/u. Problem se tako svodi na prouc¢avanje analitickog pona-
sanja f(1/u) kada u — 0.
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Primjer 1.31. Pronadite Laurentov razvoj oko naznacenog singulariteta za
svaku od navedenih funkcija f(z). Klasificirajte singularitete i pronadite po-
drucje konvergencije reda.

1 e?? 1
IV S PV | -
: > ©) In(1 — z2)

. 2—22_-2cosz
;2= —1 e)—4;z:0.
z

; 2=0,

d) (2 +1) Sin<

zZ+1

a) Uz supstituciju u = z — 3 imamo

1 1 1 2 15 4 5
— — =~ (1-Zu+u®> - =
f(2) w?(u+3)2 g2 (1+ %)2 9u2 ( 3u+ 3u 27u + ) )

pa je
1 1 2 1 1 4

& =G wr—s 't 13

Tocka z = 3 je pol 2. reda. Red konvergira u podruéju 0 < |z — 3| < 3.

(z—=3)+....

b) Napravimo supstituciju u = z + 1. Tada f(z) = =5 o2 Vrijedi

e2y3 u—2"

e’ 1 5u  13* 71w’ 103u’
u—-2 2 4 8 48 96 7
pa je
11 51 131 71 103u
fE)= "3 " 12w 8w T T8 96e
Tocka z = —1 je pol 3. reda. Red konvergira unutar kruznice |z + 1| < 2.

¢) Po LI’ Hospitalovom pravilu

lim ——>— = lim 11 -1,
z—0 11’](1 — Z) z—0 — >

pa je z =0 pol 1. reda. Znamoln(lfz):f(z+§+§+...),paje

N[ W

e
In(1 - z) 2142424 z
(22, 2—(5+ )3+

c+Z Sk ) e

gdje smo u geometrijskom redu zadrzali samo ¢lanove do 3. potencije. Sredivanje
izraza vodi na

1
f@=— gttt
Podrucje konvergencije reda je |z| < 1.

d) Uz supstituciju u = z + % imamo

PR DY SN U S I U WP SIS S SR SR
w  \u 3lud  Blus )T 6(z+1)2 120 (z+4)* 7

Tocka z = —i je bitni singularitet. Red konvergira za |z + i| < oco.
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e) Razvojem cos z oko z = 0 dobivamo

1 2 22 2 28 1 2?2
== l2—2-2(1-Z 42 2 4 )= 2o
1) z4|: ? ( TR 12 * 360 ’

¢ime zakljuCujemo da je z = 0 uklonjivi singularitet. Red konvergira za |z| < oo

Primjer 1.32. Klasificirajte singularitete navedenih funkcija, te istrazite po-
nasanje funkcije u beskonac¢nosti.

_ siny/z 2) = 1 ¢) f(z) = sin L
a) f(z) = N b)f()icos%’ ) f(2) (sini)
R.

a) Provjerimo prvo da li je z = 0 to¢ka grananja. Odaberimo 0 < arg(z) < 2, te
granu korijena koja daje v/1 = 1. Tada

- i8)2 T
s sine* sine .
f(el ): W = eT —)SlIll7
za § — 0. Isto tako
(2m— sin '™ e~%9/2 sin(—1)e~%
F(eCm0y = _ sin(=1) — sin 1.

eime—16/2 _e—id
pa je z = 0 uklonjivi singularitet. Nakon transformacije v = 1/z vidimo da je

lim +/usin - 0.
u—0 u

7

pa je i tocka u beskonac¢nosti uklonjivi singularitet.

b) Funkcija ima singularitete u z = 0, te zp = (g + k7r) _1, k € Z. Uz koristenje L’
Hospitalovog pravila
z— 2z . 2* 4(=1)k

Zgrgk(z - =) f(z) = zlgrzlk cos(1/z) - zlgglk sin(1/z) - (2k 4+ 1)272’

vidimo da su z polovi 1. reda. S druge strane, z = 0 je bitni singularitet
funkcije cos(1/z), pa je i bitni singularitet f(z). No u ovom slucaju, kako vrijedi
ilimg o0 21 = 0, to je primjer neizoliranog singulariteta. Tocka u beskona¢nosti
je obi¢na tocka.

c) g(z) = sini ima bitni singularitet u z = 0, te nultocke u zx = 1/kr. Kako
je f(z) = sin $7 zr su bitni singulariteti f(z). Bitni singularitet u nuli nije
izoliran. Tocka z — oo je bitni singularitet.

Neobicna svojstva bitnih singulariteta sadrzana su u slijedec¢a dva teorema.



POGLAVLJE 1. KOMPLEKSNA ANALIZA 48

.

Slika 1.9: Podruéja konvergencije Laurentov razvoja.

Teorem 1.24. (Casorati—Weierstrass) U danoj e—okolini izoliranog bitnog
singulariteta inace analiticka funkcija moze doci prozivoljno blizu bilo kojeg kom-
pleksnog broja.

Teorem 1.25. (Picard) U e—okolini izoliranog bitnog singulariteta inace anali-
ticka funkcija moZe poprimiti bilo koju vrijednost osim moZzda jedne, beskonacno
mnogo puta.

Ako znamo funkciju na jednom podruéju na kojem je ona analiticka mozemo

njenu definiciju progiriti da uklju¢uje i podruéje u kojem nije bila prvotno defini-
rana. Ako ispada da je funkcija u tom novom podrué¢ju takoder analiticka onda
to zovemo analitickim produljenjem. Primjeri takvih funkcija su npr. polinomi,
trigonometrijske funkcije, eksponencijalna funkcija koje su prije bile definirane
na R, a sad na cijelom C.
Za primjer uzmimo funkciju kao na slici 1.9 koja ima Taylorov razvoj oko a s
podruéjem konvergencije C;. Recimo da u toéci b na kruznici koja obuhvaca
C; funkcija ima izolirani singularitet. Oko nje mozemo raditi Laurentov razvoj.
Nema a priori razloga da njegovo podrucje konvergencije Co = C;. Time smo
dobili funkciju definiranu na veéem podrucju C; UCs. Procedura je dalje jasna:
dobiveni Laurentov razvoj ¢e vrijediti do izolirane singularne tocke ¢, oko koje
pak mozemo napraviti novi Laurentov razvoj itd. Ako ovo procedurom ustano-
vimo da postoji cijeli skup singulariteta na nekom podrucju, tj. da oni viSe nisu
izolirani, u tom slu¢aju dolazimo do prirodne granice funkcije.

Primjer 1.33. Pokazite da funkcija f(z) = e'/* moze poprimiti bilo koju vri-
jednost osim jedne u e-okolini z = 0.

R. Tocka z = 0 je izolirani bitni singularitet. U polarnim koordinatama z = re®

imamo )
£(2) = exp (cos@) exp (7ism9) ’
r r

pa je |f(z)| = exp(r/cos@). Ovo pokazuje da je dovoljno promatrati samo desnu
poluravninu, cosf > 0, s obzirom da kako idemo u r — 0 imamo f(z) — oco. S
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Slika 1.10: Na lijevoj slici prikazana su podrugja koja ée dati f(z) — 0 kako r —
0, odnosno f(z) — oo kako r — 0. Na desnoj strani prikazana je parametrizacija
(stereografska projekcija) desne poluravnine.

druge strane, za cosf < 0 imamo f(z) — 0. Parametrizirajmo sad desnu poluravninu

stereografskom projekcijom kao na slici 1.10: zanima nas ponaSanje funkcije kako

variramo kruznicu polumjera 1/2R. Vrijedi r = co}§97 pa je

f(z) — eRe—iRtgG )

Slijedi da kako mijenjamo R, | f(z)| moze biti bilo §to osim nule. Obrnuto, ako fiksiramo

R, a mijenjamo 6 onda arg(f(z)) = —Rtgf moze poprimiti bilo koju vrijednost na
jedini¢noj kruznici beskona¢no mnogo puta. Razlog tomu je §to je kodomena tgf skup
R.

Primjer 1.34. Dokazite da red
(o)
ltz4+22+2 4 =14 2%
n=0

ne moze biti analiticki produljen iza |z| = 1.

R. Red ogito konvergira za |z| < 1. Ako nazovemo f(z) = 1+z+2>+2*+... vrijedi
f(z) = z+ f(2?). Za z = 1 ova jednakost daje f(1) = 1+ f(1), pa ova jednadzba
moze biti zadovoljena jedino ako je f(1) = oco. Za z = —1 vrijedi f(—1) = -1+ f(1),
pajei f(—=1) = co. Na dalje, uz z — 22 vrijedi i f(z) = z+ 2> + f(2*). Sada mozemo
uzeti z = +4 i zakljuciti da je f(+i) = co. Iteracijom ovog postupka dobivamo kako u
svim toc¢kama koje zadovoljavaju jednadzbu 2™ = 1, f(z) ima singularitet. Za n — oo
ta rjeSenja iscrtavaju kruznicu |z| = 1, koja je onda prirodna granica f(z).

1.8 & ZADACI
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1. Pronadite polumjer konvergencije slijede¢ih redova funkcija:

2n—1

o0
Z Z+Z7T
2n—1 —( Nn+2)’

HME%

c) icos(in)z" , i Yn _
n=0 n=1

Diskutirajte konvergenciju reda na rubu polumjera konvergencije.

2. Razvijte f(z) = m u Laurentov red za

a) 1<z <3, b)lz| >3, 0<|z+1<2, d)|z]<1.

3. Razvijte

u Laurentov red oko z = 2.

4. Pronadite Laurentov razvoj oko naznacenog singulariteta za svaku od na-
vedenih funkcija. Klasificirajte singularitete i pronadite podrucje konver-
gencije reda.

z
.= b —3)sin —— ¢ 7= —
i e RS VIR e SRS
z—sinz e?* . 1 .
C)T,ZZO, d)m,zzl, e)m,z:fi.

5. Klasificirajte singularitete navedenih funkcija, te istrazite njihovo ponasa-
nje u beskonaé¢nosti.

1 1 1
t b) sin - 4 — ez d
a) tgz | )blnz+z2, c) z%e=Z , d)
6. Pokazite da je |z| = 1 prirodna granica za red

1 | |
z1'+z2'+z3'+... .
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§1.9 INTEGRIRANJE KOMPLEKSNIH FUNKCIJA

Funkcija kompleksne varijable f(z) integrira se po odredenoj krivulji u kom-
pleksnoj ravnini ili putu, koji moze biti zatvoren, otvoren te koji moze i ne
mora presijecat sam sebe. Ako put ne presijeca sam sebe onda se takav put
zove Jordanov.

Za integrale funkcija kompleksne varijable vrijede uobicajeni teoremi kao i
za obiCne integrale, kao npr. linearnost operacije integracije. No s obzirom na
bogatiju strukuru funkcija kompleksne varijable, nije neobi¢no da se pri integri-
ranju takvih funkcija javljaju dodatna pravila.

Cauchyeva integralna formula i vezani teoremi

Lema 1.26. Neka je C : [a,b] — S € C po dijelovima gladak put, te neka je
f:S — C neprekidna funkcija. Tada vrijeds

/Cf(z)dz

gdje je I(C) duljina krivulje C.

< UC) - max|f()] , (1.65)

Svrha ove leme je da nam omogucava da ocjenimo neki integral koji bi eg-
zaktno bio npr. tesko rjesiv. Alternativno, mogudée je da nas njegova egzaktna
vrijednost niti ne zanima, ve¢ samo da li u npr. odredenom limesu iS¢ezava.
Tada je o¢ito dovoljno ocijeniti da li njegova gornja grani¢na vrijednost iScezava.

Teorem 1.27. (Cauchy-Goursat) Neka je f : S — C analiticka funkcija na
podrucju S i na njegovoj granici C. Ako je, C zatvoren, po dijelovima gladak put
u S, tada vrijedi

ff(Z) dz = 0. (1.66)
C

Korisna posljedica Cauchy-Goursatovog teorema je da deformacija puta in-
tegracije u kompleksnoj ravnini ne mijenja vrijednost integrala dok god je funk-
cija analiticka u danom podruc¢ju deformacije. Analognu fizikalnu situaciju su-
srecemo u elektrostatici gdje integral elektri¢nog polja po zatvorenoj povrsini je
nula dok god se unutar povrsine ne nalazi naboj.

Primjer 1.35. Koristenjem Gaussovog i Stokesovog teorema u dvije dimenzije
pokazite da je integralna forma Cauchy-Riemannovih jednadzbi upravo (1.66).

R. Kreéemo od Cauchy-Riemannovih jednadzbi zapisanih pomocéu vektorskog polja
V = (u, —v) izvedenih u primjeru 1.25

VxV=0, V-V=0.
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Ako integriramo drugi izraz po zatvorenoj plohi S(C) koju obuhvaéa krivulja C imamo

/ (vXV)-dszyfv.dl,
5(0) c

gdje smo u drugom koraku koristili Stokesov teorem da bi zapisali integral po povrsini
pomocu integrala na rubu. Infinitezimalni element dl usmjeren je duz krivulje.

Gaussov teorem koristimo tako da integriramo prvu jednadzbu po povrsini, ali
koja u ovom slucaju nije usmjerena

/ V~VdA:?{V~dl’,
5(0) c

gdje smo sada element povrsine nazvali dA. Linijski element dl’ usmjeren je okomito
na krivulju u danoj toéci krivulje. To znaéi da su dl = (dz,dy) i dI' = (dz’,dy’)
povezani rotacijom za kut /2

de"\ [ cosZ sinZ\ (dx\ [ dy
dy') — \—sing cos% ) \dy) \—dz) ’

fV~dl:7§(udx—vdy):O,
c c
%V»dl':?{(udervdx):O.
c c

Imamo

S druge strane

if(z)dz = ji(dm +idy) (u +iv) = ]{(udm — vdy) —l—ijé(udy—i—vdx) =0,

C

gdje smo u zadnjem koraku koristili gornje jednadzbe.

Teorem 1.28. (Cauchyjeva integralna formula) Neka je f : S — C ana-
liticka na podrucju S i njegovoj granici C. Ako je, C zatvoren, po dijelovima
gladak put u S, tada za bilo koju tocku zy € S vrijedi
1 z
flz20) = 5= S g,

2 Jo 2 — 2

Cauchyeva integralna formula nam kaze da je poznavanje analiticke funkcije
na rubu dovoljno da znamo njeno ponasanje bilo gdje unutar te krivulje.
Dokaz Cauchyeve integralne formule moze se ilustrirati stiskanjem krivulje C
oko tocke zg. Cauchy - Goursatov teorem garantira da se pritom vrijednost
integrala ne mijenja. Ako je krivulja infinitezimalna, onda unutar tog podrucja
smijemo zamijeniti f(z) — f(z0). Tada preostaje izvrijedniti

dz
cz—2

Sto je trivijalno ako promatramo infinitezimalnu kruznicu polumjera e. Uz sup-
stituciju z — 2o = ee??, imamo

27
f dz :i/ do = 2mi |
CZ—Z() 0
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§to daje trazeni rezultat.
Slijededi teorem ilustrira generalizaciju ideje Cauchyeve integralne formule
na derivacije funkcije f(z).

Lema 1.29. )
f(n)(zo) = fé (f(z) dz

2mi z — zg)"tl

Gornja formula predstavlja alternativan na¢in dobivanja koeficijenata Taylo-
rovog razvoja. Zapravo, u prethodnom poglavlju smo vidjeli da ona opisuje i
koeficijente Laurentovog razvoja, odnosno

_ 1 f(z)
Cnmé(z_zo)nﬂdz,

za n € 7.

Teorem o reziduumu

Koeficijent ¢_; naziva se reziduum, te je od posebnog znacaja. Njegovo
poznavanje omogucava rjeSavanje integrala po nekom zatvorenom putu C

j{f(z)dz = 2mic_q ,
c

gdje f(z) vise nije nuzno analiticka unutar C.

Uobic¢ajena oznaka za reziduum funkcije f(z) u tocci zo je Res(f,20). U
slucaju da se unutar integracijske krivulje nalazi vise od jednog izoliranog sin-
gulariteta, z;, imamo slijedecu formulu

i f(z)dz = 2mi Z Res (f, z;) - (1.67)

Ova tvrdnja se lako dokaze, jer pomoc¢u Cauchy-Goursatovog teorema mo-
guce je integral po C zapisati kao sumu integrala po krivuljama C; gdje svaka od
njih obuhvaca odredeni z;. Za reziduum pola reda m postoji posebna formula:

Teorem 1.30. Reziduum pola reda m funkcije f(z) dan je formulom

1 i dmfl
(m —1)! “Ho dzme

Res (f,20) = [(z—=20)"f(2)] - (1.68)

Lema 1.31. Ako se funkcija moze napisati u obliku kvocijenta,

¢(2)
f(z) = ;
STE
gdje su ¢(2) i Y (z) analiticke funkcije oko z = zg i zo je jednostavna nul-tocka

funkcije W¥(2) (dakle, ¥(20) =0 i ¥’ (20) #0), tada je

Res (f,z0) = j’((?o)) (1.69)
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Tle—(1+9)|<V2

Slika 1.11: Integracijska krivulja s pripadnim polovima.

Prvo éemo razmotriti integrale po jednostavnim zatvorenim pozitivno orjen-
tiranim krivuljama u kompleksnoj ravnini. Njihovu vrijednost rac¢unamo di-
rektnom primjenom teorema o reziduumima - sumu reziduuma svih singulari-
teta obuhvacenih krivuljom pomnozimo s 27i. U zadacima Ce se Cesto koristiti
skraceni zapis Res (f, zo) = Res (z0).

Primjer 1.36. Izracunajte

7£(z2+1c)lfz—1)2 C={zl:— 1+ =2}.

R. Integracijska krivulja je kruznica polumjera v/2 centrirana oko tocke 14 i. Neana-
liticke tocke podintegralne funkcije su z = +i (polovi 1. reda), te z = 1 (pol 2. reda),
od kojih se samo z = i, te z = 1 nalaze unutar integracijske krivulje (vidi sliku 1.11).
Pripadni reziduumi se mogu izracunati po danoj formuli

- z—i L 1 1
Res (i) = lim File-17 MCEyeoie 1’
. d (z—1)2 . 2z 1
D=1lm— | ——— | = lim——— = —— .
Res (1) = lim dz[(z2+1)(z—1)2 22 2

Primjena teorema o reziduumu nam daje trazeni integral
dz i

——+—— = 2mi[Res (i) + Res(1)] = —— .

7€ Zr1)z 1) mi [Res (7) + Res (1)] 5

Primjer 1.37. Izracunajte
ctg 2
= — d C = N = 2 .
§ = c={all=y

R. Singulariteti podintegralne funkcije su z = 0,1, te z = km, gdje je k € Z, s tim da
je tocka z = 0 pol 2. reda, dok su sve ostale tocke polovi 1. reda. Jedino se z = 0,1
nalaze unutar integracijske krivulje. Reziduumi funkcije u tim toc¢kama su

COs 2

Res (1) = lim

- =ctgl,
z—1 zsin z
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. d zCosz
Res(0) = lim — | ————
2=0dz | (# —1)sinz
. cosz 1 z cos’z z z COos 2
= lim | — — =5 - 5=
2=0 |sinzz—1 z-—1sin®z 2z—-1 (z—1)?sinz
. sinz —zcosz .
=—-lm ———-———-1=—1lim —1=-1.
2—0 sin® z z—0 2cos z

Slijedi
7{ _8% . — 9ri[Res (1) + Res (0)] = 2mi(ctg 1 — 1) .

Primjer 1.38. Izracunajte
]{zel/zdz , C={zlz] =2}.
c

R. Funkcija ima bitni singularitet u z = 0 koji se nalazi unutar integracijske krivulje
C. Integral je stoga jednak

7{ ze'/*dz = 2mi Res (0) .
c

Iz Laurentovog razvoja podintegralne funkcije

mozemo ocitati reziduum Res (0) = 1/2. Rjesenje je stoga

jé zel/*dz = ir .
c

Primjer 1.39. Ako funkcija f(z) ima pol u z = a reda p i nultocku u z = b
reda n dokazite da vrijedi teorem o argumentu

f'(z) :

dz =2mi(n —p) ,
£56 =)
gdje krivulja C obuhvaéa a i b.

R. U neposrednoj okolini tocke a vrijedi

__k f'z) _ »p
f(Z)_(Zfa)p’ f(Z)_ Z*G’
dok u okolini tocke b
f'(z) n

fa=r-n =

Dakle, funkcija f’(z)/f(z) ima polove prvog reda u z = a i z = b s reziduumima p i n,
respektivno. Kako su to jedine singularne tocke dane funkcije, slijedi da krivulju C sa
slike xx mozemo rastaviti na krivulje C;1 i C2 koje ¢e obuhvadati samo z = a, odnosno

z =b. Tada
f'(2) ]g P ?( n ,
dz = — dz + ——dz =27wi(n —p) ,
?if(z) cpR—a c, 2 —b ( P)




PoGLAVLJE 1. KOMPLEKSNA ANALIZA 56

¢ime je dokazana trazena trvdnja.

Kod slozenih funkcija kompleksne varijable, za koje broj i red polova nije
transparentan, teorem o argumentu omogucava dobivanje tih informacija ana-
lizom funkcije f'(z)/f(z) po odabranim zatvorenim krivuljama.

Primjer 1.40. Izracunajte

224272 d C= fals| — 0 b
foimis i c=takl=r) O<ll<r<p).

R. Funkcija ima polove 1. redau z = r2/a iz= r2/b, s tim da je unutar integracijske
krivulje samo 72 /b. Reziduum je dan s
2P 1 1 8+

20y 1 - =
Res (7/b) = zﬁlxlgl/b b(r2 —az)(z —r2/b)  brr2(b—a)’

Rjesenje je
224272 1 4t
—— dz =2 ———— .
¢ (b—2z%)(z* —a) bt r2(b— a)

Integrali racionalnih funkcija oblika R(sin 6, cos0)

Promatramo integrale tipa

2m
R(sin 6, cos ) dbf
0

gdje je R(z,y) racionalna funkcija, odnosno moze se napisati u obliku

P(x,y)
Q(z,y)

gdje su P(z,y) i Q(x,y) polinomi. Nadalje, pretpostavljamo da je Q(x,y)
razlic¢ita od nule na jedini¢noj kruznici

R(x,y) =

C={(x,y) | 2* +y* =1}
Ideja se sastoji u zamjeni integracijske varijable,

0 e =—i & (1.70)
z

zZ =€

pri ¢emu integracija po realnoj osi u granicama od 0 do 27 prelazi u integraciju u
kompleksnoj ravnini duz jedini¢ne kruznice. Trigonometrijske funkcije pri ovoj
zamjeni postaju

z—z71 z+ 271

sinf = T y cosf = T . (171)
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Primjer 1.41. Izracunajte

/277 do
o 3+cosf+2sinf

R. Uz supstituciju (1.70) imamo

[_/2" do _ 4 1
“Jo 3+cosO42sinf c 23+3(z+1)+24 (- 12)

) j{ dz
= -2 - - .
c(1—20)22+6z2+1+2¢
Podintegralna funkcija ima polove 1. reda u

. 1 2.
z1=—1—21, zzz—g—gz,

od kojih se samo z2 nalazi unutar integracijske krivulje. Reziduum lako izracunamo

. Z— 22 1
Res(z2) = lim oy o= ~

Stoga
1
I =(-2i) 2mi -7

Primjer 1.42. Pokazite da za realne parametre |a| > b > 0 vrijedi

/2” dx d /27r dx d 27
——adx = —_— ar = .
o a-+bcosx o G@-+bsinz a2 — b2

R. Uvedimo ¢ =b/a. Tada

[ 2 dx _ —13 dz
~Jo a+bcosz ac CZQ—F%z—i—l’
Podintegralna funkcija ima polove 1. reda u

_ —lEV1-¢?

C

2+

gdje je jedino |z4+| < 1. Njen reziduum u toj tocci iznosi

1

c
Res (z4) = iﬁ )

pa je rjesenje
27

24
I=-2"omi -
oo 2mi Res (z4) -

Za integral sa sinusom postupamo analogno.

Primjer 1.43. Izracunajte

/2” 1+ cosx
— _dzx
o (13 —>5cosx)?
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R. Uz supstituciju (1.70) imamo

™ 14cosz 2 (z 4+ 1)?
N B L S G vk Y S
/0 (13 —5cosx)? de i _7%; (522 — 26z +5)? dz

Podintegralna funkcija ima polove 2. reda u z = 5, 1/5. Reziduum u toéci z = 1/5 je

Res (1/5) = d [ (= 1/5)*( + 1)° } 1

zli?“/s, dz |25(z—5)2(z— 1/5)2| ~ 192~

¢ime mozemo izracunati trazeni integral

21 m

Primjer 1.44. Za a > 1, pokazite

/Oﬂws(g’x)dx = ﬂ{4a2_1_6t(4az—3)]

a+ coszx a2 —1

R. Uz supstituciju (1.70) imamo

27 . - 6
]:1/ cos(3x) d:r:—zf 20 +1 o
2 ), a+coszx 2 Jo 23(22 4+ 2az + 1)

Podintegralna funkcija ima polove 1. reda u z+ = —a + va? — 1, te pol treéeg reda u
z = 0. Jedino polovi z = 0, te z = z4+ se nalaze unutar integracijske krivulje. Pripadni
reziduumi

Res(O)—llimd—z S _lhm‘i 1
T 21250d22 \ 23+ 2az+1)  20z-0d22 \ 23+ 2az+ 1
. 1 4(z +a)?
= —lim -
20 (22 + 2az + 1)? 22 4+2az+1

Res(z4+) = lim Ptz — (Va?2 —1-a)’ — (Va® —1+a)’ _ 7a(4a2 -3) .

zozy 22+ 2a QW a? -1

}:4(12—1,

Konacno
I= —%27ri [Res (0) + Res (z4)] == [4a2 —1— M} .

a?—1

Primjer 1.45. Dokazite

/27r sin? ¢ do :{ n/a*, la| >1
0

1—2acos¢+ a? T, la] <1

R. Uz supstituciju (1.70) imamo

jf/hﬂdqgffi (z2—1)2
“Jo 1-2acos¢+ a2 T 4i Jo 22[a2? — 2(1+a?) +a]
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Podintegralna funkcija ima pol drugog reda u z = 0. Takoder iz jednadzbe az* — z(1+
a?) + a = 0 imamo polove prvog reda u z = a,1/a. U podruéju |a] < 1 (Ja| > 1) pol
—a (—1/a) se nalazi unutar integracijske krivulje. Pripadni reziduumi

. d (z* —1)° B 1
R%(O)_ili%a az? —z(14a?)+a _1_97
G 1
Res(a) = lim >~ =1 ~
es (a) ZI_IE}I a2 (Z — %) a2 5
a)= tm D1
Res(~1/a) _zglf}a az?(z —a) T+ a? ’

Tada je za |a| < 1
I =2mi (-%) [Res (0) + Res (a)] = 7,
te za |a] > 1
. 1 T
I =2mi (_E) [Res (0) + Res (1/a)] = — .

Primjer 1.46. (Wallisovi integrali) Pokazite da vrijedi

™ s 2 !
I:/ sin? ¢ dx = / cos™x dx = W%7
0 0 ((2n)t)

za n € N.

R. Zbog parnosti funkcije

[ i —i (2% —1)*"
125/ sin xdx:|z:e|:2(2i)2n?€ Zoni dz .

-7

gdje je integracijska krivulja C jedini¢na kruznica. Podintegralna fukcija ima pol (2n+
1)-og reda u z = 0.

Res (0) = lim L [(2* —1)*"]
z=0 (2n)! dz?" '

Ovdje ¢emo upotrijebiti binomni teorem,

2n
(22 _ 1)277. _ Z <2kn> (_1)k LAn—2k 7
k=0
kao i formulu
a" k k—m k! k—m
2 k(=1 (k— -1 -~
o 2 k-(k—1) (k—(m—=1))z =) z
Slijedi da je za r < n,

d®" 4ok (4n—2k)! o, o

dz2n © (2n — 2k)! z ’

dok u ostalim sluc¢ajevima (r > n) deriviranjem dobijemo nulu. Odavde slijedi da u
limesu kada z — 0, od svih &lanova u izrazu za reziduum preostane samo onaj uz z°,
tj. za r = n. Slijedi

RES (0) = (22)' <2n> (2”’)' (_1)n — (_1)n (Qn)'
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_ . »(2n)t  w(@2n)!  w(2n)!  7w(2n)!
I= g 27 GO 082 = 2z ~ @l (@n))?
(2n — 1N

(2n)!!

Za integral s kosinusom postupamo analogno.

I =

Integrali duz realne osi

Promatrati éemo integrale po realnoj osi funkcije R(z), gdje su mogude sli-
jedece situacije
P(z)
Q)

P(x)
Q(z)

R(z) =

cosz R(z)=

sinx

gdje su P(z) i Q(«) polinomi.

Uobic¢ajena krivulja integracije u ovoj klasi integrala, uz realnu os, ukljucuje i
integral po polukruznici I' polumjera R, kojom zatvaramo integracijsku krivulju
kao na Slici xx. Na kraju ra¢una pustamo R — oco. Tipi¢no se integracijska
krivulja I odabire tako da integral po njoj iS¢ezava. Da bi to vrijedilo dovoljno
je odozgo ograniciti vrijednost integrala i pokazati da to iS¢ezava. U tu svrhu
posluzujemo se lemom 1.26.

Ponekad singularitete podintegralne funkcije susre¢emo na krivulji integra-
cije. U tom sluc¢aju mogude je integral na pogodan nac¢in regularizirati. Ono sto
rac¢unamo je glavna vrijednost integrala definirana s

xo+e
lim f(z)dz ,
e—0 To—e
gdje je xp tocka u kojoj funkcija ima singularitet. Tipi¢an primjer ovakve situ-
acije je integral f_ll dz/x. Tako sam integral ne postoji, njegova glavna vrijed-
nost je dobro definirana i iznosi 0. Glavna vrijednost ne mora uvijek postojati.
Primjer takve situacije je jednostavno f_ll dw/x?.

Polukruzna integracija bez singulariteta na realnoj osi

Primjer 1.47. Izracunajte
/OO dx
oo (T4 22)2

dz
c(1+22)27
gdje je zatvorena krivulja C definirana tako da se realna os zatvori u beskonaénosti
s integralom po polukruznici na pozitivnoj imaginarnoj osi I', kao na slici 1.12. Po-
dintegralna funkcija ima polove drugog reda u z = +i, od kojih se samo z = ¢ nalazi
unutar integracijske krivulje. Reziduum je dan s

M@:%%&i%gﬁﬂzi

R. Promatrati ¢emo integral
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D9

Slika 1.12: Genericka krivulja za narednu klasu problema. Polumjer R pusta se
u beskonacnost.

Stoga imamo

f;uf%)z=/;f(m)d:c+/rf(z)dz=g.

Za integral po polukruznici I' dovoljno je naéi njegovu gornju medu, odnosno pokazati
da ona isCezava

/Ff(z)dz

U drugom koraku koristena je nejednakost trokuta, a u zadnjem pustamo polumjer
integracijske krivulje I |z] = R u beskonac¢nost. U limesu R — oo

/°° dx _m
ceo (L+a2)2 27

Primjer 1.48. Za a > 01 b > 0, izracunajte

* cosax
ﬁdl‘.
o L2+ b

f eiaz
¢ 22 + b2

Integracijska krivulja je dana na slici 1.12. Polovi z = £ib su prvog reda, te se jedino
z = +ib nalazi unutar integracijske krivulje. Po teoremu o reziduumu
(Z _ ib)eiaz e—ab

Res (i) = lim =% = 2

<) mlgx\f(z)| < (wR) x max (‘2‘217 T _ (R;ftl)Q — 0

R. Promatramo integral

Za ocjenu integrala izracunajmo prvo apsolutnu vrijednost podintegralne funkcije
eiaz
Z2 + b2

6—aRsm(~) e—aRsmG

= <
|22 +b2| = R2 — b2 ’

gdje iz nejednakosti trokuta slijedi zadnji korak. Vazno je napomenuti da smo u ovom
slucaju morali zatvoriti realnu os bas s polukruznicom odozgo. Jedino u tom slucaju
imamo osiguran eksponencijalni pad podintegralne funkcije. Tada

/Ff(z)dz el

<—5 ——
~ R?2—-12 R-

0.
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I
Y2 Y1
—R -1 1 R

Slika 1.13: Integracijska krivulja s polukruznicom u slu¢aju kada se polovi nalaze
na realnoj osi.

Slijedi
R
[ f-fi
-r Jr c b
Ako uzmemo samo realni dio gornjeg izraza dobivamo da je trazeni integral

/°° cosaz T _ab
T = —e .
21 2

Lo T2 D b

Polukruzna integracija uz singularitete na realnoj osi

Primjer 1.49. Izracunajte

/°° cos (gm) dr

2 _
oo 22 —1

R.
Uoc¢imo odmah da podintegralna funkcija ima polove na realnoj osi. U tom slucaju
racunati ¢emo glavnu vrijednost integrala. Promatramo integral

67,'%2
c? -

Dio krivulje C ¢ini realna os, a dio polukruznica u beskona¢nosti na Im(z) > 0. Polove
u z = +1 zaobilazimo po malim polukruznicama ~; i y2 (vidi sliku 1.13). Ova regula-
rizacija odgovara glavnoj vrijednosti na realnoj osi ako polumjere p; i p2, polukruznica
Y1 1 7v2, puStamo u 0. Imamo

—1-p3 1—p2 R
AT B S B Y S
c —R Y1 —1+p1 2 1+p2 r

gdje, u odgovaraju¢em limesu, suma integrala

—1-p1 1—p2 R
—-R —1+4py 1+p2
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Cine trazenu glavnu vrijednost. Integral po polukruznici I' se lako pokaze da is¢ezava

J

Integrale po polukruznicama 71,2 pronaéi ¢emo tako da razvijemo funkciju oko sredista
tih kruznica, +1, respektivno

TR
<—— —0.
7R271 R~>ooo

€'2?  Res(-1)
22—-1  z4+1

f(z) = +9(2),

€2 Res(1)
f(z)_zﬂfl_ z—1

gdje su g(z) i h(z) analiticke funkcije. S obzirom da se radi o infinitezimalnoj okolini
oko singulariteta, prvi ¢lan u razvoju biti ¢e dominantan. Dakle

1,1 f(2)dz = Res (—1) /Vl Zc_ifl + /W1 g(z)dz = —imRes (1) + /W1 g(z)dz .

+h(z),

Kako je g(z) analiticka u okolini —1, |g(z)| < M, gdje je M konstanta, pa je
[ atzra
71

/ﬂ/2 f(z)dz = —imRes (1) .

Slijedi U granici R — oo, te p1,2 — 0 slijedi

<(pm)x M ——0.
p1—0

Sliéno se pokaze

/_00 f(z)dx —im [Res (1) + Res (—1)] =0 .

Reziduumi se lagano izracunaju Res (+1) = 3, pa je, ogranicavanjem na realan dio

posljednjeg izraza, konacan rezultat

J

2 —1

—o0

Primjer 1.50. Izracunajte

© gin®z
3 dzr
o T

sin®z = §sinx7 1sin?:ar:
T4 4 ’

R. Pomod¢u identiteta

promatramo

gdje je podintegralna funkcija definirana na slici 1.14. Trazeni integral je imaginarni
dio integrala po realnoj osi.

Primjetimo da, iako je prvotna podintegralna funkcija imala uklonjivi singularitet
u x = 0, uz danu supstituciju, u kompleksnoj ravnini imamo pol 3. reda. Slijedi

jif(z)dzz/Rp+A+AR+/F:0.
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7

T

-R 0 R

D9
D9

Slika 1.14: Integracijska krivulja kada je singularitet na realnoj osi.

Integral po I iScezava

TR
<
— R3 R—oo 0 ’

/Ff(z)dz

dok integral za integral po « prvo razvijamo f(z) oko z =0

gdje je g(z) analiticka. Tada

1 fdz 3 [dz
f(z)dz == ——|—7/—+/g(z)dz.
/r 2/, 4, v

Prvi i posljednji integral u gornjem izrazu iScezavaju, pa je

3 [ dz 3

U limesu R — oo, te p — 0 slijedi

oo :.3
sin” x 3

—o0

Primjer 1.51. Za a > b > 0, te ¢ > 0, izracunajte

/oo Mdm
0

x(x? + ¢?)

R. Uz identitet L
sinacos B = 3 [sin(a + B) + sin(a — B)] ,

imamo

I 1/°° sin(az) cos(bz) , [J(a) + J(B)] ,

1
T2 x(x? + c2) YT

gdjejea=a+b,af=a—0>b,te

J(a):/oo sin(azx)

oo (2% 4+ ?)
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Promatramo integral tipa

eiaz
——d
fi A2+

duz integracijske krivulje C sa slike 1.14. Trivijalno je pokazati da integral po T’
iS¢ezava. Tada, u limesu R — oo,

?i = /j:o —|—/7 = /:: —imRes (0) = 2miRes (ic) .

Reziduumi su dani s

—ac

e
22

Ako sad uzmemo imaginarni dio integrala, slijedi

Res (0) = 1 .

Res (ic) = =

J(@) == (1—e) .

2

Konacno -
I= 22 [1—e *ch(bc)] .

Primjer 1.52. Dokazite da vrijedi Jordanova nejednakost

71-70,sin9 Z _ —a
/Oe dﬂga(l e ),

gdje je a > 0.
R. Kako je sin 6 rastuéa, konkavna funkcija na intervalu 0 < 0 < 7/2, slijedi
sinf > 2 .
7r

—asing < o=2a0/7 § ghzirom na to da je

/ﬂ €7a5in6d9 _ /ﬁ/2 67aSined9 ,
/2 0

Odnosno e

slijedi

kg . /2 . /2
/ 67a51n9d9 _ 2/ 67a51n0d9 < 2/ 672a0/7rd9 — E (1 _ efa) )
0 0 0 a

Primjer 1.53. Izracunajte

o -
sinx
dx
0 x
1z
e
f = dz ,
c z

gdje je krivulja C definirana na slici 1.14. Slijedi

iz —p iz iz R iz iz
j{ze—dzzf e—dm/e—dz+/ e—da:—&—/e—dzzo,
c z _rR 5 7 , T r z

R. Promotrimo integral
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gdje je posljednji korak dobiven pomocu teorema o reziduumu. Integral po I' se ocje-
njuju pomocéu Jordanove nejednakosti

J el

Integral po v se izrac¢una pustanjem p — 0

/e—dzz/ [l—kg(z)} dz = —im ,
Y 2 5 Lz

jer je g(z) analiticka funkcija. U limesu R — oo, te p — 0 nalazimo

0 iT 0 T
e e .
/ dr + / —dx =17 .
o T oo T

Imaginarni dio gornjeg izraza daje

iR cos 0—Rsin 6

iz
e 1
dz —e
z i

T —Rsin6 —R
= <Ta- ——0.
de /0 e de (1—-e) 0

Primjer 1.54. Izracunajte

1
—e®*Tgin (sinz) dx .
0 x

R. Promatrati ¢emo integral

7{ exp(e)
c z ’

po krivulji C definiranoj na slici 1.14. Na realnoj osi, imaginarni dio tog izraza nam
daje trazeni integral. Rastav integrala po dijelovima daje

p=l Lol

gdje desna strana slijedi iz teorema o reziduumu. Podintegralna funkcija ima u z =0
pol prvog reda. Njegov reziduum je

Res (0) = lim exp(e”*) = e ,
z—0

pa je
/ = —iwRes (0) = —ime .

~
Specificnost ovog primjera je u tome da integral po I' ne is¢ezava. Uz parametrizaciju
z = Re®
iz ™ exp [exp (iRe® ; i
/ exp(e”) dz = z/ M{Q)]Rew do = z/ exp [exp (iRcosf — Rsin0)] db .
r z 0 Re? 0

U limesu R — oo dobije se kona¢na vrijednost

—m/ do =ir .
0

r R—oo

Sada imamo
1 iz . .
0:/ ;exp(e )dx—'me—i—m.

—o0
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Slika 1.15: Prikazana je genericka krivulja integracije za narednu klasu pro-
blema. Polumjer R (p) se pusta u beskona¢nost (nulu).

Imaginarni dio gornjeg izraza daje konacan rezultat

1 cos T _ . .
— sin (s dr=-(e—1).
/0 i sin (sinz) dx 5 (e )

Integracija s dvije kruznice

Narednom tehnikom se koristimo prilikom integriranja visezna¢nih funkcija
po realnoj osi. No to nije nuzno - zanimati ¢e nas i slucajevi gdje pocetna po-
dintegralna funkcija nije viseznac¢na, ve¢ ¢e nam se uvodenje viseznacne funkcije
pokazati zgodnim pri racunanju.

Primjer 1.55. Izracunajte

0 —-1/3
/ zzid:c.
0 2+ 1

-1/3
e,
cz2+1

gdje je krivulja C definirana na slici 1.15. Ne-analiticke tocke ove funkcije su z = +i
(polovi), te z = 0 (tocka grananja). Primjetimo da je krivulja C pazljivo odabrana
tako da zaobilazi rez koji se nalazi na pozitivnoj realnoj osi. Po teoremu o reziduumu

Rop-1/3 Py 1/3em 2 . . .
j{:[,+/1~+/p T—l-ldx+/3 dezZm[Res(z)—i—Res(—z)] .

Primjetimo da posljednji integral ima dodatnu fazu zbog toga jer je argument komplek-
snog broja duz pripadne krivulje infinitezimalno blizu 27. Reziduumi dane funkcije
su

R. Promotrimo

m‘;

Res (i) = —%6_% , Res(—i) = %e_
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Integrali po v i I' iS¢ezavaju

Z71/3 ‘2‘71/3 p71/3
< <2 — 0.
Z€7, 2241~ 1—|22’ '[Y'_ Wpl—pQ p—0
»—1/3 |2‘71/3 -1/3
r <27R —0
z€Ls z2+1 _|z|2—1’ /F_7T R2 -1 R-ox

Ako sa I ozna¢imo trazeni integral, onda u granici p — 0, te R — co imamo

_2mi i _in _im
(l—e 3)[=27Ti§(6 2 —e 6),

odnosno
sin % T

sinf 3

Primjer 1.56. Izracunajte

/°° zdz
o (IT+a2)2~

}4‘ zlnz ds
c (T+22)2 777

gdje je integralna krivulja C definirana na slici 1.15. Polovi drugog reda se nalaze u

z = +i. Imamo
*© zhhez Y z(Inz 4 2mi)
= ———d ——— 2 d
£/ areret [ arer

gdje smo odmah uzeli u obzir da integrali po v i I' i§¢ezavaju. Primjetimo fazu koja
se pojavila pri integraciji tik ispod pozitivne realne osi. Po teoremu o reziduumu

R. Promatramo

—2m ww x = 27t |Res (¢ es (—1
2 /O A do = 2mi [Res i) + Res (<i)]

Reziduum pola drugog reda zop, dane podintegralne funkcije je

. d zlnz . Inz+1 zlnz
Res(en) = Jim | ] = i | 2 ey

Uvrstavanjem zo = =+ slijedi Res (+4) = —1/4, pa je

/°° rdr 1
o (1+x2)2 27

Primjer 1.57. Izracunajte

> P 0 T
de, 0<p<l, ——=—<O<—.
/0 1+ 2zcosf+a2 b 2 2
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R. Promatramo

P
2 4
f;1+2z0050+22 =

gdje je krivulja C definirana na slici 1.15. Tocke z+ = ¢'"T9 su polovi prvog reda, i
nalaze se unutar integracijske krivulje. Integrali po « i I' i8¢ezavaju, pa imamo

?{ = (1 —€*™P)I = 2mi [Res (z+) + Res (2-)] ,

gdje smo s I oznagcili trazeni integral. Reziduumi

R etP(TF0)
=t—-.
es () 2isin 6
Slijedi
PO _ ip(nt0) m  sin(pd)
" sinf 1 — e2mip " sinf sin(pm)

Primjer 1.58. Izracunajte

/ ° dx
o w+ri4+r+1-
R. Promatramo integral

7{ Inz ds
c B +22+z+1
gdje je C krivulja sa slike 1.15. Primjetimo da nazivnik podintegralne funkcije z* +

22+ 24+ 1=(2>+1)(z + 1) ima polove prvog reda u z = —1, &4. S obzirom na to da
integrali po v i I' iS€ezavaju, po teoremu o reziduumu slijedi

Inz Y dx . ) .
f; m dz = 727{'2/0 m = 271 [Res (71) -+ Res (Z) -+ Res (72)} .

Reziduumi podintegralne funkcije su

Inz i

Res (1) = zlinfll 2+1 27

. . Inz m .
Res (i) = ll_’ml 7(z+ DT g(l 1),
Res (—i) = lim — 22— 3T 44
Tam—i(z+D(z—14) 8 '

Slijedi

/°° dx T
o wI+x24+z+1 47

Primjer 1.59. Izracunajte

o0 12
/ "z
o 1+ a?
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3
7{ In° 2 dz |
c 1+ 22

gdje je C dana na slici 1.15. Ozna¢imo

* In*z
I, = dx .
F /0 1+a2 %
Slijedi

*° In®z oo (ln:c—|—27ri)3 . , N
7{ / 1+a:2 /0 de:_671712+1271’ I 4+ 87°ily .

R. Promatramo

S druge strane, reziduumi polova prvog reda +i su

3 3
T 27T
— Res (—1) =

16’ es (1) 16

Res (i) = —

Pa imamo 4
1
7§ — 2 [Res (i) + Res (—i)] = 3I i,
C

Posto su I, € R slijedi da je I1 = 0. Preostaje izracunati I

© dx 1 [ dzx 1 dz 1 1 T
Iy = _ 1 _ — 2 om N_ o1 T
0 /0 1+ 22 2/,001+x2 2?{314—22 g JmiRes(i) =mig; =5

gdje smo integrirali po zatvorenoj polukruznici na Im(z) > 0. TraZeni integral je

1 /13 4.
2 67ri<4 >“ 8

Primjer 1.60. Za |a| < 1, izracunajte

1
/ (1 —x) %dex .
0

R. Napravimo slijede¢u supstituciju

Tada je

T1t¢ NS
Ako oznacimo trazeni integral s I, imamo

oo ta
I = —dt.
/O (141)2

Ovaj integral sad mozemo rjesiti na uobi¢ajen nacin. Promatrajmo

le
?{7(1+z)2 dz .

Podintegralna funkcija ima pol 2. reda unutar integracijske krivulje C dane na slici
1.15. Tada

f =I(1—€*™*) = 2mwiRes (—1) ,
C
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21

N

8Y i A

<

Slika 1.16: Pravokutna integracijska krivulja s pripadnim polom u z = iw, uz
Primjer 1.61.

gdje je uzeto u obzir da integrali po v i po I iS¢ezavaju. Mozemo i izracunati reziduum
9 d ay a—1 __ iTa
Res(—1) = lim —(z%) =a(-1)*"" = —ae™* .

Trazeni rezultat je

sin(ma)

Pravokutna integracija

U ovom odjeljku susre¢emo integrale hiperbolnih te eksponencijalne funk-
cije po realnoj osi. Pri integriranju, koristimo se periodi¢noséu tih funkcija na
imaginarnoj osi: integracijska krivulja postaje pravokutnik gdje donju stranicu
pravokutnika ¢ini realna os, s pomakom od 27i. Boc¢ne stranice se zatvaraju u
beskonaé¢nosti.

Primjer 1.61. Izracunajte

oo axr
/ ¢ —dz ,
_eo 1+e

gdjeje 0 <a < 1.

R. Promatrajmo

eaz
dz ,
%c 1+e*

gdje je C krivulja definirana na slici 1.16. Podintegralna funkcija

eaz

f(Z):l_’_iez7

ima polove prvog reda u z = (2k + 1)wi, k € Z, gdje se unutar integracijske krivulje
nalazi samo 7i. Slijedi

]{f(z)dz = /j%f(x) dm—l—/];R f(x+2mi) dm—&-/(xf(z) dz—i—/ﬂf(z)dz:Qm’Res (mi) .
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271
5\7 TI'Z J\a
—R 0 R

Slika 1.17: Primjer integracije po pravokutnoj krivulji u slu¢aju kada se polovi
nalaze na integracijskoj krivulji, vidi Primjer 1.62.

Pokazimo da integral po « is¢ezava

‘f(z)|_ eaz ‘eazl B ‘eaReiay‘ B eaR
T |1+er| T ler| =1 JeRew| -1 eR -1
Tada
eaR
<2
/af(z)dz SR o

zbog toga jer je a < 1. Potpuno analogno se moze pokazati da integral po 5 takoder
iS¢ezava. Reziduum u ¢
e 4 a(z — mi)e™ ™ ami

_ - az
Res (mi) = lim (= mi)e™ = lim =— =—¢
z—mi 1+ e? z—mi e? emt

U limesu R — oo imamo

27ia o e” . ami
1-e )/7 1+exdx:727rze ,

pa je konaéni rezultat

Primjer 1.62. Izracunajte

[ S

gdje je a > 0.

R. Oznacimo trazeni integral s I. Iz parnosti podintegralne funkcije slijedi

I 1 [ sh(cz)
2m J_

1
dx = o [J(c) — J(=0)] .

w shz

gdje je
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te ¢ = a/m. Dovoljno je dakle pronaé¢i J(c). Promotrimo u tu svrhu naredni integral

eCZ
d
7{7 sh z Zo

gdje je C krivulja definirana na slici 1.17. Podintegralna funkcija ima polove prvog
reda u z = kwi, k € Z, od kojih se pol u 7i nalazi unutar integracijske krivulje. Tada
u limesu R — oo

£Z(1—62”i6)1+L+/ﬁ+/YI+L2:27riRes(m').

Lako je pokazati da u tom limesu integrali po krivuljama « i 8 i¢ezavaju. S druge
strane, integrali po polukruznicama 71, v2 daju

/ +/ = —mi [Res (0) + Res (273)]
71 Y2
u granici infinitezimalnog polumjera. Potrebni reziduumi su
Res(0) =1, Res (in) = —e™°, Res (27i) = 2™ |

Sad imamo

pa je
1-2 Tic 27ic 11— Tic . ‘“’;C . 71\'211(:
J(c) = mi = 2—|-ice = € ic:fﬁz%:ﬂtg (E) .
1—e?™ 1+em ez +e 2 2
Slijedi

Primjer 1.63. Izracunajte
) 2
/ 2 $2 dx
o (x2+72)cha

R. Zbog polinoma u brojniku i nazivniku, podintegralna funkcija vise nije peri-

odi¢na. Ideja je stoga konstruirati takvu podintegralnu funkciju g(z) ¢iji ¢ée zbroj
g(2) + (—1)g(z + 2mi) dati to¢no funkciju koju zelimo integrirati kada je z = z. Pro-

matrati ¢emo stoga
P
7{ P,
¢ (z—mi)chz
gdje je krivulja C dana na slici 1.18, a polinom P(z) je definiran tako da zadovoljava

22 P(z)  P(z + 2mi)
22+m2 z—mi z4m
Za polinom P(z) moramo odabrati da je minimalno drugog reda: P(z) = az® +bz+c.
Iz jednadzbe
22 = (z+mi)P(2) — (z — mi) P(z + 2mi) ,
mozemo skupiti koeficijente uz pripadne potencije

2* = (2mia)2® + emi — 4n®ai — 27°b + Tic .
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Slika 1.18: Pravokutna integracijska krivulja za Primjer 1.63.

Slijedi a = i/2m, odnosno
ci+m—mb=0.

Ako odaberemo ¢ = 0 imamo b = 1, pa je
P(z) = iz2 +z
T om '
Rastav krivuljnog integrala u limesu R — oo daje
j{L’f)dZ:/ L@d:ﬁ_/ Pla+2mi)
¢ (z—mi)chz — oo (& —mi)chz —oo (T + mi)cha

gdje smo odmah uzeli u obzir da integrali po krivuljama « i 8 iS¢ezavaju u R — oo.
Desna strana po konstrukciji daje trazeni integral, dok ¢emo lijevu stranu izvrijedniti
pomoc¢u teorema o reziduumu. Podintegralna funkcija ima polove prvog reda u mi te
u (2k + 1)mi/2, k € Z od kojih se jedino polovi za k = 0,1 nalaze unutar integracijske
krivulje. Stoga

e x> T 3mi
2 — 2 y 3 y 3 3 .
/0 @+ ychs dx T {Res (mi) + Res < 5 ) + Res ( 5 )}

Reziduumi su dani s

. . P(2) i
R, =1 = ——
es (i) Jim == 5
. , P(2) 3
Res () = lim 2 2
e < 2 ) Zin% (z —mi)sh z 4’
3mi . P(z) 3i
R — =1 =) 27
s ( 2 ) z;g% (z—mi)shz 4~

gdje smo za posljednja dva reziduuma koristili L’Hospitalovo pravilo. Slijedi
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Y ¢
572
a B
A
N N
0 ! R

Slika 1.19: Pravokutna integracijska krivulja u slu¢aju kada se polovi nalaze u
vrhovima pravokutnika, vidi Primjer 1.64.

R. Ozna¢imo trazeni integral s I. Promatramo kompleksan integral

iaz
(&
-%C e2mz _ | dz ?

po krivulji C sa slike 1.19. Polove prvog reda u z = 0, ¢ zaobilazimo kruznim lukovima
radijusa p1 i p2. Integral je stoga rastavljen na sljedeée dijelove:

R 6iaz
f:(l—e_a)/ Tde:‘F/ +/+/ +/ =0
c p €71 a 8 Rél v2

Nadalje,

iaz 1 iaz —a
Res (0) = lim ——— = — Res (i) = lim ——— = S— |

20 2me2m= 27’ 2—i 2me2m= 2

/ +/ - (i+6_a)——3(1+e‘“)
" . 4 \ 27 27 4

Integral po « is¢ezava: uz z = R + iy, imamo

pa je

ez‘az ‘eiaz| efay
e27r271‘7|627rz|717627r]?,71'
Stoga
e
/ <l w20
- e?2™ — 1 R—-oo
S druge strane, integral po 8 je konacan z =iy , €% =e W

0 e~y )
/5 :/1 Er— d(ty) .

Imaginarni dio gornjeg integrala je lako izracunati

e 1
Im(/):f/e_aydy:—(lfe_“).
8 2 Jo 2a

RjeSenje trazenog integrala nalazimo u imaginarnom dijelu pocetne jednadzbe, Sto
daje
(1—e™ I 1(1+ “‘)+i(1 =0
e 1 e % e =0.
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D9

Slika 1.20: Integracijska krivulja za Primjer 1.65.

Slijedi

1 1 a
[=—— 4= h(—).
20 T2 3

Posebni slucajevi

U ovom odjeljku razmatramo realne integrale koji se takoder mogu izracunati
pomodcu kompleksnih integrala, jedino je mogucée da su u ovom slucaju krivulje
netipi¢ne. Izmedu ostalog, susresti ¢emo se i s tzv. gama funkcijom

I(x) :/ t*“letdt,
0

koja predstavlja generalizaciju faktorijela na realne brojeve. Drugim rjec¢ima,
ona zadovoljava slijede¢u jednadzbu

al(z)=T(z+1) .

Primjer 1.65. Izracunajte
1 a+i00 2z

2mi 22

a—100

dz ,
gdje je a > 0 i gdje je krivulja integracije pravac Re(z) = a.

22
fde,
c?

duz krivulje dane na slici 1.20. Kako podintegralna funkcija ima pol drugog reda
unutar integracijske krivulje, slijedi

a+iR
7{2/—}—/—&—/—1—/ = 2miRes (0) .
C @ r B a—iR

R. Promatramo integral
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<0
27 /n

R

Slika 1.21: Integracijska krivulja za Primjer 1.66.

Sad ¢emo pokazati da svi integrali osim trazenog i§¢ezavaju. Npr. integral po a je
parametriziran s z = = + R, pa je

xT xT
/ <8 2 a 2

< < 4
~ 2m |z +iR|? T 2r (R—1x)? R—oo

0,

te analogno za krivulju 8. Po krivulji I’ piSemo z = Re®

J

Kako je m/2 < 0 < 37/2, cosf je uvijek negativan pa u granici R — oo i taj integral
iS¢ezava. Preostaje jo§ izraCunati reziduum

2R cos 6

Rcos 6
<7TR2 <1
-2 R

- 27 R?

1 . d, . In2
Res (0) = 5 = lim - (2%) = 5. 5,

pa je
1 a+ic0 2z
P —dz=1In2.
271 22 ==

a—100

Primjer 1.66. Dokazite da

zaa>0,ten>m+2>0.

R. Promatramo kompleksan integral

7{ z dz
ca+z"

gdje je krivulja C prikazana na slici 1.21. S obzirom na to da je sredi$nji kut 27/n,
jedini singularitet koji se nalazi unutar integracijske krivulje je dan s zo = a'/"e™/™,
i to je pol prvog reda. Ako trazeni integral oznatimo s I, imamo

% z ds — [1 _ e2(7714—1)71'7;/71] I+ / f(Z) dz = 2miRes (ZO) ,
C T

a—+ 2"
gdje je podintegralna funkcija ograni¢ena odozgo
Z-Rm+lei(m+1)9
a+ RTLein@

m—+1
< R .
~“R'+a

|f ()| =
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Slika 1.22: Integracijska krivulja za Primjer 1.67.

/F f(z)dz

pa je
<RE Rm+1
-~ nR"+a R

Vrijednost reziduuma je

m (m+1—n)/n
_ 20 _ a
Res (z0) = nep T el i/

Tada u granici R — oo

a(m+1—n)/n a(m+1—n)/n

21 ™

I =— - —— = — .
n 6(n—m—1)7rz/n _ e(n+m+1)ﬂ'z/n n sin [(m + 1)7T/’I’L]

Primjer 1.67. Izracunajte

/ sin(z?) dx ,
0

zap > 1.

R. Ogznagimo trazeni integral s I. Supstitucija = = ¢ vodi na

1 [ 1_
I:—/ tv Lsintdt .
0

1 .
1
?[z@ e“dz
c

po krivulji danoj na slici 1.22. Slijedi

R . e AN
7{: l/ x%_le”dchrl/ (xe’e)%_lexp (ixele) ewd:er/Jr/ =0,
c PJy PJr r ~

gdje posljednja jednakost slijedi iz teorema o reziduumu. U granici p — 0, te R — oo,
drugi integral postaje proporcionalan gama funkciji ako odaberemo 6 = 7/2

0 0\ E—1 . i0\ i 1, 0/ . i
/ (ze'”)?» ™ exp (zxe ) e’ dx = 7/ xr e”'Pexp (me ) dx
0

s i 1 4 5 v 1
= —e?2p rp e de = —e20 ' = .
0 p

Promotrimo
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Pokazimo da integral po kruznom luku I' iSCezava. Ako luk I' parametriziramo s z =
Re'?, problem mozemo analizirati jednako kao to smo dokazali Jordanovu nejednakost

[ . /2
[ @] < [1relas=rir [Fenmmtas < e [Tz ag
r r 0 0

1
=R (1—e ) —0.
Parametrizacija luka v s z = pe’® analognim postupkom vodi na

R— o0

z)dz

_T _ P
< pp (1 e )H—())O.

Dakle, u limesu p — 0, R — oo imamo

/ xiilemdm:e%if‘(l).
0 p

Uzimanjem imaginarnog dijela lijeve i desne strane gornjeg izraza slijedi

o (33 C) ()G

1.9 & ZADACI

1. Izracunajte

i

2iz
fﬂdz, C ={z;
C

z——|=1}.
z+ 24 2
2. Pokazite da vrijedi
h 1/2
j{chzctgzdz = Qﬁiw,
c sh (m/4)

gdje je C ={z;|z| = (n+1/2)7} te n € Ny.
3. Pokazite da je
J:%P(z){e%+ei+~~+eﬁ} dzf27mzz ,
C
7=0m=0

gdje je P polinom stupnja kiC = {z;|z| =7}, r#1,2,...kip=|r].

j{sin((zl) dz,  C={zlz|=r},

22 4 b2
te gdje je r > 01 |b] # r2.

4. IzraCunajte

5. Izracunajte
1 6
j,{ a+2°,
I 1 + 2'6

gdiejeC={z:]z—i[+]z+i]=V5}.
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6. Dokazite ispravnost slijede¢ih jednakosti za realne parametre a > b > 0,

a)

2 dz m dx 27a
g dz = 24T = e
o (a+bcosz) o (a+bsinx) (a2 — b2)3/

/2” dx p /2” de o
—_—ar = —_— A = — 5
o a+bcos?x o a-+bsin’z a(a—b)

b)

/2” dzx B /27r dzx  (2a+b)r
o (a+bcos?z)?  Jy (a+bsin®z)2  (a(a+b))3/2 "
7. Pretpostavljajuéi 0 < a < b < 1, pokazite da je

/7r sin? x iz ™
o (1 —=2acosz + a?)(1 —2bcosx + b?) - 2(1—ab)

8. Uz a,b,c >0 te ¢ > a® + b?

a)

27 d.’ﬁ o
o acosx+bsinz+c 2 _ a2 —p2’

/27T dx . 27c
o (acosz+bsinz+e)2 (2 —a2—0b2)3/2"

/“/2 dz _ 4
o aZsin?z+b2cos2z 4+ 2[(a%+c2) (b2 +2)|/2
9. Izracunajte

a)
/027'1—0082x de :471_(2_\/3) ,

2+ cosx
b)
2 cos? 3x 1—a+a?
d:r = ™, |CL‘<1,
o 1—2acos2z + a? l1-a
¢)
27 27 .
1 1
/ +(2052x g :/ +s.11121; dr =3
o l4cos?x o 1l+sin“z
d)

2T -2
2
/ &dm:ir(a— a2—b2) , a>b>0.
o a—bcosx b?
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10. Pokazite da je za n € Ny,

a)
4 2
/ e ? cos(ng — sin @) dr = il ,

- n!
b)
/ e ? cos(sinz) cos(nz) do = — .

—T

11. Akojea>0ilia < —1,

a)
s 2 ™ 2
/ sm.cg d¢:/ cos? ¢ d¢:77<1— a >’
o a-+sin“¢ o a4+ cos?¢ a+1

2m 2 2T 2 1
/ Lﬁw:/ 0 gy —on (AL 1)
o a-+cos?o o a-+sin“¢ a

12. Pokazite da naredni integral isCezava ako je 0 < a < 1,

2w
/ LR
o asing—1
/°° 1+ 22
o l+at’
14. Za a > 0 izracunajte

* dx °  22dx
a)/_oox4+a4’ b)/o (2 +a?)?

15. Za a,b > 0, izra¢unajte

13. Izracunajte

[

o0 .2 [e’e]
S~ x COS ™
—_— b —_—
a)/,ooler?’ )/,oo(1+m2)3

17. Za a € R, te b,c > 0, izracunajte

< cos(cx)
/,oo Goap i

16. Izracunajte

18. Za a,b > 0, izracunajte

*° zsin (az) * cos T
———d b dz .
a)/o 22 )/,oo (2 +a)(z2 1+ 02) "

Koliki je rezultat u slucéaju a = b?
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19. Izracunajte

o0 g2 ®©  xcosz
T — b ———dx .
a)/o xt—1" )/,mx2—5x+6 v

20. Za a > 0 izracunajte

0o . o <2
sinz sin” x
———d b ————<dz .
) /,oo (@ +a?) " )/,m (@ +a2)
21. Pokazite da vrijedi

a)

dr=m

/°° sinx cosa — cosb
oo (—a)(x =) a—-b

* cos?(ax) — cos?(bx T
et 2o B9 g 2 (ol fa)
0 X

o 2 12 o3
/0 2% — b? sin (ax) dngsgn(a) (26—\ab|_1) .

2402 z

> cos(ax)
[m —— dzx .

23. Za a > 0, te b,c € R, izracunajte

e x sin(ax)
[l

22. Za a,b > 0, izracunajte

24. Izracunajte

/Ooo (z2 — 2??—1— 2)\/T

© g o
a)/ T b)/ 2

26. Za 0 < p < 1, izracunajte

o p—1 R 4 o0 2P

27. Za a € R, izracunajte

* Inz * Iz
——d b ——dz .
a)/o 22 1 g2 )/o 221 a2

o0 o0
a>/ ML b)/ Iz
0 0

1+ 1) 1+ a2

25. Izracunajte

28. Izracunajte
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29. Izracunajte
< Intl/?
/ S
0

14 13/2

30. Izrac¢unajte

a)
1
/xpfl(lfx)*pdx, 0<p<l1.
0
b)
L1 -y
X xr
T g 1.
| i i<
¢)
Lar( - o)
B x
S <1.
| T W

31. Pokazite da jezaa > 0,ten >3
_Ina—-H, »

/OO Inz dx
o (@+a) " (n—1)an1’

gdje je H, harmonijski broj.

32. Pokazite da za 0 < a < 1 vrijedi
o0 eax
/ dx = metg (wa) .
0 1

et —

33. Za b > a > 0 pokazite da vrijedi

°° sh (ax) T oam /°° ch (ax) ™ am
de = Ztg 90y =% s T
2) /0 shbr) T 26 %2 Vo @) T
> sin(ax) T .arw > cos(azx) m 1
dr = —th — d = — .
) /0 sh(br) 7 2 2 ) /0 ch(be) ' T 2beh ()
34. Izracunajte
/0 S};}(laj) cos(bz) dx , la] <1,6>0.
35. Izrac¢unajte
o 2 % .3 o 2,1
a)/o mdw, b)/0 %dx, C)/_Ool—f—e%dx

36. Izracunajte

oo 2 [ee)
a)/ T iz, b)/ (11)6“3.
0 0 z shz/ =z
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

Za a > 0 izracunajte

a)/ x dr. b)/ ash (ax) dr c)/ x cos(ax) I
o sh(ax) 0 chzx o shz

Za a > 0 pokazite da vrijedi

/°° et gy = L= 2¢71)
o (e +1)(e® +2) sin(am)

Za o> 0, te |B| < 7/2 dokazite

> —az? cos B 2gi dr = 1\/? é
/0 e cos (az” sin ) dx 5\ g (5) -
oo 1
/ e’ eosf gy (az2 sin ) dx = \/?Sin <ﬁ) :
; 2V « 2

Izracunajte
o0
d
/ < dz , neN.
o l4+am

Za n € N dokazite da vrijedi

/°° de 2w I(2n—1)
o (1422 4 [rm)

Izracunajte

°° sin(xP)
0 ar

za p > 1.



Poglavlje 2

Obic¢ne diferencijalne
jednadzbe

§2.1 OPCENITE KARAKTERISTIKE

Diferencijalnom jednadzbom zovemo one jednadzbe koje sadrze derivacije ili
diferencijale nepoznate funkcije. Ako nepoznata funkcija ovisi samo o jednom
argumentu, diferencijalna jednadzba zove se obi€na. Jednadzbe u kojima ne-
poznata funkcija ovisi o nekoliko argumenata, te zbog toga ukljucuje parcijalne
derivacije, zove se parcijalna diferencijalna jednadzba. Red diferencijalne jed-
nadzbe jednak je redu najvise derivacije koju sadrzi doti¢na jednadzba. U ovom
poglavlju obradujemo obi¢ne diferencijane jednadzbe prvog i viseg reda, dok su
parcijalne diferencijalne jednadzbe predmet xx poglavlja.
Obicne diferencijalne jednadzbe su, dakle, jednadzbe oblika

Flz,y(x),y' (z),...,y™(2)] =0

gdje je y(x) trazena funkcija koja ovisi o jednoj varijabli, z, a F[...] je, zasada,
nekakva opéenita funkcija (preciznije - funkcional).

Svaka funkcija koja na kona¢nom intervalu a < x < b ili beskona¢nom inte-
rvalu zadovoljava diferencijalnu jednadzbu zove se rjeSenje ili integral difere-
ncijalne jednadzbe. Ponekada se koristi i izraz integrirati jednadzbu u znacenju
- rjesiti (diferencijalnu) jednadzbu. Opée rjesenje diferencijalne jednadzbe je
ono koje sadrzi onoliko nezavisnih neodredenih koeficijenata koliki je red dife-
rencijalne jednadzbe. Partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe dobiva se
konkretnim odabirom broj¢anih vrijednosti neodredenih koeficijenata u opéem
rjeSenju.

Singularna totka diferencijalne jednadzbe jest ona u kojoj is¢ezavaju koe-
ficijenti uz najvec¢u derivaciju. Obi¢no se diferencijalna jednadzba zapisuje u
standardnom obliku, onom u kojem je koeficijent uz najveéu derivaciju jednak
1.

85
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Neka su f;(x), i =1,...,n C" ! funkcije. Determinanta Wronskog ili Wron-
skijan je definiran kao slijedeé¢i funkcional

fi(z) fa(z) fn()
fi(z) f3(x) fo(@)
W(l’;fh...,fn) = : : . (21)
V@) 5 @) " (@)
Vrijede naredna dva teorema (bez dokaza).
Teorem 2.1. Ako W (x; f1,..., fn) #0, Vo € I, tada su f1(z), fo(x),..., fu(x)

linearno nezavisne funkcije na intervalu I.

Obrat ovog teorema opcenito ne vrijedi, iako se moze posti¢i poostravanjem
zahtjeva na funkcije f;(z). U singularnim tockama diferencijalne jednadzbe, s
druge strane, mozemo imati W =0, ali i W — oo (vidi primjer 2.22).

Teorem 2.2. Neka su {y1,...,yn} rjesenja linearne diferencijalne jednadzbe

Yy (@) + an_1(z)y" V(@) + -+ ao(z)y(x) =0, zelCR.

gdje su a;(x) neprekidne funkcije na I C R (kako ne bi imali singularnih tocaka).
Tada Vx € I vrijedi W (x) = —an—1W(z), odnosno

W(z;y1,---,Yn) = W(xo5y1,. -, Yn) exp <—/ an—1(s) dS) . (2.2)

Jednadzba (2.2) poznata je pod nazivom Abelov identitet ili Liouvilleova
formula. Vidljivo je da W is¢ezava ili svugdje ili nigdje na intervalu I. Ukoliko
je W =0 na intervalu I, tada je {y1,...,yn} skup linearno zavisnih funkcija.

Primjer 2.1. Pokazite da za funkcije

1423, B 1,

Wronskijan is¢ezava.

z <0
>0 "’

<0

x>0 fala) =3+a7,

fi(@)

R. Ako uzmemo z < 0, po jednadzbi (2.1) imamo

1+2° 1 3+44° , ,
W(z)=| 322 0 322 |=18z">—182" =0,
6x 0 6x

po Sarrusovom pravilu. Analogno za = > 0

1 142% 3423
W(z)=1{0 32> 327 |=18"-182"=0.
0 6z 6x
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Prethodni primjer ukazuje na to da Wronskijan moze iscezavati, iako su
dane funkcije linearno nezavisne. Poanta je u tome da ne postoji diferencijalna
jednadzba kojoj bi te funkcije bile rjeSenja.

2.1 & ZADACI

1. Izracunajte Wronskijan za slijedece funkcije te diskutirajte dobiveni rezul-
tat u kontekstu linearne nezavisnosti funkcija.

a) yi(z) =1, y2(2) = 7, ys(@) = 2%,
b) yl(aj) = 17 yQ(x) = 1’27 y3($) =3+ 21‘2,
(

0 o) =5 mio) = { 150 TS0

§ 2.2 DIFERENCIJALNE JEDNADZBE PRVOG REDA

Slijedeéi teorem garantira egzistenciju rjesenja.

Teorem 2.3. (Peano) Neka je S C RxR otvoren podskup, i neka je f : S — R
neprekidna funkcija. Tada diferencijalna jednadzba

y'(z) = flz,y(2))
uz pocetni wvjet y(xo) = yo, gdje su xo,yo € S, ima rjeSenje y(x) t.d.
y(z): I - R,

gdje je I okolina xg.

S druge strane, primjetimo da gornji teorem ne garantira jedinstveno rjesenje
- y(x) oznacava samo jedno mogude rjesenje. Jedinstvenost postizemo jacim re-
strikcijama na f(z,y).

Teorem 2.4. (Picard - Lindel6f) Ako su f(x,y) i 0,f(z,y) neprekidne u
unutra$njosti pravokutnika
R=(z,y):a<z<bc<y<d,
i (x0,Y0) € R, tada postoji jedinstveno rjesenje
y'(z) = f(z,y(z)), y(zo) = 2o ,

na intervalu I C [a,b], gdje je xg € I.
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Primjer 2.2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

4
v =y"", y(0)=0.
R. Kako je f(z,y) = y4/5 neprekidna funkcija, ali njena derivacija nije, Picard

- Lindel6fov teorem nije zadovoljen, pa diferencijalna jednadzba ima vise rjeSenja.
Moguéa rjesenja su y = 0, y = (x/5)°. Stovise, moguéa su i slijedeéa rjesenja

0, <0

y(“):{ =P, 250 y(x):{ (2)°, @<0

0, z>0

U nastavku izlazemo klasi¢ne metode rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi
prvog reda.

Separacija varijabli

Ukoliko se jednadzba moze napisati u obliku
M(z)N(y)dz + P(x)Q(y)dy =0,

tada nakon djeljenja jednadzbe s P(x) N (y) mozemo obaviti direktnu integraciju,

M (z) Qly) , _
/P(x) dx—f—/wdy—C,

gdje je C neka konstanta. Valja napomenuti slijedece: ako P(x) i N(y) za bilo
koje vrijednosti x = x¢ i/ili y = yo poprimaju vrijednost nula, onda ée P(z) i
N(y) za (z,y) = (x0,yo) biti integrali zadane diferencijalne jednadzbe.

Primjer 2.3. Rijesite slijedeée jednadzbe
a) y —5y =0,

b) zy —y=0.

R. a) Napisemo prvo dy/y = 5dz, ¢ime je ocito da je jednadzba separabilna, te se da
integrirati. RjeSenje y = Ce®® je definirano do na konstantu C. U sluaju b) takoder
mozemo separirati varijable dy/y = dz/z, ¢ije je rjesenje y = Cx.

Primjer 2.4. U rujnu 1991 pronadena je poznata mumija “Otzi” iz neolitickog
razdoblja kamenog doba u ledu Otzelskih alpi na austrijsko-talijanskoj granici.
Kada je Otz otprilike zivio ako je omjer ugljika C'* i ugljika C'2 u mumiji
52.5% u odnosu na omjer u Zivom organizmu. Vrijeme poluzivota ugljika C14
je 5175 godina.

R. Neka je yo pocetni omjer C'* naspram C'?. Zakon radioaktivnog raspada je

W par
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Slika 2.1: Normala povuéena iz ishodista na krivulju f(z). Ako je ishodiste
fiksna tocka, krivulja predstavlja kruznicu.

odnosno y = yoe **. Nepoznatu konstantu k mozemo povezati s vremenom poluzivota

T

B In2
voe T =05y0, k= HT =0.0001213 ,

gdje smo koristili 7 = 5175 godina. Vrijeme ¢ u kojem je Otzi zivio je

e * = 0.525, t = 5312 godina .

Primjer 2.5. Pronadite krivulju kojoj sve normale prolaze kroz fiksnu tocku.

R. Neka fiksna tocka predstavlja ishodiste koordinatnog sustava u ravnini, te neka
je trazena krivulja opisana funkcijom f(z) kao na slici 2.1. Tada je koeficijent pravca
k normale koja prolazi kroz ishodiste dan s

f 1

x__?’

gdje smo u posljednjem izrazu iskoristili da su nagibi pravca normale i tangente oko-
miti. Dobijemo diferencijalnu jednadzbu u separabilnoj formi

fdf = —xdx .
Njeno rjeSenje definira kruznicu
ff+a’=C,

gdje je C konstanta.

Primjer 2.6. Prema Newtonovom zakonu hladenja, brzina hladenja tijela (u
zraku) proporcionalna je razlici temperature tijela T, i temperature okoline Tp.
Ako je Ty = 20 °C, te znamo da se u 20 min tijelo ohladi sa 100 °C na 60 °C,
u kojem vremenu se ohladi na 30 °C?

R. Newtonov zakon hladenja glasi

ar

Efk(T—To),
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gdje je k nepoznati faktor proporcionalnosti, a ¢ vrijeme. Tada

dT
= kdt

T—-To ’
odnosno

T =Ty + Ae*
gdje je A konstanta koju ¢emo odrediti iz poéetnih uvjeta. Znamo da je T'(0) = 100
§to nam daje A = 80. Drugi uvjet 7(20) = 60 definira k = —'22. Konaéno rjesenje
glasi

T(t) =Ty + 80e 202 .

Vrijeme za koje se tijelo ohladi sa 100 °C na 30 °C dobije se invertiranjem gornjeg
izraza u slucaju T'(t) = 30, $to daje t = 60 min.

Primjer 2.7. Spremnik s vodom sadrzi ¢ litara vode u kojoj je na pocetku yq
kg soli. Rasol (slana voda) ulazi u spremnik brzinom v kg/min, te svaka kila
rasola sadrzi p kg otopljene soli. Tekuéina u spremniku drzi se uniformnom
mijeSanjem. Rasol izlazi iz spremnika s w kg/min. Pronadi koliko kg soli je u
spremniku u trenutku t?

R. Oznac¢imo broj kg soli u spremniku u ¢ s y(t). Tada diferencijalna jednadzba
problema glasi

U gornjoj jednadzbi vp je broj kg po minuti soli koja ulazi u spremnik. Kako je y/q
postotak soli u spremniku u trenutku ¢ imamo da je w(y/q) broj kg po minuti soli
koja izlazi iz spremnika.

Dana jednadzba je separabilna, pa se moze rijesiti direktnom integracijom

) d t
[t
yOUp—’LU* 0

Homogene jednadzbe

Takoder poznata pod nazivom diferencijalna jednadzba slicnosti. Homogena
funkcija stupnja m je funkcija viSe varijabli f sa sljedeé¢im svojstvom,

f()\l‘l,)\l‘g,...):)\mf(wl,a?27...), VAeER,

Ako su M(z,y) i N(x,y) homogene funkcije istog stupnja m, tada diferencijalnu
jednadzbu
M (z,y)dz + N(z,y)dy =0,

rjeSsavamo preko supstitucije u(x) = y(z)/z
y'(x) = zu'(2) + u()
Ma,y) _ M(1,y/x) _ M(u)

= F(u),

N(z,y)  N(,y/x)  N(u)
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¢ime je svodimo na problem separacije varijabli

F(u) + (zv/(x) + u(x)) =0,

du
F - %
(u) +u T
e du
r  u+ F(u)

Primjer 2.8. Rijesite:
a) zy —r=uw,

b) y = TES y(1) = 2.

Ty

R. a) U ovom slucaju jednadzba nije separabilna

ali je homogena. Uz supstituciju v = y/z slijedi du = dz/x, odnosno u = Inz + C.
Rjesenje je stoga y = zlnz + Cz. U slucaju b) takoder vrijedi da je jednadzba
homogena:

B 22 4022 2?4 B

Za funkciju u = y/x dobivamo da zadovoljava
udu = —

sto se lako integrira: u®> = 2Inz + C, odnosno 3> = z?Inz? 4+ Cz®. Uz rubni uvjet

y(1) = —2 slijedi C = 4, pa
y=—|z|]vVInzz+1.

Egzaktna diferencijalna jednadzba

Neka je zadana diferencijalna jednadzba oblika
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 .
Ako postoji funkcija ®(x,y) takva da vrijedi
M(z,y)dz + N(z,y)dy = d®(z,y) ,
odnosno, lijeva strana jednadzbe je totalni diferencijal, tada je opéi integral
®(x,y) = konstanta .

Eksplicitno mozemo pisati

Y

ooy = [ " M(E,y)de + [ Ny

0
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Nuzan i dovoljan uvjet za gore navedenu situaciju jest da su funkcije M (x,y)
i N(z,y), kao i njihove prve derivacije neprekidne na jednostavno povezanom

podrucju te da vrijedi
oM  ON

Oy Or

Zadnju jednadzbu zovemo uvjet egzaktnosti.

Primjer 2.9. Dokazite da je separabilna diferencijalna jednadzba nuzno egzak-
tna.

R. Separabilna diferencijalna jednadzba je oblika
F(x)G(y)de + P(x)Q(y)dy = 0 .
Ako cijelu jednadzbu podijelimo s G(y) i P(x), imamo

F@), . Q)
P@) ™ Gy ™

2(5)-2()-

Primjer 2.10. Pokazite da se uvjet egzaktnosti diferencijalne jednadzbe moze
fizikalno razumijeti kao definicija konzervativne sile.

:07

iz Cega ocito

R. Promotrimo silu F = (M, N) po infinitezimalnom putu dx = (dz, dy)
F-dx = Mdx + Ndy .

Ako je sila konzervativna, tada se moze napisati kao gradijent potencijala F = V.
Slijedi
Mdx + Ndy = a—@dx+ a—q)aly =dod .
ox y

Uvjet egzaktnosti sad slijedi iz jednostavnog svojstva

5 9*®

Ox0y - Oyox
Dakle, egzaktnost diferencijalne jednadzbe mozemo poistovjetiti s fizikalnim sustavima
u kojima postoji potencijal.

Primjer 2.11. Rijesite: 2zydz + (1 + 22)dy =0 .
R. Uz M =2zy, N=1 + 22 imamo

oM

ON
Y 9 -
Oy T

— =2
oz v

pa je jednadzba egzaktna, iako nije homogena. “Potencijal” ® mozemo pronadi iz

0o o0

%— 5 @:N
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Iz druge jednadzbe slijedi
O(z,y) = (1+a”)y + h(z) ,

Prva jednadzba odreduje nepoznatu funkciju h(z): h'(z) = 0, pa se uvjet konstatnosti
® svodi na c

1422
Napomena: ova jednadzba je separabilna, pa se mogla i drugacije rjesiti.

y:

Eulerov multiplikator

Ako imamo slucaj diferencijalne jednadzbe
M (z,y)dz + N(z,y)dy =0 ,

koja nije egzaktna, mozemo pomnoziti cijelu jednadzbu s neodredenom funkci-
jom p(z,y) tako da nova jednadzba

p(z,y)M(z,y)dz + p(x, y)N(z,y)dy =0,

bude egzaktna. Tada
I(uM) _ O(uN)

Ay ox

Olnp Olnp OM  ON
Ox - M oy Oy Oz (2:3)

N

Primjer 2.12. Pronadite Eulerov multiplikator u slu¢aju kada je M = yf(zy),
N = zg(xy).

R. Krenimo redom

oM Ozy Of (zy) of (zy)
— = f(zy) +y—=—=—> = f(zy) + zy——= .
ay flzy) +y v Oy) flzy) +zy ary
Uz supstituciju s = zy imamo
oM /
n =f(s)+sf(s),
te analogno
oM

S = 9(s) +59/(5)
Sad to ubacujemo u jednadzbu za Eulerov multiplikator

2g() g ot~y () 52 Tt = £(5) 4 51'(9) ~ 9(6) 9 (5

Uz pokratu h(s) = f(s) — g(s), slijedi

1
~sh(s) Zgt = h(s) + 5H(5)

0s

odnosno
Oln(uh) 1
ds s
Integriranjem gornje jednazbe dobivamo
1 1 1

wz,y) = zy h(zy)  =M(z,y) — yN(z,y)
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Primjer 2.13. Rijesite: ¢y = 22y —x

R. U ovom slucaju M = —2zy + x, N = 1, pa jednazba nije egzaktna. Koristimo se
metodom Eulerovog multiplikatora:

aln,u_%aln,u_i(aM 8N>__2x

ox N 0y N Ty_%

Kako je desna strana jednadzbe funkcija samo od x, pojednostavljujemo problem
odabirom du/dy = 0. Slijedi

Olnp 2
= -2 = .
o z = u(x)=ce

Uz dani Eulerov multiplikator funkcije p(xz)M (x,y) i pu(x)N(z,y) po konstrukciji de-
finiraju egzaktni problem. To zna¢i da mozemo nadi potencijal

0P a2 _a2
oy pE)N(z,y) =e* = O(z,y) =ye * +h(z) .

Iz druge jednadzbe
od

o = H@ M@y,

imamo 1
2 2
W(z)=2ze " = h(z) = —56_1 +C.

Konstatnost potencijala kona¢no vodi na

_Cw2 1
y=~Ce +2.

Linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Opcenita forma
y'(z) + P(z)y(z) = Q(z) . (2.4)

Za ovu klasu diferencijalnih jednadzbi, npr. metoda Eulerovog multiplikatora
pruza opcenito rjesenje:

y(z) = exp < / " p(s) ds> { / " Os) exp ( / P dt) ds+C} . (2.5)

Primjer 2.14. Pronadite rjesenje (2.4).
R. Iz narednog oblika diferencijalne jednadzbe

dy + (P(2)y(x) — Q(x))dz = 0 ,
vidimo da su M = Py — @, N = 1. Dakle

J(In p) O(np)
“om (P(z)y(z) — Q(z)) oy P(x) ,

pa je pogodno odabrati du/dy = 0. Tada

W) — pla) = wt) = ([ P9 as)
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¢ime smo odredili Eulerov multiplikator. Potencijal ® je dan s

%ﬁzﬂ) = u(z) = (w,y) = pa)y + Flz) .

Nepoznata funkcija F'(z) odreduje se iz

% = u(x)(P(x)y(z) — Q(x)) ,
odnosno 9

BD) | P () = yP(a)u(e) + F ()
pa je

Sto je trazeno rjeSenje.

Primjer 2.15. Pokazite da se Bernoullijeva diferencijalna jednadzba

¥ +p@)y=q(@)y" neN,
svodi na linearnu diferencijalnu jednadzbu.

R. Uslucaju kada je n = 0 ili n = 1 Bernoullijeva diferencijalna jednadzba se svodi na
linearnu diferencijalnu jednadzbu, koja je ve¢ obradena, pa te slucajeve isklju¢ujemo
iz daljnjeg razmatranja. Metoda rjeSavanja je podjeliti jednadzbu s y™ i uvesti novu
funkciju z(z) = y~ "1 (), pri ¢emu se pocetna jednadzba svodi na linearnu.

Z(x) = (—=n+ 1)y " (2)y (z) ,
1
—-n+1
2 (x) + (1 — n)p(z)z(z) = (1 —n)gq(z) ,

¢ime uistinu dobivamo linearnu diferencijalnu jednadzbu.

y'(z)
y"(z)

+p(@)y' " (@) = q(e) = ' (2) +p(2)2(z) = () ,

Primjer 2.16. Pronadite oblik zrcala koji fokusira paralelni snop zraka u fiksnu
tocku.

R. Stavimo fokus u ishodiste kao na slici 2.2. Tada je oblik zrcala definiran s
funkcijom f(x). Definirajmo nagib reflektiranog pravca s kr = tgf0r. Tada imamo

On+B=3, . Or+B=0n,

gdje je On kut koji normala zatvara s x-osi, te 8 kut pod kojim svjetlost upada na
zrcalo. Po zakonu loma svjetlosti, pod jednakim kutem S se svjetlost i reflektira od
zrcala. Gornje dvije jednadzbe daju r = —%5 + 20, odnosno

_ T _cos(20n) tg20n — 1
kr = tg ( 2 +29N) T sin(20n)  2tgfn
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On /'
\\ Or
, F
R / f(=)
\_/\\/ ﬂ

Slika 2.2: Na slici je prikazana krivulja f(z) ¢iji oblik trazimo. Koordinatni
sustav je tako odabran da se fokus F' nalazi u ishodistu.

$to mozemo izraziti preko nagiba normale kxy = tgfn. Specijalno u tocci (z, f(z))
imamo f(z) = kgrz, te ky = —1/kr = —1/f'(x), gdje je kr nagib tangente. Slijedi

2kn  —2L T 2f 7

f_K-1_grol oo
v 7

odnosno
f’2—2if’—1:o, (2.6)
T
¢ime smo dobili nelinearnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda. Kako je dana jed-
nadzba homogena, koristimo supstituciju f/z = u, pa imamo

(W) =u’+1,

odnosno
du _ dv
u? +1 z '

¢ime je rjesenje dano s In(u + vu? + 1) = Inz 4 C. Sredivanje danog izraza vodi na

_C’x?‘_ 1

2 20’

f(x)

¢ime vidimo da je trazeni oblik zrcala parabola. Ako odaberemo da se dno zrcala
nalazi u f(0) = —R, tada je C = L. Negativni korijen diferencijalne jednadzbe (2.6)

daje rjesenje u kojem je parabola okrenuta prema dolje.

2.2 & ZADACI

1. Rijesite slijedece jednadzbe
a) 22dy — (22 — zy +y?)dx = 0,
b) (z* + y?)dx — zydy = 0.

2. Rijesite slijedece jednadzbe
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a) y —2xy = a?,

b) ¥ +tgay = cosz,

c) ¥y +tgay = ﬁ
3. Rijesite slijedeée jednadzbe

a) y' —2zy=w, y(0) = 1/2,

=3

)

) ¥ —y =sinz, y'(0) =0,
o) ¥ +ety=e”, y(0) =2,
d) '+ % =202 y(r) =1,

)

x ?

e) ¥y +tgx =tgz, y(0) = 1.

4. Rijesite linearnu diferencijalnu jednazbu prvog reda tako da pretpostavite
rjesenje oblika y(z) = C(x)u(x), gdje je u(x) rjesenje sustava s Q(z) = 0,
a C(z) nepoznata funkcija.

5. Efikasnost motora zrakoplova ovisi o pritisku zraka i maksimalna je na
11 km. Pronadite pritisak y(x) na toj visini ako je poznato da je sama
promjena gy’ (x) je proporcionalna pritisku, te da se na 5 km pritisak smanji
za pola svoje vrijednosti yy na nula nadmorske visine.

6. Padobranac skace iz aviona i u trenutku skoka otvara padobran. Ako
je sila koja nastaje zbog otvorenog padobrana proporcionalna kvadratu
brzine —bv?, pronadite brzinu vy u trenutku kad dodirne Zemlju. Radi
jednostavnosti pretpostavite da je vy dan u trenutku ¢t — oco.

7. Brzina isparavanja sferi¢ne kapljice tekuéine je proporcionalna njenoj po-
vr8ini. Uz pretpostavku konstantne gustoce, pronadite polumjer kapljice
kao funkciju vremena.

8. Prema Newtonovu zakonu hladenja, brzina hladenja tijela proporcionalna
je razlici temperature tijela T', i temperature okoline, s konstantom pro-
porcionalnosti k. Ako pretpostavimo da se tijelo u poc¢etnom trenutku
nalazi na temperaturi 7'(0) = 275 te da se temperatura okoline smanjuje
po zakonu Tp(1 + e~ ) gdje su Ty i b nekakve konstante, pronadite kako
se mijenja temperatura tijela. Kolika je temperatura u ¢t — co?

§2.3 LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE VISEG
REDA

Za razliku od linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda, veé¢ za linearne di-
ferencijalne jednadzbe drugog reda ne postoji zatvoreni oblik rjesenja, no veéina
jednadzbi se moze rjesiti analiticki.

Ovdje promatramo dvije klase jednadzbi: s konstantnim koeficijentima, te
koeficijentima ovisnim o varijabli.
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Homogena linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim
koeficijentima

Ova klasa diferencijalnih jednadzbi rjesava se metodom karakteristi¢énog po-
linoma. Metoda je sasvim opcenita, tj. njome se mogu rjesiti jednadzbe pro-
izvoljnog reda iz ove klase. Homogena linearna diferencijalna jednadzba prvog
reda

Y (z) + agy(z) =0,

s konstantnim koeficijentom aq je separabilna i njen integral je eksponencijalna
funkcija y(z) = Ce*®, gdje je A nepoznata konstanta. Odredujemo ju tako da
dani integral zadovoljava diferencijalnu jednadzbu. Slijedi A + ag = 0, odnosno
A= —ap.

Diferencijalna jednadzba drugog reda glasi

y'(x) + a1y’ () + agy(x) = 0,

gdje su ag, a; konstante. Pod pretpostavkom rjesenja oblika y(z) = Ce*®,
rjesavanje diferencijalne jednadzbe svodimo na trazenje rjesenja karakteristi¢cnog
polinoma

A2+0J1>\+a0:0 .

Ovisno o spektru danog polinoma, rjesenja mogu biti

a) A2 € R, A1 # Ao
y(z) = C1eM® + Coet2® |

b) M2 €R, A1 = A
y(z) = C1eM® + Coxe™® |

C) )\LQEC,)\QZ)\T
y(z) = C1eM* 4 CpeMi® |

Trazenje rjeSenja u obliku eksponencijalne funkcije mozemo shvatiti kao svoje-
vrsni proces dijagonalizacije. Naime, eksponencijalna funkcija se moze shvatiti
kao svojstveni vektor operatora derivacije

d
%€A$ _ )\e)\w ,

a A njegova svojstvena vrijednost. Trazenjem nultocaka karakteristicnog poli-
noma mi svodimo diferencijalnu jednadzbu na formu

() (2o

¢ime smo sveli sustav na dvije diferencijalne jednadzbe prvog reda.

Primjer 2.17. Pronadite rjeSenje diferencijalne jednadzbe
y"(z) — 2ay'(z) +a’y =0,

gdje je a > 0.
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R. Jednadzba predstavlja najopcenitiji mogudi slucaj u kojem karakteristi¢ni polinom
ima jednaka rjeSenja: A1 = A2 = a. Prvo rjeSenje je y1(z) = e**, dok ¢emo drugo nadi
metodom varijacije konstanti. Pretpostavimo y»2(z) = C(z)e®®. Tada

y/ _ C/eaz + aceaz ,
y// — C// + 2aC/eaz + aQCea.’z .

Ubacivanjem u diferencijalnu jednadzbu dobivamo jednostavno C” = 0, pa je C(x) =
Az + B. Kako drugo rjeSenje mora biti linearno nezavisno, slijedi y2(z) = ze®®.

Za diferencijalne jednadzbu n-tog reda s konstantnim koeficijentima dobi-
vamo karakteristi¢ni polinom n-tog stupnja. Ako on ima nultocku A kratnosti
k, tada rjeSenja piSemo u obliku

Az Az
)

ya(x) = 2™ yp(e) = 2Tl

yi(z) =e

Primjer 2.18. Pronadite rjesenje homogenih jednadzbi
a) y(4) - 16y = Oa

b) ¥y + 2y +y =0.

R. a) Pod pretpostavkom da je rjesenje oblika e® karakteristi¢na jednadzba je oblika
A* — 16 = 0, gdje su rjeSenja X\ = £2, +2i. Opéenito rjedenje je stoga dano s
y(x) = Ae*™ + Be " 4 C cos(2z) + Dsin(2z) .

b) Karakteristi¢na jednadzba je A* + 2)A? + 1 = 0 s nultockama A = +i. Kako imamo
samo dvije razli¢ite A, superpozicija linearno nezavisnih rjesenja glasi

y(z) = Acosz + Bz cosz + C'sinz 4+ Dzsinx .

Na dalje se ogranicavamo na diferencijalne jednadzbe drugog reda. Gene-
ricka forma je dana s

y'(x) + P(2)y'(z) + Q(2)y(x) = R(z) , (2.7)

gdje su funkcije P(z), Q(z) te R(x) analiticke na podrucju od interesa. Ako
rjeSenja homogene diferencijalne jednadzbe oznac¢imo s uq(z) i us(z), tada, pod
uvjetom da je jedno rjesenje poznato, drugo mozemo dobiti na slijede¢i nacin

d (uz> _ upuh —uguy  Wix)

dr \ uy uf uf

pa uz jednadzbu (2.2), imamo

us(z) = uy () / " exp [ / ) P(u)du] [ulds (2.8)
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gdje je izostavljena proizvoljna konstanta. Alternativno, rjeSenje smo mogli
pronaci i metodom varijacije konstanti.

Metoda varijacije konstanti

Veé¢ smo upoznali metodu varijacije konstanti. U ovom odjeljku koristiti
¢emo ju za rjesavanje nehomogenih diferencijalnih jednadzbi. Neka su uq 2(z)
rjeSenja homogene diferencijalne jednadzbe, odnosno neka je opéenito homogeno
rjeSenje dano s

yu(z) = Cruy (z) + Caug(w) ,

gdje su C 2 konstante. Tada je partikularno rjesenje definirano s
yp(z) = C1(z)uy (z) + Co(z)us(x) , (2.9)
tako da je ukupno rjeSenje

y(@) = yu(x) +yp(z) .

Funkcije Cy 2(z) su dane slijedeéim izrazima

Cl(m):—/des, Cg(ac)z/des. (2.10)

Primjer 2.19. Pronadite rjeSenje diferencijalne jednadzbe (2.7) ako su poznata
homogena rjesenja uq(x), us(x).

R. Korisitimo metodu varijacije konstanti. Pretpostavljamo da je partikularno
rjeSenje oblika (2.9). Ako to rjeSenje stavimo u (2.7), dobivamo samo jedan uvjet
na C7 i Cy. Treba nam jos jedan uvjet da bi imali sustav jednadzbi za C; i Cs.
Pogledajmo sad

yp = Crur + Cous + Cruj + Cauy .

Standardni odabir drugog uvjeta je
Clui + Chus =0 . (2.11)
Tada
yp = Crui + Cruy + Chub + Caub .
Uvrstavanjem u (2.7) dobivamo

Ciuy +Chub =R, (2.12)

gdje smo iskoristili da su w1 i u2 rjesenja homogenog sustava. Jednadzbe (2.11) i (2.12)

daju sustav
Uy u C{ o 0
up wh ) \Cy) T \R)

Uvjet za egzistenciju rjeSenja garantira ¢injenica da je determinanta matrice na lijevoj
strani jednadzbe upravo Wronskijan, sto je i djelomi¢no opravdanje odabira (2.11).
Drugo opravdanje je Cinjenica da gornji sustav daje diferencijalnu jednadzbu prvog
reda za C1 1 Cs

¢ije je rjesenje (2.10).
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Primjer 2.20. Pronadite nehomogeno rjesenje diferencijalne jednadzbe
y' —y = e* cos(e?) ,
uz pocetne uvjete y(0) =y'(0) =0
R. RjeSenje homogene jednadzbe y” —1y' = 0 je dano preko karakteristi¢nog polinoma
N — A= 0, odnosno A1 =0, A2 = 1. Tada je
yu(z) = C1 4 Cae” .

Za nadéi partikularno rjesenje treba nam Wronskijan

Slijedi

es

T s _2s (S x
Ci(z) = —/ el e cos(e’) ds = —/ e cos(e®) ds = —e” sin(e”) — cos(e”) .

Sli¢no o e .
Cs(z) = / e cos(e”) ds = sin(e”) .

eS
Ukupno rjeSenje je

y(z) = yu(z) + yp(z) = C1 + Ca2e” — cos(e”) .
Pocetni uvjeti y(0) = y’(0) = 0 definiraju integracijske konstante
Cy=sinl+cosl, Co=—sinl .

Primjer 2.21. Pronadite rjesenje diferencijalne jednadzbe
y//+w2y: f(.%‘) ,

gdje je f(x) neka funkcija.

R. Diferencijalna jednadzba predstavlja harmonicki oscilator bez guSenja s prisilom
f(x). Rjesenja karakteristicnog polinoma su A = *iw. Opéenito homogeno rjesenje
prikladno zapisujemo preko trigonometrijskih funkcija

yu(z) = C1 cos(wz) + Cosin(wz) .

Wronskijan je
cos(wx) sin(wz)

W(z) = —wsin(wzr) wcos(wx)

Sada mozemo napisati partikularno rjesenje
yr(z) = Ci(z)ur(z) + C2(z)uz(w)
= cos(wx) (,l) / sin(ws) f(s)ds + sin(wm)l/ cos(ws) f(s)ds
w w

= %/I sin [w(z — )] f(s)ds .

Ukupno rjesenje je

y(z) = C1 cos(wz) + Casin(wr) + / " sin [w(z — )] f(s)ds .
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Primjer 2.22. Pronadite rjeSenje nehomogene diferencijalne jednadzbe
(@ +2)y" + (2 -2")y — 2+ o)y =a(@+1)*
ako jedno rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe glasi u;(x) = €.

R. Podijelimo prvo cijelu jednadzbu s funkcijom uz drugu derivaciju

” 2 — 22 , 24+ x
— = 1.
4 +x(m+1)y az(w+1)y v

Drugo homogeno rjesenje trazimo pomocu (2.8). Racunamo

s s 2 s 2 s .2
/P(u)du:/idu:/ 2 u du—/ 2-u du .
u(u+1) U u+1

Prvi i drugi integral daju

52_u2 52
du =21 - =
/ " U n|s| 5

52_u2
/u+1du 2(s-ﬁ-l)—1—2(5—1—1)—|—ln|s—+—1\
¢ime )
® s 3
P(u)du =1 —5——.
(u) du n8+1’ §—5

Uvrstavanje u (2.8) daje

s (s
(

do na proizvoljnu konstantu. Slijedi da je uz(z

) = 1/x. Wronskijan sustava je

e”
= mQ(erl)'

W(z) =

et L ’
T

Primjetimo da je u regularnim singularnim totkama W (—1) = 0, odnosno W (0) — oc.

Stoga )
C’l(z):/ ig( ))dsz/ se *ds=—e “(xz+1).

I A G VN A
C2(:v)—/ —‘;—;(s—i—l)ds_ /sds— 7

Ukupno rjesenje je

Frobeniusova metoda

Promatramo diferencijalne jednadzbe tipa (2.7) za slucaj R(x) = 0. Tocka
x = xo je obitna tocka diferencijalne jednadzbe ako su P(z) i Q(z) analiticke
u xg. Ako je xg singularitet funkcija P(x) i Q(z), ali tako da su (z — z¢)P(z) i
(r —10)?Q(z) analiticke u o, onda kazemo da je to regularna singularna tocka.
Napomenimo da je translacijom tocku xg moguce poslati u ishodiste. Isto
tako, transformacijom z = 1/t mozemo analizirati ponaSanje u beskona¢nosti.
Vrijede slijedeéi teoremi:
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Teorem 2.5. Ako je ishodiste obiéna tocka, onda je bilo koje rjesenje analiticko
uwx=0.

Teorem 2.6. (Fuchs) Ako je ishodiste regularna singularna tocéka, onda su
riesenja diferencijalne jednadzbe analiticke u ishodistu, ili imaju pol ili tocku
grananja logaritamskog tipa.

Fuchsov teorem omogucava prikaz rjesenja diferencijalne jednadzbe pomocu
Frobeniusovog reda

y(x) = Z anz™ T (2.13)
n=0

gdje je A € C. Zahtijevanjem da (2.13) zadovoljava diferencijalnu jednadzbu
dobijemo rekurzijske relacije za koeficijente a,. Rekurzijske relacije za najnize
koeficijente definiraju indicijalnu jednadzbu iz koje ra¢unamo A. Ovisno o ko-
rijenima indicijalne jednadzbe imamo niz sluc¢ajeva. Ako su A; 2 € R stavimo
A1 > A2, za prvo rjeSenje uvijek imamo

yi(z) = 2™ Z an(A1)z"™ .
n=0

Drugo rjesenje ovisi o odnosu Aj i As:

a) ako A\; — Ao ¢ Z, i drugo rjeSenje je tipa (2.13), odnosno
yo(z) = 22 i an(A2)z™ .
n=0
b) ako A1 = Ag, imamo
Yo () = y1(z) Inz 4 272 i bn(A2)z™ . (2.14)

n=0

Ovo rjeSenje se generira pomoc¢u formule

_ oy(\7)
va(@) = o\ ‘,\le ' (2.15)
¢) ako A\; — Ay € N, imamo
Yo (z) = d_yy1 (x) Inz + 22 Z bn(A2)z™ . (2.16)
n=0

Ovdje valja biti oprezan, i prvo isprobati Frobeniusovu metodu s Ag; ako
dobijemo drugo linearno nezavisno rjesenje, onda je to y2(x) uz d_; = 0.
U protivnom koristimo

o) = 2 (= 2] (2.17)
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U slucaju kada su Aj 2 € C onda su to kompleksno konjugirana rjeSenja
indicijalne jednadzbe. Slijedi jednostavan primjer takve situacije.

Primjer 2.23. Razvojem oko ishodista pronadite rjesenje diferencijalne jed-

nadzbe

;z:2y”+zy’+y:0.

R. Ako rjeSenje napiSemo u obliku Frobeniusovog reda

ya) = 3o ana™
n=0

diferencijalna jednadzba postaje

danln+Nm+A=1) +n+A+1]2"" =0.

n=0

Svaki pripadni koeficijent uz potenciju mora iS¢ezavati, Sto vodi na
an[(n+ N> +1]=0.

Indicijalna jednadzba je dana zan = 0: A>+1 = 0, §to daje Ay 2 = &i. S druge strane
za n # 0 imamo da su svi a, = 0. Dakle, Frobeniusov red u ovom jednostavnom
slu¢aju ima jedan ¢lan, te su rjeSenja

_ i
Y2 =2 )

gdje smo zanemarili multiplikativni faktor ag. Opéenito rjeSenje za = > 0 je

y(x) = Az’ + Bx™' = Ae'™" + Be ™" = C) cos(Inz) + Cysin(Inz) .

Prethodna diferencijalna jednadzba predstavlja specijalan slucaj Eulerove
jednadzbe koju ¢emo rjesiti u kompleksnoj ravnini. U ovom slucaju je ujedno
i najednostavnije razumijeti pojavu logaritma u drugom rjesenju.

Primjer 2.24. Rjesite Eulerovu diferencijalnu jednadzbu

y"—f—%oy/—i-%yzo, eCh. (2.18)

R. Funkcije P(z) = po/z, te Q(z) = qo/2* daju degenerirani primjer diferencijalne
jednadzbe s regularnom singularnom to¢kom u z = 0. Domena diferencijalne jed-
nadzbe C” nije jednostavno povezana. To za posljedicu ima da rjeSenje ne mora biti
dobro definirano na svim tockama C®. Ideja je stoga preslikati gornju diferencijalnu
jednadzbu u jednostavno povezanu domenu. To mozemo posti¢i uvodenjem reza u
kompleksnu ravninu, ¢ime domena C\(—oo, 0] postaje jednostavno povezana. Motivi-
rani smo uvesti supstituciju v = In z, ¢ime vidimo da se problemati¢na tocka z = 0
sada nalazi u u = —oo. Imamo

"+ o =1)f +aqf =0,
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gdje je f(u) = y(e*). Dobili smo diferencijalnu jednadzbu s konstantnim koeficijen-
tima, koju znaamo rjesiti. Korijeni karakteristicnog polinoma su

Mo =5 (1=pot /(o — 1P — do) - (2.19)

Ako su A1 # M2, rjefenja su y1,2(z) = 275. S druge strane, ako \; = A2, imamo
y1(2) = 27, y2(2) = 2 In 2.

Na slijede¢em primjeru ilustriramo kako se logaritamsko rjesenje generira u
opcenitoj situaciji.

Primjer 2.25. Pokazite da diferencijalna jednadzba
Y'+ Py +Q(2)+y=0, (2.20)

moze dati rjeSenje logaritamskog tipa ako se korijeni indicijalnog polinoma od-
nose kao A\; — Ay € Ny, gdje je A1 > Ao.

R. Neka je z = 0 regularna singularna tocka. Tada P i @) imaju slijede¢i Laurentov
razvoj

1 " Il .
CORED Y TC SIS ey
n=0 n=0

Trazimo rjeSenje u obliku (2.13), gdje b.s.o. uzimamo ao = 1. Tada

1 S ) o n
Q(Z)y(z) = 272 quZk Z anzn+>\ = Z>\_2 Z quanszn ’
k=0 n=0

n=0 k=0
1 oo oo B _ oo n
Py (2) = 2 Y pie® 3 (n+ Nanz" 1 =222 3TN T = k)pran—i2”
k=0 n=0 n=0 k=0

y'(z) =27 Z(n +A)(n+A—1Danz" .
n=0

Uvrstavanjem u (2.20) imamo
N+ (po— DA+ =0,

zan=0,dok zan >0

[(n+ )\)2 + (po—1)(n+ ) + qolan + Z[(n +A—k)pr+ qxlan—k =0
k=1

Indicijalna jednadzba daje rjesenja koja su identi¢na onima koje smo imali za Eulerovu
jednadzbu (2.19). Uz odabir Re(A1) > Re(A2), za A = A1, te n > 0 imamo

n

(A1 = X2 +n)nan, = — Z[(n +A—E)pr + qrlan—k ,

k=1

iz ¢ega vidimo da formalno mozemo nadi koeficijente a,, za proizvoljni n. S druge
strane, za A = Az

(A2 = A1 +n)na, = — Z[(n + A —k)pk + qelan—k , (2.21)
k=1
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¢ime lijeva strana moze biti nula za neki n = m ako je A1 = A2 +m, m € Nog. U

tom slucaju svi an, zan =1,...,m — 1 su definirani rekurzijom (2.21), dok za n =m
dobivamo .
0="> [(n+A—k)pr +arlan—k - (2.22)
k=1
Ako se desi da su an, n = 1,...,m — 1, bas takvi da je ova jednadzba zadovoljena,

onda je an, proizvoljan, §to proizlazi iz ¢injenice da smo uvijek u moguénosti rjeSenju
y2 dodati C'yi(z), gdje je C proizvoljna konstanta. Preostali koeficijenti za n > m su
opet dani rekurzijom (2.21).

S druge strane, ako jednadzba (2.22) nije zadovoljena, drugo rjesenje mozemo pro-
naéi metodom varijacije konstanti, tako da trazimo rjesenje oblika y2(z) = c(2)y1(z) =
¢(2)z1h1(z). Tada ¢(z) zadovoljava slijedeéu diferencijalnu jednadzbu

¢+ {2% 4o P(z)} d(z)=0.

hl(z)
Izraz u uglatoj zagradi ima slijededi razvoj oko z = 0
A1 hll(Z) 11—+ ,
2—+2 P =42 e
{ s P TP 2 (0) +pi +

Zakljuéujemo da je ¢’(z) moguée zapisati u Frobeniusov red
oo
d(2) :z)‘2_)‘1_12cnz", co#0.
n=0

Integracija ovog izraza vodi na

A2 —A = Cn n
R Db vy vt
n=0
ako je A1 — A2 ¢ N, te

akOje)\l—AgzmeNo.

Napomenimo da osim u slucaju kada je m = 0, moze se dogoditi da je
¢m = 0. To je upravo situacija u kojoj je uvjet (2.21) zadovoljen. U praksi nije
zgodno traziti koeficijente iz gornjih relacija, s obzirom da to zahtijeva zatvorenu
formu reda potencija funkcije b (z)/h1(z). No kada znamo koji oblik rjesenja
mozemo ocekivati puno je jednostavnije koristiti (2.14) i (2.16). U konkretnim
primjerima koristi se jos jednostavnija ekvivalentna forma (2.15) i (2.17).

Primjer 2.26. Razvojem oko ishodiSta pronadite rjeSenje diferencijalne jed-
nadzbe
22%y" —xy' + (1 —2)y=0.

R. Ishodiste predstavlja regularnu singularnu tocku, pa rjesenje trazimo u obliku
Frobeniusovog reda. Diferencijalna jednadzba postaje

Z [2an(n + A+ A= 1D)z" —an(n+ N2" + apz™ T — an‘r"+k+1] =0,
n=0
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odnosno

[2a0A(X — 1) — aoA + aglz™

+) 2an(n+ N+ A—1) —an(n+A) + an —ana]2" =0,

n=1

gdje smo izdvojili nulti ¢lan iz beskona¢nog reda, odnosno skupili sve faktore uz "+,

Po linearnoj nezavisnosti koeficijenti uz svaku potenciju moraju is¢ezavati. Specijalno,
ako je ao # 0, is¢ezavanje koeficijenta uz & definira indicijalnu jednadzbu 2% — 3\ +
1 = 0, ¢ija su rjeSenja A1 = 1, Ao = 1/2. ViSe potencije definiraju rekurziju izmedu

koeficijenata a.,
An—1

T SN2 =3t N +1
Ako u taj izraz stavimo A1 dobivamo

An—1 an—2 ao

Tn@n+l)  an+Dn-—1En-1)  al@nt+ N’

an

¢ime je prvo rjesenje odredeno do na multiplikativni faktor

o0 :L.n
n(z) = w;o nl(2n + DI
Za drugo rjesenje koristimo Ao
@ = an—1 o An—2 . ao
"Ta@2n-1) " n@n-Dn-1)2n-3)  al@n-D1I"°
Drugo rjesenje je stoga
1/2 1/2 = x"
yo(z) =a/" +x _ .
ngl n!(2n — 1!

Kako (2n — 1)!! nije definiran za n = 0, taj ¢lan je eksplicitno izdvojen iz sume.

Primjer 2.27. Pronadite rjesenje diferencijalne jednadzbe

x2y”+xy’+x2y =0 ,

razvojem oko ishodista.

R.

> [a” (n+A)(n+X—=1z"" +an(n+ Nz" " + anx”““] -0.
n=0

Napisimo sad diferencijalnu jednadzbu na slijedeéi nacin

ao]AA — 1) + Nzt + a1 [(A + DA+ A+ 1]z

+ Z[an(" + A +A=1) 4 an(n+A) +ano]z"t =0.
n=2

Ovdje smo pazljivo izdvojili i prvi i drugi ¢lan u sumi. Prvi ¢lan nam daje indicijalnu
jednadzbu aoA? = 0 iz Cega ocitavamo A1 2 = 0, za ap # 0. Drugi ¢lan daje uvjet
a1(A+1)% = 0 5to za A = 0 moze biti zadovoljeno samo za a; = 0. Uz potencije n > 2

ocitavamo rekurziju za a,
an—2

CFSVR

an = —
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Vidimo da su sve parne potencije vezane na ag. Sve neparne potencije iSCezavaju jer
su vezane na ai. Prvo rjeSenje trazimo uvrstavanjem A = 0 u rekurziju

(2n)2(2n —2)2

a2n—2 (_ )2 A2n—4 - (_ )n ao

- ()2’

aosn = — =

(2n)?

§to se moze napisati kao
o = (—1)" =2

227 (n!)2

Prvo rjesenje je stoga

y1(a:) = Z 7(71)71 xQn .

2 220 (nl)?

Drugo rjesenje dobijemo tako da prvo deriviramo opéenito rjesenje po A

>\ oo
% - % ga%(/\)mm n Z 8a2n 2n+)\) -

Oazn(
= aoyi(z lnm—i-z a2 ’ ",

gdje smo uzeli u obzir da je ap/OX = 0. Napisimo koeficijent a2, za opéeniti A

A+ 22A+4)2. . (A +2n)2

aza(X) = (~1)"

Promotrimo
1
n {()\4—2)2...(/\—%-211)2} -
—2In[A+2)...(A+2n)] = -2[InA+2)+--- +1In(A+2n)] .

Ako taj izraz deriviramo po A

2 0 1
ox (A 22,

1 1
()\+2n)2] =2 [A+2+”'+>\+2n] ’

A+2)2...(A+2n)

i uvrstimo A = 0, slijedi

1 11 1
224% . (2n)? — o424,
N e e el N 2\atatta )
A=0

odnosno

6@277, ()\) ’ n+1 H’ﬂ
e\ A = (-1 _Hn
3 N A TR
gdje je H, harmonijski broj. Konaé¢no, do na multiplikativni faktor, drugo rjesenje je
n+1Hn n
ys(2) = mm+§: e T

Primjer 2.28. Pronadite rjesenje diferencijalne jednadzbe
w?y" + (2 +2z)y -2y =0,

razvojem oko ishodista.
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R. Ubacivanje Frobeniusovog razvoja u diferencijalnu jednadzbu daje
Z [an(n + NN+ A=D)z"™ +an(n+ N)a" T £ 2a,(n+ N) — Qan] .
n=0

Indicijalna jednadzba je
a(N+X1-2)=0,

§to za ap # 0 daje A = 1, A = —2. Rekurziju dobivamo iz uvjeta

an[(n+A)n+A=-1)+2(n+A) -2 +an1(n+A—-1)=0,

a = — an—1
T on4+A+2
Prvo rjesenje dobivamo uvrstavanjem A = A1 u rekurziju
— _Gn-1 (- )QL = (- )WL 1
" n+3 (n+3)(n+2) (n4+3) "
Dakle
IS e Ly o R

" n=0 (n + 3)' n=3 n' n=3 n'

S obzirom na to da je
2 S 33”
e =loat oy (F1)
n=3

prvo rjeSenje mozemo napisati u sazetijem obliku

6 x2 —z
yl(ﬂﬁ):;<1—$+?—e > .

Za drugo rjesenje prvo probamo daje li uvr§tavanje A = A2 linearno nezavisno rjesenje.
Rekurzija je u tom slucaju

An—1 2 Anp—2 n @0
= _ = (=12 2r=2  _ . _—(—1)n%0 .
i n (=1) n(n —1) (=1) n!

Drugo rjesenje je stoga

e -2 —x
nT e
yg(x) = Z(_ ) L n! - 2
n=0

S obzirom na to, za prvo rjeSenje mozemo uzeti i jednostavno

1 z?
yﬂx)z;(l—x—k;) .

Primjer 2.29. Razvojem oko ishodista pronadite rjesenje diferencijalne jed-
nadzbe
@y’ +ay + (2* =1y =0

R. Ako u diferencijalnu jednadzbu stavimo rjeSenje u obliku Frobenisuovog reda,
imamo
oo
[an(n + N+ A= D)2+ an(n+ N2 4 g - anz"“] =0.

n=0
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Clanovi uz z* daju indicijalni polinom
ao (A —1) =0,

iz Cega, ako je ap # 0, o¢itamo A\; = 1, A2 = —1. Na dalje, u ovom slucaju moramo
pogledati i koeficijente uz a***

ai [(A+1)2-1]=0.

Kako je uglata zagrada razli¢ita od nule za A1 2, tada je gornja jednadzba zadovoljena
za a1 = 0. Za n > 2 imamo rekurziju

an[(n+X)(n+A—-1)+n+A=1]4+an—2=0,

odnosno
An—2

M+ A-—Dn+r+1)

Sad mozemo naéi prvo rjesenje. Ako stavimo A = A\; = 1 u rekurziju

an = —

az2n—2 ( )n a2n—4 . ( )n ao

Tomn+2) ) 2mn—2)(2n+2)2n  \ ) @n)i2n+2)I

agn =

gdje smo odmah uzeli u obzir da prezivljavaju samo parne potencije. Koristenjem
(2n)!! = 2™"nl, imamo

71)” aop

220 pl(n+ 1)1
pa je prvo rjeSenje
x2n

22npl(n+ 1)

y(e) =2y (-1)"

Ako u rekurziju stavimo A = A2 = —1, dobijemo da koeficijenti divergiraju. U ovom

sluc¢aju rjesenje treba naéi drugim putem. Napis§imo koeficijent a2, za opéeniti A
(=1)"ao

A+DA+3)2...(A+2n—1)2(A+2n+1)

azn(A) =
Drugo rjeSenje dobijemo iz opéenitog rjeSenja

y(\, ) = apz™ + Z azn (N2

n=1

pomodéu

Imamo
Z O+ Dyha) = Ine 3+ Dazn W™ + 5 52 [+ Daaa(W] 2™

Promotrimo prvi ¢lan kada je A = Ao = —1

_ ap(—1)" __ ao(=D)"
A=—1  2242...(2n—2)2(2n) 227~ (n—1)In!’

(A + l)azn()\)’

odnosno

1 ao(=1)" _ 71a2n(+1) '

A+ 1)azn ,\‘ S Sk
A+ Dazn2N)| | = =5 5mm 11 ~ 2
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Prvi ¢lan u prvoj sumi je proporcionalan ag(A 4+ 1) $to i8¢ezava za A = —1, pa za prvu
sumu, do na faktor proporcionalnosti, imamo
N 1
I At DazaW)e™ | == Sp(@)]
02 3O+ a1 =g (e)ne
odnosno d—1 = —1/2. Za izvrijedniti drugu sumu, izraz
A+2n+1)
A+2n—1)2(A+2n+1)2

1“{(A+3)2...(
=In(A+2n+1) —2In(A+3)+---+In(A+2n—-1)+In(A+2n+1)],

deriviramo po A
1
A+2n—1)2(A+2n+1)

27

A+3)". (420 = )P (A 20+ 1) 53 {(A+3>2---(

= /\+21n+1 - {Ais et )\+21nfl + )\+21n+1] ’
i uvrstimo A = A2 = —1, §to vodi na
9 { 1 } _1-2nH,
OXN [(A+3)2...(A+2n—-1)2(A+2n+1)],__, [(2n)]?
Slijedi
35 (O Daan(,__, = Sl nle)

oA

Sad moZemo napisati drugo rjeSenje

1 1
y2(z) = —guyi(z) ne + —

2.3 & ZADACI
1. Metodom varijacije konstanti pronadite rjesenja diferencijalnih jednadzbi

oy =y (1) =e

a) ¥ =2y +y =5
b) y" =5y’ + 6y = e” + 3™, y(0) = 0, y'(0) = 3,
¢) y" +4y = 3sinz, y(0) = 0, y'(0) = 3,
d) y" =3y +2y =22 — 22+ 1, y(0) = 3, ¥ (0) = 2,
e) ¥y’ —2ay’ + a’y = cosax, y(0) =0, y'(0) = —5-.
2. Pronadite rjesenja diferencijalne jednadzbe
a>0.

y/// _Say// +3a2y/ _a3y =0,,
Za drugo i trece rjesenje koristite metodu varijacije konstanti

3. Pronadite rjesenje diferencijalne jednadzbe

y@ +y" =0,  y0)=y"(0)=y"(0)=0,y0)=1.
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4. Pronadite rjesenja diferencijalnih jednadzbi
a) y"' =3y" + 3y —y =0,
b) y —y =0,
c) yW —2y" +y=0.
5. Pronadite rjesenje nehomogene diferencijalne jednadzbe
(22 = 1)y" — 2z’ 4 22 = (2* — 1)?
ako je poznato homogeno rjesenje ui(z) = x.

6. Pokazite da diferencijalna jednazba prvog reda v’ + p(z)u =0, z € C ima
rjeSenje u obliku Frobeniusovog reda

oo
= E anz" |
n=0

akko p(z) ima najvise pol prvog reda.
7. Pronadite rjesenje Eulerove diferencijalne jednadzbe
32%y" —xy' +y=0,
koristeci supstituciju x = e*.

8. Pronadite rjesenje nehomogenen diferencijalne jednadzbe

a) 22y +xy +y ==,

b) z2y" + 3xy’ +y = /7,

) 2y’ — (1 +a)y +y =2’
d) zy” — (1 +2)y +y=a'e”.

9. Pronadite rjesenje diferencijalne jednadzbe razvojem oko ishodista

a) 22%y" + (22 — )y’ +y =0,

)

b) 3z%y" —zy +y =0,

c) 2x2y —zy'+(1—2)y=0,
d) 2%y + 2y +y=0.

10. Pronadite rjesenje diferencijalne jednadzbe razvojem oko ishodista
a) zy” +y +y=0,
b) zy” + (1 —z)y' +y =0,
c) 2%y" —z(l—z)y' + (1 —2)y =0.
11. Pronadite rjesenje diferencijalne jednadzbe razvojem oko ishodista
a) 2y" + (2% +22)y' — 2y =0,
b) y" —xy' +2y =0,
c) zy” + (34 2x)y + 4y = 0.
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12. Pronadite rjesenje diferencijalne jednadzbe razvojem oko ishodista
z(z —2)y" +2(z - 1)y’ — 2y =0,

(4—a?)y" +2y=0,y(0)=0,y(0) =1,

22y + 2y + 23y =0,

22y’ —xy + (22 + 1)y =0,

a)
)
)
)
) 2y +y' —y =0,
)
)
)

b

@) (oS

)

2y”—x(1+ ) +y:0a
22y +x(x —2)y +2y =0,
zy’ + 2y +y=0.

o

h

§2.4 SUSTAVI OBICNIH DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI

Sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

U ovom odjeljku rjesavamo linearne sustave obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
prvog reda. Opdéeniti sustav jednadzbi za y;(x), ..., yn(x) nepoznanica dan je s

yll =a11y1 +a12y2 + ... a1nYn +q1 ,

Yh = an1y1 + ag2y2 + ... a2nYn + 2

y; = Up1Y1 + An2Y2 + ... GpnYn + qn ,

gdje je g1(x), ..., qn(x) nehomogenost sustava, zapisujemo u matri¢nu formu
Yy =Ay+q, (2.23)
gdje su
y1(2) q1(z)
y2(2) g2(z)
y(z) = : ,oqle) = : : (2.24)
Yn () qn ()
ay; a2 A1n
Q21 Q22 -+ A2p
A= . . ) . . (2.25)
anl an2 e Qnn

U sluc¢aju kada je A konstantna matrica opéenito rjeSenje je dano s
xr
y(z) = e*C +/ e A2y (s)ds | (2.26)

gdje je C neki vektor.
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000
L I

Slika 2.3: Prikazan je strujni krug sa dvije zavojnice induktiviteta L i tri otpor-
nika otpora R. Oba izvora daju vremenski ovisni potencijal & 2(t).

Primjer 2.30. Pronadite struje I; 2 3 za strujni krug na slici 2.3. Vremenska

ovisnost izvora napona je

S, [tI<t
51“):_52“):{ 0 ItI >

R. Po Kirchoffovom pravilima imamo

—& + LR+ LR+ %L:O,

—52+13R+12R+%L:0,
te I1 + Iz = Is. Slijedi

%-&-%h—i—%(h-ﬁ-lz):%,

%+%Iz+%(11+12)=%7

gdje prepoznajemo sustav (2.23) uz

- (). o= (R o=l

)

Za pronadi opéenito rjesenje valja eksponencirati matricu A. To é¢emo uéiniti tako da
je prvo dijagonaliziramo, tj. nademo joj svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti.

Svojstvene vrijednosti A su dane pomodéu

2R\> R?
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s rjeSenjima Ay = —3R/L, te A2 = —R/L. Svojstvene vektore v1,2 nalazimo pomodéu
jednadzbe
A’Ui = /\ivi .

o). - (38)-

Dijagonalizacija matrice A definirana je pomoéu

Rjesenja glase

D=S5"1AS,
gdje je D = diag(—3R/L,—R/L) te
1 -1
= 7)

predstavlja matricu prijelaza koja je konstruirana od normiranih svojstvenih vektora.
Ukupno rjesenje mozemo zapisati kao zbroj homogenog i partikularnog rjesenja

y(t) =y (1) + up(t) = €MC + / e~ AG=0g(5)ds

Eksponent matrice A sad mozemo lako izracunati

3R
At _ o Dta—-1_ (1 =1 e~ ! 0 1 -1
e =578 *<1 1)(0 e?t)(l 1)’

¢ime je homogeno rjeSenje

yn(t) = (_C:h((fg?f) c_hd(l%(gtg’)

Na podrucju s < —to funkcija & (s) =

imamo
& 1 _R L & 1 R
yp(t) = I? (71) e Lt/ eL’ds = EO (71> (1 —e L(t+t0)) .

—to

Konacno, ako je t > to

& (1N —my [T my 28 (1 _m, R
yp(t)—L(il)e L[tOeL ds = 7 \_1)¢ L'sh Lto .
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Poglavlje 3

Fourierova analiza

§3.1 SKUP KVADRATNO INTEGRABILNIH FUNKCIJA

Ovisno o kontekstu, s L?([a, b]) oznacavamo skup kompleksnih f : [a,b] — C ili
realnih funkcija f : [a,b] — R, definiranih na segmentu [a, b] C R, za koje vrijedi

b
/ |f(z)]?dz < oo .

Takve funkcije nazivamo kvadratno integrabilne.

Teorem 3.1. L%([a,b]) je beskonacnodimenzionalni vektorski prostor.

Teorem 3.2. Preslikavanje

b
(f.g) = N / f(2)*g() da (3.1)

je skalarni produkt na prostoru L*([a,b]). Ovdje je A neka konvencionalna
konstanta.

Norma funkcije f(z) definirana je s || f]| = +/(f, f)
U kontekstu klasiénog Fourierovog reda, nas ¢e najviSe zanimati prostor
L?([—n,7]) realnih funkcija sa skalarnim produktom

(o)== [ 1@

™

117
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S druge strane, u kvantnoj fizici koristimo produkt

(i, 6) = / (e $(z) de

definiran medu kvadratno integrabilnim valnim funkcijama v i ¢. Uobicajena
je tzv. bra-ket notacija, (¢|¢).
Bazu prostora L?([a,b]) oznacavamo s {e, }nen. Vrijedi

<€7’L7 em> = Onm - (32)
gdje je dnm Kroneckerov simbol
1, n=m
Onm { 0, ntm (3.3)

Tada neki opéeniti vektor u € L?[(a, b)] moZemo razviti preko vektora baze

(oo}

U= Z(en,w én - (3.4)

n=1

Primjer 3.1. Gram-Schmittovim postupkom ortonormirajte skup funkcija x™
zan=0,1,2 na L*[-1,1].

2

R. Oznac¢imo pocetne funkcije s u1 = 1, ug = z, uz = z*. Tada za prvi vektor ey

mozemo uzeti
V1 1
1= —— = — .
fodll V2

Gram-Schmittov postupak nalaze da od drugog vektora, v2 moramo oduzeti onu kom-
ponentu koja je kolinearna s e

€h = vy — (e1,v2)er .

Imamo

1
(e1,v2) :/ xdx =0,

—1

pa je e5 = z. Ovaj vektor jos valja normirati

AN ! 2 _2
(ea,€3) = T dw—g,

—1

__f,
llesl 2

Posljedni trazeni vektor koji je ortogonalan na e; i e2 dobijamo pomodéu

pa je

€2

eh = vz — (e1,v3)e1r — (e2,v3)es .
Imamo

I

Wl

(e1,v3) 1/1w2dm !
1,V3) = —= =—
V2/ V2

3 1
(e2,v3) = \/j/ dr =0 .
2J

odnosno
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Slijedi
2 1
€3 =T — g .
Uz normu (e3, e3) = 8/45 imamo
!
83267/3:£(3x2,1)_
lesll 2v2

Primjer 3.2. Gram-Schmittovim postupkom ortonormirajte skup funkcija {"}
zan =0,1,2 ako je skalarni produkt definiran kao

(f.9) = /0 e (@) g(w) da

R. Za prvi vektor imamo (vi,v1) =1, pa je

[[oa]l

el 1.

Drugi vektor dobivamo pomo¢u
es = vg — {e1,v2)er
gdje je
(e1,v2) :/ re “dr =1,
0

§to vodi na ej = x — 1. Normalizacija vektora e5 daje (e3,e5) = 1 odnosno

€2 =xzx—1.

_ &

llesl
Treci vektor dobivamo iz

e5 = v3 — (e1,v3)e1 — (ea,v3)ea
gdje je
(e1,vs) :/ 22e %dr = 2 ,
0
odnosno -
(e2,v3) = / 2z —1)e “de =4 .
0

Tada je e} = x* — 4x + 2. Uz normu (e}, e5) konaéni izraz za trazeni vektor je

/
/ €3

€3 1(:):2—41:—0—2).

el 2

Napomenimo da su vektori dobiveni u prvom primjeru proporcionalni Le-
gendreovim polinomima, koje ¢éemo upoznati u poglavlju 5, dok smo u drugom
primjeru pronasli prva tri Laguerreova polinoma.

3.1 & ZADACI
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1. Gram-Schmittovim postupkom ortonormirajte skup funkcija {z"} zan =
0,1,2 ako je skalarni produkt definiran kao

(f,9) = /OO e f(2)g(z) do .

— 00

2. Gram-Schmittovim postupkom ortonormirajte skup funkeija {2"} za n =
0,1, 2 ako je skalarni produkt definiran kao

(fig) = /000(1 — ) 2 f(x)g(z) da .

§3.2 FOURIEROV RED

Periodi¢nu funkciju na f(x) = f(z + P) mozemo razviti u Fourierov red

f(z) = % +§ [an cos (QTZ)TJC) + by sin <2n];m>} ) (3.5)

gdje su Fourierovi koeficijenti a,, dani s

2 /P/2 (Qnmc) 2 (P2 . [ 2nmzx
ap = — f(zx) cos dzx, b, = 7/ f(z)sin dzr |
P J p Vi P J _p P

(3.6)
za n € N. Specijalno, gornja formula za a,, vrijedi i u slu¢aju n = 0. Klasican
Fourierov red dan je s P = 27, U &irem kontekstu, Fourierov red (3.5) promatra
se kao specijalan slucaj razvoja (3.4).

Preciznije, nuzno je (ali ne i dovoljno) da funkcija f(z) zadovoljava niz
uvjeta, da bi njen Fourierov razvoj bio moguc.

Teorem 3.3. Neka je f periodiéna, po dijelovima neprekidna funkcija, te de-
rivabilna s lijeva i s desna u tocki x. Tada Fourierov red funkcije f wu tocki x
konvergira k vrijednosti
fle+0)+ f(z—-0)

2 b
gdje je f(x £0) =lim.o f(z L ¢€), za € > 0. Specijalno, ako je funkcija f, koja
zadovoljava gore navedena svojstva, neprekidna u tocki x, onda Fourierov red
funkcije f u tocki x konvergira k vrijednosti f(x).
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Primjer 3.3. Pokazite da vrijedi
P/2 9 9
—/ i ( mrx) Sin< mmc) dx = 0nm ,
P/2 P
P/2 9 9
/ ( mrx) cos( mm:) de =6,
P P/2 P
P/2 9 9
/ i < mm)cos( mmc) dr =0,
P P/2 P

R. Ograniciti ¢emo se na pokazivanje samo prve od ovih tvrdnji, postupak za ostale

je u potpunosti analogan. Napravimo prvo supstituciju y = 27x/P. Upotrebom
trigonometrijske relacije

sin(my) sin(ny) = 1 [cos(m — n)y) — cos(m + n)y)] ,

_ /P/2 . <2n7rac>sin(2m7rx> i

B cos((m —n)y) — % /7T cos((m +n)y) .

-

imamo

27r

Za n # m slijedi

T 1 . K
I e sin((m + n)y) L

1
Inm = ——sin((m —n
3w S = m))
Gornji izrazi daju sinus s argumentom koji je visekratnik broja m ¢ime svaki ¢lan
iS¢ezava, pa je Inm = 0 u tom slucaju. Za n = m slijedi
1 ™

1 .
Inm = o dy — e sin(2ny)

™

-

Kako posljednji ¢lan is¢ezava iz istog razloga, ostaje I, = 1.

Primjer 3.4. Razvijte funkciju f(x) = /2 perioda 27 u Fourierov red.

R. Koristenjem formule (3.6), uz P = 27, imamo

1 [ g
ao 7{/0 gde=m

Nadalje
1 [ 11 1 o
an = ;/0 gcos(nx) dx = o {Em sin(nx) + el cos(n:v)] . =0,
dok je
1 [ 11 1 o
bn = ;/0 gsin(nx) dr = o {—E:c cos(nx) + 2 sin(mc)} . ==
Slijedi
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Primjer 3.5. Razvijte funkciju f(z) = sinz u Fourierov red kosinusa s peri-
odom 7.

R. Imamo
2 ™
an = f/ sin z cos(2nx) dx .
™ Jo

Ako napisemo
sin z cos(2nx) = % [sin((2n 4+ 1)z) — sin((2n — 1)z)] ,
slijedi

1 1 cos((2n+ 1)z)  cos((2n — 1)x)

L) , 21
" 2n +1 2n —1 07 Tdn2 -1~

Za n =1 imamo a, = 0, pa je

2 = cos(2nz)

f(x):7; ‘ 4n? — 1

Primjer 3.6. Pokazite da se Fourierov red periodi¢ne funkcije f(z) = f(x+ P)
moze zapisati u kompleksnom obliku

0 , 1 [FP/2 ,
f ) = An6722n7rz/P’ An _ 7\/ f T 6z2n71'z/P dr . 3.7
0= 5,0 5.)

n=—oo

R. ZapiSimo
f(ZB) _ ZAn672in7rz/P + 2A7n6i2n7rz/13 )
n=0 n=1

Ako izdvojimo nulti ¢lan iz prve sume, te iskoristimo Eulerovu formulu, slijedi

f(a?):AoJrZ(AnJrAfn)cos(zrgw) +Zli(AnAn)sin(27gx) ’

n=1

iz Cega slijedi identifikacija s (3.5) uz

Av=T At Ai=an, (A=A =ba.

*

Invertiranjem posljednja dva izraza slijedi A, = (an + ibn)/2, te A_, = A;. Ako
iskoristimo (3.6) slijedi

P/2 2nmx P/2 . [ 2nmx
[P/2f(m)cos< 7 > dm+1p/2f(x)bln< P ) dm]

1 P/2 )
— F/ f(x)e'LQnTrz/P dr .

—P/2

1

An
P
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Teorem 3.4. (Parsevalova jednakost) Neka se funkcija f(x) : R — R moze
razviti u Fourierov red (3.5). Tada vrijedi

Fr2 2y |‘10|2 — 2 2
P/ z)|?d 5 +n§::1|an\ + [bn|? (3.8)

Fizikalna interpretacija Parsevalove jednakosti: ukupna energija jednaka je
sumi energija pojedinih harmonika. Npr., ako je elektri¢ni uredaj otpora R
spojen na vanjski, vremenski periodi¢an napon V' (¢) (osnovnog perioda T'), tada
je energija koja se trosi u jednom periodu jednaka

t)|? dt
- [ o

S druge strane, Parsevalova jednakost nam govori kako je ova energija jednaka
zbroju energija svih pojedinih komponenti Fourierovog razvoja napona V' (t).
Parsevalova jednakost moze biti korisna pri sumaciji nekih redova.

Primjer 3.7. Koristeéi Parsevalovu jednakost za funkciju f(x) = « na intervalu
[—7, 7], pokazite da vrijedi

72 = — .
—n 6
R. Imamo L
an = — / zcos(nz)dr =0 .
™ J-x
1 [ . T Q 1 T
b, = — zsin(nz) dx == —— cos(nz)| + — cos(nx) dx
I - nmw - nm J_,
gdje drugi korak slijedi iz parcijalne integracije. Drugi integral is¢ezava, pa je
2(—1)" !
bn, = 20" .
n

IZ Parse\/alo\/e jednakOS i Shedl
7 /
—

pa je
2

=1
>

Primjer 3.8. Neka je f(x) = 22, periodi¢na s intervalom [—1,1]. Pronadite
Fourierov red dane funkcije te pokazite da vrijedi

n+1 ,].(.2
Z T 12

n=1
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Pomocéu Parsevalove jednakosti, pokazite i

4T 90 "
—=n 90
R. Imamo
! 2

ao:2/0 a:Qdﬂc:g,
te

! 4

an = 2/0 z? cos(nmz) = g (=™ .

S obzirom da je funkcija parna, b, = 0. Razvoj u Fourierov red je

f(x) =

4~ (=D"
+ﬁ ngl 2 cos(nzx) .

Wl =

Iz uvjeta f(0) = 0 slijedi

n=1

Nadalje, koriste¢i Parsevalovu jednakost

1 e}
i, 2 2 16 1
/_xdx’S’T“TZF’

1

odnosno

3.2 & ZADACI

1. Funkciju f(z) = = razvijte u intervalu [0, 1] u

a) red sinusa,

b) red kosinusa.
2. Razvijte funkciju f(x) = 22, u Fourierov red za period 2.

3. Pronadite Fourierov red za funkciju f(z) = (xz — 1)(z + 3), na intervalu
[1,3] ako vrijedi f(z) = f(x + 2).

4. Zica je uévréena na krajevima 0 < z < L, te je podignuta na visinu yo u
to¢ci © = L/4. Prikazite oblik Zice preko Fourierovog reda.

5. Razvijte funkciju

xz/L , 0<zx<L/2
flx)=4 —x/L+1/2, L/4<x<3L/4
x/L—1, 3L/A<z <L

u Fourierov red na intervalu [0, L].
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6. Razvijte
fx) = T, 0<z<m
YT —a/L+1/2, —m<z<0

u Fourierov red s periodom [—m, ]. Pomoéu danog reda pokazite da vrijedi

7T2

> 1
> G
= (2k+1) 8

7. Pronadite Fourierov red za funkciju f(z) = €** na intervalu [—m, 7] te ga

iskoristite da pronadete razvoj funkcije 1/sh (ax) te ch (ax).

8. Pokazite da je energija

k-tog harmonika
ug(z) = ay cos(kzx) + sin(kx) ,
dana s Ey, = aj + b3.
9. Neka su f(z) i g(x) perioda 27. Ako je njihova konvolucija definirana s
1 2m
(frg)@) == [ [fyg(z—y)dy,

:27T 0

pokazite da se koeficijenti Fourierovog reda odnose kao ¢, (f*g) = ¢, (f)en(g).

§3.3 FOURIEROV TRANSFORMAT

Fourierov red promatra periodi¢ne funkcije f(z + P) = f(z). Ovdje nas zanima
generalizacija na Siru klasu funkcija koje vise ne moraju biti periodi¢ne, od-
nosno da je period beskonac¢an. Analizu proSirujemo na kvadratno integrabilne

funkcije
o0

LQ(R){f:RHC;/

— 00

) de <o

Skalarni produkt izmedu dviju funkcija f i g je dan s

1 (o)
Lg) = —— dx f*(x)g(x) . 3.9
)= = [ daf @) (39)
S fizikalnog stajaliSta zanima nas harmonicka analiza za beskonacne sisteme. U

tu svrhu pogodno je krenuti od kompleksnog oblika Fourierovog reda (3.7),

P/2

_2 [T NN gtk 1
f(z)—P\/;nZoane , Fn—\/ﬂ/P/Qf(a?)e dz . (3.10)
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gdje smo zapisali koeficijente A,, prikladnije normirali, tj: A, = g% Ako
pustimo P — oo, spektar k, = 2nw/P postaje kontinuiran, odnosno razmak
izmedu pojedinih modova postane infinitezimalan: Ak = 27rAn/P = 2x/P.

Tada
li 2 EOO — 1 - dk
P P < TS

n=—oo

pa uz F,, — F(k), pisemo

1 > —ikx _L > xeir T
f(m)zﬁ/_mF(k)e ke gk F(k:)_m/_oof() B dp . (3.11)

Funkciju F (k) zovemo Fourierovim transformatom funkcije f(z).

Teorem 3.5. (Plancherel) Neka su f,g € L%(R) po dijelovima neprekidne
funkcije, te F' i G njihovi Fourierovi transformati. Tada vrijedi

(F,G)=(f.9) - (3.12)
Specijalno, za f = g vrijedi

(F,F) = (f.f) - (3.13)

Posljednji izraz razumijemo kao svojevrstan analogon Parsevalove jednakosti
za slucaj Fourierovog transformata.

Alternativno, ponekad se koristi i trigonometrijski oblik Fourierovog tran-
sformata

@) = /0 " LA(K) cos(kz) + B(E) sin(ka)] | (3.14)

gdje su

Alk) = % [ T H@) cos(ha) do,  B(k) = % [ " @) sin(ka)dr . (3.15)

Primjer 3.9. Pronadite Fourierov transformat funkcije

1, -T<t<T
f(t){ 0, t>T,t<-T

R.

1 - iwt 1 Tt 1 iwt|T
F(W)IE f(t)e dt:ﬁ Te dt:iw\/ﬂe

2 sin(wT)

=T ™ w

Nultocke ove funkcije w, = nm/T, n € Z se za T — oo skupljaju prema ishodistu, tj.
sirenje funkcije f(t) uzrokuje suzavanje njenog transformata F(w).
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Gornji primjer ilustrira situaciju pri pokusaju detekcije npr. tona odredene
frekvencije. Ako ga prikazemo funkcijom f(t) = Ae™°! u periodu —T <t < T,
tada Fourierov transformat poprima oblik identi¢an onom gore, samo $to je sad
koncentriran oko w = wg, a ne oko w =0

Flo) = A\/Zsin[(w —wp)T .

w — Wy

Mjerni instrument (npr. ljudsko uho) detektira snagu razlozenu po spektru
koja je proporcionalna kvadratu amplitude F?(w). Maksimum tog spektra, tj.
frekvencija wp tim ¢e se bolje razluciti Sto vise traje signal.

Ispada da je dano svojstvo Fourierove analize sasvim opcenito: $to je funkcija
Sira to je njen Fourierov transformat uzi. Heuristicki se to moze argumentirati
na slijedeéi na¢in. Neka je Fourierov transformat F(w), funkcije f(¢), znacajan
samo u nekom konacnom intervalu Aw = wpax —wWmin- Njen oblik u ¢y definiran

jes
f(to) = \/% /_OO F(w)e ™ dw .

U nekom kasnijem trenutku t = tg + At imamo

ft) = \/% /_00 F(w)e whemwal gy,

Razmisljajuéi u kontekstu vektorskog prostora, i baze definirane s vektorima
e~ ™! pitamo se nakon kojeg trenutka ée vektori e~*' koji definiraju bazu u
nekom Aw biti znantno izmjenjeni, odnosno koji je to At nakon kojeg funkcija
f(t) se znacajno razlikuje od njene vrijednosti u po¢etnom trenutku, f(¢9)? To
je trenutak u kojem je razlika u fazi pocetnog i konacnog vektora u spektru

e~ wmin A odnosno e~ WmaxAt reda veli¢ine jediniéne faze, tj.
AwAt ~ 1.

U kvantnoj mehanici gornji izraz je jedan primjer Heisenbergove relacije ne-
odredenosti. Vazno je primjetiti da je njegov korijen jednostavna posljedica
Fourierove analize.

Primjer 3.10. Pokazite da je e~*°/2 sama sebi Fourierov transformat.

R. Kako je f(z) = e=="/2 parna funkcija, imamo

F(k) = \/g/o e cos(kzx) dx ,

gdje smo ovaj integral veé izrac¢unali u (?7?). Slijedi

F(k) = \/§£€ka/2 =e¥/2 (3.16)
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Primjer 3.11. Fourier transformirajte funkciju f(t) = Ae=®l!l, a >0, A > 0,
te pokazite da inverznim Fourierovim transformatom dobivate nazad pocetnu
funkciju.

R. Kako je f(t) parna funkcija, imamo

F(w) = \/%/ Ae™*" cos(wt) dt .

Uz koristenje tablicnog integrala

axr

/e” cos(bz) dz = 2T [a cos(bx) + bsin(bz)]

/2 A«
F(UJ): }7w2+a2 .

Za pronadi nazad originalnu funkciju, treba napraviti inverz Fourierovog transformata,
tj.

imamo

1 oo ot Ao o] e—iwt
10 =7 /,w We ™ dv=" /,w Frar

Integral rjesavamo standardnom tehnikom integracije u kompleksnoj ravnini

I _ % e*izt
T o2 +a?’
gdje podintegralna funkcija ima polove u z = +i«, a dio krivulje C ¢ini realna os. Za
t < 0 krivulju valja zatvoriti na poluravnini Im(z) > 0, ¢ime

I = 2miRes(ia) = Teat
a
Za t > 0 zatvaramo krivulju na Im(z) < 0, iz ¢ega slijedi
I = 27miRes(—ia) = Teot
@

Slijedi
ft) = &leﬂllt‘ = Ae 0t

T

I u ovom primjeru zgodno je primjetiti da je Fourierov transformat siri sto
je originalna funkcija uza i obratno. Npr. obicaj je Sirinu definirati na pola
maksimuma dane krivulje. Tada je lako pronaci da su Sirine Ay, funkcije i
njenog Fourierovog transformata, dane s

In 4
Af:L, AFZQOé,
(e}

odnosno da je AfAp = 3In2 ~ 2.08.

3.3 & ZADACI

1. Koristeéi definiciju Fourierovog transformata pokazite da
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a) ako je f(z) s periodom a, onda je F'(k) = 0 osim ako je ka = 2nm,
n € Z.

: . 1dF (k)
b) Fourierov transformat od z f(x) je ;=5

).

¢) Fourierov transformat od f(pz + ¢) je

ik¢/p k
e 7 <
4 p

gdje su p, ¢ > 0 neke konstane.

. Pronadite Fourierov transformat funkcije

1—2%, Jz| <1
0, |z| > 1

flx) =
. Pronadite Fourierov transformat slijedeé¢ih funkcija

a)f(x):ﬁ,, b)f(x)zm,, c)f(x)=%+a2,

gdje je a > 0.
. Pronadite Fourierov transformat funkcije f(t) = te=!l, za a > 0.
. Pronadite Fourierov transformat gusenih oscilacija

) = { et cgé(wot), i ; 8
te pokazite da je zadovoljena Plancherelova jednakost!
. Napravite Fourierov transformat jednadzbe
2
T8 K() = [(@)

te pokazite da se partikularno rjeSenje moze napisati u obliku
1 /OO e~k B (k)
Vor J_o K%+ K2

gdje je F(k) Fourierov transformat funkcije f(z).

o(z) = k.

§3.4 DELTA FUNKCIJA

Postavimo slijedece pitanje: kako karakterizirati pobudu sustava, npr. vanjskom
silom koja djeluje trenutno? Ako funkciju koja karakterizira pobudu ozna¢imo
s 6(x), tada ako pobuda djeluje isklju¢ivo u z = y, moramo zahtijevati

o, =0

5(1:)_{ 0, =70 (3.17)
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S druge strane, kako §(z) predstavlja trenutni “impuls”, zahtijevamo da je
ukupna pobuda konac¢na

/OO 0(z)de =1, (3.18)

gdje je 6(x) prikladno normirana. Posljednja jednadzba sluzi kao definicija delta
funkcije.

Napomenimo da izraz (3.18), striktno govoreéi, nije ispravan unutar do sad
izlozenog matematickog okvira, jer naivno bi zakljucili da je integral J-funkcije
nula. Naime, ako funkcija promijeni vrijednost na skupu mjere nula, tj. u
kona¢no mnogo tocaka vrijednost integrala se ne smije promijeniti. Ispravna
definicija d-funkcije zahtijeva poznavanje teorije distribucija gdje d-funkcija pre-
dstavlja funkcional s vektorskog prostora funkcija na polje realnih brojeva. Time
d-funkcija nema sama za sebe smisao, ve¢ jedino pod integralom.

Vazna posljedica (3.18) je

[ (@ —a)f(z) dz = f(a) . (3.19)

Napomenimo da ovaj izraz vrijedi i za bilo koji konaé¢ni interval u < z < v koji
obuhvaca tocku a

/U 0z —a)f(z)de = f(a) . (3.20)

Reprezentacije

0-funkciju najlakse je predociti kao limes funkcije d,(x) koja je gotovo nula
svugdje izvan intervala kojeg mozemo kontrolirati parametrom a. Unutar tog
intervala funkcija divergira kako ¢ — 0. U tom smislu, d-funkcija moze se
prikazati kao limes §(x) = lim,_0 4 (), gdje limes valja shvatiti u smislu (3.19),
tj-

lim 0q(x) f(z) dx = f(0) .
a—0 o
Primjeri reprezentacija:
a)
1 . /x
da(e) = —sin ()
b)
1 a
60, = - ’
(z) T a? + z?
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Primjer 3.12. Pokazite da vrijedi

/ dik €@ = 275 (x — y) . (3.21)

— 00

R. Krenimo od definicije Fourierovog integrala (3.11). Ako izraz za Fourierov tran-
sformat iz druge jednadzbe, stavimo u prvu jednadzbu, imamo

f@) =50 [ ane™ [T i) = o [ ans) [T dkete,

—00 —o0 —0o0

gdje smo zamijenili poredak integracije u drugom koraku. Vidimo da pocéetnu funkciju
mozemo dobiti u slucaju da vrijedi

% 700 dke* ™Y = §(z —y) .
Formula (3.21) ilustrira ¢injenicu da ako funkcije e?**/v/2m shvatimo kao
generaliziranu, kontinuiranu verziju vektora baze za razvoj funkcije u Fourierov
integral, tada J-funkciju mozemo motivirati kroz generalizaciju skalarnog pro-
dukta tih vektora, tj. svojevrsnu kontinuiranu verziju Kroneckerovog simbola.
Medutim, iz (3.21) takoder prepoznajemo da, za razliku od svojih diskretnih
varijanti, same funkcije e***/v/27 nisu dio prostora L?(R), pa se prethodna iz-
java valja shvatiti slikovito. Naravno to ne znac¢i da sam Fourierov integral ne
pripada tom skupu.

Primjer 3.13. Neka je f : R — C neprekidna funkcija i a < 0 < b. Pokazite
da tada vrijedi Sokhotski-Plemelj identitet

lim ’ S dx = Fim f(0) + P/b @ dx | (3.22)

e—0+ J, T e

gdje P oznacava Cauchyjevu glavnu vrijednost.

R. Pisemo

1 xzTFie
rtie a2+’
pa je
" f(x) b € A (C))
li = dr = Fim li _— d li —=d
o+ . Ttie TE T o T(z?+€?) /(@) $+e—lr%1+ o 2+ oz v

Drugi ¢lan u gornjem izrazu, za x # 0 je
. 7’
hm 5 2 =1 ;
e—0t X2+ €
¢ime dobivamo definiciju glavne vrijednosti, odnosno

P/ab@d:c: lim L%@dwr/f@dx] .

e—0t

S druge strane, prvi ¢lan u limesu € — 0 predstavlja upravo moguéu reprezentaciju
o-funkcije. Time smo pokazali navedenu tvrdnju.
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Ova relacija je u literaturi ¢esto zapisana bez integrala u obliku

1
x + i€

= Fird(z) + P é : (3.23)

gdje P oznacava glavnu vrijednost funkcije, zahtijevajuéi da 1/z izvrijednju-
jemo svugdje osim u nuli.

Svojstva

Slijede nekoliko temeljnih svojstava Diracove §-funkcije:

a) Za a € R vrijedi

o(x) . (3.24)
b) Ako f(x) ima n realnih nultocki z;, tada je

S = Y- A (3.25)

c) Vrijedi
| reie-ad = [ f@ie-ad =10,

te opcenito

/ T @) (@ — a)de = (1) f™(a)

d) Veza s f-funkcijom i |z

do
Ld?|z|

d

T 0(f@)] = f'(@)d'(f(2)) -

Primjetimo da svojstvo (3.24) nalaze da vrijedi

“ 1
/0 0(z)dx = 7" (3.28)

gdje je u € (0, 00).

Primjer 3.14. Dokazite svojstvo (3.25).
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R. Promotrimo prvo slu¢aj monotone funkcije f(z) s jednom nul-toc¢kom z¢ na nekom
kona¢nom intervalu a < x < b. Tada za proizvoljnu g(z) imamo

b f(b) 1
2)o(f(x)) dx = 2)o(f(x)) = df .
/ag()(f()) /ﬂa)g()(f())%f

Primjetimo da pri promjeni varijabli integracije x — f(x) argument funkcije g(x) valja
shvatiti tako da invertiramo relaciju f(x) = f. Slijedi da se podintegralna funkcija
izvrijednjuje u onoj tocci u kojoj je argument J-funkcije nula, tj.

ng(w)é(f(x))dx:sgn(%) (;%(xo) _ gl=o) |

ARIF

gdje smo pri izvrijednjavanju integrala uzeli u obzir da kada je funkcija padajuca, tj.

J—

kada je df /dz < 0, zbog definicije d-funkcije (3.20) valja obrnuti granice integracije.
Ako imamo funkciju s n-nultoc¢aka, izraz (3.25) dobijemo dijeljenjem funkcije na in-
tervale u kojima je sadrzana samo jedna nultocka, odnosno na intervale u kojima je
funkcija monotona.

Primjer 3.15. Pronadite Fourierov transformat funkcije §(2? — a?).

R. Koristeéi svojstvo (3.25), imamo

1 o 2 2\ ikz 1 1 ika —ika 1 cos(ka)
F(k)=— 6(x° —a)e = ——(e" " +e = — .
() Vor /_Oo ( ) Von 2|a|( ) Vor  lal

Primjer 3.16. Pokazite da je

d, o 2
— -1)=2 -1).
0(z ) xzd(x )

R. Relaciju dokazujemo integriranjem lijeve i desne strane pomnozene s nekom test
funkcijom f(z) za koju éemo pretpostaviti da is¢ezava na rubovima. Tada

/Z Wﬂ@ dz =f(2)0(a* = 1)| "~ /,O; 0(z* — 1) (z) du =

_/;: £ () dx_/loo fl(@)de = —f(=1)+ f(1) .

U prvom koraku smo koristili parcijalnu integraciju, a u drugom da je argument 6-
funkcije 2 — 1 < 0 na intervalu —1 < x < 1. Integracija desne strane daje

/jo f(2)226(x® — 1) de = /jo f@)o(z—1) = d(z+1)]de = f(1) — f(—1) .
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Delta funkcija u viSe dimenzija

Neka su r,r’ proizvoljni vektori u n-dimenzija, u opéenitom koordinatnom
sustavu. Delta funkciju u n-dimenzija definiramo u potpunoj analogiji s (3.19),
tj.

/f(r)é(r —1r')dV = f(r') . (3.29)

Kao napomena dimenzionalnosti, ponekad se koristi i oznaka 6™(r — r’). U
Kartezijevim koordinatama volumni element dV je jednostavno

i=1

te 0-funkcija ima slijedeéi oblik

S druge strane, u opéenitim koordinatama, ozna¢imo ih s u;, volumni element
je
n
av = J [ ] du ,
i=1
gdje je J Jacobijan transformacije izmedu Kartezijevih i opéenitih koordinata

L v
Ouq Ousg Oun
Ozz Oz . Oz
ou ou Ouny
J= | 0 O | (3.30)
Oxp Oxp o2
ouq Ous te Oun

U tom slucaju, §-funkcija u opéenitim koordinatama mora biti definirana kao

i1 0(us — uf)

=

da bi relacija (3.29) bila zadovoljena. Sam Jacobijan je formalno izvrijednjen u

toéci r’, no njegovo izvrijednjavanje je €esto zgodno odgoditi, s obzirom na to

da ionako J-funkcija garantira da ¢ée tako ispasti pri izvrijednjavanju integrala.
Specijalni sluc¢ajevi u 3 dimenzije:

a) Kartezijev koordinatni sustav

Sr—1')=0(z—2)5(y—y)d(z—2') . (3.31)

b) Cilindri¢éni koordinatni sustav

5 — ') = 2r =)o - ¢)0(z=#) (3.32)

c¢) Sferni koordinatni sustav

6(1‘ o I‘/) _ 5(7”' — T/)5(0 — 0/)5(¢ - ¢/) ) (333)

r2sin 0
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Singularne totke Jacobijana, tj. one u kojima je J = 0 zahtijevaju posebnu
paznju. Singularne tocke obi¢no povlace da neke od preostalih koordinata nisu u
njima dobro definirane. U tom slu¢aju potrebno je Jacobijan integrirati po tim
koordinatama, te ih iskljuciti iz produkta delta funkcija. (Pitanje: da li se moze
desiti da imamo singularnu tocku a da su sve koordinate dobro definirane?) Na
taj nacin opet ¢emo zadovoljiti (3.29).

Npr. u cilindricnom sustavu, na z-osi, vrijedi r = 0, dok kut ¢ nije definiran.
Tada duz z-osi §-funkciju pisemo kao

8(r)o(z —2) .

2rr

Sr—r1') = (3.34)

U sfernim koordinatama duz z-osi, Jacobijan je singularan u koordinati 6, dok
je ¢ neodreden. Tada

5(r—1r")0(0—6")

2712 sin

(r—r)=

Specijalno u ishodistu su i 0 i ¢ neodredeni, pa imamo

Kako je d-funkcija definirana tako da je jednakost (3.29) uvijek zadovoljena,
to npr. znaci da za integral (3.34) imamo

/5(r —1')dV = /OOO S(rydr=1. (3.35)

Isti rezultat vrijedi i za koordinatu r u sfernom sustavu. Analogno, uvjet (3.29)

takoder vodi na ) )
/ @)dp = / 0(p—2m)dp =1, (3.36)

/5 de—/ 50— ) , (3.37)

za kut ¢ u cilindri¢nom i sfernom sustavu, odnosno za kut 6 u sfernom sustavu.
Primjetimo da je ova konvencija za integraciju J-funkcije s argumentom koji
is¢ezava na rubnim tockama intervala razli¢ita od one u (3.28).

Primjer 3.17. Neka je dan element povrsine (volumni element u dvije dimen-
zije) u Kartezijevim koordinatama dS = dxdy. Pronadite kako on izgleda u
nekim opéenitim koordinatama (u,v).

R. Opcéeniti vektor u Kartezijevim koordinatama dan je s

r(u,v) = z(u, v)es + y(u, v)ey
gdje smo uzeli u obzir da postoji transformacija izmedu Kartezijevih (z,y) i opéenitih
koordinata (u,v), a e; - €; = 0.

Infinitezimalna pravokutna povrsina AS = AuAv u sustavu (u,v) poprima neku
opéenitu formu u Kartezijevom sustavu, vidi Sliku 3.1. Ako je povrsina infinitezimalna,
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Slika 3.1: Slika prikazuje krivulje u = const., te v = const. u opcéenitim (u, v) ko-
ordinatama (lijevo), te u (z,y) koordinatama (desno). Specijalno, tocka (ug, vo)
preslikava se u (xo,y0) gdje je o = x(uo, vo), Yo = y(uo, Vo).

aproksimirat ¢emo je paralelogramom. Krenimo od tocke r(uo,vo) na Slici 3.1. Tada
je
r(uo,v) — r(uo, vo) = r(uo, vo + Av) — r(ug,vo) = ry Av

gdje smo se zadrzali na prvom netrivijalnom ¢lanu u Taylorovom razvoju, odnosno

—@e +@e
Tov T ou Y

Ty

Analogno

r(u,vo) — r(uo,vo) = ry Au ,
= %e + @e
T ouw T ou Y

Povrsina AS infinitezimalnog paralelograma dana je s

Ty

AS = |(ry Au) x (ry Av)| = J Aulv ,

gdje smo u definiciji vektorskog produkta

e; e e ox By
ox S e
Ty X Ty = z =0 :‘ vy le. = Je.,
9y 9y 0 ou v
ou ov

prepoznali Jacobijan.

Prikaz gustocée prostorne raspodjele

o-funkcija je od koristi pri zapisu gustoée npr. materije ili naboja u pros-
toru, Sto je na dalje od iznimne vaznosti pri rjeSsavanju nehomogenih obi¢nih i
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Npr. gustoca tockaste ¢estice mase M u
ishodistu je u Kartezijevom, cilindri¢nom i sfernom sustavu dana redom s:

p(r) = M§(x)d(y)d(z), p(r) %5(70)5(2,)7 o(r) = FJ\{z

- 2mr

5(r) .
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Primjer 3.18. Pronadite prikaz gustoce prostorne raspodjele materije mase M
za homogeni prsten polumjera ¢ u zy ravnini u cilindri¢nom i sfernom koordi-
natnom sustavu.

R. Krenimo od gustoée dp(r) infinitezimalnog djeli¢a prstena mase dm dane s
dp(r) = dmdé(r —1') ,

gdje r’ oznafava koordinate na prstenu, a r koordinate u nekoj proizvoljnoj toéci.
Zadatak je integrirati ovaj izraz, po koordinatama r’ ¢ime na kraju dobivamo trazenu
gustocu.

Koristedi (3.32), u cilindri¢nom koordinatnom sustavu imamo

dm

dp(x) = THo(r = )36 = ¢)3(:) -

Zbog homogenosti imamo
dm M

ad¢' = % 5 (338)
odnosno dm = %dgb'. Gustoca je tada dana s
M 2m , , M
p(r) = %6(7’ —a)d(z) ; 0(p— ¢ )do' = m(;(?” —a)d(z) . (3.39)

U sfernom sustavu koristimo (3.33) da dobijemo

dp(r) = Ci—’fd(r—a)d (0-3)o0-9).

Za dm koristimo (3.38), pa imamo

p(E) = sos bl — )5 e——/ 56— ¢)dd' = sorbr—a)s (0 -7 |

Primjer 3.19. Pronadite raspodjelu gustoée materije za homogeni Stap na
duljini AB izmedu toc¢aka A(0,0,a) i B(0,0,—a) u Kartezijevom, cilindri¢nom
i sfernom koordinatnom sustavu.

R. U Kartezijevom sustavu imamo
dp(r) = dmd(z)d(y)d(z — 2')0(a — |2]) ,

gdje f-funkcija prikladno ograni¢ava podrudje od znacaja na |z| < a. Homogenost
nalaze dm/dz’ = M/2a, pa imamo

p= 5u0@80a— |2 [ 3z = )i’ = Fo@w(a |2

U cilindri¢nom sustavu, kut ¢ je neodreden duz z-osi, pa imamo

dp(r) = ;%(s(r)m — (e —|2]) .

Uz veé poznati uvjet homogenosti, slijedi

M 1 M
p(r) = % 27r7" (a—1z]) / 5(z—2) 47mr(5(r)9(a —z]) .
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Za napisati p(r) u sfernim koordinatama

dm

dp(r) 5(r — 1) 5(6) + 8(6 — ™)) Ba — 1) |

= 27r2sinf
rastavili smo izraz na dva dijela. Za prvi dio od ishodista do tocke A imamo 6 =0, a
drugi dio od B do ishodista imamo 6 = 7. Naglasimo jo§ da je Jacobijan integriran
po neodredenoj koordinati ¢. Uz uvjet homogenosti dm/dr’ = M/2a, slijedi

p(r) = B o [6(6) + 5(6 — m)] 6(a 1) /jo 5(r —v')dr’
M1

[0(8) +0(60 —m)]O(a—Tr) .

= 24 27r2sin 0

Primjer 3.20. Prikazite gusto¢u prostorne raspodjele sferne ljuske polumjera
a i mase M u sfernom sustavu.

R. U sfernom sustavu imamo

dm

dp(r) = 5(r — a)5(6 — 0')3(6 — &) -

a?sin@

Homogenost rasporedene mase nalaze

dm M
a?sin0'd9’d¢’ ~ 4ma?
Tada
_ M 2 ! ! T . ! ! ! _ M
o) = fraragdr =) [ 8o =)o /O Sin /50— 0')d0’ = 05— a)

Primjer 3.21. U cilindricnom koordinatnom sustavu, pronadite raspodjelu
gusto¢e materije Supljeg valjka mase M, visine h, polumjera a kojem je os
simetrije z-os, centriranog u ishodistu.

R. Rastaviti éemo problem na dva dijela: racunanje raspodjele za diskove pa(r), te
za oplo§je pp(r). Za disk u z = h/2, te u z = —h/2, imamo

ioa = e 6 [5 (5~ 2) w5 (4 ) oo

Materija na disku je homogeno raspodijeljena

dm My

r'dr'd¢’  2a2m’

gdje je Ma/2 masa jednog diska. Slijedi

palr) = {5 (zf g) +5(z+ g)} O(a—1) .
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Za oplosje imamo

dpo(x) = 5~ )0 (141 o0 - @0 - )

Zbog homogenosti oplosja
dm o MB
ad¢'dz’ ~ 2mwah’

pa je
Mg h
pB(r) = 27Tah9 (5 — |z|> o(r—a).
Valja jo$ odrediti M4 i Mp preko ukupne mase M = M4 + Mp. U tu svrhu koristimo
¢injenicu da i disk i oplo§je imaju jednaku gusto¢u. Tada

My 2mra?

Ma _a
Mg~ 2mah ~ h°

Lako je stoga pronaci da

aM hM
My = Mp =
A B=axhn’

pa je ukupna gustoca raspodjele p(r) = pa(r) + pp(r)

p(r):%{[é <z—g> +5(z+g>}9(a—r)+9(g—|z|> §(p—a)} .

Primjer 3.22. Raspodjela materije dana je u sfernim koordinatama izrazom

(12 7’2 3r )
p(r) = ﬁ§ (aQ — a) 5(2sin“ 0 — cosf — 1)6(¢p — 7) ,

gdje je a > 0 konstanta. Pronadite ukupnu masu ovog objektal

R. Integriranjem raspodjele dobivamo ukupnu masu
M = / d*r p(r)

2 2 s 27
:/ rzdr%(;(%fg—r)/ sin0d05(25in207c05071)/ dod(p — ),
0 r a 0 0

a

gdje smo integral zapisali u sfernim koordinatama. Izrac¢unajmo prvo integral po radi-
jalnoj koordinati. Koristimo formulu (3.25) da napisemo pripadnu d-funkciju pomoéu
nultocki integranda

5 (ﬁ _ i) = S 1500 = 3a) + 8(r)] -

a? a
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gdje smo uzeli u obzir da je integral fooo dré(r) = 1, vidi xx. Za racun integrala po
kutu 0 zgodno je uvesti pokratu x = cos . Tada raspis d-funkcije po nultockama daje

6(2sin®0 —cosf — 1) = 6(—2z> —z + 1) = %5(x+1)+ %5 (:vf %) .

Imamo
T 2 1t 1t 1 2
sinfdf §(2sin” @ —cosf — 1) = = ded(x+1)+ = ded|lz—= ) =3
0 3 —1 3 1 2 3
Konacno, integral po ¢ je trivijalan
27
d¢5(¢ - 7T) =1 )
0

pa je ukupno rjesenje M = 4a3/9.

3.4 & ZADACI

1. Pokazite da vrijedi

1 & 2mm
So—y) =1 O e

n=—oo
2. Pokazite da vrijedi

a)
% [5(2% — 1)] = %[5'@ D48z +1)],

b)
5 —1) = i[é/(x )= (1) £ — 1)+ (e +1)] .

3. Pronadite koeficijente a i b za koje je zadovoljena jednakost

df(x? — 2z — 3)

_ 2 _ _
o = (a+bx)d(x® — 22 —3) .

4. Pronadite jacobijan transformacije kartezijevog u sferni koordinantni sus-
tav.

5. Kako izgleda raspodjela gustoée materije za homogeni disk polumjera a
polozenog u xy ravninu sa srediStem u ishodistu?

6. Pronadite raspodjelu gusto¢e materije za kombinaciju prstena, polumjera
a, i stapa duljine 2b ukupne mase M, i jednakih linearnih gustoéa. Stap
je polozen na z-osi, simetricno oko ishodista, dok se prsten nalazi u xy
ravnini.

7. Pronadite raspodjelu gustoée materije tijela sastavljenog od diska polu-
mjera a koji lezi u xy ravnini sa sredistem u ishodistu, te polusfere polu-
mjera a sa srediStem u ishodistu koja je smjesStena u prostor z > 0.
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8. Raspodjela materije dana je u sfernim koordinatama izrazom
a)

1 3 9 6 , 9 3T
plr) = — —ar®+ —a 0 -1 - —
(r) 7,25 (r r o7 r) d(cos” 0 Vo | ¢ 1 ,

_Lles oo 2 a2 L 1
p(r) = T25(r Tar® + 12a r)é( sin” 0 4COSG+4 5(o)

gdje je a > 0 konstanta. Izracunajte ukupnu masu ovog objektal
9. Raspodjela materije dana je u cilindriénim koordinatama izrazom
a)
1 3 2, 2 9
p(r)==0r°—ar+ ger d(ctgd + 1)d(z — a)
r

1 22 —a?
p(r) = ;5 (r3 —3r? + 2r) (1 —tgp)d <> ,

22 + a2
gdje je a > 0 konstanta. Izracunajte ukupnu masu ovog objektal

10. Zapisite gustoéu materije p(r) (u sfernim koordinatama) objekta ukupne
mase M koja je homogeno rasporedena na dva prstena polumjera a (sa
srediStem u ishodistu) polozena u zy i yz ravninu.

§3.5 GREENOVA FUNKCIJA ZA OBICNE
DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Metoda Greenove funkcije predstavlja jedan mogudi nacin rjeSavanja nehomo-
genih diferencijalnih jednadzbi. Jednom kada se rjesi diferencijalna jednadzba
za jedini¢ni odziv, predstavljen d-funkcijom, u moguénosti smo dobiti partiku-
larno rjesenje za proizvoljan odziv. Metoda se obilato koristi kod rjesavanja
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. U ovom odjeljku ogranic¢iti ¢emo se na
nehomogene obic¢ne linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda

Lyu(x) = f(x)
gdje je L, linearni diferencijalni operator. Ideja je prvo rjesiti slijedeéi problem
L,G(z,y) =0(z —y) .

Tvrdimo da je jedno partikularno rjesenje dano izrazom
o
up(z) = / G(x, o) f(2') dz" . (3.40)
—0o0
To je lako i pokazati

Loy (z) = / LG, ) () da! = [ T e — ) f(@) ' = f(z) |

— 00
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Slika 3.2: Na gornjoj slici je Greenova funkcija G(t —t') i pobuda U(t") u nekom
ranom trenutku. Konvolucija I(t) ¢e biti razlicita od nule kada se Greenova
funkcija pocne preklapati s pobudom, $to je na donjoj slici prikazano osjenc¢anim
podrué¢jem.

Funkciju G(z,y) zovemo Greenovom funkcijom problema. Fizikalno, mozemo
je razumijeti kao odziv na jedini¢énu pobudu.

Primjer 3.23. Neka je Greenova funkcija problema dana s

1, 0<t<1
G(t)_{o, t<0,t>1 °

te neka je 1 pobuda sistema U (¢) definirana istim izrazom. Pronadite konvoluciju
I(t) Greenove funkcije s pobudom, tj. odziv sistema

I(t) = /_Oo Gt —t"U{")dt" .

R. Promatramo kako G(t — t') evoluira s t’, te tamo gdje se funkcije preklapaju,
integral je razli¢it od nule. Za t < 0 imamo stoga I(t) = 0, vidi Sliku 3.2. U intervalu
0 <t < 1 slijedi

) = /: Glt—t\U () dt’ = /01 Glt—t') di’ = /tH (1) (—du) = /OtG(u) du=t.
Zal<t<2

I(t) = /01 Gt —t)dt’ = /tH G (1) (—du) = /; Gluydu=2—1.
Ako je t > 2, slijedi da je I(t) = 0.

Primjer 3.24. Metodom Greenove funkcije, pronadite ukupno rjesenje diferen-
cijalne jednadzbe

y'(t) +ay(t) = f(t),
gdje je a > 0, te
— 1 ) |t| < tO

Pocetni uvjet je y(0) = 0.
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R. Greenova funkcija definirana je jednadzbom
i—&—a Git—t)=05(t—t")
dt '

Rjeenje trazimo u pomoc¢u Fourierovog transformata
* dw
RV
Uvrstavanjem u gornju jednadzbu, te korisStenjem integralne reprezentacije d-funkcije

(3.21), imamo

Gt —t) = —t= g (w) .

L i+ agw) = =
V2 g 27’
pa je
© dw efiw(tft')
Git—t)= ——
( ) oo 2T —iw +a

Integral rjesavamo preko teorema o reziduumu. Promatramo

e—iz(t—t’)

—1z+a
Za t —t' > 0 krivulju zatvaramo polukruznicom radijusa R — oo na Im(z) < 0, pa, s
obzirom na to da imamo pol prvog reda u z = —ia, imamo

oo efiac(tft') ’
/ S dx = —2miRes(—ia) = 2me U7
—1x+a

—o0

Za t —t' < 0 krivulju moramo zatvoriti na Im(z) > 0, ¢ime je
oo —ix(t—t’)
e Xt a

Git—t)=e gt —+t') .
Partikularno rjesenje slijedi iz (3.40)

Slijedi

wty = [~ G-ty = [ g ar

—o0

Za t < —to imamo y,(t) = 0. Za —tg <t < to

L 1 _
yp(t):/ et t)dt’:g [1—6 “‘”W} .
—to

U slucaju t > to, slijedi

to ,
yp(t) = / e gy = 2 [eia(t*t(’) - 67“(t+t°>] _ o shiato) (ato)eﬂ‘t .

to a

Rjesenje homogene jednadzbe je yn(t) = Ae™ ", pa je ukupno rjesenje y(t) = yn(t) +
yp(t). Ako odaberemo pocetni uvjet da y(0) = 0, slijedi da je A = 0. Tada je
y(t) = yp ().

Fizikalna situacija kod koje sre¢emo gornju diferencijalnu jednadzbu je npr.

LR krug
di
Ld—z + Ri=u(t),
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gdje je L induktivitet, R otpor. Pobuda sistema je dana vanjskim naponom v(t),
a odziv strujom i(t). Tako partikularno rjeSenje za —ty < t < to predstavlja
punjenje zavojnice. Nakon prestanka djelovanja pobude (t > ty), zavojnica se
prazni, vidi sliku xx.

Primjetimo takoder da u slucaju a = 0 Greenova funkcija postaje jednos-
tavno G(t —t') = 0(t — t'), $to je jos jedan na¢in na koji moZemo razumijeti
identitet (3.26).

Primjer 3.25. Tijelo mase m pada u gravitacijskom polju g kroz medij u kojem
je sila trenja proporcionalna brzini tijela. Postavite jednadzbu gibanja tijela,
a potom je rjeSite metodom Greenove funkcije. Uvjerite se da u granici malog
gusenja ukupno rjeSenje poprima poznati oblik

L oo

y(t) = gt

R. Iz drugog Newtonovog zakona, imamo

Py dy Lo
W‘Fﬁa—f(t)—g,

gdje smo uveli pokratu 8 = b/m, a y(t) je trajektorija gibanja. Jednadzbu za Greenovu
funkciju

2
(% + 5%) Gt—t)=4dt—t),

rjeSavamo pomocu Fourierovog transformata

G(t—t) :/ dw e_m(t_tl)g(w) .

Coo V21
Slijedi . .
. \2 . _
E[(_ZM) + B(—iw)]g(w) = or
odnosno

o , 1 ) 67iw(t7t')
t=0= 75/700 ww+if)

S obzirom na pol u ishodistu, Greenovu funkciju valja regularizirati. Uzeti ¢emo da
je definicija Greenove funkcije dana kao glavna vrijednost integrala po realnoj osi.

Promatramo
efiz(tft')
— dZ 5
e
gdje je integracijska krivulja definirana tako da, krivulju na realnoj osi, za t —t' > 0,
zatvaramo na Im(z) < 0, a za t —t' < 0 zatvaramo na Im(z) > 0. Reziduumi su dani s
1 e~ Bt
Res(0) = = Res(—if) = ————
s(0) = 15 Res(-if) =~

pa je
t—t' <0

1
no_ T 280 ,
G(t t)—{ —& [_1+2e—ﬂ<f—”], t—t'>0

Partikularno rjeSenje je stoga

yp(z) = —% [% [ (2¢ P —1)dt’+%/t°° dt’} .
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Y
Y

t>t t<t

Slika 3.3: Konture integracije za ra¢un Greenove funkcije za guseni harmonicki
oscilator u slucaju t > t/, te t < t'.

Integrali s konstantnim integrandom se mogu posloziti na slijede¢i na¢in

t [e’e} oo [e’s} t
f/ dt’+/ dt':f/ dt’+/ dt’:—/ dt' = -2t .
— 00 t —t t —1
Preostali integral je
t
—B—t') g _ 1
e dt’ = —,
I. ;

g g
Yp(t St— =5
P( ) B 62
Na prvi pogled, u granici malog guSenja 8 — 0, imamo nefizikalno rjesenje. Medutim,
tek ukupno rjesenje

pa sve skupa imamo

y(t) = yn(t) +up(t) ,
je od fizikalnog znacaja. Tako u ovom slu¢aju imamo yy (t) = C1 4 Cae™?* kao rjesenje
homogene jednadzbe. Ukupno rjesenje je tada

y(t) = A+ Be~ Bt+§ﬁt

Konstante A i B mozemo odrediti iz po¢etnih uvjeta. Ako uzmemo y(0) = ¢(0) = 0,
slijedi A = —B, te A= g/B?, pa je

9 e Bt
t) = Bt —1 )
y(t) = 55 )+ ﬂz
§to u granici f — 0 postaje
1 o 1 .3
=Zgt* - =
y(t) = 5 9t" — 398" +

Dakle, ukupno rjeSenje ima ispravnu granicu malog gusenja.

Primjer 3.26. Pronadite Greenovu funkciju tjerano-gusenog harmonickog os-

cilatora
&2 d
Ltﬂf(t) = f(t) Lt ﬁ + 2b —_ + wO s

gdje je b > 0.
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R. Greenova funkcija definirana je s
LiG(t,t) =6t —t) .
Problem rjesavamo pomocu Fourier transformata
< dt
=49
oo V2T
Ako to ubacimo u diferencijalnu jednadzbu, slijedi
< dt
=49
oo V2T

1 [ oot
= 6(t — t,) = 27/ ;il 6zw(t7t ) dw s
s ™

—o0

G(t,t) = (W)™ qu

LG(t,t) = (W)(—w® + 2biw + wd)e™ ) du

gdje smo iskoristili integralnu reprezentaciju d-funkcije (3.21). Zbog linearne nezavis-
nosti, gornja jednadzba je zadovoljena ako

1 1
9(w) = Vor —w? 4 2biw + w2’

© 4t iw(t—t")
G(t,t') = / €

@ € 4
o 2T —w? 4 2biw + w? v

pa je

eiz(t—t')
———— d
?{ —22 4 2biz + w3 ®

Imamo dva pola prvog reda u tockama

2y =ibt\Jwi —b2=ibtry

Za slabo guseni oscilator imamo wo > b, pa je v € R. Reziduumi su

Promatramo integral

iz(t—t') 1
Res(z+) = lim B

b (=)
z—z4 7(2: — Z$) 2’}/

Primjetimo, u sluéaju kada je t < t’ integral is¢ezava, vidi Sliku 3.3. Sve skupa, imamo

Gt t) = % e gin(y(t — )0t — t') .

Primjetimo kako su imaginarni dijelovi polova Greenove funkcije odgovorni
za eksponencijalno trnjenje rjesenja u vremenu. U slucaju kada bi trenje, od-
nosno “gusenje” bilo odsutno (b = 0), polovi bi dosli na realnu os. Praktican
nacin rjeSavanja ovakvog idealiziranog slu¢aja jest uvodenje proizvoljno malog
trenja (b = €), ¢ime polove pomic¢emo iznad realne osi, potom pronalazenje Gre-
enove funkcije i partikularnog rjesenja, te na kraju promatranje limesa b — 0.

Nadalje, valja uociti pojavu #-funkcije u Greenovoj funkciji: to znaci da
rjeSenje “pazi” na kauzalnost. Tjeranje koje vanjska sila izvrsi na oscilatoru u
trenutku ¢’ ne moze utjecati na ponasanje oscilatora u trenutku ¢ ako je t' > t.
Eksplicitno, integracija u (3.40) proteze se do t' =t

,(t) = % [ ; Fe P sin[y(t — )] dt’
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sto fizikalno ¢itamo kao: uzrok prethodi posljedici.

3.5 & ZADACI

1. Zadan je diferencijalni operator
_ 2
Ly=—25 -0, b>0.
a) Pronadite Greenovu funkciju na domeni z € (—o00, 00).

b) Pronadite Greenovu funkciju na domeni z € [0,00) uz rubni uvjet
G(z,0) = 0.

2. Deformacija $tapa u(z) évrstode ¢ pod utjecajem vanjske sile f(z) modelira
se diferencijalnom jednadzbom

—eu'(2) = f() .

Pronadite Greenovu funkciju problema ako je Stap pri¢vrséen na krajevima
u(0) =0, u(1l) =0.

3. Pomoéu metode Greenove funkcije pronadite partikularno rjesenje dife-
rencijalne jednadzbe

2)
y'(z) + 2 (x) + y(z) = %",

b)

Y@ +ye) =
c)

y"(z) —4y(x) = shx ,
)

y' (@) +y(z) = 0(x)0(1 — z) .
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Poglavlje 4

Parcijalne diferencijalne
jednadzbe

§4.1 OPCA KLASIFIKACIJA

Parcijalna diferencijalna jednadzba, ili skra¢eno PDJ, definira ponasanje funk-
cije u koja ovisi o dvije ili vise nezavisnih varijabli, pomoc¢u parcijalnih derivacija
funkcije u, ponekad same funkcije u, i funkcija nezavisnih varijabli u problemu.
Red PDJ je red najvise derivacije u jednadzbi. Na primjer, opé¢enita PDJ prvog
reda funkcije u : D — R, gdje je D C R, ima oblik

F(m,y,u,umuy) =0, (41)
a opéenita PDJ drugog reda oblik
G(xvyyu:uxa“yv“zm”ccw”yy) =0 y (42)

gdje su F' i G neke neprekidne funkcije u svim svojim argumentima.

Tipovi PDJ

Za PDJ kazemo da je linearna ako se nepoznata funkcija u i sve njene par-
cijalne derivacije u jednadzbi pojavljuju linearno (koeficijenti uz parcijalne de-
rivacije funkcije v su funkcije nezavisnih varijabli, ali ne i same funkcije u ili
njenih parcijalnih derivacija), npr.

(@, y)uze + g(@, y)uy + h(z,y)u =0 .

Semilinearna PDJ podrazumijeva da se sve parcijalne derivacije funkcije u
pojavljuju linearno, ali sama funkcija w ne nuzno, npr.

V2= f(u)
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gdje je f bilo koja nelinearna funkcija.

Kod kvazilinearne PDJ parcijalne derivacije najviseg reda u jednadzbi po-
javljuju se linearno s koeficijentima koji su funkcije nezavisnih varijabli, same
funkcije v i njenih parcijanih derivacija nizeg reda, npr. Burgersova jednadzba
bez disipacije,

us + fuw)uz =0,

Korteweg-de Vriesova jednadzba
— 66Uy + Ugze =0,
ili jednadzba minimalne plohe
(1+ ui)um — 2Up Uy Ugy + (1 + ui)uyy =0.
Konac¢no, PDJ je nelinearna ako ne pripada niti jednoj od gore definiranih
kategorija, npr.
(ug)? +u; =0
Opéenita linearna PDJ ima oblik
Ll =f . (4.3)

gdje je L linearni diferencijalni operator, a f neka funkcija. U slucaju kada je
f = 0 kazemo da je posrijedi homogena PDJ. U sluc¢aju linearne PDJ drugog
reda, operator L opcenito je oblika

0
L= Ay By —+C 4.4
;1 ! Owidz; 8“73 ! z:: $om 4
gdjesu A;;, B; i C neke funkcije. Oznacimos {1, ..., \,} svojstvene vrijednosti

matrice A, te neka je medu njima p pozitivnih, ¢ negativnih i r svojstvenih
vrijednosti koje su nula (dakle, p + g +r = n). Tada parcijalne diferencijalne
jednadzbe dijelimo na

a) elipticke: p=nili ¢ =n,

c) hiperbolicke: p =n —11i g =1 ili obratno,

)
b) parabolicke: p=n—1ir=1ilig=n—-1ir=1,
)
d)

ultrahiperbolicke: p > 1,¢>1ir=0.

Ukoliko svojstvene vrijednosti mijenjaju predznak na podru¢ju na kojem
je diferencijalna jednadzba zadana govorimo o tipu diferencijalne jednadzbe u
danoj tocki; drugim rije¢ima, gornja podjela vrijedi samo lokalno.

Metode rjesavanja

Za semilinearne PDJ prvog reda

a(xv y)uz + b(l’, y)uy = f(xv Y, 'LL) ) (45)
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primjenjuje se metoda karakteristika. Glavna motivacija je pokusati svesti PDJ
na ODJ. Ideja je uvesti parametarski zadane krivulje u zy ravnini: z = z(s),
y = y(s). Tada rjesenje u(z,y) postaje funkcija parametra s tako da

du dxrdu dy @

45~ dsdz ' dsdy (4.6)

Glavni korak u ovoj metodi je usredotociti se na familiju krivulja definiranu s
dz
ds

jer tada PDJ (4.5) postaje ODJ

—a(ey), L =bay), (@)

du

e (ORTORNS (43)
Tako definirane krivulje zovu se karakteristi¢ne krivulje, ili samo karakteris-
tike. Rubni uvjet na u(x,y) dovodi u vezu integracijske konstante iz (4.7) s
parametrom s. Geometrijski, rubni uvjet predstavlja krivulju u xy ravnini koju
familija karakteristika mora sijeéi.

Separacija varijabli je uobicajena metoda rjesavanja linearnih PDJ viseg
reda: sastoji se od toga da nepoznatu funkciju u(z, y, . . . ) napisemo kao umnozak
zasebnih funkcija, od kojih svaka ovisi samo o jednoj varijabli,

u(z,y,...)=X(@)Y(y)- -

te potom to vratimo natrag u pocetnu diferencijalnu jednadzbu. U sljede¢em ko-
raku pokusavamo odvojiti dio koji ovisi samo o jednoj varijabli (npr. x) na jednu
stranu, a ostale izraze na drugu stranu jednadzbe. Takvu jednakost je moguce
ispuniti samo ukoliko su obje strane konstantne, odnosno jednake tzv. separa-
cijskoj konstanti. Ova tehnika omogucava da se parcijalna diferencijalna jed-
nadzba prikladno rastavi na sustav obi¢nih diferencijalnih jednazbi, koje se onda
rjesavaju poznatim tehnikama.

Primjeri linearnih PDJ

Valna jednadzba je linearna PDJ oblika
— =c*Vu, (4.9)

hiperbolickog tipa jer je A = —diag(—1,c?, %, c?), gdje je u(r, t) elongacija (am-
plituda) medija u nekoj tocci prostora r, za dani trenutak ¢. Realna konstanta
¢ ima znagenje brzine prostiranja valova, a V2 Laplaceov operator. Fizikalno,
valna jednadzba generalizira koncept malih titranja na sustave s beskona¢no
mnogo stupnjeva slobode. Odziv medija (zice, membrane i sl.) je stoga har-
monicki (bez gusenja). Osim toga, valnu jednadzbu susreé¢emo i pri opisu elek-
tromagnetskih valova u praznom prostoru.

Toplinskom jednadZbom opisujemo difuziju topline u mediju. To je linearna

PDJ )
571; =a*V2u , (4.10)
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parabolickog tipa jer je A = diag(1,1,1,0), gdje je u(r,t) temperatura medija
u tocci r, u trenutku ¢. Realna konstanta a ima znacenje difuzivnosti medija
9 K
a® = — 4.11
= (411)
gdje je k termalna vodljivost, o je specifiéni toplinski kapacitet, a p gustoca
materijala. Njen fizikalni smisao je jednostavno diferencijalni zapis jednadzbe
kontinuiteta. Naime, preko Gaussova zakona

el
pO— =K dS(Vu) .
ot S(V) ( )

Q:/Vqu(nt) ,

lijeva strana prethodne jednazbe ima znacenje promjene energije u jedinici vre-
mena u volumenu V', §to po desnoj strani jednadzbe mora biti proporcionalno
toku gradijenta temperature kroz povrsinu S(V'). Drugim rije¢ima, jedina pro-
mjena energije unutar volumena V dolazi od toplinske difuzije kroz povrsinu
tog volumena.

Poissonovu jednadZbu susre¢emo u elektrostatici. U SI sustavu

Vi = _pr) , (4.12)
€0
gdje je ¢(r) potencijal, a p(r) gustoéa naboja u r. S obzirom na to da je
A = (1,1,1) Poissonova jednadzba je primjer elipticke jednadzbe.
Za dio prostora bez naboja vrijedi Laplaceova jednazba

V=0, (4.13)

gdje ¢(r), osim potencijala, moze biti i stacionarno rjesenje valne ili toplinske
jednadzbe.
Schrodingerova jednadzba je
h? ov
—— VAU 4+ V(r)¥ = ih—

2m +Vir) ot
gdje je ¥(r,t) valna funkcija Cestice mase m s potencijalnom energijom V(r).
Ovo je primjer parabolicke PDJ jer je (do na konstantan faktor) A = diag(1,1, 1,0).
S druge strane njen stacionarni (vremenski neovisan) slucaj

h*2 _,
=5 V() + V(r)¥(r) = Ey(r) ,

2m

je primjer elipticke PDJ jer je (do na konstantan faktor) A = diag(1,1,1).

Rubni uvjeti

Uz danu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu, rubni uvjeti u potpunosti ka-
rakteriziraju fizikalni problem. To su vrijednosti trazene funkcije w ili njenih
derivacija zadani na rubovima podrucja (92) na kojem trazimo rjesenje. Raz-
likujemo tri tipa zadavanja rubnih uvjeta:
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(i) Dirichletov : u(r,t)|,, = f(r,t).
(ii) Neumannov : du(r,t)|,, = f(r,t).

(iii) Cauchyev : kada duz ruba 92 imamo jednim dijelom Dirichletov, a drugim
dijelom Neumannov tip rubnih uvjeta.

(iv) Robinov : [au(r,t) + BO,u(r,t)]aq = f(r,t), gdje su «, B € R.

U slucaju da jedna varijabla sistema predstavlja vrijeme, tada se zadavanje
funkcije i njenih vremenskih derivacija u nekom odabranom trenutku specijalno
naziva pocetni uvjet. Primjeri s titraju¢om zicom:

i) drzimo jedan uévrséenim, u(xz = L,t) =0,
ii) Zzica je mirno otpusStena u titranje, u;(x,0) = 0.
Primjeri s grijanom zicom:

(i) drzimo jedan kraj na konstantnoj temperaturi Ty (primjerice, taj kraj
uronimo u veliki spremnik temperature Tp)

u(zx = L,t) =Ty

(ii) drzimo jedan kraj izoliranim (primjerice, taj kraj je oblozen nekakvim
toplinskim izolatorom); kako je tok topline proporcionalan prostornoj de-
rivaciji u, (toplinska difuzija je proporcionalna gradijentu temperature),
izolaciju naznac¢ujemo izjednac¢imo li je s nulom,

ug(x=1L,t)=0

Primjeri s elektrostatskim potencijalom:
(i) drzimo jedan rub spojen zicom s konstantnim potencijalom,

(ii) drzimo jedan rub izoliranim (time je sprije¢en dotok ili odlijev naboja na
tom mjestu).

Stacionarno rjesenje je postignuto u trenutku kada se funkcija u viSe ne mijenja
u vremenu,
Uy = 0.

Fizikalno to znac¢i da se nakon dovoljno dugo vremena sustav primir: i vise se
ne dogadaju nikakve promjene u vremenu.

§4.2 SEMILINEARNE PDJ PRVOG REDA

Semilinearne PDJ rjesavati ¢emo metodom karakteristika.
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y=3r+1

Slika 4.1: U zy ravnini prikazan je rubni uvjet, kao i familija karakteristicnih
krivulja obiljezenih parametrom a.

Primjer 4.1. Rjesite parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
Uy +2uy =1+ u,
metodom karakteristika uz rubni uvjet u(z,y) = sinz na y = 3z + 1.

R. Prvi korak je definicija karakteristika x = z(s), y = y(s)

dx dy
— =1 = =2.
ds ’ ds
Rjesenja gornjih jednadzbi su
z(s) = s+ xo, y(s) =2s+yo -

Karakteristike su dane s y = 2z 4 a, gdje je a integracijski parametar. Vidimo da bez
smanjenja opéenitosti mozemo uzeti da je yo = 0.

Zadana PDJ postaje

du
2
ds T,

Cije je rjeSenje u = Ae® — 1. Sada valja iskoristiti rubni uvjet. Na slici 4.1 dan je
graficki prikaz nekoliko karakteristicnih krivulja te rubnog uvjeta. Uvjet y = 3z + 1
daje s+ 3z0 + 1 = 0. Uvjet u = sinx daje
Ae® — 1 =sin(s + zo) ,
odnosno
A(zo) = —e*™ T sin(2z0 +1) + 1 .
Tada je rjeSenje u varijablama xo, s dano kao

u(zwo, s) = A(xo)e® — 1.

Ako iskoristimo parametarske definicije karakteristika s = y/2, te o = z—y/2 rjesenje
mozemo napisati pomocu varijabli z, y

u(z,y) = " V1 —sin(2z —y +1)] — 1.
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Primjer 4.2. Rjesite parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
(@ + Y)us + yuy = zyu

metodom karakteristika uz rubni uvjet u(x,y) = e® /4 na y = .

R. Definiramo karakteristi¢ne krivulje

ey
ds Y, ds Y

Iz druge jednadzbe slijedi y(s) = yoe®. Ako odaberemo yo = 1 onda prva jednadzba

glasi
dx s
— —x=e".

ds
Ovu linearnu nehomogenu jednadzbu moZzemo rjesiti standardnim tehnikama. Pri-

mjena formule (2.5) daje
z(s) = (s+zo)e’ .

Pocetna PDJ postaje ODJ

d s
fu:wyu:(s—i-xo)eQ u .

ds

Njeno rjeSenje je
1
u(xo, s) = Aexp 1623(28 + 2z — 1)

Rubni uvjet x = y daje vezu izmedu s i zo
s+xo=1.
Rubni uvjet na rjesenje u(z,y) = /4 daje

1
Aexp 362(1710)(2 — 2x9 + 2x0 — 1)] = exp |:162(1710>:|

odnosno A = 1. Inverzija varijabli

x
s =Iny, zo = —Iny ,
Y

daje rjesenje preko x iy

1 2
u(z,y) = exp {Zemny(mny + 2% — 2lny — 1)} = exp (% — yz>

Primjer 4.3. Rjesite parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

n
E z;0;u = au ,
i=1

metodom karakteristika uz rubni uvjet u(z1,...,2,) = ug na x, = 1.
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R. Diferencijalna jednadzba za karaketristike

d:ri
ds

=T,

ima rjeenja x;(s) = z9e®. Zadana PDJ postaje ODJ

du _ au
ds ’
Cije je rjeSenje u = Ae®®.
Rubni uvjet z, = 1 daje e* = 1/22. Rubni uvjet u = uop daje A = uo(22)*. Tada
ukupno rjeSenje mozemo napisati kao
u(zh, s) = uo(z2)*e™ .

Uvrstavanjem e® = xn/mg dobivamo

w(T1,. .., Tn) = UoTy -

4.2 & ZADACI

1. Metodom karakteristika rjesite parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Uy — duy + Su = e 5,

uz rubni uvjet u(z,y) = e **sinz na y = z.

§4.3 PROBLEMI U JEDNOJ PROSTORNOJ DIMENZIJI

Primjer 4.4. Nit duljine L pri¢vrs¢ena je na rubovima. U ¢t = 0 njen oblik
je dan funkcijom f(z), a pocetna brzina funkcijom g(x). Pronadite oblik niti u
kasnijim trenucima. Izvrijednite Fourierove koeficijente u sluc¢aju kada je

oz, 0<z<L/2
f(”“")_{ L-z, L/2<z<L

o) =sin (22

2
Uit = C Uzz ,

R. Valnu jednadzbu

rjeSavamo metodom separacije varijabli u(z,t) = X (z)T'(¢t). Slijedi
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Posljedni korak znaci da je gornji izraz nuzno jednak konstanti, za koju odabiremo da
je negativna A = —k?. Opéenita rjeSenja su dana s

T(t) = Ay sin(ckt) 4 Bi cos(ckt),

X(z) = Az sin(kx) + Bz cos(kx),

gdje smo uveli pokratu w = ck.
Rubni uvjet w(0,t) = 0 daje B1 = 0, dok u(L,t) = 0 je zadovoljen uz
nm

sin(kL) =0, kn="7, nel.

Ukupno rjesenje je Fourierov red

u(x,t) = Z {An sin (nTIcht) + B,, cos (n%ct)} sin (?) .
n=1

Lako je pokazati da izborom pozitivne separacijske konstante nije moguée zado-
voljiti rubne uvjete. Takoder, rjeSenje s A = 0 je uz dane rubne uvjete trivijalno, tj.
nula. Time smo iscrpili sve mogucée vrijednosti za A. Preostale konstante A, i By
odredujemo iz pocetnih uvjeta:

u(z,0) = f(z) = ianin ("F*) = Ba= %/L fa)sin ("T0) e
n=1 o

L

ou(x,t > ) 2 )
u(z,?) = g(z) = ;An% sin (Lzz) — A, = Py g(z) sin (L}T/x) dx .

ot

0

Za navedeni izbor f(z) i g(x) izrac¢un Fourierovih koeficijenata se svodi na primjenu
elementarnog integrala

/wsin(am)dm = % [sin(az) — ax cos(ax)] ,

Sto daje

Primjer 4.5. Pokazite da je rjesenje valne jednadzbe uze = c?uy uvijek mogucée
napisati u obliku
u(z,t) = f(x + ct) + gl — ct) .

R. Uvedimo varijable
m=x+ct, s=x—ct

Nadalje,
u_om ou 95 ou_ o ou
dx Ox Om  Ox s Om  Os’
Ou Om Ou | O0s Ou _  Ou ou
9t~ 9t om ot as  ‘om  C9s’
v @_3211_'_2 8%u +@
ox2  Om? Omos 0s2’
&*u ) 0%y 5 8%u » 0%u

B2~ am2 ¢ omas ' © 9s2
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Uvrstavanjem natrag u valnu jednadzbu dobivamo
82
LI 7
Om 0s

§to mozemo razumijeti na dva nacina:

0 <8u>:o$@za(s),

om \ s s
0 ( Ou ou
a(%)—";‘%—”m)-
du = @ds+ @dm = F(m)dm + G(s)ds
© 0s om N '

Integriranjem dobijemo
u = f(m) + g(s) + konstanta .

Konstanta nastala pri integriranju ne predstavlja nikakav “problem” - nju mozemo
po volji ukljuciti bilo u funkciju f(m) ili funkciju g(s). Time je pokazana traZena

tvrdnja.

Ovaj oblik nam govori da se svako rjesenje valne jednadzbe sastoji od dva
dijela: jednog koji se giba u smjeru pozitivne z-osi (na desno) i drugog koji
se giba u smjeru negativne z-osi (na lijevo). Pod gibanjem podrazumjevamo
sljedeée: promatrajmo npr. u funkciji f(x — ct) neku konkretnu vrijednost koju
je ona poprimila onda kada je argument bio jednak nekom broju xg, x —ct = zg.
U nekim drugim trenucima taj isti argument ¢e se pojaviti na onim tockama
s koordinatom z koja zadovoljava uvjet x = xg + ct, dakle kako se pomicemo
naprijed u vremenu to su tocke s rastu¢om vrijednosti koordinate x - ona pocetna
vrijednost funkcije f(xg) se pomakla na desno. Analogan nacin zaklju¢ivanja
mozemo primjeniti i kod funkcije g(z — ct).

Primjer 4.6. Zici duljine L drzimo oba kraja na temperaturi 0. U pocetnom
trenutku distribucija temperature zadana je s f(x). Pronadite temperaturu u
kasnijim trenucima.

R. Toplinska jednadzba
Uy = GQUmm 5

nakon separacije varijabli u(x,t) = X (x)T(t) postaje

iz B X// B )\
2T X 7
gdje smo uveli separacijsku konstantu A. Odabiremo A = —k?. Tada

X(z) = A1 sin(kz) 4+ Bi cos(kz) ,

T(t) = Az exp(—k*a’t).

Rubni uvjet u(0,¢) = 0 zahtijeva da je A; = 0, dok u(L,t) = 0 moze biti zadovoljen
jedino ako je k, = nw/L. Lako se moze uvjeriti da drugi odabir separacijske konstante
A nije u skladu s rubnim uvjetima.
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Opéenito rjesenje je dano superpozicijom
- —q2a%t . (MTT
u(z,t) = ZAne "t gin (T) .
n=1
Koeficijenti A,, se odreduju iz pocetnog uvjeta

u(z,0) = f(z) = iAnsin (?) — A, = %/OL f(x)sin (?) dx .
n=1

Primjer 4.7. Izracunajte raspodjelu temperature za zicu iz prethodnog pri-
mjera, ali uz pretpostavku da je lijevi kraj na temperaturi 77, a desni na nekoj
Ty > 1T7.

R. Zbog linearnosti jednazbe, pri rjeSavanju se koristimo principom superpozicije.
Dinamicko rjesenje za koje su rubovi na temperaturi 0 ve¢ imamo

ui(z,t) = nzl Anefqiazt sin (?) ,
ali, koeficijente A,, ostavljamo za sad neodredene. Za drugo rjeSenje mozemo iskoristiti
uz(z,t) = Az + B,
dobiveno u slucaju separacijska konstanta & = 0. Napomenimo da ovo predstavlja
staticko rjesenje, pa je pogodno za zadovoljiti
UQ(O, t) =1, uz(L7 t) =175 .
Slijedi
ua(z, 1) :AT% LT, AT =T:;—Ti>0.

Ukupno rjeSenje
u(‘rv t) = Ul(li, t) + UQ(II, t) )

takoder zadovoljava gornje rubne uvjete. Nametanje pocetnog uvjeta na gornje rjeSenje
odreduje koeficijente Fourierovog razvoja

L
An = %/0 f(x)sin (%) dx — % [Ty + (—1)"+1T2] .

Primjer 4.8. Zica duljine L izolirana je na krajevima, kao i duz cijele svoje
duljine. Ako je poCetna raspodjela temperature zice dana s u(z,0) = f(x),
pronadite raspodjelu temperature u svim kasnijim trenucima! Kako izgleda
stacionarno rjesenje?

R. Primjenom metode separacije varijabli (vidi Primjer 4.6) rjeSenje u(z,t) toplinske
jednadzbe
ur = a Uy

moze se zapisati kao u(z,t) = X (z)T'(¢t) gdje su
X (x) = A1 sin(gz) + By cos(qz) ,

T(t) = Az exp(—¢*a’t),
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za neiséezavajuéu separacijsku konstantu ¢ # 0, te
X(x):Aoaj—FBo, T(t):CO s

kada je g2 = 0. Ako je 7ica izolirana na rubovima onda u tim toékama nema prostornog
gradijenta temperature
ou ou

=0, =0.

Oz le=0 ox lz=L

Primjenom danih rubnih uvjeta imamo A; = 0, te sin(¢L) = 0, respektivno. Potonje
vodi na ¢, L = nm, n € N. Za iSCezavajuéu separacijsku konstantu imamo Ay = 0.
Ukupno rjesenje je dano kao superpozicija koja uzima u obzir obje klase rjesenja

u(z,t) = Bo + Z By, cos (?) et
n=1

Primjena poéetnog uvjeta u(x,0) = f(z) odreduje preostale konstante

Bn:%/OLf(w)cos (?) , Boz%/OLf(x)dw.

Stacionarno rjesenje dobije se kada t — oo, te predstavlja prosjeénu temperaturu
pocetne raspodjele u(z,t) — Bo.

4.3 & ZADACI

1. Elasti¢na nit duljine L je puStena iz mirovanja, te u poc¢etnom trenutku

ima oblik
0, 0<z<L/4
@) = 4% -1, L/d<x<L/2
—42 43, L/2<xz<3L/4
0, 3L/4<z <L

Pronadite oblik u svim kasnijim trenucima.
2. U pocetnom trenutku oblik elasti¢ne niti duljine L dan je funkcijom

0<zx<L/4
+3, L/A<z<3L/4
1, 3L/A<z<L

| ~8 -

%
fa) =4 =
%

Ako je nit pusStena iz mirovanja, pronadite njen oblik u svim kasnijim
trenucima.

3. Lijevi kraj niti duljine L je fiksiran, dok je desni slobodan. Ako nit pus-
timo iz mirovanja u titranje pronadite oblik niti u kasnijim trenucima.
Pocetni oblik je dan s u(xz,0) = f(z) Naputak: na desnom kraju niti
nema “povratne” sile: u,(L,t) = 0.

4. Zica duljine L je izolirana na krajevima. Ako je u pocetnom trenutku
raspodjela temperature dana funkcijom

T
flz) = TOEe_m/L ,

pronadite temperaturu u bilo kojem kasnijem trenutku.
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5. Zici duljine 2 m lijevi kraj se odrzava na temperaturi 2 °C, dok je desni
kraj izoliran. Odredite temperaturu svugdje unutar zice ako je pocetna
temperatura zadana kao

[ 100z+2, 0<z<1
T(””"’O)_{102, l<z<2

6. Pokazite da je opéenito rjesenje 2D Laplace-ove diferencijalne jednadzbe
oblika

u(w,y) = f(z +iy) +g(z —iy) .

7. Odrezak debljine [ i difuzivnosti a priprema se u peénici na temperaturi
T, te je uzet direktno iz hladnjaka gdje je temperatura O.

a) Pronadite temperaturu odreska u kasnijim trenucima.

b) Pretpostavite da se svi ¢lanovi u redu mogu zanemariti osim prvog.
U kojem trenutku ¢ée odrezak biti spreman, ako to definiramo kao
trenutak u kojem je temperatura odreska barem T'/47

¢) Koliko ¢e vremena trebati da se odrezak spremi ako je dvostruko
deblji? Rjesite zadatak na dva nacina: koristeéi se prethodnim za-
datkom, te tako da pokazete da je toplinska jednadzba invarijantna
na transformacije skale

t—)aQt, T — ar,

gdje je o realan broj.

§4.4 PROBLEMI U DVIJE PROSTORNE DIMENZIJE

Problemu u viSe dimenzija vazno je pristupiti sa stanovista simetrije. Ako nas
zanima titranje ili difuzija pravokutne membrane, rjeSavati ¢emo problem u
kartezijevom sustavu. U slucaju da promatramo kruzne membrane rjeSenje
trazimo u polarnim koordinatama.

Kartezijeve koordinate

Primjer 4.9. Nadite temperature unutar ploce dimenzija a X b, sa zadanim
rubnim uvjetima

u(z,0) =u(0,y) = u(a,y) =0 wu(x,b) = f(x) .

R. Stacionarnost zahtijeva du/dt = 0. Rubni uvjeti nalazu rjeSavanje u Kartezijevom
koordinatnom sustavu
V2u:um+uyy =0.
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Separacija varijabli u(z,y) = X (2)Y (y) uvodi separacijsku konstantu

X/I B _Y//
X Y

=k.

koja moze biti £ € R. S obzirom na rubne uvjete, rjeSenja u z-smjeru moraju biti
oscilatorna. To nas ogranicava na klasu rjesenja s k = —A2 > 0. Slijedi

X(x) = Arsin(Az) + By cos(Az) ,
Y(y) = Aze™ + Bae ™ .
Rubni uvjeti nalazu
LL(SL',O):O—>A2:—B27 ’U,(O,y):O_>B1,

te e
u(a,y) =0, A=—, meN.
a

Ukupno rjesenje je superpozicija

W= iA sin (") g (21

Rubni uvjet u(z,b) = f(z) definira koeficijente A,,
nmwx nmb
An sh [ —
u(z, b) E sin ( ) ( u ) ,

A, = ash / flz sm )dx

Primjer 4.10. Pravokutna membrana dimenzija a x b, u¢vrséena na rubovima,
pomaknuta je u pocetnom trenutku iz ravnoteznog polozaja u oblik definiran
funkcijom f(z,y). Pronadite oblik membrane u bilo kojem kasnijem trenutku.

R. Rjesavamo valnu jednazbu
cjutt = Uga + Uyy -
Separacija varijabli u(z,y,t) = X ()Y (y)T'(t) vodi na

1 T B X// Y//

g2
cQT_X+Y_ kS

gdje smo uveli separacijsku konstantu A. Mozemo odmah zapisati vremensko ovisni
dio rjeSenja
T(t) = Ascos (ckt) + Bssin (ckt) .

Funkcije X (z) i Y (y) ¢emo pronaéi uz pomo¢ jo$ jedne separacije varijabli

sto daje

X(x) = Ay cos(kzx) + Bisin(kzz) Y (y) = Az cos(kyy) + Basin(kyy) ,
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gdje je ky = v/k? — k2. Primjetimo da je nuzno k? — k2 > 0; u suprotnom u y-smjeru
dobivamo hiperbolna rjesenja koja ne mogu zadovoljiti rubne uvjete. Uz rubne uvjete

u(0,y,t) = u(a,y,t) = u(x,0,t) = u(z,0,t) = u(z,b,t) =0,

slijedi 41 = 0, A2 = 0, te ky = nn/a, ky = mn/b. Pocetni uvjet us|:=0 = 0 daje
Bs = 0, pa ukupno rjeSenje mozemo zapisati kao slijedeéu superpoziciju

) = 3 5 Baresin (22 ) sin ("2 ) con QWQ
n=1m=1

Koeficijenti B, se rac¢unaju iz pocetnog uvjeta

Bnm:%/oadx/obdyf(m,y)sin (?) sin (?) .

Napomenimo da k; i k, prirodno generaliziraju pojam valnog broja 27/A u valni
vektor k = (kg, ky). Takoder,

n2  m?2
Wnm = clk| = mc ¥+672 ,

predstavlja frekvenciju prirodnih modova (n,m) membrane. Ako razli¢iti modovi
imaju istu frekvenciju, onda se to zove degeneracija. Obic¢no se javlja u sustavima
s nekom simetrijom, tako npr. ovdje za a = b modovi (2,1) i (1,2) imaju istu frek-
venciju. Zgodno je spomenuti da, za razliku od titranja zice, kod titranja membrane
nemamo da su visi modovi visekratnici osnovnog.

Polarne koordinate

Primjer 4.11. Pronadite moguca stacionarna rjeSenja toplinske jednadzbe u
polarnim koordinatama.

R. U polarnim koordinatama r, ¢ imamo
1 1
Viu = Upr + ;ur + r—2u¢¢ .

Separacija varijabli u(r, ¢) = R(r)®(¢) uvodi separacijsku konstantu
5 R// R/ B @7// B

r—tr—- =

R R P A
Sluéaj A # 0 vodi na oscilatorna rjesenja za ®
D(¢p) = A1 cos(Ag) + Bisin(Ag) ,

dok u radijalnom smjeru imamo Eulerovu diferencijalnu jednazbu

R +rR —ANR=0,
koju smo veé sreli u 2.3, jednadzba (2.18). Njeno rjesenje je

R(r) = Agr™ + Bor ™ .
Klasa rjeSenja s A = 0 je dana s

@ZBo+A0¢, R(T):ColnT+D0.



POGLAVLJE 4. PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE 164

Slika 4.2: Kruzni isjecak s izoliranim polumjerima.

Primjer 4.12. Kruzna ploca polumjera a ima temperaturu ruba definiranu s
f(@). Pronadite stacionarnu raspodjelu temperature svugdje unutar ploce.

R. Konzistentnost rjeSenja u ¢ zahtijeva ®(¢) = ®(¢p + 27). Ovaj uvjet diskretizira
A na A = m € Z. Specijalno, za A = 0 mora biti A9 = 0. Radijalno rjeSenje ne smije
divegirati u ishodistu, $to nas kona¢no ogranic¢ava na slijede¢u superpoziciju

oo

u(r,¢) = D+ Z r"™ [Am cos(me) + By, sin(mg)] , (4.14)

m=1

gdje D dolazi od rjesenja s A = 0. Iz rubnog uvjeta u(a,¢) = f(¢) smo u stanju
projicirati koeficijente

27
A= [ (6 costmado
1 27
Bu= o [ £(@)sin(me)do
1 27
D=5 [ ).

Primjer 4.13. Kruzni isjecak polumjera a i sredisnjeg kuta a ima vanjski rub
na temperaturi f(¢), a polumjere izolirane (vidi sliku 4.2). Pronadite staci-
onarnu raspodjelu temperature svugdje unutar isjecka.

R.
Rubni uvjeti ug(r,0) = ug(r, @) = 0 nalazu da rjeSenje bude oblika

u(r, d) = Ao + Z A% cos (m) ,

n=1 a
gdje su negativne potencije otpale zbog divergencije u ishodistu. Konstanta Ao je
jedini dio rjeSenja s isCezavajuom separacijskom konstantom koje prezivljava rubne
uvjete. Sad mozemo iskoristiti posljednji rubni uvjet u(a,®) = f(¢) da odredimo
koeficijente Ao i Ay,

1 e 2 * nwo
AO—E/0 f(#)de, An—m/) f(¢)COS<T)~
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Slika 4.3: Isjecak kruznog vijenca s izoliranim polumjerima.

Primjer 4.14. Isjecak kruznog vijenca (radijusi a > b, sredisnji kut «) ima
izolirane radijuse i temperature na unutrasnjem i vanjskom rubu zadane raspo-
djelama f(¢) i g(¢), respektivno (vidi sliku 4.3). Pronadite stacionarno rjesenje
problemal

R. Rubni uvjeti
ug(p,0) = ug(p,) =0,

opcéenito rjesenje iz Primjera 4.11 reduciraju na

- D 1 A mm /o - —mn/a m7l'¢ .
u(p, @) +C np—i—mE:l ( p +Cmp )cos (—a
Iz rubnih uvjeta

u(a,¢>) = f(d’) =D+ Clna+ Z (Amamﬂ'/a +Cm a*’lﬂﬂ'/a) cos <m77r¢> ’

m=1

u(b, @) = g(¢) = D+ Clnb+ Z (Am b 4 C b_mw/a> cos (me) ,

m=1

fiksiraju se preostale konstante. Primjerice, integriramo li obje jednadzbe po foa do
dobijemo linearni sustav

1 «
D+Clnafa/0 f(#)dg,

1
D+C’lnb:a/0 g(¢)do ,

Cije je rjesenje

D:a;% {lna/oag(qb)dqﬁ—lnb/oaf(¢)d¢] ;
C= iz [ U0 - s@)as.

S druge strane, integriramo li gornje jednadzbe s [;' cos(mmp/a)d¢ dobijemo
sustav
A am‘ir/a +C,, a*'mﬂ'/oc =1, ,

Am mer/a + Cm bfmﬂ'/a — Jm ,
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gdje su

I, = 2 / f(®) cos <@> dp Jm = z/ g(¢) cos (LW) do .
a fo a a Jo e
Pomoc¢u Cramerovog pravila
A= (afb)" — (b/a)™s"
1
_ —m7n/a __—m7/a
Am = % (b In—a Jm) ,

1

C’”_K

(a’””/“Jm - bm”/alm) .

4.4 & ZADACI

1. Pronadite stacionarnu raspodjelu temperature unutar ploce dimenzije a x a
sa zadanim rubnim uvjetima

u(z,0) =u(z,a) =0, u(0,y)=T1, ula,y) =Ts.

2. Pravokutna ploc¢a dimenzija a X b ima rube na fiksnoj temperaturi 0°. Ako
je zadana poCetna temperatura f(x,y), pronadite kasniju temperaturu
ploce!

3. Pronadite koeficijente iz Primjera 4.12 za

T, O<z<m
f(x>{T2, T<x <2

Dodatak: rjesenje (4.14) moze se u ovom slucaju sumirati koristeéi formulu

>, sin(nd) rsinf
Z r =arctg | ——— | .
n 1—rcosf

n=1

4. Kruznom isjecku polumjera a i sredisnjega kuta o vanjski rub ima raspo-
djelu temperature f(¢), dok je temperatura na polumjerima 0. Koja je
stacionarna raspodjela temperature svugdje unutar kruznog isjecka? Po-
novite ra¢un ako su na polumjerima temperature 17 # T5.

5. Ploc¢a oblika cetvrtine kruga, polumjera a, duz oba je polumjera tempera-
ture nula, dok duz kruznog luka pritjece toplina

(7

up(a, ) = ;Osin2¢ ,

gdje j 0 < ¢ < /2. Nadite temperaturu plo¢e u jedinicama g u toéci
p=m/4, p=a/2!
6. Ploca oblika isjecka kruznog vijenca (0 < ¢ < a, a < p < b), duz oba

polumjera je izolirana, dok je duz unutrasnjeg kruznog luka temperatura
0. Na vanjskom luku raspodjela temperature je

T(b, ) = Tp cos <27r¢) .
a
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7. U zy ravnini je polozen beskonacan niz beskona¢no dugih metalnih traka
irine L i zanemarive debljine. Svaka od njih nalazi se na potencijalu V;.
U prostoru izmedu ploca potencijal je nula. Ukupno mozemo pisati

V(x,y,O)—{ Vo, O0<z<L

0, L<x<2L

te V(x + 2L,y,0) = V(x,y,0). Koliki je potencijal u podrucju z > 07
Naputak: kako u xy ravnini potencijal ne ovisi o y, pretpostavite da je
tako i u podru¢ju z > 0.

8. U zxy ravnini postavljen je beskonacan niz beskona¢no tankih metalnih
plocica dimenzija a x b tako da cijela struktura ima oblik sahovske ploce.
Svaka plocica nalazi se potencijalu Vj, dok je potencijal izmedu plocica
nula. Pronadite potencijal u podru¢ju z > 0. Naputak: potencijal je
periodi¢an u x i y smjeru: V(z,y,0) = V(z + 2a,y,0), te V(z,y,0) =
V(z,y+2b,0).

9. Polubeskona¢na ploca smjestena je u podru¢ju 0 < x < oo, te 0 < y < b
u zy-ravnini. Temperatura iS¢ezava u * — oo te po rubovima u y = 0,
odnosno y = b. Ako je u x = 0 temperatura dana s f(y) = ug, pronadite
stacionarnu raspodjelu temperature svugdje na ploci.

10. U beskonac¢noj ravnini imamo Supljinu polumjera a. Pronadite staci-
onarnu raspodjelu temperature u materijalu pod uvjetom da je na rubu
temperatura definirana funkcijom f(¢) = cos? ¢.

11. Rijesite 5D valnu jednadzbu

1 0%u 5 9%y

-7 _ — =0,
2 ot? Ox?

n=1 ?
za 5D membranu u 5D kutiji gdje je svaka stranica duljine L. Uzmite da
je membrana ispustena iz mirovanja.

§4.5 KONTINUIRANI SUSTAVI

Kod kontinuiranih sistema, rubni uvjeti ne ogranicavaju separacijske konstante
na neke odredene vrijednosti. Kako su separacijske konstante kontinuirane, opcée
rjesenje biti ée dano u obliku Fourierovog integrala (3.11), odnosno (3.14). Pro-
bleme dijelimo na homogene i nehomogene. Dok homogene rjesavamo Fouriero-
vim integralom, za nehomogene koristimo tehniku Greenovih funkcija razvijenu
u proslom poglavlju za obi¢ne diferencijalne jednadzbe.

Homogeni sustavi
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Primjer 4.15. Trazimo stacionarno rjeSenje za temperaturu ploce zadanu po-
luravninom y > 0, uz rubni uvjet u(x,0) = f(x).
R. Trazimo rjesenje Laplaceove jednadzbe u dvije dimenzije
Uzz + Uyy =0 .
Uobic¢ajena separacija varijabli u(z,y) = X (z)Y (y) vodi na

idQX_ldQY_k
X dx?2 Y dy2

Za separacijsku konstantu k biramo k = —\2, jer jedino u tom slu¢aju u y-smjeru
mozemo dobiti da nam funkcija trne u y — oo. RjeSenja obi¢énih diferencijalnih jed-
nadzbi su

X (z) = A1 cos(Az) + By sin(Az) ,

Y (y) = Age™ 4 Bae M.

Fizikalno mora vrijediti limy—, o u(z,y) = 0, $to éemo postié¢i s A = 0. Opée rjesenje
glasi

u(z,y) = /0Oo e M [A(X) cos(Az) + B(A) sin(Az)] dA .

Rubni uvjet u(z,0) = f(z), daje koeficijente

A =1 [ " P cos(Ow) du |

B(\) = %/_Oo () sin(w) du

¢ime je u principu rjesen problem. No, zgodno je koeficijente A(XA) i B(\) ubaciti u
opcenito rjeSenje. Zamjenom poretka integracije imamo

u(z,t) = %/m duf(u) /OOO e cos(\(u — 7)) -

— 00

Posljednji integral se moze jednostavno izracunati. Promotrimo

o A— o [eS]
I :/ e WA u—2) gy v -1
0 “yriu-a)| T —ytilu—a)
Zanima nas realni dio gornjeg integrala
7 —Re y+i(u—x) _ Yy 7
=22 T (o)

¢ime kona¢no imamo

_ 1 yf(w
u(z,y) = ;medu.

Primjer 4.16. Beskonacna zica ima zadani pocetni oblik funkcijom f(x) te
pocetnu brzinu funckijom g(z). Pronadite oblik Zice u svim kasnijim trenucima.
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Slika 4.4: Domena ovisnosti i domena kauzalnosti za xg = 0, tg = 0.

R. Rjesavamo valnu jednadzbu za zicu. Separacija varijabli nas vodi na rjeSenja
X (z) = Acos(Az) + Bsin(\z) ,

Y (y) = C cos(Act) + Dsin(Act) .

tako da je u(x,t) = X (z)T'(t). Separacijska konstanta je A € R, pa je opéenito rjeSenje
Fourierov integral

u(z,t) = /000 {[A(X) cos(Az) + B(A) sin(Az)] cos(Act)+
[C(X) cos(Az) + D(A) sin(Az)] sin(Act) } d .
Primjena pocetnih uvjeta

u(z,0) = f(z) = /OOO[A()\) cos(Azx) + B(A) sin(Ax)] dX |

- QM%m:g@:ﬂwu@wunwum+nummmnw,
daje

mn:%[Zﬂwwwmm, Bm:%[:ﬂmmuwm.
odnosno

o= Ailg(u)codAu)du, DO = Ai;g(u)ﬁn(Au)du.

Ako sad uvrstimo A(\) i B(A) u prvi dio rjesenja imamo
/ dA[A(X) cos(Ax) + B(A) sin(Azx)] cos(Act)
0

:%Amﬁ/ZMMWWMQ@fMNme
1

:%0

Ocd)\/oo du f(u)[cos A(z + ct —u) + cos AM(z — ¢t — u)]

- %[f(gg+ct)+f(ﬂc—ctﬂ )
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gdje smo u predzadnjem redu jednostavno prepoznali definiciju Fourierovog integrala.
Drugi dio rjesenja

/Ooo % [C(A) cos(Az) + D(A) sin(Az)] sin(Act)
— /oo % ~ du g(u) cos(A(z — u)) sin(Act)
0 _

oo

= / 2d2)\ du g(u)[sin A(z + ¢t —u) —sin A(z — ¢t — u)] .
0 i —o0

Zamjenom poretka integracije mozemo izvrijedniti integral po A

/ d—i\\[sin Mz +ct —u) —sinA\(z —ct —u)] = %[sgn(x +ct —u) —sgn(x — ct —u)] ,
0o T

pa sad mozemo skupiti oba ¢lana da napisemo D’Alambertovo rjeSenje

x+ct

[f(z + o) + f(z — ct)] + i / o) du

x—ct

u(z,t) =

N —

Prepoznali smo da se drugi dio rjeenja razlikuje od nule samo u intervalu [z — ct, z +
ct].

Podruéje u proslosti o kojem ovisi funkcija u nekom (g, to) naziva se domena
ovisnosti. Drugim rje¢ima, s obzirom da su rubne granice D’Alambertovog
rjesenja [zo—cto, xo+cto] podrucje u xt-ravnini o kojima ovisi rjesenje definirano
je

T —ct < xg— cty, T+ ct < xg+ cty (4.15)

Sto je prikazano na Slici 4.4. Obratno, dogadaj u (zo, o) utje¢e na dogadaj
u (z,t) samo ako se on nalazi u domeni kauzalnosti, koje je takoder opisano
podrucjem (4.15).

Primjer 4.17. Polubeskoz)naéna zica ima raspodjelu temperature u t = 0 danu
s u(z,0) = f(x) = upe ", gdje je b > 0. Rub u x = 0 je izoliran. Pronadite
raspodjelu temperature u kasnijim trenucima.

R. Toplinska jednadzba u; = a?uq.e rjeSava se separacijom varijabli u(z,t) =
X(@)T(t)

11dl  1d°X

a2T dt ~ X de2
gdje smo uveli separacijsku konstantu k. Jedino fizikalno prihvatljivo rjesenje je ono s
k= —¢? Tada

X(z) = Acos(qz) + Bsin(qgz),  T(t) = Ce @ %" .

Izolirani rub u z = 0, odnosno u;(0,t) = 0 nalaze B = 0. Pocetni uvjet zadovoljit
¢emo superpozicijom

u(z,t) = / A(q)e_qzazt cos(qz) dq .
0
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Koeficijente racunamo po

oo

Alg) = */ uge ™" cos(gx) de = =2 %e*ff/% ,
e

—o0

gdje integriramo i po x < 0, iako na tom dijelu nismo niSta definirali. Sam integral je
Fourierov transformat Gaussijana kojeg smo izra¢unali u Primjeru xx. Na dalje,

uo ox [7 b }
V4a2bt + 1 P 4a2bt + 1

o0
u(z,t) = u;b e~ (a®t+35)
0

cos(qz) dg =

U prethodnom zadatku zanimljivo je primjetiti da iako nemamo gubitak
energije (rub u z = 0 je izoliran, a ispada da isto vrijedi i za onaj u  — 00),
stacionarno stanje sustava je u(z,t) = 0. Naime, kako je sustav beskonacan,
ako ¢ekamo dovoljno dugo, uvijek je moguce snizavati temperaturu odvodenjem
topline sve dalje i dalje u x — oo

Nehomogeni sustavi

Primjer 4.18. Pronadite Greenovu funkciju za jedno-dimenzionalnu toplinsku
jednadzbu.

R. Greenova funkcija G(z—1',t—t") toplinske jednadzbe je njeno rjesenje za jediniénu
pobudu

9 faza—2 Gz -2 t—t)=6(x—2)5{t—-1t).
ot Oz ’

Problem rjesavamo prelaze¢i u Fourier-transformirane varijable

o d o d i 7 s 4l
G(xfm',t—t’):/ qu T‘*;e ig(@=a’) g=iw(t—t) g (g () .

Koristedéi integralnu reprezentaciju d-funkcije (3.21), linearna nezavisnost nalaze da
Fourier transformat Greenove funkcije g(q,w) zadovoljava

1
2m)2

1 . 2, . \2
%g(q7w)[_lw —a (_Zq) } = (

Greenova funkcija je tada

1 1 oo » o oo e—iw(t—t')
Gl —a't—t)=-——— dge === dw— .
(-2 )= “5niom /,oo e et

Prvi integral izrat¢unamo prelaskom u kompleksnu w ravninu

0o —iw(t—t")
e . 3 020204 —¢!
/ dw ———— = —2miRes(—ia’q?) = —2mie”* ¢ (71
oo w +tasq

gdje smo krivulju po realnoj osi zatvorili s gornjom polukruznicom, jer vrijedi t—¢" > 0.
Preostali integral

Gz — 't — t’) =5 /Oo dg eiiq(szﬂl>e*d2q2<t7t/) ’
s

—o0
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je Fourier transformat Gaussijana, vidi (3.16), pa je

, n_ 1 B (z —2')?
Glx—z,t—t)= 47ra2(t7t’)exp{ 4a2(t7t’)]'

Primjer 4.19. Pronadite Greenovu funkciju za 1D valnu jednadzbu. Koristite
rubni uvjet da Greenova funkcija iS¢ezava za sve t' > t. Da li je dobivena
Greenova funkcija kauzalna?

R. Greenovu funkciju trazimo iz slijedece jednadzbe

(92 182 /! / / /

pomoc¢u Fourierovog transformata

G( t—t / / dwgkw ik(x— z)fzw(t t).

Uz integralnu reprezentaciju d-funkcije, imamo Fourierov transformat g(k,w)

1 1

g(k’w):ﬁi_k2+w7§‘

Rubni uvjet diktira da polove g(k,w) valja pomaknuti na Im(w) < 0. Slijedi

c zk'r W
Gle— ot ) = 72/ dk;/ W g (410

gdje smo uveli pokrate r = x — 2, te 7 = t — t'. Integraciju po w izvrijednjujemo u
kompleksnoj ravnini. Za 7 > 0, integral je jednak

e} —iwT
[W dwm = —2mi [Res(w4 — i€) + Res(w— —i€)] ,
gdje je wt = *ck. Za 7 < 0 integral je jednak nuli. Reziduumi su

eIckt

2ck

Res(w+ —i€) = +
Slijedi
o0 —WwT 27_‘_ .
/;oo dem = —a SlH(Ck'T)e(T) .
Gornji izraz stavljamo u Greenovu funkciju (4.16)

sin(ckT) i

o(r) [~
-z t—t)= f—/ dk
Gz —a, ) o | A
B 9(7_) 1 0o ei('r+c7') S ei('rfcr)
_727r27i{/_00dk k 7/;oodk k .

=) eiak
/ 3 dk = imsgn(a) ,

(4.17)

Kako opcenito vrijedi

za a € R, slijedi

Gz —2',t—t) = —@[sgn(r +c7) —sgn(r —e7)] .
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Za ispitati kauzalna svojstva, promatrajmo evoluciju dogadaja ut’ = 0, 2’ = 0. Ako
je z bilo koja tocka unutar intervala [—ct, ct] tada vrijedi G(z,t) = —1/2. S druge
strane, ako je z bilo koja totka van tog intervala imamo da je G(x,t) = 0. Drugim
rijeima, ako se u tx ravnini nalazimo izvan podruéja omedenog pravcima r = +ct
tada je Greenova funkcija nula.

Primjer 4.20. Pronadite Greenovu funkciju za 3D valnu jednadzbu.

R. Greenovu funkciju trazimo iz slijedeée jednadzbe

<V2 B i%) Glx—x t —1') = 6(x — x)3(t 1) |

pomocu Fourierovog transformata

Gx—x',t—t") 3k: dwg Zk‘(xfx/)efiw(tft/) .

Uz integralnu reprezentaciju d-funkeije, imamo da Fourierov transformat g(k,w) mora
zadovoljavati

1 2,2 1 . 2 1
- (= kiw) = —
|~ ] atw) = i
gdje smo oznacili k = |k|. Rubni uvjet: Greenova funkcija mora iscezavati svugdje

za t < t' (kauzalnost). Slijedi da se polovi wy = +ck pomicu ispod realne osi wi —
w+ — i€, gdje je € > 0 infinitezimalan. Slijedi

’Lk r—iwT
t—t) d*k
Glx—x / / (w +i€)2 — 2k2

gdje smo uveli pokrate r = x — X', te 7 = t — t. Integraciju po w izvrijednjujemo u
kompleksnoj ravnini. Za 7 > 0, integral je jednak

/_oo dw((‘}_’_;—2_02k2 = —2mi [RQS(UJ+ — ZE) + Res(w_ — ’LE)] 5
dok je za 7 < 0 jednak nuli. Reziduumi su

e:Fckt

2ck

Res(w+ —te) = =+

Slijedi
e e~ WwT or .
/7 dw(u]—‘—ze)—2—62k2 = _cik Sln(CkT) .

Greenova funkcija sadrzi jo§ dva netrivijalna integrala. U sfernim koordinatama

Glx—x t —t) = —27¢ /d3k iicr Sin(ckT)

(2m)4 k
_ C o . T . ikr cos 0
= 7(2@2 / k dk sin(ckT) /0 do sin Oe
= 271_ 2R / dk sin(kR) sin(ckT) ,

gdje smo integracijsku os k. usmjerili prema r, te pripadni integral odmah i izvrijednili.
Takoder |r| = r. Na dalje

2 /Oo dk sin(k:r) Sin(ck,‘r) — /OO [ei(wurcr)k + 671‘(7‘4‘1'67)]6 _ 62‘(7”767’)]@ _ efi(rfc-r)k]
0 —oo

=4n [0(r+cr)—0(r—c7)] .
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Argument prve d-funkcije je uvijek veéi od nule. Stoga ona nikada ne doprinosi parti-
kularnom rjesenju, i mozemo je odbaciti. Slijedi

/
Gx—x,t—t)= ¥6(t—t'—u> ,

drwfx — x| c

gdje je vradena puna notacija.

Poznavajuéi Greenove funkcije, moguce je rjesiti nehomogenu PDJ. Npr.
valna jednadzba za elektromagnetski potencijal ¢(x,t) u Gaussovim jedinicama,
te Lorentzovom bazdarenju glasi

Qﬂ—la>¢@ﬁ:—Mwa,

c2 ot?

gdje je p(x,t) gustoéa naboja. Partikularno rjesenje je dano s

oo 1y =X
_ _ 3./ / Y 1oy 3 /p(x,t ¢ )
d(x,t) = —4n | d°x dt'G(x—x",t—t"p(x',t') = | d°x .

[x — x|

Specijalan sluc¢aj ove jednadzbe je dan poznatim elektrostatskim izrazom u ko-
jem je izvor statican p(x,t) = p(x).

4.5 & ZADACI

1. Pokazite da je stacionarna raspodjela temperature u beskona¢noj traci
metala (omedenoj pravcima y = 0 1 y = a, gdje je a > 0) kojoj donji rub
drzimo na temperaturi 0, a gornji rub na temperaturi zadanoj funkcijom

f(z) dana s

1 [ o sh
u@m=;/ duf) [ ang

smcﬂ/mdu f(u)

2a oo cos(Z)4ch (Z(u—2x))

2. Beskonacna ploca je polozena u prvi kvadrant (z > 0,y > 0) Kartezijevog
koordinatnog sustava. Dok jedan rub (z = 0) odrzavamo na temperaturi
T = 0, drugi rub (y = 0) odrzavamo na temperaturi zadanoj funkcijom
f(x). Pokazite da je temperatura u bilo kojoj tocki ploce dana s

we) =1 [0t (o= - )




Poglavlje 5

Specijalne funkcije

Neka rjesenja obic¢nih diferencijalnih jednadzbi drugog reda nalazimo u mnostvu
matematickih i fizikalnih problema. Svojstva tih rjesenja su poznata u detalje.
Zbog obilatog koristenja nazivamo ih specijalnim funkcijama.

Diferencijalne jednadzbe za specijalne funkcije spadaju u generalnu klasu
tzv. Sturm-Liouvilleovog problema. Jedna od iznimno vaznih posljedica je da
rjeSenja Sturm-Liouvilleovog problema ¢ine potpun, ortogonalan skup, sto ima
za posljedicu da se opcenita funkcija moze napisati kao razvoj preko specijal-
nih funkcija, upravo analogno Fourierovom razvoju gdje se opéenita funkcija
razvijala preko trigonometrijskih funkcija.

Od citavog mnostva specijalnih funkcija koje se koriste u fizici, u ovom po-
glavlju upoznajemo samo one s kojima se najcesée susre¢emo: to su Legendreovi
polinomi, Besselove funkcije te kugline funkcije.

§5.1 LEGENDREOVI POLINOMI

Legendreova diferencijalna jednadzba dana je kao
(1 —a?)y" () — 2y (x) + (1 + D)y(z) =0, (5.1)

gdje je | € Ny parametar diferencijalne jednadzbe, pa time i samih rjesenja.
Opcenito rjesenje je
y(x) = AP/(z) + BQ(z) ,

gdje su P;(x) Legendreovi polinomi, a Q;(x) Legendreove funkcije druge vrste.
Legendreovu diferencijalnu jednadzbu susre¢emo pri raspisu Laplaceove jed-
nadzbe u sfernim koordinatama.

Neka svojstva Legendreovih polinoma

175
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(i) Legendreovi polinomi mogu se generirati pomo¢u Rodriguesove formule

Rie) = gy (e 1) 52)
T o0 dat ' '
Neke posljedice: P(—x) = (—1)'Pi(x), P(1) =
(ii) Funkcija izvodnica
,t P <1. 5.3
(iii) Neke vazne rekurzije (I > 0)
Pra(e) = 250 e (@) - 1 Poae) (5.4
(@) = 37 #Pi@) = g Biaa(@) :
2l+1
Qi1(w) = l_’_ilel(Jf) l+ 1 Qi-1(z) , (5.5)
Pl () = Py (2) = 2L+ ) Py() - (5.6)

Neke posljedice:

(20 — 1)

_ _ (1)
Py11(0) =0, Py (0) = (-1) @ (5.7)
gdje zadnja relacija vrijedi za [ > 0.
(iv) Ortogonalnost
1
2
Py(z)Pp(z)dr = —— dim .
| P@P@is = 556 68)

Opéenitu funkciju mozemo razviti u red preko Legendreovih polinoma

D=y AR@. A== [ P@i@d. (59

Nekoliko prvih Legendreovih polinoma, i Legendreovih funkcija 2. vrste.

Py(z) =1, Pi(z)=z, Py(z)= % (32% — 1) . (5.10)
Qo(x):;m(ii), Ql(m):;ln(ig_y (5.11)

Primjer 5.1. Razvijte funkciju f(r) = 2z + 22 + 32® u red Legendreovih
polinomal
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R. Rjesiti ¢emo zadatak na nacin da koristimo relacije ortogonalnosti (5.8). S obzirom
na to da je indeks [ ujedno i red Legendreovog polinoma, imamo da je

f(x) =aoPo(x) + a1 Pi(x) + aaPa(x) + asPs(x) .
Koeficijenti a, su dani rjesavanjem slijedec¢eg integrala

_2+1 [t

5 B ()P (x) dzx .

ap

Imamo redom

1 1
ao:%llf(x)Po(m)dm:%/71(2x+m2+3x3)dx:%~§:%,
a —§/1 f(x)P(x)dx—§/l 55(2£C+{E2+3:E3)d1‘_§~§_g
"o/, ! 2/, 215 5
5 [ 5 (11, 5 3 5 1 8 2
a2_§/,1f(x)P2(m)dm_§/, 5(3x -1)(2z 4+« +3m)dm-§-5-ﬁ—g,
7! T[N s 2 a3 7124 6
agfi/_lf(m)Pg(x)d:rfE/_li 5z —=3) 2z + +3x)d:rf§-§-£fg.
Konacan izraz za razvoj f(z) u red Legendreovih polinoma je
1 19 2 6
fz) = gPO(CU) + gpl(x)‘F §P2(95) + 5P3($) .

Primjer 5.2. Poznavajuéi prvo rjesenje Legendreove diferencijalne jednadzbe
pronadite njeno drugo rjesenje Qo(z).

R. Koristimo jednadzbu (2.8)

s (z) = ui () /z exp [— /S P(U)du} [ufgﬁ ,

gdje je ui(z) prvo rjesenje a P(z) = —2z/(1 — 2?). Ako stavimo u;(z) = Po(z) = 1

imamo
uz(z) = exp T dul| ds = exp(—1In(1 — s7)) ds

7/“” ds 71111 14+2
- 1—s2 2 1—z)

Primjer 5.3. Pronadite rjesenje Laplaceove jednadzbe V2u = 0 unutar kugle
polumjera a ako rjesenje u(r, 6, ) na rubu zadovoljava Dirichletov rubni uvjet
dan s

u(a,0,¢) = f(0) -

R. Rjesavamo Laplaceovu jednadzbu u sfernim koordinatama

bl L0 (aBuY 10 (o ou\ 1 g
Viu= r2 or (T 87") +r2sin989 (Sme(%?) +r251n2€3¢2 =0
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Kako rubni uvjeti ne ovise o kutu ¢, pretpostavljamo da isto vrijedi i za samo rjeSenje,
tj. u = u(r,0). Tada posljednji komad u gornjem izrazu otpada. Koristeéi metodu
separacije varijabli u(r, ) = R(r)©(6) imamo
(r*R) _ (sinf®')" _ Y
R~ ©Osing ’

gdje je A separacijska konstanta. Dobili smo sustav dviju obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi

r’R’ +2rR' + N>R =0,

(sin#O') — X\*sinhO =0 .

Radijalni dio predstavlja Eulerovu jednadzbu ¢ije je rjeSenje

Rr)= AP+ Br?,  p=-—l [z

Uz supstituciju = = cos 0, kutni dio daje

d’© do |,
1—a2’)=— — 20— — \*0 =
(1—-2%) 7n? v 0=0,
5to je upravo Legendreova diferecijalna jednadzba (5.1), u slucaju kada je A = —I(I +

1), I € No. Rjesenje kutnog dijela je
O(6) = CP(cos ) + DQ(cosb) .
Uz dani A, za radijalni dio imamo
R(r) = Arl + Br~ "+

Kako Q;(cos0) divergira za 0 = 0,7 te r~“+V divergira za r = 0, zahtijevamo D = 0,
te B = 0, respektivno. Ukupno rjesenje u podrucju r < a je stoga

u(r,0) = ZAlrlPl(cos 0) .

1=0
Na rubu r = a imamo -
f(6) = ZAlalPl(cos 0) ,

1=0
pa su, koriStenjem relacija ortogonalnosti za Legendreove polinome (5.8), koeficijenti
A; dani s

A= # /7r f(0)P(cosB)db .
0

Primjer 5.4. Temperatura na konveksnoj povrSini uniformne hemisfere po-
lumjera a je ug, a njena baza je na temperaturi nula. Pronadi stacionarnu
raspodjelu temperature unutar hemisfere.

R. Kao i u prethodnom primjeru rjesavamo Laplaceovu jednadzbu u sfernim koor-

dinatama. Zbog aksijalne simetrije rubnog uvjeta rjesenje ne ovisi o kutu ¢, opéenito

rjesenje je u(r,0) = R(r)©(0), gdje smo odmah zapisali i separaciju varijabli.
Rjesenje kutnog dijela je

O(6) = CP(cosB) + DQ(cosb) .
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Uz dani A, za radijalni dio imamo
R(r) = Arl + Br~ 4+

Kako @ divergira za 0 = 0, te pm D divergira za r = 0, zahtijevamo D = 0, te
B = 0, respektivno. Ukupno rjesenje je

u(r,0) = Z At Py(cos0) .
1=0
Na rubu r = a, imamo
u(a,0) =uo = ZAlalPl(cos 0) .
1=0

Zal > 0, koeficijente A; odredujemo tako da pomnozimo cijeli izraz s nekim Py, (cos 6),
te integriramo fow/ % sin 0d6. Koristenjem relacija ortogonalnosti, te parnosti Legen-
dreovih polinoma, imamo

1
5lm
| P@ Py = g
odnosno L
A, = m+l / dz P () ,
a™ 0

gdje smo koristili supstituciju & = cos 6. Potrebni integral je

1 1 / /
_ m+1(x) — mel _ 1 _
/o dz P, (z) = /0 dz om 1 = ol [Pr41(0) — Pn—1(0)] ,

gdje smo koristili svojstvo (5.6), kao i ¢injenicu da je P, (1) = 1, respektivno. Slijedi

uo

Am = *afm[PmH(O) - Pm—1(0)} .

Pogledajmo zasebno parne i neparne koeficijente m = 2k te m = 2k + 1
Uo
Aze = —5 o [Par1(0) = Par—1(0)] =0,

zbog prve jednakosti u (5.7). S druge strane, koriste¢i drugu jednakost, imamo

4 _uo (=1)F(4k+3) (2k — 1!
LT g2k T 2k + 2 (21!

Specijalno, za k = 0 imamo A1 = 3uo/2a.
Ukupno rjesenje je

u(r,0) = Ag + A1rPi(cosf) + Z A21+1r2l+1P21+1(cos 0) .

=1

S obzirom na to da je P+1(0) = 0, rubni uvjet u(r,7/2) je zadovoljen s Ag = 0.
Uvrstavanjem dobivenih koeficijenata imamo

u(r,0) = 32&CP1(0050) + uo Z (

a

P21+1 (COS 9) .
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Primjer 5.5. Pronadi stacionarnu raspodjelu temperature izmedu dvije kon-
centri¢ne sfere polumjera a i 2a. Manja sfera je na temperaturi ug, a veéa na
temperaturi u; (1 + sin® ).

R. Rjesavamo Laplaceovu jednadzbu V?u = 0 u sfernim koordinatama. Rubni uvjeti
u(a,0) = uo, u(2a,0) = u1 (1 + sin®0) .

Kako rubni uvjeti ne ovise o 0 pretpostavljamo da isto vrijedi i za opéenito rjeSenje. U
tom slucaju, znamo iz prethodnog zadatka da rjesenja u kutnom smjeru Legendreovi
polinomi. Pridruzene Legendreove funkcije divergiraju za § = 0,7. S druge strane,
kako nas zanima podrucje a < r < 2a, u radijalnom smjeru sad imamo i pozitivne i
negativne potencije. Stoga za opcenito rjeSenje pisemo

u(r’ 9) = Z (Aﬂ‘l =+ Bﬂ"i(Hl)) PZ(COS 0) .
1=0
Primjena prvog rubnog uvjeta
0) = Z (Ala + Bla (41 )) Pi(cos0) =0,
1=0
nakon mnozenja s Pp,(cos ) te integriranja po foﬂ df cos 6 vodi na

1 B
Am m _—m — 5m ,
2m+1( “ +am+1) Ho0mo

pri ¢emu je koristena relacija ortogonalnosti (5.8). Sli¢nim postupkom za drugi rubni
uvjet dolazimo do

ﬁ {Am(Za)m + (2572“} = /07r P (cos)u(2a,0) ,

gdje smo na desnoj strani koristili supstituciju & = cosf. Rubni uvjet se moze prik-
ladno napisati preko Legendreovih polinoma

w(2a,0) = us (gpg(cose) - %PQ(COSH)) .

Sad mozemo izracunati integral

2 2 5 2
/ P (cos)u(2a,0) = 2m+ 15 BT 15m2 = 2uy (§6m0 - T56MZ> .
Za m = 0 oba rubna uvjeta daju
B B 5
AoJrfO:uo, A0+f0=£7
2a 3
Sto daje
Aoz—u0+1OU1, Bo = 2a ’U,()—% .
3 3
Za m = 2 imamo
B2 2 B2 2U1
A —= = Az (2 =——.
2a’ + 0, 2(2a)" + (20)° 3
Slijedi
161,L1 1 16U1 3
Ay = — — 2
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Slika 5.1: Prsten homogene raspodjele naboja Q.

U svim ostalim sluc¢ajevima A,, i B, i$¢ezavaju, pa je ukupno rjeSenje

u(r,0) = [—uo + 103u1 +2 (uo — 5{%) %} Py(cos )

16w r? a’
+ o3 (fa—2 + 7"73) Ps(cos ) .

Primjer 5.6. Pronadite potencijal na z-osi jednoliko nabijenog prstena polu-
mjera a koji se nalazi na udaljenosti b iznad ishodista. Naboj prstena je @ > 0.

R. Rjesavamo Poissonovu jednadzbu
V20(r) = —dmp(r) |

gdje je
pr) = ~Lb(r — a)o(z — b)

" 27a
vidi jednadzbu (3.39).
Problem ¢emo rjesiti tehnikom Greenove funkcije Greenova funkcija za Laplaceov
operator u 3D
V2G(r — ') = —4nd(mathbfr —r') |

glasi
1
/ p—

Gr—r') FeT

vidi primjer xx. Tada
/
o) = | & p(r’) )
)= [av 2L

U polarnim koordinatama imamo

r—r|=y/{r—-r)2=vr2+r?—2r-r = \/22+z’2+r’2—2\/z’2+r’22cosa,

gdje smo s a oznagili kut izmedu r i r’, vidi sliku 5.1. Slijedi

=3 27 oo ia "—_a)d(2 —b
B(r) = / dz' / d¢ / rdr’ 2220~ )0z —0) .
oo 0 0 (22 4+ 22+ 12 —2v2"2 + r2zcos a)'/?
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Nakon trivijalne integracije dobijemo

Q

(22 + 2 — 2zccos a)t/2 '

d(r) =

gdje je ¢* = a® +b? a kut se moze izracunati iz tgae = a/b. Ovaj izraz mozemo i razviti
u red Legendreovih polinoma. Ako je r < ¢, izraz za funkciju izvodnicu (5.3) nam daje

_@ Z( ) Pi(cosa) , (5.12)

odnosno

*\@

i( ) Pi(cosa) , (5.13)

1=0
ako je r > c.

Primjer 5.7. Pronadite potencijal jednoliko nabijenog prstena naboja ) u
cijelom prostoru.

R. Postavimo prsten radi jednostavnosti u ishodiste. Ideja je rjesiti Laplaceovu jed-
nadzbu s potencijalom (5.12), odnosno (5.13) kao rubnim uvjetom. Opéenito rjeSenje
Laplaceove jednadzbe u sfernim koordinatama je dano s

=> (A" + B~ V)P (cos0) (5.14)
=0

gdje smo uzeli u obzir simetriju s obzirom na z-os koja nam je omogucdila da je poten-
cijal neovisan o kutu ¢. Takoder, s obzirom da je sama z-os dio prostora od interesa
opéenito rjeSenje nema Legendreove funkcije druge vrste. Ako stavimo b = 0 slijedi
a = m/2, pa je potencijal na z-osi dan kao (npr. na dijelu 8 = 0)

®(r,0) = QY T P(0)

za z < a, odnosno
o

o(r,0)=Q> %Pl(o) ,

1=0
za z > a. S druge strane, na z-osi izraz (5.14) postaje

= Z(Alzl + Bzz_(l+l)) ,
=0

gdje smo iskoristili da je P(1) = 1. Usporedbom s gornjim izrazima vidimo da za
z < a vrijedi B; = 0, te da je

A= QPZ(O) 7

PRES
dok za z > a vrijedi A; = 0, odnosno
B, = Qad'P,(0) .

Ako uzmemo u obzir (5.7) mozemo napisati kona¢no rjesenje kao

Q > far—1nn o2
d(r,0) = E Z 21 i a21+1PZ(COS@), r<a,
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1

D(r,0) =

+Qi(_1)l(2§_1)” a” Pi(cos ), r>a.
1=1

r @hir P

5.1 & ZADACI

1.

. Razvijte funkciju f(z) =z

Pronadite drugo rjesenje Q1 (z) Legendreove diferencijalne jednadzbe ko-
riste¢i metodu iz primjera 5.1.

2 1 red Legendreovih polinoma.

. Pronadite stacionarnu temperaturu unutar kugle polumjera a ako se gornji

dio hemisfere drzi na 0° a donji na 100°. Drugim rje¢ima, raspodjela
temperature f(6) je dana s

_Joe, 0<0<m/2
f(@)—{ 100°, w/2<0<m

. Rjesite gornji zadatak ako je f(6) = 2cos? 6 + 3.

. Pronadite elektrostatski potencijal unutar kugle polumjera R kojoj je po-

tencijal na rubu zadan kao V(3 + cos? 6).

. Pronadite elektrostatski potencijal izmedu dviju koncentri¢nih sfera polu-

mjera a i b (b > a) na potencijalima V, i V4, respektivno.

. Jedna treé¢ina pune okrugle plutace polumjera 30 cm pluta na moru. Ako

je temperatura zraka 50° a temperatura vode 25°, pronadite raspodjelu
temperature unutar plutace.

. Kuglina ljuska vanjskog polumjera a i unutarnjeg polumjera b ima raspo-

djele temperature dane s
f(0) =Ti(1—4sin®0+3cos*0)  (r=a),

g(0) = To(1 + 3cos? 0 — 4sin 9) (r=").

gdje su T7 i T neke konstante. Pronadite stacionarnu raspodjelu tempe-
rature svugdje unutar kugline ljuske!

§5.2 KUGLINE FUNKCIJE

RjeSenje pridruZzene Legendreove diferencijalne jednadzbe

2

1— 22

(1 —22)y"(x) — 2z (z) + |11+ 1) — y(z) =0, (5.15)
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¢ine pridruzene Legendreove funkcije, gdje sul € Ny, te m € Z uz |m| < L.
Opéenito rjesenje
y(z) = AP (x) + BQ;" ()

gdje su P/"(x) pridruzene Legendreove funkcije 1. vrste, te Q}"(z) pridruzene
Legendreove funkcije 2. vrste.
Eksplicitna forma rjesenja moze se dobiti poznavanjem P; i Q;, tako da

m dm 1 m dl+m 9

P (x) = (1 —2%)? s Pi(z) = 2071 (1—27)% e (z

-, (5.16)

gdje je u drugom koraku koristena Rodriguesova formula. Potpuno analogna
relacija vrijedi za Q7" (z).
Svojstva pridruzenih Legendreovih funkcija:

(i)
P’(z) = Pi(x), Q) (z) = Qu(x), P(z)=0, za m>1.
v (= m)!
A = (-1 S )

(iii) Parnost
P (—z) = (1) P (x) .

(iv) Vrijednost u x = £1 za m # 0,

P"(£1)=0 za m#0.

(v) Rekurzije..

Pl (@) = o e (@) = T B (a)
(vi) Ortogonalnost
! 2 (I4m)!
P (z)P" = — . 1
| r@rr@ = g i (517)
Kugline funkcije definiramo kao
Yim (0, ¢) = Nim P/™ (cos 0)e™™? (5.18)
gdje normu odabiremo tako da vrijedi
[ A9 0.6) Yiens (0.6) = bunn (5.19)

iz Cega slijedi
2041 (I —m)!
4 (I4+m)!

N = (5.20)
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™ 2m
/dQ:/ sin 6 df do .
0 0

Yoom = (—1)"Yg,,

)

Koristen je zapis

Vrijedi

Primjer 5.8. Pronadite radijalne vibracije sferne membrane polumjera a, koja
je ispustena iz mirovanja, te u poc¢etku definirana funkcijom f(6, ¢).

R. Kreéemo od valne jednadzbe u sfernim koordinatama

vgufig Tg@ + 1 g sinﬁ@ + 1 &7l827u
T r2or or r2sinf 00 o0 r2sin?0 0¢2 2 Ot

Funkcija u predstavlja elongaciju membrane od ravnoteznog polozaja. Kako nas zani-
maju radijalne vibracije trazimo rjeSenje za fiksni r = a, prvi ¢lan u gornjem raspisu
Laplasijana otpada. Separacija varijabli (6, ¢,t) = ©(0)®(¢)T(t) vodi na

6/ 6// 1 <I)” 2

a*T 2
tgh D + O e _ar_
et e Taned AT ’

gdje smo uveli separacijsku konstantu k. Tada

T(t) = Acos (C—kt) + Bsin <c—kt) .
a a

Manipulacija lijeve strane prethodne jednadzbe nam omogucéava da uvedemo drugu
separacijsku konstantu
/ " @//
(ctg@% + %) sin® 0 + k*sin? 0 = e m? .
Tada
®(¢p) = C cos(mo) + Dsin(mo) ,

gdje konszistentnost ®(¢ + 27) = ®(¢) nalaze m € Z. Preostaje jos slijedeca diferen-
cijalna jednadzba

" / 2 m’ _
0" +ctglO’ + | k™ — — 0=0.
sin“ 0

Uvodenjem supstitucije x = cos €
2 2
(l—xz)da—Qx@—é— [ L 0=0,
T T 1—x2

dobili smo upravo pridruzenu Legendreovu diferencijalnu jednadzbu (5.15). U tom
slu¢aju rjesenja postoje jedino ako je k = I(I+ 1), | € Np, te |m| < [. Kako pridruzene
Legendreove funkcije 2. vrste divergiraju u rubnim tockama, rjeSenje u f-smjeru je

©(0) = FP™(cos0) .

Rubni uvjet u:(6, ¢,0) = 0 daje B = 0, pa je ukupno rjesenje

u(0, ¢, t) = Z Z [Ami cos(me) + B sin(ma)] ™ (cos 0) cos(wit)
1

=0 m=—



POGLAVLIE 5. SPECIJALNE FUNKCIJE 186

\/l(l+ )

gdje je w = c. Koeficijenti se mogu pronaci koristenjem relacije ortogonalnosti
za trigonometruske funkcije, kao i one za pridruzene Legendreove funkcije (5.17), re-
zultat je
2041 (1 —m .
A = 25T [ dcosmo) P (coso)£6.6) (5.21)
2041 (1l —m . m
B = =5, Ez n m; /dﬂ sin(me) P/ (cos 0) f (6, ¢) . (5.22)

Primjer 5.9. Povrsina sfere jedini¢nog polumjera drzi se na potencijalu
vg sin? 0 cos(2) .
Odredi potencijal unutar i izvan sfere.

R. Trazimo rjesenje Laplaceove diferencijalne jednadzbe u sfernim koordinatama

Vzu—ig rz@ + LA sine@ +¥@—0
r29r or r2sin 0 00 00 r2sin?0 092

Separacijom varijabli u(r,0,¢) = R(r)©(0)®(¢) u kutnom dijelu dobivamo isto §to i
u proslom zadatku,

®(¢p) = Acos(me) + Bsin(me) ,
O(0) = CP"(cos0) + DQ;"(cos 0) ,
dok je diferencijalna jednadzba u radijalnom dijelu
R’ +2rR +1(1+1)R=0 .
RjeSenja su
R(r) = Fr' + Gr= (1

Regularnost u § = 0,7 nalaze D = 0. U podru¢ju 0 < r < 1 moramo zahtijevati
G = 0, pa je opcenito rjeSenje u tom podrucju

0o 1
u(r,0,¢) = Z Z [Apm cos(m@) 4+ Bim sin(me)] ' P (cos6) .
1=0 m=—1
Rubni uvjet je pogodno zapisati u slijede¢em obliku

u(1,6,¢) = vy sin® 0 cos(2¢) = UoéPQQ(COS ) cos(2¢) .

Uvrstavanjem eksplicitne forme rjesenja dobivamo formule za koeficijente od kojih je
samo A2 neidCezavajudi, i iznosi Aza = vo/3. Dakle za r < 1 imamo

u(r,0,¢) = U—;TZPQ (cos ) cos(2¢) = vor” sin” 0 cos(2¢) .
Ako ponovimo isti postupak u podruéju r > 1, dobivamo da regularnost u r — oo
zahtijeva da u radijalnom smjeru postoje samo negativne potencije, te da je jedini
neidéezavajuéi koeficijent As3 = vo/3. Slijedi

u(r,0,¢) = v—;r%Pg(cos 0) cos(2¢) = :—g sin® 0 cos(2¢) .

5.2 & ZADACI
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1. Prikazite eksplicitnim ra¢unom normiranje kuglinih funkcija ¥;,,(0, ¢) za
maksimalni pozitivni m u slucajevima l =3, =411=25.

2. Eksplicitnim racunom pokazite da vrijedi

l
21 +1
> Yim(O.0)l == — .

m=—I

zal=0,1,2.

§ 5.3 BESSELOVE FUNKCIJE

RjeSenja diferencijalne jednadzbe
a?y" () + 2y (2) + (2* = p?)y(z) = 0, (5.23)

nazivaju se Besselove funkcije.
Oznacimo prvo rjesenje s J,(x), koje se jos naziva Besselova funkcija 1. vrste.
Ovisno o karakteru konstante p za drugo rjeSenje imamo slijede¢u situaciju.

i) Ako je pu ¢ Z tada je J_,(z) linearno nezavisna funkcija od J,(z), pa je
ukupno rjesenje

y(x) = Cidu(z) + Cod_,(z) .

ii) Ako je p = m € Z, tada je J_,,(x) = (=1)™Jn(z) linearno zavisno
rjesenje. Ukupno rjesenje je

y(z) = C1dm(z) + CoNpy ()

gdje je Np,(z) Neumannova funkcija, ili Besselova funkcija 2. vrste te
glasi
Ny(z) = Tim Jyu(z) COS.(TK',U) —J_u(x) .
p—m sin(mp)

Kao alternativni zapis, ponekad se koriste Hankelove funkcije
HI () = Jpu () £ iN,(z) .
iii) Ako je u? = n(n + 1) onda su rjesenja sferne Besselove funkcije
y(z) = Crjn(z) + Conp () ,
gdje su

Jn@) = 5oy @) (@) = o Ny (@) = (<) 2T (@)
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RjeSenja diferencijalne jednadzbe

2?y"(a) + 2y’ (2) — (2 + p)y(z) = 0,
¢ine modificirane Besselove funkcije
y(x) = C1l,(z) + C2 K, () ,
koje su na slijedeéi nacin vezane na Besselove funkcije

I—u(m) - Iu(x) .

T
I T
2 sin(pum)

() =i, (i) K,(z) = Ei”'HHF(Ll)(ix) _

2

Besselova funkcija J,(x) moze se dobiti Frobeniusovom metodom. Ekspli-
citna forma kao razvoj u red dana je s

J (1) i 5.24
wlo) = 1;)(— ) pIT(p +p+ 1)20+20 (5.24)
Ponekad je korisna i integralna reprezentacija
1 [ .
Im(x) = f/ dr cos(mt — xsinT) . (5.25)
T Jo

Neka svojstva Besselovih funkcija

Navesti ¢emo neka korisna svojstva Besseleovih funkcija u slucaju kada je
uw=me€Z.

(i) Dok je Besselova funkcija regularna u ishodistu Jo(0) = 1, te J,,(0) = 0,
Ym € N, Neumannova funkcija divergira lim,_,o N,,(z) — —o0, VYm € Z.

(ii) Asimptotsko ponasanje (z > !n — 7|

Im(z) = {/ — cos (x - % - %) ) (5.26)
Np(z) — 2 sin (x - % - %) (5.27)

(iii) Deriviranje, odnosno integriranje Besselovih funkcija

d m m d —m —
I (@)] = 21 (@), I (@)] = 2 g (2)
(5.28)
Korisna posljedica gornje relacije
, 1
I (@) = S [Im-1(2) = Jmt1(2)] (5.29)

(iv) Rekurzija
Im—1(x) + Imt1(z) = 7Jm(x) . (5.30)
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(v) Ortogonalnost
! 1
| e 20 1 0) = 560208 (5.31)
0

gdje su AU nultocke Besselove funkcije J,, ().

(vi) Wronskijan rjeSenja

Tula) @) — Ty () = ~ 22T (5.82)
T2 N () = T ()N () = (5.33)

Opcenitu funkciju mozemo razviti u red preko neke Besselove funkcije J,,
fla) =Y Apm(AMa) (5.34)
p=1

gdje su /\,()m) pozitivne nultocke J,, (x). Koeficijenti A,, se dobiju koristeéi (5.31)

1
A, 2 o /0 2T (A ) f(2) da . (5.35)

J72n+1 ()‘P

Sferne Besselove funkcije mogu se zapisati u zatvorenoj formi, tako npr.

. sinx Ccos T
Jo(x) = > no(z) = — -

Primjer 5.10. Razvijte funkciju f(x) = 1 u red po Besselovoj funkciji m =
0,1,2.

R. Za f(z) =1, iz formule za koeficijente (5.35) treba rjesiti slijededi integral

Agm™

! 1
I (A™)Vda = / t T (t)dE .
Rt e A0

Za m = 0 imamo
A (0)
/ Dot dt = th )y =AY HAY)
0

gdje smo koristili svojstvo (5.28). Tada

_ 2 AP Jl(AS’)): 1 2
o0 (W) T (AP) AP

Za m = 1, relevantni integral je

AGD

A Ap 1) 7 @ ?
/ tI () dt = —tdo(1))" + / Jo(t) dt = =2 To(AD) + / Jo(t) dt |
0 0 0



POGLAVLIE 5. SPECIJALNE FUNKCIJE 190

gdje smo u prvom koraku koristili parcijalnu integraciju. Posljednji integral se ne moze
rjesiti analiticki, pa je koeficijent

ALY

2
%z[ﬁw%ww+/

D)2 2(AD) 0 %@4

Konac¢no za m = 2

A2 A2 NG
[ e (22)7 - [P (20
0 0 0

A2
= PO <2 [ =2 2008 AP AOP)
0
gdje smo u prvom koraku koristili parcijalnu integraciju, a u posljednjem (5.28). Tada
je
2

A= —m————
p(ﬁ&@@%[

2~ 2J,(A2)) — ,\;2>J1(A;2>)] .

Primjer 5.11. Pronadite titranje kruzne membrane polumjera a uévrséene na
obodu. Pocetni uvjeti za elongaciju membrane u(r, ¢,t) u cilindri¢nim koordi-
natama su dani preko opcenitih funkcija

U’(Ta ¢7 0) = f(rv ¢) ’ ut(rv ¢v 0) = g(ra ¢) .
R. Valna jednadzba u cilindri¢nim koordinatama dana je kao
1
Upyr + ;ur + ﬁuq&qﬁ - C?utt .

Koristeé¢i metodu separacije varijabli u(r, ¢,t) = R(r)®(¢)T'(¢) dolazimo do slijededeg

izraza .
R' 1R 19" 1T
RrRTES T eT

gdje smo uveli separacijsku konstantu k. Tada, vremenski dio rjeSenja postaje

—k?

T(t) = A1 cos(wt) + By sin(wt)
gdje je w = ck. Sad imamo
5 R// R/

¢//
r §+T§+k‘2r2=—$:

gdje smo uveli novu separacijsku konstantu A\. Kutni dio rjesenja je

)\2

D(¢p) = C1cos(Ap) + Dy sin(Ag) .

Uvjet konzistentnosti ®(¢) = ®(¢ + 27) nalaze da je A = m € Z. Preostaje radijalna
jednadzba
r?R"(r) + R (r) + (K*r* —=m*)R(r) =0 .

Uvodenjem bezdimenzionalne varijable x = kr imamo R(r) = R(z/k) = y(z)

2y (z) + 2y (2) + (z* = m*)y(z) =0,
§to prepoznajemo kao Besselovu diferencijalnu jednadzbu. Stoga

y(x) = Fidm(x) + G1Nm(z) |
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odnosno

R(r) = Fidm(kr) + Gi Ny (kr) .
S obzirom na to da Neumannova funkcija divergira u ishodistu, regularnost rjeSenja
specijalno i u toj tocci nalaze Gi = 0. Na dalje, rubni uvjet u(a,$,t) = 0 uvodi
diskretizaciju separacijske varijable k: Jn,(ka) = 0. Ako s o'y oznagimo s-tu nultocku
m-te Besselove funkcije, imamo da je ks = ozm>/a Ukupno rjeSenje je stoga dano s

u(r, ¢, 1) i i Im ( () T) {[Ams cos(wmst) + Bums sin(wmst)] cos(ma)

m=0 s=1

+ [Cins co8(Wmst) + Dms Sin(wmst)] sin(m¢)} .

Pocetni uvjeti daju slijedec¢a ogranicenja

oo oo 0
u(r, ¢,0) = f(r,¢) = Z Z Im ( ;" > [Ams cos(me) + Crmssin(me)] ,  (5.36)

m=0 s=1

oo oo

ue(r, ¢,0) = g(r,¢) = Z Z Im (ag,f) 2) Wims [Bms cos(me) + Dps sin(me)] .

m=0 s=1
(5.37)
Iz ovih jednadzbi mozemo odrediti nepoznate koeficijente, §to ¢emo i pokazati ekspli-
citno na jednom primjeru. Sume po indeksu m se lako rijesimo projekcijom na pripadni
Fourierov mod. Npr. ako (5.36) pomnozimo s cos(n¢) i integriramo po fo% d¢, slijedi

(S)

f0‘¢)00%n¢ dg = }jtl < .

) Ansﬂ‘(l =+ 5n0) .

(p)
U slijede¢em koraku pomnozimo s rJ,, (%r), te integriramo po foa rdr

27 a(p)
/ cos(ng) d(;S/ drrdn, flr, o)
0 S
a (s) (p) 2
Qo (077 a
></0 drrd, (a )Jn< . 7') = Awpr J2 (0P .

gdje smo koristili ortogonalnost Besselovih funkcija (5.31). Sada se posljednji izraz
lako invertira

2 1 27 O[(p)
A S sva) @ @U-/1 CO“"¢XA P < a T)

Preostale koeficijente dobijemo analogno.

> Apem(1+ 60)

1

Primjer 5.12. Pronadite transvenzalne vibracije lanca duljine L ako je pocetni
polozaj zadan funkcijom f(z), a poCetna brzina definirana s g(x).

R. Imamo sli¢nu situaciju kao kod niti ¢iji je jedan kraj slobodan. S druge strane,
bitna je razlika sto lanac nije elastiCan, pa napetost niti potjece od gravitacije. To
zna¢i da napetost u nekoj tocci lanca x ovisi o tome kolika je masa lanca ispod te
tocke, drugim rije¢ima T'(z) = pgzx, gdje je px efektivna masa dijela ispod tocke z, a
p gustoca lanca. Valna jednadzba se pritom modificira (vidi Primjer xx u slijede¢em
poglavlju)

u 0 { ( )8u} 0T du 0%u

Por oz |T® o | " ar o T T @z -
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Ako uvrstimo izraz za T, imamo
u = g(ug + TUsT) .
Separacija varijabli u(z,t) = X (z)7T(t) vodi na
17 X X" 5
—_—_— = — = —)\
7T X ' 'X ’
gdje smo uveli separacijsku konstantu A.
Vremenski dio rjeSenja je

T(t) = Acos(y/gAt) + Bsin(\/gAt) .

Za prostorni dio imamo slijede¢u jednadzbu

X"+ X' + XX =0. (5.38)
Uz supstituciju s = 24/z, imamo

_ax _2ax
T dr " sds’

pa jednadzba (5.38) postaje

2 2
X' () Xy = TX __4dX 4 X

dxz? s3ds = s2 ds?’

d*X dX
2 2 2

kel -0.
2 +s S+)\sX(s) 0
Uvodenjem u = As kona¢no imamo

d’X | dX

2 2y

U pIE +u—du +u'X =0,

S$to je Besselova diferencijalna jednadzba 0. reda, vidi (5.23). RjeSenje u z-smjeru je

X(z) = CJo(20/T) + DNo(2M\/7) .

S

Da bi rjesenje bilo regularno u z = 0 zahtijevamo D = 0. Rubni uvjet u(L,t) = 0
nalaze da separacijska konstanta poprima samo vrijednosti dane jednadzbom Jy (2>\ﬁ) =
0. Ako s a; oznagimo j-tu nultocku Besselove funkcije Jo, vrijedi \; = a;/2V/L.
Ukupno rjeSenje je

u(a, t) = ijo (aj\/%) [A]- cos (@%t) + Bjsin (\/%%t)] .

Koeficijenti se odreduju pomoéu relacije ortogonalnosti (5.31)

Teorem 5.1. Metoda stacionarne faze za neku funkciju f(t) na intervalu [a, b]
dagje priblizni oblik integrala

b i(zf(to)£%)
I= / W g(t) dt — 1| 2 g(te) e (5.39)
a T |f"(to)]

gdje je to definiran pomocu jednadzbe f'(to) = 0, te vrijedi f'(t) # 0 za svaki
t # tg, te f"(to) # 0. Gornji predznak u eksponentu vrijedi za f"(tg) > 0, dok
dongi vrigedi za f"(tg) < 0. Konacéno, gornji izraz vrijedi u granici * — 0o.
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Primjer 5.13. Pomo¢u metode stacionarne faze pronadite asimptotsku formu
Besselove funkcije.

R. Integralna reprezentacija Besselove funkcije (5.25) moze se napisati kao

1 2 1 T 1 T )
Jm($) _ 27 / et® sin 96 im0 do = 27 eiesin 06 im6 d0+27 e iwsin Gezme do .
T Jo T Jo T Jo

Ako oznagimo f(6) = sin 6, te g(8) = e~"™?, prvi integral mozemo izracunati koristenjem
(5.39). Imamo f'(0) = cos 0, pa je 0y = 7/2, te f”(6p) = —1. Slijedi

Ky
1 etrsind —imd g4 i1 /Ql e imY ei(z*%) = 1 lei(zf%f%) .
2m Jo 2rV o 2

Drugi integral izra¢unamo analogno

i WefizsinQeime do — 1 le*i(z*%*%) 7
2m Jo 2V nx
pa ukupno imamo
nmw
Im(x) — —cos(z—f——)
m () — 5

Primjer 5.14. Jednostavno matematicko njihalo mase m na pocetku ima du-
ljinu Iy i otklonjeno je za kut 6y od vertikale, te iz tog polozaja otpusteno. Ako
se duljina njihala povecéava kao I(t) = lp + €t, € > 0, pronadi polozaj njihala u
bilo kojem t. Pretpostavimo da su titranja mala.

R. Diferencijalna jednadzba za matematicko njihalo glasi

. _d 2 df
—mgsin 0l = i (ml E) .

Uzimajuéi u obzir da [ ovisi o ¢, dobivamo
10 + 206 + gsin 6 .
Uz pretpostavku malih titranja sin 6 = 6, te uvodenjem varijable x = lo + €t, imamo

d?e o g
2

Supstitucija 8(z) = y(z)/+/z vodi na

do 1 —3/2 —1/2 dy
de 2" yra dr -~
d’0 _3 —5/2y_x—3/2@+$—1/2@

de? — 4" dw da?
Uvrstavanjem gornjih izraza, jednadzba (5.40) postaje

P Ad dy 1 gz .
3Cdac2+acclﬂc+ +e y=0.

Uz dodatnu supstituciju z = QEﬁ \/Z imamo

dy _ 29 dy

de  €zdz’
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d*y _ 4g% 1 < 1dy d2y>

de? €t 22\ zdz | d2?
Sto daje
d*y | dy
2 2
4y, Y 1)y =0.
zdz2+zdz+(z Jy=0

Dobili smo Besselovu diferencijalnu jednadzbu 1. vrste. RjeSenje je
y(2) = AJi(2) + BN (2) ,

odnosno u pocetnim varijablama

wozgi—fPL<%EWEIQ+Bm(2QﬂﬁIQ}

Vi + et
Sad valja uzeti u obzir pocetne uvjete: 8(0) = 6o, te (0) = 0. Tmamo
1 2\/910) (2\/%)}
0(0) = 0 — —— |AJ, (Y90 4 N, (290 | 5.41
=00 = = [an (24 e (o4
te

60) = 0 = —S15" (A% + BN + Y2 (A7} + BNY)
0

gdje smo radi sazetosti ispustili argumente Besselove i Neumannove funkcije, te Ji(x) =

%, te sli¢no za Neumannovu funkciju. Ako u posljednji izraz uvrstimo (5.41), imamo

AJ; + BN =

DO ™
gl

§to zajedno s prvom jednadzbom
AJy+ BN1 = Viobo ,

¢ini linearni sustav za A i B. RjeSenje sustava je

A _ Ap
A=7x B=7a
gdje je
e 1 /
Aa=0 E—N — VIoN
A 90(2\/§ 1 lo 1)»
, e 1
Ap =0y (\/loJlfff(h),
2./

€
7/ glo ’

gdje smo koristili svojstvo (5.33). Koristenjem izraza (5.29) i (5.30), imamo

N, = ¢ (Nl _ LVQZONQ) 7
2/ glo €

A=J N —JiNi = —

pa je
™
A=—6

!
ION, .
€

Na slican na¢in dobijemo

1
B =g, VI,
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Ukupno rjeSenje je stoga

+ (2*/970) M (iﬁmﬂ .

€

5.3 & ZADACI

1. Koristedi integralnu reprezentaciju Besselove funkcije (5.25) dokazite Jacobi-
Anger identitet

S
eiz cos(p) _ Z ’Lan(Z)eln¢,

n=—oo

te pokazite potom srodne identitete

a) cos(zcos @) = Jo(z) + 2 00 (—1)"Jan(2) cos(2ne),
b) sin(zcos¢) = =237 (=1)"Jap—1(2) cos((2n — 1)9),
c) cos(zsing) = Jo(2) + 2307 | Jon(z) cos(2ne),
d) sin(zsing) =230 | Jop—1(2) cos((2n — 1)¢).
2. Razvijte funkcije f(x) = x te g(x) = 2% u red po Besselovoj funkciji
m=0,1,2!

3. Kruznoj plo¢i polumjera a obod odrzavamo na temperaturi nula, a poc¢etna
temperatura zadana je funkcijom f(r, ¢). Pronadite temperaturu ploce u
svakom trenutku!

4. Pronadite titranje membrane oblika kruznog vijenca (polumjeri a i b, a >
b), ako je membrana ispustena u titranje iz mirovanja, uz pocetni oblik
zadan funkcijom f(r, ¢).

5. Lanac duljine 1 m visi s jednog kraja. Pocetni pomak lanca je napravljen
pomicudéi njegovu sredinu za 5 mm, drzeéi donji kraj fiksnim, iz polozaja
mirovanja.

a) Koje su frekvencije prva tri normalna moda?
b
c

d

Nacrtajte krivulje prva tri moda.

)
)
) Odredite gibanje lanca w.

) Aproksimirajte ukupno rjesenje s tri ¢lana u razvoju, te diskutirajte
gibanje lanca.

6. Koristeci asimptotsku formu Besselovih funkcija pokazite da u granici € —
0, rjesenje zadatka 5.14 poprima oblik

cos(wot) , wo = g

0t) = 07— Io
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7. Pronadite stacionarnu raspodjelu potencijala unutar Supljeg cilindra po-
lumjera R i duljine d. Jedan kraj cilindra i plast cilindra drze se na
potencijalu nula, dok se drugi kraj nalazi na potencijalu Vj. Pronadite
potencijal svugdje unutar cilindra!

8. Metalni cilindar nalazi se u podru¢ju 0 < r <lteO0<z <4 gdjesuriz
cilindri¢ne koordinate. Oplosje i baza cilindra odrzavaju se na temperaturi
0. Ako je vrh cilindra na temperaturi danoj s f(r) = Ty(1 — 72), gdje je
Ty neka konstanta, pronadite temperaturu svugdje unutar cilindra.

9. Temperatura kugle polumjera R je u poc¢etnom trenutku zadana kao
2
1- i cosf cos ¢. (5.42)

Pronadite temperaturu kugle u bilo kojem kasnijem trenutku!



Poglavlje 6

Varijacijski ra€un

§6.1 RACUN BEZ OGRANICENJA

Varijacijski ra¢un bavi se pronalazenjem ekstrema funkcionala. Funkcional je
funkcija funkcije tj. preslikavanje iz skupa funkcija u skup brojeva. Fizi¢arima
najbliskiji je tzv. funkcional akcije iz klasicne mehanike, dan kao integral La-
granzijana. U ovom poglavlju sasvim opéenito kre¢emo od funkcionala Iy, y']
zadanog kao

b
Iy, y'] = / F(z,y,y')dw, (6.1)

gdje pretpostavljamo da je funkcija F'(z,y,y’) dva puta diferencijabilna po
svojim argumentima. Trazenje ekstrema I[y,1y'] svodi se na rjesavanje Euler-

Lagrangeovih jednadzbi
oF d (OF
— - — (=] =0. 2
oy dx(ay/> 0 (6:2)

Kao specijalne sluc¢ajeve navedimo dvije situacije. Ako F' ne ovisi o y tada (6.2)
postaje

OF
a—y/ = konst. . (6.3)

Na dalje, ako F' ne ovisi eksplicitno o z tada imamo tzv. Beltramijev identitet

OF
F — y,@ = konst. . (64)

Primjer 6.1. Mjehur od sapunice razapet je izmedu dva obruca. Pronadite
krivulju koja definira oblik mjehura zahtijevaju¢i da je njegova povrSina mini-
malna.

197
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R. Infinitezimalni djeli¢ povrsine

dA = 2myds = 2wy+/dx? + dy? = 2wy+/1 + y2dz .

Zadatak je varirati slijedeé¢i funkcional
o
Aly] = 27r/ yv1+y2de, (6.5)
T

gdje trazimo funkciju y(z). Rubne tocke varijacije dane su s (z1,y1) i (z2, y2). Koristenjem
Euler-Lagrangeove jednadzbe (6.2) imamo

Y

S,
V1i+y:
Invertiranjem dobivamo
dy_ ¢
dr — \| & '

Integral gornje jednadzbe dan je s

y(z) = cich (‘” = 02) . (6.6)

Cc1

Konstante integracije c1,2 fiksiraju se zahtjevom da na rubovima funkcija mora zado-
voljavati y(z1,2) = y1,2.

Radi ilustracije ograni¢avamo se na specijalan slucaj y1 = y2 = 1, te x1 = —x2 =
—xo. Tada je lako pokazati da je co = 0. S druge strane

1=cich <@> , (6.7)

C1
predstavlja jednadzbu za c;. Kako izgleda c¢; kao funkcija od x¢? Deriviranjem pos-

ljednjeg izraza po c¢; slijedi
1 = 2osh (ﬂ) . (6.8)
C1

Numericko rjesenje sustava (6.7)-(6.8) predstavlja maksimum implicitno zadane kri-
vulje (6.7), daje x5 /e1 = 1.1997, odnosno c¢; = 0.5524 te zg'** = 0.6627. To znadi
da za o < 2™ jednadzba (6.7) ima dva rjeSenja za c1, u g = g™ ima samo jedno
rjeSenje, dok za xo > x5 nema rjeSenja. U podru¢ju u kojem postoji viSe rjesenja,
fizikalno rjesenje odredeno je zahtjevom da je povrsina minimalna. Ako (6.6) ubacimo
natrag u (6.5) slijedi

z0 )
A:47r/ y\/1+y§dx:47rc1/ ch? <w—0) dz = 7c? [sh (@)4’2&}
0 0

C1 C1 C1

Dva rjesenja fizikalno odgovaraju plitkoj i dubokoj krivulji. Kako je duboka krivulja
ona vece povrsine, fizikalno stanje mjehura od sapunice je uvijek plitka krivulja. Valja
napomenuti da kako povecavamo udaljenost medu obru¢ima, za odredeni z¢ nailazimo
na tzv. Goldschmittov diskontinuitet, gdje je A = 27, te nakon kojeg mjehur od
sapunice pukne.
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§6.2 LAGRANGEOVI MULTIPLIKATORI

U slucaju kada imamo probleme s ogranic¢enjima koristimo se metodom Lagran-
geovih multiplikatora. Ako je uz pocetni funkcional (6.1) zadano ogranicenje
oblika

b
meki/Gwﬂw%m:o7 (6.9)

metoda Lagrangeovih multiplikatora nalaze da se rjeSenje nalazi trazenjem ek-
strema pomoc¢nog funkcionala

b
Kby = [ ) + 366, (6.10)

gdje se konstanta A\ naziva Lagrangeov multiplikator te se dobiva uvrstavanjem
rjesenja maksimizacije (6.10) natrag u (6.9).

Primjer 6.2. Pronadite oblik homogene niti (lanca) linearne gustoce p i du-
ljine I, objesene o dvije zadane tocke (—a,hy) i (a,hs) koja slobodno visi u
homogenom gravitacijskom polju s akceleracijom g.

R. Potencijalna energija sustava

E=/dmgy=pg/ yv1+yidz,

—a

je veli¢ina koju Zelimo minimizirati. Ogranicenje je dano s
I= / ’ V1+y2de .
Funkcional koji se varira je dan s
B=pa [ oTFidnia(1- [ VTFias)

gdje smo uveli Lagrangeov multiplikator A\. Ako definiramo

F(y,yz) = pgyv/1+ 3+ A/1+42

tada Beltramijev identitet (6.4)

oFr
Feyoi—=c,
Y g =
vodi na
(L+y2)lpgy + X — (pgy + Nyz] = /1 + 42,
odnosno

(pgy +N)° =c*(1+y2),

gdje je c konstanta koju treba odrediti. Gornju jednadzbu mozemo integrirati

1
Ly :/d%
pg ) (4 —1)1/2
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¢ime je njeno rjesenje

pm”+A._d1<xfk> , (6.11)

c <
pg
a je k nova konstanta koju valja odrediti.
U problemu trenutno imamo tri nepoznanice: ¢, k i A\, gdje éemo k i A odrediti iz
rubnih uvjeta. Promotrimo specijalnu situaciju u kojoj je h1 = he2 = h. U tom slucaju
lako je uvjeriti se da je k = 0. Lagrangeov multiplikator je tada

2o (),

$to mozemo staviti u (6.11) da dobijemo ukupno rjesenje
y(z) =h+ £ [ch (@) —ch (%)]
Py c c
Preostala konstanta ¢ dobiva se iz ograni¢enja
e 2
=/ \/1+y%da€=/ ch (pg:z:) dx:—csh(@) .
—a - Py c

Napomenimo da ako je | > 2a posljednja jednadzba nema rjesenja.
Uzmimo sad h = 0. Za analizu, zgodno je rjesenje skalirati tako da { = 2%,
odnosno u = z/a

a
MMZEM@M—ﬁﬂ-
Uz | = da jednadzba ograni¢enja postaje

sh¢é = gd

Ako je 6 = 2, tada je £ = 0, te je nit jednostavno ravni pravac, odnosno
li =0.
Jim 4(0) =0
S druge strane ako je § > 2, imamo { — oo, te
lim y(0) = —oc0 ,
£—o00

odnosno nit maksimalno visi.

Primjer 6.3. Pronadite povezanu homogenu raspodjelu materije, dane ukupne
mase M (ili naboja Q) takvu da je klasi¢no gravitacijsko (ili elektri¢no) polje
maksimalno u danoj tocki. Ishodiste bez smanjena opéenitosti smjestite u za-
danu tocku.

R. Koristiti éemo oznaku M za ukupnu masu objekta

M = /d3rp(r)

!
r—r

E=k | & 22
/ h—ﬂPh—W

za gravitacijsko polje E, iako obje veli¢ine mogu i predstavljati naboj Q, te elek-
tri¢no polje, respektivno. Interpretacija gustoée p(r) kao gustoée mase ili naboja, te
specificna vrijednost konstante k razlikuje jednu od druge situacije.

Pretpostavimo da je

te izraz
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i) tijelo prislonjeno na toc¢ku u kojoj trazimo da je gravitacijsko polje maksimalno,
ii) oblik tijela aksijalno simetrican.
Iz drugog uvjeta vidimo da ¢e tijelo biti prikladno izgraditi od naslaga diskova razli¢itih
polumjera.

Slijedi da prvo ra¢unamo gravitacijsko polje diska polumjera R i neke homogene
povrsinske raspodjele . Ako disk stavimo u ishodiste koordinatnog sustava, te polje

trazimo u nekoj toéci —z, gdje je z > 0, imamo r' = (2',9’,0), te r = (0,0, —2).
Gustoca diska je p(r') = 06(2)0(R — '), gdje je masa diska m = cR*w. Iznos polja
diska je

o0 o0 2w , kzo
Faie(2) :/70o dz’/o dr’r’/o d¢’6(z’)9(R—T)W

R ’ /
:27rkaz/ (L:Qk 1-— !
0

i, N
12 213/2 R2
72 + 22) /11 %:

Ako oznacimo polumjer jednog diska debljine dz na udaljenosti z od ishodista s s(z),
te njegove masu s dm, tada je polje jednog diska

2k 1
s4(z 14+ sz(Qz)
Vrijedi dm = ps?mdz, gdje je p volumna gustoéa trazenog tijela, pa je po principu
superpozicije polje nakupine diskova koje ¢ine trazeno tijelo

> 1
E(z) = 2wkp 1— ——— | dz .
0 T
22

Ovu jednadzbu shvac¢amo kao funkcional E[s] koji valja varirati da bi pronasli profil
tijela zadan s za sad nepoznatom funkcijom s(z). Ogranicenje je

M:/dm:pﬂ'/ s%(2)dz .
0

Uvodimo Lagrangeov multiplikator A da bi definirali problem bez ogranicenja

6.2 & ZADACI

1. U problemu 6.1 mjehura od sapunice pronadite udaljenost medu obruc¢ima
2z za tzv. Goldschmittovo rjeSenje gdje je povrSina sapunice A = 27
(za jedini¢ni polumjer).
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Dodatak A

Nejednakosti

U ovom poglavlju ¢emo obraditi nekoliko osnovnih nejednakosti.

§ A.1 NEJEDNAKOST TROKUTA

Teorem A.l. Za kompleksne brojeve z1,z9 € C vrijede sljedeée nejednakosti

|lz1] = |22l| < |21 & 22| < |21 + |22 (A1)

DoxkAz : Polazimo od sljedece jednakosti
|21 + 22]® = (21 + 22) (21 + 23) = |21]* + |22|” + 2Re(2123)
Kako uvijek vrijedi Re(z) < |z|, imamo
Re(z122) < |z123] = |21][22]
pa je
|21 4 22 < |z + |22 + 2|21 22| = (|21] + |22])°
odakle slijedi jedna od trazenih nejednakosti. Dakako, zamjenom ze — —zs odmah
imamo i
|21 = 22 < (J21] + | 22])”
Nadalje, primjenimo li upravo dokazanu nejednakost na par kompleksnih brojeva zs i
z1 — z2, dobivamo
|z1] = |22 + (21 — 22)| < 22| + |21 — 22
odnosno
21| = [22] < |21 — 22]
Desna strana nejednakosti je simetriCna na zamjenu z1 <> 22, pa slijedi i preostala
nejednakost. O

203
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Korolar A.2. Upotrebom prethodnom teorema, matematickom indukcijom sli-
jedi da za konacan podskup kompleksnih brojeva {z1, ..., z,} C C vrijedi sljedeéa
nejednakost,

|21 42| <z o |2 (A-2)

§ A.2 JENSENOVA NEJEDNAKOST

Definicija A.3. Za preslikavanje f : R — R kazemo da je konveksno na inter-
valu I C R ako za svaki par a,b € I isve t € [0, 1] vrijedi

flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b)

Obratno, ukoliko za svaki par a,b € I i sve ¢ € [0, 1] vrijedi

flta+ (1 =1)b) = tf(a)+ (1 —1)f(b)

kazemo da je preslikavanje f konkavno. Ukoliko za sve a,b € I, takve da je
a # b, vrijedi stroga nejednakost kazemo da je preslikavanje strogo konveksno,
odnosno, strogo konkavno.

Geometrijsko znacenje ovih definicija jest da je graf strogo konveksne (konkavne)
funkcije ispod (iznad) duzine koja spaja tocke (a, f(a)) i (b, f(b)) za svaki par
a,b € I. Konveksna i konkavna preslikavanja su povezana narednom lemom.

Lema A.4. Preslikavanje f : R — R je konveksno akko je —f konkavno pres-
likavange.

Koristan kriterij pri odredivanju konveksnosti preslikavanja daje sljedeca
lema (za dokaz vidi [Mit70], poglavlje 1.4),

Lema A.5. Preslikavanje f : R — R klase C? je konveksno na intervalu I C R
akko je f"(x) >0 za sve x € 1.

Tehnicka primjedba: ukoliko je preslikavanje f konveksno na intervalu I,
te neprekidno u jednoj ili obje tocke na rubu intervala I, tada je u interval
konveksnosti moguée ukljuciti i te tocke. Primjerice, lako se provjeri da su Inx
na intervalu (0, 0o), sin  na segmentu [0, 7], cos z na segmentu [7/2, 7/2] i —tgx
na poluotvorenom intervalu [0, 7/2) konkavne funkcije.
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Teorem A.6. (Jensen, 1906.) Neka je f : R — R konveksno preslikavange

na intervalu I C R. Za svaki konacan skup realnih brojeva {xz1,...,z,} C I
i nenegativnih realnih parametara {ti,...,t,}, takvih da je t1 + -+ +t, = 1,
vrijedi

f (itz) < itif(a:i) (A.3)

Ako je [ strogo konveksno preslikavanje tada je i nejednakost stroga osim ako
vrijedi x1 = - -+ = T, kada se gornji izraz pretvara u trivijalnu jednakost.

DokaAz :  Tvrdnju ¢emo dokazati pomoéu matematicke indukcije. Slucaj n = 2 je
tocan prema definiciji konveksnog preslikavanja. Pretpostavimo da je tvrdnja to¢na
za n = k i promotrimo n = k + 1 slucaj,

k41 k k .
f(ztzwi) = f(tk+1$k+1 + thxz) = f(tk+1$k+1 + (1 —tpt1) Z B xz) <
i=1 i=1

71 —ten

k
li
<trsrf(@rr) + (1 - tk-H)f(Z T ter: xz) <
i=1

k ) k+1
< tk+1f(xk+1) + (1 — t}c+1) Z 1_7571;“ f(l’z) = thf(l’z)

gdje prva nejednakost vrijedi zbog konveksnosti preslikavanja f. Ukoliko je preslikava-
nje f : R — R strogo konveksno, tada u bazi indukcije polazimo od stroge jednakosti.

O

Teorem A.7. (A-G-H nejednakost) Medu aritmetickom, geometrijskom i
harmonijskom sredinom konacénog skupa realnih pozitivnih brojeva {x1,...,2,}
vrijede sljedece nejednakosti,

1+ -+, . n

n B 1y (A-4)

DokAz :  Obje nejednakosti ¢emo dokazati upotrebom funkcije In x koja je konkavna
na intervalu (0, co). Prvo imamo

ln(x1+...+xn) 21n($1)+"'+1n($n) :l

- - nln(xl---xn)zln("x1~~~acn)

S obzirom da je Inx monotono rastuca funkcija na promatranom intervalu, odavde
slijedi A-G nejednakost. Nadalje, imamo

1 1
W <z1 zn) < o)+ W) g

odakle slijedi G-H nejednakost. O
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Teorem A.8. (Suprotna Jensenova nejednakost) Neka je f : R — R
konveksno preslikavanje na intervalu I C R. Za svaki konacan skup realnih
brojeva {x1,...,x,} C I i realnih parametara {t1,...,t,}, takvih da je t; > 0,
t;i<0za2<i<n,tet;+---+t, =1, vrijedi

f(itixi) > itif(l’i) (A.5)

DoxkAz : Uvrstimo li u Jensenovu nejednakost

n n
Do Gif(E) > f( > t}-@-)
i=1 i=1
sljedece brojeve i parametre,

2?7; — 1/t1 ) Z:]_ = Z;‘Lzl t]aj’] s ’L: 1
i 2 <

—ti/ty, 2<i<n U i, <i<n
dobivamo
*f(ztﬂ?y) —> = f(=x) zf(Z—mj —Z*f(l’k)) = f(z1)
t1 . 1 — 1 t1
j=1 k=2 j=1 k=2
Mnozenjem obje strane s t; slijedi trazena nejednakost (A.5). O

Primjer A.1. (Bernoullijeva nejednakost) Za realne brojeve z € R, takve
da je z > —1, te x # 0 vrijedi

a) (14+2)% <14 azx ukoliko je a € (0,1), te
b) (14 x)* > 1+ ax ukoliko je a € (—o00,0) U (1, 00)

R. Funkcija Inz je strogo konkavna na intervalu (0, c0), pa Jensenova nejednakost
(A.3) povlaci

In(au+ (1 —a)v) > alnu + (1 —a) Inv = In(u®v' %)

za sve realne brojeve u,v € (0,00) (takve da je u # v) i a € (0,1). Kako je Inz
monotono rastuca funkcija na promatranom intervalu, slijedi

au+ (1 —a)v > uv' ™

Uvrstimo li ovdje u =1+ z i v = 1 dobivamo nejednakost a). Nejednakost b) pokaze
se na potpuno analogan naéin, upotrebom suprotne Jensenove nejednakosti (A.5).

Primjer A.2. (Kanadska matemati¢ka olimpijada 1995.) Neka su a, b i
¢ pozitivni realni brojevi. Tada vrijedi

a®b’c > (abc) S
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R. Koristeéi konveksnost funkcije f(z) = xInz na intervalu (0, c0) imamo

a+b+c In <a—|—b+c> < alna+blnb+clne  In(a*b’c?)

3 3 3 - 3

S obzirom da je Inz monotono rastuéa funkcija na intervalu (0, co), odavde slijedi

atbtec a+b+c a c
a®b’e > (#) > (\/3 abc) = (abc) 3t

gdje je u drugom koraku upotrebljena A-G nejednakost.

Primjer A.3. Neka su «, i unutrasnji kutovi trokuta. Tada vrijede sljedece

nejednakosti:
a) sina +sin8 +siny < ‘3‘f

b) 1< cosa+cosfB+cosy <3 5,

V3
c) ctga-ctgf-ctgy <5

R. a) Koriste¢i konkavnost funkcije sinz na segmentu [0, 7] imamo

51na+51r§ﬁ+51n'y Ssina+,§+'y :sing— \ég

odakle slijedi trazena nejednakost.

b) Ukoliko su svi unutrasnji kutovi trokuta ostri, koriste¢i konkavnost funkcije
cosz na segmentu [0, 7/2] imamo

cos a + cos B + cosy < Cosoz—i—ﬂ—i—’y —cos™ = 1

3 - 3 32
U protivnom, ukoliko je jednak od unutras$njih kutova tup, moramo promatrani izraz
prebaciti u drugaciji oblik. Kako je v = m — (o + ), upotrebom trigonometrijskih
relacija za dvostruke kutove imamo

cosa + cos B + cosy = cosa + cos B — cos(a + ) =

=cosa—+ cos B —cosacos B+ sinasinf =

=1 — 4sin® §sm2§+4sm§ cos—sméco g
—1—4singsin§ smgsmé—cosgco é
- 2 2 2 2 2 2
:1+4sin%sin§cosagﬁ—1+4sm%sm§sin%

Koristeci ¢injenicu da su svi unutrasnji kutovi u trokutu su razli¢iti od 0 i w, zatim
A-G nejednakost, te konkavnost funkcije sinz na segmentu [0, 7] imamo

— .8 A 3
O<sm%s1n§sml< (Sln2+81n2+sm2) S(sinw) :1

2~ 3 6 8

odakle slijede nejednakosti iz tvrdnje.
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¢) Ukoliko za jedan od kutova, recimo «, vrijedi o > 7/2, nejednakost trivijalno
slijedi jer je tada ctga < 0. Pretpostavimo zato da su sva tri kuta manja od 7/2.
Prvo valja uociti da iz v = 7w — (a + ) slijedi

tga+t
tga+tgﬁ+tg7:tga+tg6—tg(a+,ﬁ):tga+tgﬂ—%:
tga+tg B
= 27T WOF ((toq-t = ¢ tea-tgB=tea-teB-t
1—tga~tgﬁ( go-tgf) gla+p) tga-tgf=tga tgB-tgy

Nadalje, koristeéi ovaj identitet i konveksnost funkcije tg x na poluotvorenom intervalu
[0,7/2) imamo

tgwtgﬁ-tgv:tgaﬂgﬂﬂng3tg%ﬁ+v:3tgg:3\/§

Uzimanjem recipro¢ne vrijednosti obje strane slijedi trazena nejednakost.



Dodatak B

Konvencije, simboli, pokrate

Frazu menegativni cijeli brojevi treba citati “cijeli brojevi koji nisu manji od
nule”, drugim rijec¢ima, nenegativni cijeli brojevi su nula i svi prirodni bro-
jevi. Vazni skupovi brojeva oznaceni su velikim slovima Blackboard Bold fonta
(\mathbb), redom: prirodni brojevi N, nenegativni cijeli brojevi Ny, cijeli bro-
jevi Z, racionalni brojevi Q, realni brojevi R i kompleksni brojevi C. Spe-
cijalno, skup ostataka dijeljenjem s prirodnim brojem n € N oznacavamo sa
Zn =40,1,2,...,n —1}.

akko = ako i samo ako (engleska verzija je “iff” = “if and only if”)

Pojam “funkcije” obi¢no se koristi u nesto Sirem kontekstu od pojma “pres-
likavanje”. Primjerice, sva preslikavanja definiraju neku funkciju (?), medutim,
“delta-funkcija” nije preslikavanje ve¢ distribucija ...

Parcijalne derivacije funkcija mozemo pisati na nekoliko ekvivalentnih naci-

na,
of

%:amf:f,z:fm (B'l)

Mi ¢emo uglavnom upotrebljavati prvi i posljednji zapis, ukoliko ne postoji
mogucénost zabune s z-komponentnom nekog matematickog objekta “f”. Uko-
liko imamo vise derivacije, tada postupamo prema

o3f

0% f 2
81’8:14 - 81 8yf - f,:ty - fLy ) m - aw 8yf - f,uy - f-L-Ly (B2)

Postoje dvije “step funkcije” koje su u upotrebi u literaturi. Kako bi smo ih
¢im jasnije razlucili, ovdje koristimo sljedeée oznake,

0, <0

b)=1 9 <Y gy =L 12, a=0 (B.3)
1, 220 1 x>0

Ove dvije funkcije se, dakle, razlikuju samo u svojoj vrijednosti u x = 0. Funk-
cija H(z) poznata je kao Heavisadeova funkcija (ili Heavisadeova step funkcija),
iako u literaturi (kako bi pomutnja bila veéa) ponekad i prvu funkciju oslovlja-
vaju kao Heavisadeovu.

209
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Bachmann-Landau oznake (njemacki matematicari Paul Gustav Heinrich
Bachmann (1837.-1920.) koji ih je uveo i Edmund Landau (1877.-1938.) koji ih
je popularizirao) O(z) i o(x)
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