Kocenje motociklom

Petar Zugecl

Upravljanje dvokotacnim vozilom poput bicikla i motocikla izvor je bogate fizike.
Iznenadujuce je da medu brojnim zanimljivim pitanjima koja oduvijek veZu uz ovu
aktivnost tek rijetka imaju kratke i jednostavne odgovore, posebno uzevsi u obzir brzinu
kojom je potencijalni vozac u stanju ovladati tehnikama voZnje. Jedno od takvih pitanja
jest: koliko je maksimalno usporenje koje se moZe posti¢i koceci samo straZnjom, samo
prednjom ili objema ko¢nicama?

Udaljenost dodirnih to¢aka dvaju kotaca
motocikla s tlom — iznosa L — te poloZaj
zajednickog teZiSta motocikla i vozaca —
na visini H od tla — medu bitnim su
parametrima za pristup ovom problemu.
Kao $to je prikazano na slici 1, projekcija
teziSta na tlo udaljena je za xL od
uporiSta prednjeg kotata (0 < x < 1).

Takoder je bitno poznavati koeficijent trenja o L

klizanja p; izmedu prednje gume i ceste >

te koeficijent trenja klizanja p, straZnje Slika 1. Pojednostavljena geometrija

gume. motocikla. Naznalene su sile, u sustavu
Tijekom voZnje kota¢ obavlja dva oblika samog motocikla, prisutne tijekom kocCenja.

gibanja — translaciju i rotaciju. Svakome

od ovih oblika gibanja pridruZzen je poseban oblik trenja — trenje klizanja i trenje
kotrljanja. Dok je trenje kotrljanja prisutno u slobodnoj voZnji, tijekom “odmatanja”
gume po cesti, za proces kocenja zaduZeno je trenje klizanja, za djelovanja kojega guma
“struze” po tlu. Iz svakodnevnog iskustva poznato nam je da trenje klizanja uvelike
premasuje trenje kotrljanja. U svjedoCanstvo tome ide Cinjenica da ée se vozilo iz
gibanja mnogo prije zaustaviti koce¢i, pod djelovanjem trenja klizanja, negoli “samo od
sebe”, pod djelovanjem trenja kotrljanja.

Problem promatramo iz neinercijalnog sustava samog motocikla. Na slici 1 prikazane

su sile koje djeluju na motocikl — reakcije podloge N; i N;, sile trenja F,(,l) i F,(,Z),

teZina mg te translacijska inercija ma. Pri tome je m ukupna masa motocikla i vozaca,
g ubrzanje slobodnog pada, dok je a akceleracija, odnosno usporenje motocikla. 1z
zahtjeva za iS¢ezavanjem ukupne sile unutar neinercijalnog sustava motocikla imamo:

Ni + Ny = mg, (1)
za vertikalne komponente, dok za horizontalne vrijedi
ma = F\) + F?. (2)

Ukupnoj sili trenja komponente F, ,<,.l) i F,(,2 ) doprinosit ée ovisno o pojedinom slucaju.

Prisutan je i dodatan zahtjev za i§¢ezavanjem ukupnog momenta sile kako pri kocenju
ne bi doSlo do prevrtanja motocikla preko prednjeg kotaca. Dok je ovaj zahtjev pri
kocenju straznjom ko¢nicom prirodan, pri kocenju prednjom bit ¢e nametnut. Postavimo
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li ishodiSte za izracun momenta sile u to¢ku uporiSta prednjeg kotaca s tlom, moZemo
zapisati

NoL + mav/H? + (xL)? sin 0g = mg~/H?* + (xL)? cos . 3)
Kut o pod kojim se nalazi centar mase sustava oznacen je na slici 1. Clanovi s lijeve
strane jednadZbe teZe podici ¢itav motocikl preko prednjeg kotaca, dok je ¢lan s desne
strane zaduZen za njegovo zadrZavanje na tlu. Budu¢i da reakcija podloge N; djeluje iz
tocke ishodiSta na racun momenta sile, njen doprinos nije prisutan zbog i§¢ezavanja kraka
sile. Vektori obiju sila trenja F fﬁ) (i = 1,2) kolinearni su s pripadnim krakovima sile
7;, stoga i njihov doprinos momentu sile definiranom vektorskim produktom i§¢ezava:

MY =7 x ) =0. 4)
IS¢itavanjem geometrijskih definicija trigonometrijskih ¢lanova iz (3) sa slike 1:
) B H
/7 et -
- xL
cos 0y = m,
izraz (3) pojednostavnjuje se u
N> L + maH = mgxL. (6)

Kocenje straznjom koc¢nicom

Pri kocenju samo straZnjom koc¢nicom, u izrazu (2) pojavljuje se samo doprinos
trenja straznje gume s tlom:

ma=F?. 7

Iznos trenja moguce je regulirati ja¢inom pritiska na papucicu straznje kocnice. Kako
je maksimalno trenje dano umnoSkom koeficijenta trenja i reakcije podloge (tU>N>),
sloboda odabira primjenjivog trenja ograni¢ena je unutar intervala: 0 < F, ,(,2 ) < WaN;.
Razumno je pretpostaviti da ¢e usporenje biti maksimalno upravo u slu¢aju maksimalne

sile kocenja:

Mdmax = ,u2N2- (8)
Izrazavanjem N, iz (6):
Ny = %(ng — aH), 9)
te uvrstavanjem u (8) uz pretpostavku @ = amax:
M max = mT'uz(ng — amaxH) (10)
za maksimalno usporenje dobivamo
ax = M (1D
max L+ qu

Da je pretpostavka (8) doista bila ispravna, pokazuje Izra¢un A unutar izdvojenog
okvira.
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Naposlijetku, zanimljivo je uociti da i za proizvoljno velik koeficijent trenja postoji
gornja granica na usporenje koje se moze posti¢i koceci samo straznjom ko¢nicom:
. gxL
lim amax = =
li—00 max H )
¢emu je uzrok gubitak doticaja straznje gume s podlogom, odnosno “prevtranje” na
prednji kota¢ kako usporenje raste.

(12)

Izracun A

Pri usporenju inercijalna sila prenosi dio teZine motocikla na prednji kotac, pri ¢emu slabi
kontakt straZznje gume s tlom, odnosno reakcija podloge N, opada, $to je i jasno vidljivo iz
izraza (9). Stoga se postavlja sasvim legitimno pitanje je li usporenje iz (8) doista maksimalno
za maskimalnu primijenjenu silu kocenja, s obzirom da je tada reakcija podloge najslabija. Da
bismo odgovorili na ovo pitanje, parametrizirajmo zaista primijenjenu silu trenja efektivnim

koeficijentom trenja ,uefz-])c na nacin
2 2
FY =S, (A1)

pri ¢emu ue(fz} moZe poprimiti vrijednosti s intervala [.Lé%} € [0, ). Uvedena efektivna
vrijednost nije niS§ta viSe od nacina parametrizacije proizvoljno primijenjene sile trenja.
Varirajuci je, cilj nam je odrediti optimalnu vrijednost trenja za koju je usporenje maksimalno.
Po uzoru na izraz (11), usporenje za proizvoljno primjenjeno trenje sada je jednako

o, _ Mgl
a(,ueff) = ﬁ (A.2)
T Hegs

Da bismo odredili moZe li usporenje biti maksimalno za uéf} < U2, provjerit ¢emo postoje
li lokalni maksimumi prethodnog izraza:

2
da(l'éf}) gxL?
@ = Oy (A4.3)
ditgy (L4 HypH)
Uvjet na iSCezavanje derivacije iz (A.3) zahtijeva g)cL2 = 0 $to je nemoguce postici

@

variranjem [ off - Prema tome, izraz (A.2) nema lokalnih maksimuma, stoga je za maksimalne

primjenjive sile kocenja ( ,uéfz} = ) usporenje doista maksimalno.

Kocenje prednjom koc¢nicom

U slucaju kocenja samo prednjom koc¢nicom, izrazu (2) doprinosi jedino trenje
prednje gume s podlogom:

ma = FV. (13)
Ispocetka ¢emo pretpostaviti proizvoljno primijenjeno trenje:
F) =N, (14)

parametrizirano — na nacin opisan u sklopu Izra¢una A (izdvojeni okvir) — efektivnim
koeficijentom trenja [,Li;; : "
Og“eff <ul- (15)
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Unaprijed je potrebno predvidjeti postojanje dvaju kvalitativno razlicitih slucajeva:
I. oba kotaca su na tlu, pri ¢emu za kut ¢ oznacen na slici 1 vrijedi:
o= 0y (16)
II. motocikl se podigao na prednji kotac, pri emu je straZznja guma potpuno izgubila
doticaj s podlogom:

a>o0y) = Ni=mg i N;=0. (17)
Slucajeve rjeSavamo redom.
I. Za oba kotaca na tlu, N, moZemo izraziti iz (1)

Ny = mg — Ny, (18)
te zajedno s (13) i (14) uvrstiti u (6):
(mg — N\)L + ) N\H = mgxL. (19)
Za rakciju podloge N, preostaje
L(1 —
Ny = Tl (20)
L—u,H

dok za pripadno usporenje:

(1) (1)
a(ul)y = Hor _ Borgt =) @
h " L~y H

Kako ,ue(fl; raste, brojnik takoder raste, dok se nazivnik smanjuje, stoga je sasvim ocito

da je — u smislenom podrucju definiranome s a(,uéfl}) > 0 — (21) monotono rastuéa

funkcija. Prividna moguénost divergencije prethodnog izraza uklonjena je fizikalnim
zahtjevom

N; < mg, (22)
iz kojeg uvrsStavanjem (20) u (22) imamo
mgL(1 —x xL
L—p,rH

Kako se maksimum izraza (21) postiZe za najviSu dozvoljenu vrijednost uéfl} , tada je za
stvarni koeficijent trenja y; takav da vrijedi y; < xL/H, maksimalno usporenje jednako
_ gL(l —x)

" L—wH
Slucaj y; > xL/H potpada pod domenu sljedeceg razmatranja.

(24)

II. Buduéi da je za yu; > xL/H trenje izmedu gume i ceste dovoljno da podigne
motocikl na prednji kota¢, potrebno je provjeriti moZe li se za o > 0 postiéi snaznije
usporenje nego li za o = 0. Da bismo to odredili, u (3) uvrStavamo uvjet N, = 0 iz

(17):
mar/H? + (xL)? sin @ = mg+/H? + (xL)? cos ¢, (25)
odakle izravno dobivamo 2

a=—.

tgo
Zanimljivo je primijetiti da sada usporenje ni na koji nacin ne ovisi o koeficijentu trenja
U1, Sto je izravna posljedica zahtjeva da, jednom kada je kut o postignut, ne smije doci
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do daljnjeg prevrtanja motocikla oko prednjeg kotaca. Drugim rije¢ima, da bi se odrZao
stalan kut ¢, primijenjena sila kocenja ne moZe biti proizvoljna, ve¢ parametrizirana
to¢no odredenom vrijedno$éu efektivnog koeficijenta trenja:

o _ 1
= — 27
Hor = o @7
Vratimo li se izrazu (26), primjecujemo da s povecanjem o, odnosno podizanjem
motocikla na prednji kota¢ usporenje opada, s obzirom da je za o < m/2 tangens
monotono rastuca funkcija.

Krajnji zakljucak koji se namece je da, neovisno o iznosu stvarnog koeficijenta trenja
U, usporavanje prednjom koc¢nicom je maksimalno dokle god su oba kotaca na tlu, tj.
o = 0. Pri tome se za ) < xL/H maksimum postiZe pri punom trenju koje je uopée
mogude postiéi, dok za p; > xL/H pri maksimalnom trenju za kojega jo$ ne dolazi do
podizanja straZnjeg kotaca, tj. uz primijenjeni uéfl} = xL/H . Kona¢no, potpuno rjeSenje
za maksimalno usporenje samo prednjom ko¢nicom moZemo zapisati kao

L(1 —x xL
= — U
H' b=g

Kocenje objema kocnicama

Pri kocenju objema koc¢nicama, usporavanju doprinose trenje i prednje i strazZnje

gume:

ma=F) +F?. (29)
Iz analize prethodnih dvaju slucajeva unaprijed znamo da oba kota¢a moraju biti na tlu.
Ponovno pretpostavljamo efektivne koeficijente trenja, odnosno proizvoljno primijenjeno
trenje:

ma = )Ny + pSIN,. (30)
Iz (1) iSc¢itavamo reakciju podloge N,
Ny = mg — N, 1)
koja nakon uvrStavanja u (30)
ma = ,ue(fl; (mg —N2) + ué;;-Nz (32)

vodi na izraz za reakciju podloge N;,

(m
m(a — gl
N, = M (33)
Herr = Hers
Uvrstavanjem prethodnog rjeSenja u (6), znajuci da vrijedi o = o, dobivamo

1
mL(a — gty
1)

@) + maH = mgxL (34)
Herp = Herr
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odakle slijedi ovisnost usporenja o primijenjenim silama kocenja:

Lg[ueff +x(ﬂeff He(fl;)f)]

(35)
L+H(ug) — u))

2
(Ueff ) Nfgf})

Izracun B
Da bismo odredili maksimum izraza (35), provjerit cemo postojanje lokalnih ekstrema.
Uvjet njihovog postojanja zahtijeva:

1 2 2
da(ulf), 1G)) da(pl}) . u))

=0 =0. (B.1)
(1) 2)
diders diterf
Deriviranje po ue(fl])c ,
dalyy, tyy)  Lg[L(l =) + py H] 52
1 - 2 1 :
dugp (L HGL — )P
vodi na zahtjev:
L(1 —
L —x)+ptH =0 = p}) = —% <0 (B.3)

. . g . . 2 g . .
koji ne moZe biti zadovoljen za pozitivan Héff)' Prema tome, ne postoji lokalni maksimum

ovisan o kocenju prednjom kocnicom. Nadalje, deriviranjem po ,uéfz} s

dayy yy) _ Le(xl — gy H) B4)
2 - 2 1 ’
dt,f) L+ Hlugy — )P
preostaje
(1) xL
L — H = = B.
XL — Hopp 0 = ﬂeff "R (B.5)

Ovaj zahtjev moZe biti zadovoljen samo u slucaju kada je stvarni koeficijent trenja [l prednje
gume s tlom dovoljno velik da omoguéi traZenu vrijednost iz (B.5), tj. W > xL/H. U
suprotnom slucaju, predznak derivacija iz (B.2) i (B.4):
da( (1) (2)) da( (1 (2))
HepoBor) Herp> Hery
(1) 2
sy %
jamci da usporenje monotono raste s povecanjem sila kocenja obiju kocnica. Prema tome, za
W1 < xL/H kocenje je maksimalno tijekom najviih primijenjenih sila trenja dviju ko¢nica,

>0 (B.6)

a koje se postiZu za ,uéfl} = U te ,uéfz} = Uy. Ako je, vrijednost traZzenim uvjetom (B.5)
moguce postici, tada uvrstavanjem [.L<;;- = xL/H u (35) preostaje
ng

( ] l'Lef f ) H )
Sto je rezultat poptuno neovisan o sili koCenja straZnje kocnice. Ovakav ishod ve¢ nam je
otprije poznat iz (28) kao kocenje samo prednjom kocnicom pri kojem dolazi do potpunog

gubitka doticaja straZnje gume s tlom, ¢ime je objasnjen nestanak doprinosa straZnje kocnice
iz (B.7).

(B.7)
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Analiza ovoga izraza provedena je Izraunom B u izdvojenom okviru. Krajnji rezultat
razmatranja, odnosno potpuno rjeSenje za maksimalno usporenje objema kocnicama
jednako je

Lg[uy + x(i> — )] 0 < xL

amx = 4 LA — ) - H (36)
gxL S AL
H ) .ul H

Cinjenica da su dva rjeSenja iz (36) uvjetovana jedino koeficijentom trenja prednje
gume vodi na ukupni zakljucak prethodne analize: usporenje je maksimalno kada je
postignuto najucinkovitije koc¢enje prednjom koc¢nicom! Ako pri tome maksimalna sila
kocenja prednje gume nije dovoljna da bi odvojila straZnji kota¢ od tla, tada je potrebno
maksimizirati u€inak svake kocnice zasebno!

Slika 2 prikazuje primjer preklopljenih rjeSenja (11), (28) i (36) za usporenje
pri kocenju straZnjom, prednjom te objema koc¢nicama, respektivno. Za koeficijente
trenja prednje i straZznje gume pretpostavljeno je da su jednakog iznosa p, odnosno

Uy =ty = p. Uz g = 9.81 m/s?, za preostale parametare izabrane su vrijednosti:
L=15m, H=0.6m te x=0.5.

2
a.., [ms’]

=)
A‘I\\II\!ll\\]l\!ll\\]l\!ll\!
.
~

Slika 2. Maksimalno usporenje pri kocenju strainjom, prednjom te objema kocnicama u
ovisnosti o jednakom koeficijentu trenja obiju guma () = Up = ). L= 1.5 m;
H=06m; x=0.5; g=9.81 m/s>. Zavrsni plato predstavlja globani maksimum usporenja
koji iznosi ng/ H = 12.26 m/s. Istoj vrijednosti asimptotski teZi i usporenje samo strainjom
kocnicom, kao Sto je pokazano u (12).

Tako smo krenuli od razmjerno jednostavnog modela trenja, krajnji rezultati pokazali
su se dosta sloZenima. Zanimljivo je primijetiti — iz (12), (28) i (36) — da postoji
apsolutna gornja granica gxL/H na usporenje koje se moZe postiéi, ovisna samo o
geometriji vozila. Rezultati su sasvim primjenjivi na vozila poput automobila, za koje
je grani¢na vrijednost gxL/H mnogo visa, s obzirom da je razmak izmedu kotaca
veéi (Lagto > Lmoto) te je teZiSte niZze (Huuo < Hmoto). Usko vezanom granicnom
vrijedno$éu xL/H za koeficijent trenja prednje gume izdvojeni su rezimi unutar kojih
moze (Y > xL/H) ili ne moZe (U, < xL/H) doéi do podizanja vozila na prednji kotac.
I dok je za motocikle ona dovoljno niska da se kombinacijom kvalitetne gume i dobre
podloge moZe ostvariti uvjet u; > xL/H, za automobile u pravilu vrijedi suprotno:
W < xL/H.
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