Poglavlje 2

Nacelo simetrije u FEC

Kratak pogled na tablicu elementarnih Cestica bit ¢e dostatan da se odgonetne ka-
ko su Cestice klasificirane prema ocuvanim veli¢inama, masi i spinu. Prema masi
(energiji u sustavu mirovanja) razlikujemo lake Cestice (leptone) i teSke Cestice
(hadrone, koji obuhvacaju mezone i barione). Prema spinu (unutraSnjem impulsu
vrtnje), koji moZze biti — cijeli (polucijeli) razlikujemo — bozone (fermione) s
ponaSanjem na zamjenu Cestica koje je simetriCno (antisimetricno) 1 statistikom
— Bose-Einsteinovom (Fermi-Diracovom). Ovaj utjecaj spina na statistiku usta-
novljen je u kvantnoj teoriji polja u formi “teorema spina-statistike”. Tako medu
fermionima nalazimo leptone (e, u*, 7 i njima pridruZene neutrine v, v, v,),
barione (p,n, >, A ...), a medu bozonima nalazimo mezone (7, K,n,p,w...) te
medijatore sila (y, W+, Z, gluoni, graviton). Na taj na¢in ofuvane veli¢ine pos-
taju uporiStima na kojima gradimo fizikalnu sliku svijeta. Pokazat ¢emo da iza
ocuvanih veli¢ina stoje simetrije, kao najmocnije orude pri otkrivanju zakona pri-
rode. Nakon kvantnog i relativistickog nacela koja nas vode do relativistickih
jednadzbi slobodnih cestica, dolazimo i do mo¢nog baZdarnog principa, koji ¢e
nam omoguciti opis Cestica u interakciji.

2.1 Nacelo simetrije u kvantnoj fizici

0 ULOGA SIMETRIJA U FIZICI

O simetriji ili simetri¢noj situaciji u fizici govorimo kada, usprkos tome §to na
fizikalnom sustavu u¢inimo neki zahvat (transformaciju), nema nikakve promjene
u odvijanju fizikalnih procesa. Tako se uz navedene koncepte

materije  prostora  vremena

zahtijeva da zakoni za
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izolirane sustave posvuda u sva vremena

ostanu nepromijenjeni. Transformacije koje ¢inimo na fizikalnom sustavu u ovom
su slucaju tzv. neprekidne (kontinuirane) prostorno-vremenske transformacije

prostornih  prostornih  pomaka u
pomaka rotacija vremenu,

pri ¢emu simetrija reflektira ¢injenicu da ne moZemo utvrditi

apsolutni prostorni  apsolutni smjer  apsolutno
poloZaj u prostoru vrijeme.

PridruZene oCuvane velicine klasi¢ne mehanike

linearni  impuls vrinje  energija
impuls p L E

izlaze kao posljedica zahtjeva invarijantnosti Lagrangeove funkcije na gore nave-
dene pridruzene transformacije. Pokazat éemo da se ti rezultati mogu poopditi i
na slucaj kvantne mehanike i teorije polja.

0 LAGRANGEOVA FORMULACIJA

Klasi¢na mehanika se moZe formulirati na viSem stupnju teorije na elegantan La-
grangeov nacin, tako da se za dani zatvoreni dinamicki sustav jednadZbe gibanja
mogu izvesti iz Lagrangeove funkcije L(q;, ¢;), skalarne funkcije poopéenih ko-
ordinata ¢; i poopCenih brzina ¢; = dq/dt.
Lagrangeova funkcija se moze izraziti kinetickom (7") i potencijalnom energi-
jom (V)
L(gi, ;) = T(¢:) — V() , (2.1)

a pomocu nje se uvodi funkcija djelovanja (S), koja prati gibanje sustava od po-
cetne konfiguracije u trenutku ¢;, do konacne u trenutku ¢,

t2
5= / L(g, ¢ t)dt . 22)
t1

Stvarno gibanje je dano principom najmanjeg djelovanja, varijacijskim principom
0.5 = 0: Stvarna staza gibanja minimizira djelovanje, a taj uvjet je ispunjen ako L
zadovoljava Euler-Lagrangeove jednadZbe gibanja

d (0L oL
E (aQi) - aQi =0 (-3)
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Lagrangeov opis proSirit éemo i na polja kojima ¢emo opisivati Cestice. Na kraju
ovog poglavlja vidjet ¢emo da varijacijski princip ima dvije posljedice — oCuvane
veliCine i jednadzbe gibanja.

Za slobodnu Cesticu kineticke energije 1" = 1/2 mz?, Euler-Lagrangeova
jednadzba daje drugi Newtonov zakon
d*z N B
Mmooy = —VV (%) = F(Z) . (2.4)

Na ovom primjeru vidi se da je gibanje Cestica opisano razli¢ito od gibanja valova
(opisanih valnom jednadZbom). Korak prema zbliZenju Cestica i valova postiZe se
Hamiltonovim opisom. Hamiltonova funkcija H(g;, p;), skalarna funkcija koordi-
nata i impulsa, prikazuje ukupnu energiju sustava H = 7'+ V. Za n nezavisnih
Cestica, 3n koordinata poloZaja i 3n koordinata impulsa zadovoljavaju jednadzbe

OH 0OH
.i - ) .i — 3 2.5
%= o Pi= (2.5)
koje omogucavaju opis evolucije Citavog fizikalnog sustava. Koordinate ¢, ¢, . . .
, D1, D2, - - - prikazuju jednu tocku — kako sustav evoluira u vremenu tako ta tocka

XA

putuje (“briSe”) po 6n - dimenzionalnom faznom prostoru. Hamiltonova formula-
cija prikazuje pogodno polaziSte za Schrodingerovu jednadZbu kvantne mehanike.

0 OSNOVNI KONCEPTI KVANTNE MEHANIKE

Podsjetit ¢emo se osnovnih koncepata kvantne mehanike koji ¢e nam dati odgovor
na pitanje: “Kada je fizikalna veli¢ina ocuvana?”
Fizikalni sustav S (primjerice H-atom, elektron u polju protona) opisujemo

vektorom stanja |1) (ili adjungiranim vektorom ({(¢)|). Za dva vektora stanja, |y )
i [1)2), uvodimo skalarni produkt, kompleksnu veli¢inu
(alon) = [wsndc e 26

koja zadovoljava relaciju (15| ¢1)* = (11| 1b). Pritom veli&ina Pyy = |(ts| )|
prikazuje vjerojatnost da sustav S opazimo u stanju |¢)9) ako je pripremljen u
stanju |11 ). Gornji skalarni produkt naziva se amplitudom vjerojatnosti.
Opservabilnim veli¢inama pridruZzujemo operator /' koji djelovanjem na stanje
|4)1) proizvodi novi vektor stanja F'|+/;) (adjungirani je vektor (1| F'").
Skalarni produkt

(Va| F|9pr) = /@F%df (2.7)

prikazuje matri¢ni element operatora F' koji je dijagonalni, ako je |¢1) = [i9)
ili prijelazni, ako je |¢1) # |12). Primjerice, zahtjev realnosti fizikalne veli¢ine,
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uz hermitski adjungiran operator, definiran s (o] F'|11)* = (11| FT 1)), povlati
FT = F. Opservabla je hermitski operator ! Istaknuta opservabla, hamiltonian H
sustava, diktira vremensku evoluciju kvantnomehanickog sustava

0
tho [V (t) = H|y(t) (2.8)
za vektore stanja, ili
zha—¢ = Hvy (2.9)
ot '
za valnu funkciju (vektor stanja u koordinatnoj reprezentaciji, v = (r|¢) =

(@, 1)).

Da bi dali odgovor na pocetno pitanje, “kada su fizikalne velicine ocuvane?”,
promotrimo promjenu ocekivane vrijednosti opservable F' u stanju koje zadovo-
ljava vremenski ovisnu Schrédingerovu jednadzbu

oy 1 o 1

ot ih ot ih
gdje je zadnji korak dobiven uz H = H'. Srednja vrijednost operatora F omogu-
¢ava da preko izraza

H¢7

1
H* )" = ——y*H | (2.10)
ih

(F) = [vFvds = wiFp) @1
oy _ [[(2 (B0 4 o OF
a® = [|(Gr)roror(5)voe|e e
. [OF 1
= [ { G+ gimmp o e.13)
(2.14)
nademo izraz za totalnu derivaciju operatora,
dFF  0F 1
= o T ] (2.15)

Dakle, za operator koji ne ovisi eksplicitno o vremenu (0F /0t = 0) i koji
komutira s hamiltonianom ([F, H] = 0), njegova ocekivana (srednja) vrijednost
je konstanta u vremenu, u svakom stanju!

Sada ¢emo se pozabaviti operatorima transformiranja stanja, U (U : ¢ —
Uv)), za koje zahtijevamo da su unitarni (U ! = UT), kako bi €uvali normu stanja.
SrediS$nje je pitanje: kada je operator transformacije U operator simetrije?

Iz uvjeta da transformirano stanje U1 zadovoljava istu Schrédingerovu jed-
nadzbu kao i originalno stanje v

m%(w) = H(U) (2.16)
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uz vremenski neovisni operator transformacije U dobivamo
0
zhaqg =U'HUy = H=U'HU, (2.17)

ili
HU-UH=[HU =0 . (2.18)

Operator simetrije komutira s hamiltonianom!

2.1.1 Kontinuirane transformacije

Nakon §to smo precizirali znacenje oCuvane veli¢ine u kvantnoj mehanici, moZe-
mo se usredotoditi na apsolutno o¢uvane veli¢ine u fizici. Prva grupa povezana je
s uobicajenim prostorno-vremenskim simetrijama.

0 PROSTORNO-VREMENSKE SIMETRIJE

a) Homogenost vremena (simetrija na translacije u vremenu)

Fizikalni sustav podlijeze simetriji na pomake u vremenu ako Hamiltonov opera-
tor zatvorenog sustava ne zavisi eksplicitno o vremenu, 0H /0t = 0. Tada iz

dH 1
— =—|H,H|=0 2.19
slijedi oCuvanje energije u kvantnoj mehanici
d(E)
— =0. 2.20
7 (2.20)

b) Homogenost prostora (simetrija na translacije u prostoru)

Translacijama u koordinatnom prostoru pridruZeni su operatori transformacija u
apstraktnom prostoru stanja:

Pl =it d— Ug=e V. (2.21)
Iz zahtjeva invarijantnosti na translacije

Uz, H =0=[V,H] =0, (2.22)

—

te zbog prikaza p'= —ihV, komutator [p, H| = 0 vodi na

d{p)
— =0, (2.23)

Sto prikazuje oCuvanje impulsa zatvorenog sustava (p'= ) . ;).
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¢) Izotropnost prostora (ekvivalentnost smjerova)

Izotropnost prostora je simetrija zatvorenih sustava i sustava u centralno simetric-
nim poljima. Rotacijama u koordinatnom prostoru pridruZene su transformacije u
prostoru stanja:

7 — 7 = Rpg)7 — Ugpg) = € (/MWL (2.24)
gdje je n os, a ¢ kut rotacije i L= —ih(7 x V) orbitalni impuls vrtnje. Zahtjev
rotacijske simetrije,

[Uthg), Hl = 0= [ L,H| =0, (2.25)
vodi na oCuvanje projekcije impulsa vrtnje na os rotacije,
a(i-L)
———=0. 2.26
i (2.26)

O OCUVANI NABOJI I GLOBALNE BAZDARNE SIMETRIJE

Gornju listu aditivnih zakona ocuvanja dopunit ¢emo o¢uvanim nabojima koje ne
mozemo povezati s kontinuiranim prostorno-vremenskim simetrijama. NeopaZa-
nje procesa

e — vy pl——ety p——ey
tumaci se oCuvanjem elektricnog naboja (@), barionskog broja (B) i zasebnih
leptonskih brojeva elektrona (L.) i miona (L,). OpiSemo li, primjerice, stanje s
nabojem ¢ valnom funkcijom %, koja zadovoljava Schrodingerovu jednadzbu

ot

srednja vrijednost operatora naboja () bit ée ocuvana, d(Q)/dt = 0, ako vrijedi

= Hyqy, (2.27)

(Q,H]=0. (2.28)

Pitamo se koja simetrija osigurava iS¢ezavanje tog komutatora te omogucava da
1, bude svojstvena funkcija operatora () ? Odgovor na to pitanje dao je Weyl
1950. godine: sloboda fazne transformacije (baZdarne transformacije 1. vrste)

Py — Py, = €Y, (2.29)

zahtijeva da transformirana valna funkcija w; zadovoljava istu Schrédingerovu
jednadzbu, a tada

o , . ‘
ihe (e9,) = H (e"%y,) (2.30)
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uz globalni (prostorno-vremenski neovisan) infinitezimalni parametar e povlaci
traZeno iSCezavanje komutatora. Ocuvani naboj je posljedica neobi¢nog zahtjeva
da, primjerice, svi elektroni u svemiru pretrpe istu promjenu faze koju ucinimo na
nekom odabranom elektronu u naSem laboratoriju!

2.1.2 Diskretne transformacije

Osim simetrija na neprekidne prostorno-vremenske transformacije postoje i dis-
kretne inacice vezane uz gore uvedene koncepte prostora, vremena i materije. Te
diskretne simetrije, manifestiraju se na slijede¢i nacin:

simetrija transformacija neopaZanje apsolutnog

prostornog pariteta P:r— —r lijevog (desnog)
vremenskog obrata T:t— —t smjera vremena
nabojne konjugacije C:e— —e predznaka naboja

Sve do druge polovine ovog stoljeca vladalo je uvjerenje da se svi procesi
moraju odvijati jednako u originalnom (nasem) svijetu i u svijetu koji bi se dobio
nekom od gornjih diskretnih transformacija.

Prvi Sok nastupio je 1957. otkriCem naruSenja simetrije prostornog pariteta
u tzv. slabim nuklearnim procesima (nuklearnom beta raspadu). Senzacija je
zabiljeZena na naslovnoj stranici New York Timesa, od 16. sije¢nja 1957. :

“Basic concepts in physics is reported upset in tests / conservation
of parity in nuclear theory challenged by scientists at Columbia and
Princeton Institute.”

(“Izvijesceno je da pokusi dovode u pitanje temeljne fizikalne koncep-
te / znanstvenici s Columbije i Princetona bacili sumnju na ocuvanje
pariteta u nuklearnoj fizici.”)

U univerzalnom se zrcalu pojavila prva pukotina!

Uslijedila je sugestija da ¢e kombinirana C'P transformacija, vremenska mi-
kroobrativost, kompozicija prostornog zrcaljenja i transformacije Cestica u anti-
Cestice, prikazivati konacnu simetriju. No ve¢ 1964. godine uslijedio je slijedeci
Sok, naruSenje C'P simetrije u slabim raspadima K mezona. Do dana danasnjeg
taj mali kutak svijeta ostao je jedino mjesto gdje su pokusi utvrdili narusenje C'P
simetrije.

Od tog otkrica proslo je vise od tri desetljeca, dovoljno vremena da samo C'P
naruSenje prestane biti misterija. Ono Sto je nekad bilo Sokantno otkri¢e danas
izgleda sasvim normalno. Dapace, znanje akumulirano u tzv. standardnom mode-
lu pokazuje da bi neotkrivanje C'P naru$enja bilo iznenadenje. Uz to, mi samim
svojim postojanjem svjedoc¢imo C'P narusenje: u zavrsnom poglavlju knjige cemo
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TC@ T T

(a) (b) (c)

Slika 2.1: (a) prikazuje kako se na C, P i T gledalo prije 1957: simetricna,
C, P i T polja grade CPT krug; (b) prikazuje kako su fizicari ocuvali C' P
simetriju nakon otkrica narusenja pariteta: deformirana linija izmedju C' i P
slagalice indicira da i C' simetrija mora biti narusena, $to su pokusi stvarno
i potvrdili; (c) prikazuje situaciju nakon 1964. Otkrice (male) asimetrije C P
dijela poviaci asimetriju T-dijela, da bi ukupno imali C PT simetriju

vidjeti da je jedan od uvjeta za stvaranje opaZenog viska Cestica nad antiCestica-
ma u svemiru (barionske asimetrije svemira) postojanje sila koje narusavaju C'P
simetriju.

Na kraju, moZemo se upitati $to je s kombiniranom C'P7T" transfomacijom, do-
bivenom istovremenim zrcaljenjem prostora, okretanjem smjera vremena i zamje-
nom materije antimaterijom. Teorijsko je oCekivanje da je takav svijet identiCan
polaznom,

CPT =1. (2.31)

Taj “C PT teorem” utvrduje da kompozicija zasebnih C, P i T transformacija pri
djelovanju na opservabilne veli¢ine daje identi¢nu transformaciju ( / ). On na taj
nacin izmedju ostalog predvida jednakost masa Cestica 1 antiCestica. Najprecizni-
ja eksperimentalna provjera tog predvidanja uinjena je za neutralne K mezone.
Rezultat,
Mg ZMEY 9 % 10718 (2.32)
M go

potvrduje C'PT teorem na veliku tocnost. Uz postuliran C'PT teorem, svako mje-
renje naruSenja C'P simetrije ujedno je i mjerenje neinvarijantnosti na vremenski
obrat (7). Ovaj uvjet moZe se lijepo ilustirati na modelu djecje slagalice, slika
2.1, gdje nedeformirani krug prikazuje savrSeno simetricnu situaciju. Prema to-
me, pokusi s neutralnim K mezonima razotkrili su cudesan svijet sila koje znaju
za smjer vremena.

Pogledajmo sada podrobnije kako u kvantnomehanicki opis fizikalnog sustava
ulaze gore spomenute diskretne P,C',T transformacije.
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a) PROSTORNI PARITET

Prostorni paritet ¢e se pokazivati kao simetrija hamiltoniana zatvorenog sustava
bez slabih nuklearnih sila. Za sustave ¢iji hamiltonian komutira s operatorom
prostornog pariteta, [P, H] = 0, valna funkcija ¢(7") se moZze odabrati kao svoj-
stvena funkcija operatora P. 1z jednostruke ili dvostruke primjene operatora P

(=7) 2 { (r)
Py(r) = 45— P2y(r) = = = =1, 2.33
W= it ~ 70~y = 23
zakljucujemo na postojanje dvije klase stanja
Py = Y parna ,
Py = =9 neparna . (2.34)

Za kvantnomehanicke operatore vrijedi

-1
Pr,,P = —T,

Ppopf)_1 = —Pop
PLP' = L — [P, L] =0.

Jednocesti¢na stanja u impulsnoj reprezentaciji promijene predznak impulsa i pri-
bave fazun = +1:

Plo(k, s)) = nplo(=k, s)) - (2.35)

Dok je ta faza ista za skalarne Cestice i antiCestice, za antifermione je suprotna u
odnosu na fermione. Vlastita stanja operatora orbitalnog impulsa vrtnje, L, |lm)
su kugline funkcije Y,"(6, ). Buduéi da u prostornim polarnim koordinatama
prostorno zrcaljenje implicira

r—r 0 —m—40 p—oTtp, (2.36)
u prostoru stanja
Y™(0,0) = PY"(0,¢) = Y™ (1 = 0,0 + 1) = (=)'V]", (2.37)
odnosno
Plim) = (=)'|im) . (2.38)

Ocekivane vrijednosti operatora heliciteta & - p za stanja dobro definiranog pros-
tornog pariteta (|c)) i¢ezavaju. Naime, umetanjem jedinice P~! P u dijagonalni
matriéni element izlazi (a|d - pla) = —(a|d - pla).
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O ULOGA P-SIMETRIJE U MEDUDJELOVANJIMA CESTICA

OcCuvanje prostornog pariteta vodi na multiplikativni zakon oCuvanja. PokaZimo
to na primjeru procesa |i) — |f),

at+b—c+d.

Budu¢i da je pocetno stanje opisano produktom internih valnih funkcija Cestica
a, b 1 valne funkcije njihovog relativnog gibanja

i) = |a)|b)|relativnog gibanja) , (2.39)
zrcaljenjem prostora dobivamo
Pli) = P|a)P|b) P|relativnog gibanja) . (2.40)

Za hadronska (jaka) i elektromagnetska medudjelovanja koja su odlucujuca za
strukturu Cestica, vrijedi

(Hpaar + Hem, P =0 . (2.41)

Stoga éemo Cesticama pridijeliti unutra$nje paritete, npr. P|a) = I1,|a). U skladu
s time pariteti pocetnog i kona¢nog stanja Ce biti

/7

IT; = T1,I0,(—)", Iy = T0,(—)" (2.42)

gdje su [ i I’ relativni orbitalni impulsi vrtnje Cestica u pocetnom i kona¢nom
stanju. U usporedbi s aditivnim zakonima ocuvanja (gdje se hermitski operator
pojavljuje u eksponentu, te se zbraja pri umnosku eksponenata), P je sam po sebi
hermitski operator 1 vodi na multiplikativni zakon oCuvanja. Primjerice, nisko-
energijska s-valna (I = 0) rasprSenja na deuteronu,

(a) dn- —nn ) (2.43)

(b) dn~ — nnnr’,

su procesi iz kojih se odreduje paritet nabijenog i neutralnog piona. Pri tome
se pariteti bariona odreduju prema paritetima p,n i A Cestice (konvencionalno
II, = 1I,, = II, = 1). Sli¢no, deuteron kao dominantno [ = 0 vezano stanje
protona i neutrona ima II; = +1. S druge strane, deuteron ima spin JJ = 1, pa iz
procesa (a) izlazi da je 2-neutronsko stanje takoder J = 1, §to je po Paulijevom
principu izvedivo kao S = 1 (simetri¢no) i [ neparno (antisimetri¢no) ili S = 0
(antisimetri¢no) i [ parno (simetricno) stanje. Nasoj situaciji odgovara samo prvi
slu¢aj (koji moze dati J = 1, preko S =11l = 1), dakle,

IL- =T, = (I,)%(-) = —1. (2.44)
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Bududi da je pion bozon, pozitivno nabijeni 7" mora imati isti paritet kao 7,
1.+ = —1. Paritet neutralnog 7° moZe se odrediti iz neopaZanja reakcije 2.43(b),
jako potisnute u odnosu na 2.43(a). To potisnuée se moZe razumjeti iz nuznosti
emisije 7° u procesu 2.43(b) u stanju [ = 1 dva neutrona, ako neutralni i nabijeni
pioni imaju isti paritet. Tada raspad 7° — 2+ potvrduje oCuvanje prostornog
pariteta u elektromagnetskom medudjelovanju.

b) NABOJNA KONJUGACIJA

Transformacija nabojne konjugacije C' je definirana tako da izmijeni predznak
svim nabojima, aditivnim kvantnim brojevima poput barionskog (B), leptonskog
(L) i hipernaboja (Y"). To odgovara zamjeni Cestica antiCesticama

C|B(L),Y,q;p,s) = n| — B(=L), =Y, —q; P, s) - (2.45)

Primjenom operacija ) i C' (gdje Q|q) = qlq) i1 C'|q) = | — q))
{C,Q} = 0, (2.46)
C,Q] = 2CQ #0. (2.47)

Bududi da ) i C' ne komutiraju, stanja opcenito nece biti svojstvena stanja za oba
ta operatora. Bududi da je priroda odabrala stanja koja su vlastita stanja ), B
ili L, nabojni paritet e biti dobar kvantni broj samo na stanjima koja imaju sve
aditivne kvantne brojeve nula. Dakle nabojni paritet ima svojstvenu vrijednost
samo na potpuno neutralnim stanjima kao §to su foton, ¥, ° ili sustavi &estice i
anticestice (kao pozitronij). Iz C' transformacije klasi¢ne struje nalazimo

J=q0 — (—q)i=-J =
Jmo — oyemeTt = —gem

op

pridruZzenu transformaciju kvantnomehani¢kog operatora. Za skalare i fermio-
ne unutrasnja faza anticestice je kompleksno konjugirana fazi pridruzene Cestice.
Sama faza Cestice je nefizikalna i stvar je konvencije.

O PROVJERE C SIMETRIJE

Buduc¢i da je vektorski potencijal A (koji prikazuje foton) stvoren nabojima i stru-
jama, za ocekivati je da se na C transformaciju ponasa na nacin

A A, (2.48)

odnosno da ima svojstvenu vrijednost 7.(y) = —1. Ako je nabojni paritet o¢uvan
u elektromagnetskim raspadima 7 — 27 i n° — 2+, tada je

ne(m”) =1,  n(n’)=1. (2.49)
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Nabojna konjugacija u elektromagnetskom medudjelovanju provjerava se putem
neopazanja procesa
7° — 3 (narazini 1079,

te
n° — 37 (na razini 10~%).

Ocuvanje C operacije u hadronskim (jakim) interakcijama provjerava se uspored-
bom raspodjele 7 i 7~ Cestica iz proton-antiproton anihilacije

. +, — 0
pp— o

identi¢ne C-konjugiranoj reakciji pp — 7~ 7 7% i sliéno u raspadu n — 7770,

¢) VREMENSKI OBRAT

Okretanje smjera vremena vodi na novu valnu funkciju:

T:t — —t,

O(Tt) — TY(d,t). (2.50)

Iz zahtjeva da T (Z, t) zadovoljava istu (odnosno kompleksno konjugiranu) Schro-
dingerovu jednadzbu, slijedi relacija :

Tp(Z,t) = *(F, —t) . (2.51)

Uocimo pojavljivanje kompleksne konjugacije, koja €ini 7" antiunitarnim opera-
torom
Tlalp) +bly)] = " Tlp) + 0"Tp) . (2.52)

Pojavljivanje kompleksne konjugacije pri vremenskom obratu oznacava da stanje
ne moZe biti svojstveno stanje operatora I’ pa onda ne postoji ni pridruZeni kvantni
broj za T'. Vremenskim obratom ravni val doZivljava preobrazbu

77Z) — ei(ﬁ’-f—Et) N @ZJ*(ZE: . t) _ ei(—ﬁi’—Et) : (2.53)
kojoj odgovara promjena smjera gibanja

) = —=7) . (2.54)

Vremenskim obratom stanja orbitalnog impulsa vrtnje |I, m) ( prisjetimo se rela-
cije (rlm|k) = 4mi'y(kr)Y;™ (k) ) doZivljavaju preobrazbu

Y,"(0,¢0) = Y™ (0,9) = (—)"Y, (O, 9) . (2.55)
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Elektri¢ni dipolni moment neutrona d,, oznatavao bi naruSenje 7-invarijantnosti.
Bududi da je jedini raspoloZzivi vektor kod neutrona njegov spin &, dipolni moment
d ( koji mjeri dislokaciju pozitivnog prema negativnom naboju u neutronu) bit ¢e
paralelan spinu. Tada se elektri¢ni dipolni moment u odnosu na 7' transformira
kao spin

T:d,G-E— —d,g-E . (2.56)

Buduéi da & - E ima isto ponaSanje i na prostorno zrcaljenje (koje je simetri-
ja elektromagnetskog medudjelovanja), za ocekivati je da eventualno postojanje
elektricnog dipolnog momenta elementarne Cestice ide na raCun slabog medudje-
lovanja.

O PROVJERE SMJERA VREMENA
Smjer vremena u klasi¢noj fizici

Tijek vremena evidentan je, kako na evoluciji svemira, tako 1 na sudbinama Zivih
bica. Usprkos takvom svakodnevnom iskustvu, Newtonova mehanika nema ugra-
den smjer vremena. Za sile F'(x) koje su nedispativne i vremenski (t-) neovisne,
staze x(t) 1 x(-t) su ravnopravne trajektorije, kao rjeSenja zajednicke, Newtonove
jednadze gibanja. ZadrZimo se na trenutak na svojstvima simetrije Newtonove
mehanike. Za izolirani sustav tockastih Cestica Newtonov zakon F' = md ima
zapis: ,

dd% = F\(%h,Ta,. .., @N) (2.57)
gdje %, opisuje polozaj tockaste Cestice mase m,. Ovakav zakon gibanja sadrzi
simetrije koje se odrazavaju na dinamici. Uz neovisnost sile F na relativne polo-
Zaje 1 na apsolutni izbor vremena, opazamo i simetriju na diskretne transformacije
prostornog zrcaljenja (P) i vremenskog obrata (7'):

Me

-

P:7—ax=-7, T:t—t =—t. (2.58)

No vec i za elasti¢ne sudare kugli (biljarskih lopti) moZemo zamisliti situaciju ko-
ja je nevjerojatna pri pustanju filma unatraSke — primjerice da se kugle poredaju
u neki pravilni geometrijski lik (trokut, Cetverokut, .. .krug). To traZi fino podesa-
vanje pocetnih uvjeta, kotrljanje kugli strogo odredenih brzina i smjerova. Na taj
nacin pocetni uvjeti daju nam osjecaj strelice vremena, no sam zakon koji vlada
sudarima Cestica vrijedi jednako unaprijed i unazad.

Pustimo li unatraske film na kome su snimljeni pojedinacni sudari Cestica, ne-
¢emo opaziti niSta neobi¢no. No snimimo li kaplju u padu, okretanje filma vodi na
vrlo nevjerojatnu situaciju: molekule pojure prema jednom srediStu, oforme kap-
lju i polete u vis. Ocigledno je fizikalni zakon koji opisuje pad kaplje ili gibanje
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metalne kuglice u viskoznom fluidu, kompleksniji od onog u gornjem Newtono-

vom izrazu. Ta kompleksnost odrazava se putem naruSenja simetrija, primjerice

da sila ovisi o fiksiranom vektoru ﬁ, ovisi eksplicitno o vremenu ili ovisi o brzini
U, kao $to je to slucaj za gibanje u viskoznom fluidu,

d*x

e

d
==+ F. (2.59)

Vanjska sila moZe biti sila teZe, a ¢lan trenja Sv nije simetrian na vremenski
obrat. Na makroskopskoj razini Sv prikazuje ad hoc opis trenja, koje se mikro-
skopski odvija prijenosom energije molekulama u podrucju kontakta. Spomenuta
vremenska neobratljivost oznaCava da je taj prijenos energije ‘“jednosmjeran”. Za-
kon u kome je ugradena zabrana ovakvog vremenski obratnog procesa poznat je
kao drugi zakon termodinamike. Matematicki on je formuliran pomocu entropije
S, koncepta koji je uveo Clausius oko 1850. Entropija, kao funkcija stanja da-
nog sustava, odredena je temperaturom 7', volumenom V' i brojem cestica N. U
modernom probabilistickom jeziku, entropija je u relaciji s ukupnom termodina-
mickom vjerojatnoscu sustava, W

S = klnW , (2.60)

gdje je k Boltzmannova konstanta. Za danu energiju, volumen i broj Cestica pos-
toji najvjerojatnije stanje kome sustav teZi, termodinamicka ravnoteZa, u kojoj se
postize maksimalna entropija. U jeziku vjerojatnosti, entropija je mjera nereda
sustava. Za sustave velikog broja Cestica na raspolaganju je uvijek puno vise ne-
uredenih nego uredenih stanja. Za takve sustave zakon vjerojatnosti (porast entro-
pije) odreduje strelicu vremena, toliko evidentnu u gore spomenutim primjerima
kaplje ili kuglice u padu.

No, ocigledno je termodinamicka ravnoteZa idealizacija, stanje koje se u prak-
si moze doseéi samo nizom ireverzibilnih, neravnoteZnih procesa. Primjer za to
je 1 sam Zivot, neravnotezni proces, za koji ravnoteza znaci kraj — “pretvorbu u
prah”. Stoga, da bi bili u mogucnosti opisivati promjene (bez kojih nema svijesti
o vremenu), moramo se odmaknuti od ravnoteZne termodinamike. To je ucinio
Onsager tridesetih godina, razmatranjem sustava blizu ravnoteZe. Primjer moZe
biti metalni Stap kojeg grijemo na jednom kraju. Stvoreni temperaturni gradijent
djeluje kao “termodinamicka sila” duz Stapa. Ta sila u produktu s toplinskim fluk-
som daje produkciju entropije u procesu zagrijavanja Stapa. Pri tome sustav blizu
ravnoteZe podlijeZe “linearnoj termodinamici”: podvostru¢enjem termodinamic-
ke sile udvostrucuje se fluks. Stacionarno stanje prema kome takav sustav evoluira
odredeno je “zahtjevom minimuma entropije”: stvaranje minimalne entropije —
minimalne disipacije.

Nasuprot tome, u prirodi su realizirana i stanja koja ocigledno ne odgovaraju
zahtjevu produkcije minimalne entropije. Primjer su neravnoteZne kemijske reak-
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STANJANOVE
STABILNE RAVNOTEZE

TERMODINAMICKA
GRANA

S

KONCENTRACIJA KEMIKALIJE

»

UDALJENOST OD RAVNOTEZE UDALJENOST OD RAVNOTEZE
(a) (b)

v

Slika 2.2: Sustav daleko od ravnoteZe moZe se rascijepiti na dva stabilna
stanja (a), a najmanji potres moZe pokrenuti Citavu lavinu cijepanja (b)

cije u kojima se pravilno izmijenjuje boja otopine — tzv. kemijski satovi. Radi se
o sustavima daleko od ravnoteze, kod kojih nakon neke “kriticne tocke” dolazi do
pojave visoko uredenih struktura. Za takve sustave koji su daleko od ravnoteze ne
vrijedi prijasnje odredenje strelice vremena, kao razvoja prema neredu. U uvjeti-
ma protoka materije i energije, osiguran je transport entropije u vanjsku okolinu 1
lokalno postojanje visoko uredenih struktura, kao §to je to i sam Zivot. Vremenska
evolucija takvih sustava ovisit ¢e osim o parametrima “velike skale” (temperaturi i
tlaku) i o “mikroskopskim svojstvima” (gibanju konstituenata, atoma i molekula).
Same jednadZbe koje opisuju evoluciju opservabilnih svojstava (npr. koncentraci-
ju kemikalije) opéenito su nelinearne (prisutnost kemikalije pojacava ili potiskuje
svoju vlastitu produkciju). Ta nelinearnost odraZzava se u nestabilnosti sustava
daleko od ravnoteZze — daljnjem udaljavanju kroz tzv. bifurkacije (vidi sl. 2.2)
Kroz bezbroj bifurkacija sustav moZe na slucajni nacin dospjeti i do novog
stabilnog stanja. Nelinearnost je nuzna, ali ne i dovoljna za stvaranje takvih disi-
pativnih struktura — za “samoorganizaciju”. Opcenito lanac bifurkacija vodi na
potpuno slucajne, kaoticne strukture. Jedan tip takve kaotiCne strukture su tzv.
K -tokovi (po Kolmogorovu), za koje ni beskonacan broj prethodnih mjerenja nije
dovoljan za predvidanje rezultata slijedeeg mjerenja. Za K-tokove uvedena je
nova definicija vremena (Coubarge, Misra i Prigogine), konzistentna s ireverzi-
bilnosti. Naime, definira se interno vrijeme, kao vijek Zivota dinamickog susta-
va, ¢ime je uzet u obzir termodinamicki aspekt ireverzibilnosti. Nasuprot tome,
Newtonove jednadZbe obuhvatit e pri opisu istog sustava samo Cisto reverzibilna
dinamicka svojstva. Ovakva relacija izmedu mehanike i termodinamike mozZe se
shvatiti kao princip neodredenosti za klasi¢ne sustave s dinami¢kim kaosom, po
analogiji s principom neodredenosti u kvantnoj mehanici: kao Sto posljednji ne
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dozvoljava istovremeno poznavanje polozaja i impulsa, tako se ovdje iskljucuju
izvjesnost u termodinamickim svojstvima (kroz poznavanje ireverzibilnog vijeka
Zivota) i izvjesnost u reverzibilnom dinami¢kom opisu. Za nestabilne dinamicke
sustave determinizam se 1 u klasi¢noj fizici zamjenjuje konceptom vjerojatnosti i
igrom slucaja.

Smjer vremena u kvantnoj fizici

Ocekujemo da bi i u kvantnoj fizici test vremenskog obrata iSao putem verifikacije
dinamicke jednadzbe gibanja kojoj podlijeZu kvantnomehanicki sustavi. RijeC je
o Schrodingerovoj jednadzbi

L d
ih—[(1) = HI¢(1)) (2.61)

koja nadomjeS¢uje Newtonovu jednadzbu. Ovdje H prikazuje hamiltonov opera-
tor (operator energije), /i je Planckova konstanta, a |¢)(¢)) je vektor stanja, koji je
vremenski ovisan u Schrodingerovoj slici. Uz ispunjenu simetriju na vremenski
obrat, vremenski invertirana stanja (7'|¢)) moraju zadovoljavati istu jednadzbu,

~ih S (Tho() = HTIo() (2.62)

Nakon $to smo utvrdili uvjete pod kojima vremenski invertirano stanje zado-
voljava originalnu Schrédingerovu jednadzbu, pitamo se kako testirati vremenski
obrat u tipiénom kvantnomehanickom procesu rasprsenja.

Odgovor je u tzv. principu “iscrpne ravnoteze”: buduci da T povezuje valnu
funkciju 1, (t) s kompleksno konjugiranom 1 (—t), povezani su matricni ele-
menti ¢, Mg i 5 M1, (amplitude reakeijaa — 515 — ).

Opcenito, testiranje 7" naruSenja pri sudarima Cestica nailazi na nepremostive
teskocée. Pogledajmo npr. proces u kome se sudaraju dvije Cestice, da bi stvorile tri
Cestice u kona¢nom stanju. Njemu reciprocni proces u praksi je vrlo nevjerojatan.
Tu se pojavljuje problem analogan onome u klasi¢noj fizici. Naime, ve¢ za sustav
malog broja Cestica, je vrlo teSko u eksperimentu namjestiti odnose faza, koji bi
od vremenski obrnutog vodili na originalni proces (ilustrirano na slici 2.3).

Tako “iscrpna ravnoteza” zahtijeva jednakost matri¢nih elemenata |M,s3| =
| Mg, |, brzine reakcija se mogu razlikovati: W,z # Wjs_.,, na racun razlicitih
faktora faznih prostora (pg # p,) koji ulaze u Fermijevo zlatno pravilo

2m
Waﬂﬁ = E|Mag‘2p5 . (263)

Primjeri nuklearnih procesa u kojima je testirana 7" invariantnost su

y+d < n+p
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«--3r—

Slika 2.3: Usporedba nevjerojatnosti pojavijivanja T-obrnutog kvantnome-
hanickog procesa s koncentricnim krugovima vala koji se pojavi kad baci-
mo kamenci¢ u vodu. No jeste li ikad u prirodi opazili obrnutu pojavu, da
se kruzni valovi skupe i nestanu u sredistu?

p+H> < d+d
p+Al27 PN O{—I—M924

U nuklearnim reakcijama (gdje je v jezgra helija, a d je deuterij), dobivene su gra-
nice na 7" naruSenje, koje su tipi¢no reda 1%, dok je u (prvoj) elektromagnetskoj
reakciji postignuta to¢nost od samo 20%.

Negativni rezultati provjere vremenskog obrata u jakim i elektromagnetskim
medudjelovanjima ne iznenaduju nas. Iskustvo s P i C' simetrijama uci nas da,
ako negdje moZemo ocekivati 7' naruSenje, bit ¢e to u slabim medudjelovanji-
ma. Medutim, pomodu njih je vrlo teSko izvesti obrnuti proces. Za slabi raspad
A — pT + 7, reciproCna reakcija, p* +7~ — A, zasjenjena je jakim medudjelo-
vanjem protona i piona. Takvo jako ili elektromagnetsko zasjenjenje moglo bi se
izbje¢i pokusima s neutrinima, no oni su teSko izvedivi iz drugih razloga. Stoga
se testiranje vremenskog obrata svodi na mjerenje statickog elektricnog dipolnog
momenta elementarne Cestice, ili na neizravno testiranje putem C'P7T' teorema.
Pokazano je da je uz opée zahtjeve koji vode na kvantnu teoriju polja produkt
CPT = I (identitet). U tim uvjetima, mjerenje C'P narusenja kakvo je po prvi
put izvedeno u pokusima Fitcha i Cronina, istovremeno je i signal 7" naruSenja.

2.1.3 PribliZne unutrasnje simetrije

U prethodnim smo odjeljcima jasno vidjeli da fizikalni sustav posjeduje viSe sime-
trija ukoliko zanemarimo postojanje slabih (sub)nuklearnih medudjelovanja. Ov-
dje ¢emo otiéi korak dalje: u odsutnosti elektromagnetskog medudjelovanja jaka
nuklearna sila posjeduje dodatnu simetriju, izospin. Buduci da je rije€ o simetri-
Ji vezanoj za specificno medudjelovanje, takva se simetrija naziva dinamickom.
Istovremeno, bududi de se ova simetrija hamiltoniana ocituje degeneracijom razi-
na, kazemo da se ona pojavljuje na Wigner-Weylov nacin (kao simetrija spektra
stanja).
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0 NABOJNA NEOVISNOST NUKLEARNIH SILA II1ZOSPIN

Odmah po otkri¢u neutrona 1932. godine, Heisenberg je opazio da se proton i
neutron mogu shvatiti kao dva stanja iste Cestice, nukleona. Mala razlika u masi'
dolazila bi od toga §to je proton nabijen (jedino $to bi naivno ocekivanje bilo da
energija uskladistena u elektri¢cnom polju &ini proton teZim za iznos E = mc?).

Studij sudjelovanja hadrona u jakom medudjelovanju zapoceo je proucava-
njem rasprSenja pp (protona na protonu) i pn (protona na neutronu), kao i prou-
Cavanjem energija vezanja zrcalnih jezgri 3H i *He, "Li i " Be itd. Kao rezultat,
hadronska sila izmedu parova

n—n, n—p, & p—0p.

pokazuje istu jakost 1 doseg, ukoliko odraunamo utjecaj kulonske sile. Ta naboj-
na neovisnost jake nuklearne sile svodit Ce se, u jeziku Heisenbergova izospina,
na simetrije pri rotacijama u apstraktnom izospinskom prostoru. Za nukleon N,
izospina I = 1/2, stanja projekcije na treu os I3 su

p) = [1/2,1/2)
!711)) = |1/2,-1/2). (2.64)

Uocimo odmah i vezu naboja tih stanja s trecom komponentom izospina

1
eQ =e (]3 + 5) . (2.65)
U potpunoj analogiji s impulsom vrtnje, izospin je vektor u apstraktnom trodi-
menzionalnom prostoru, I = (Iy, 5, I3). Bududi da rotacija za 180° oko druge
osi u tom prostoru pretvara protone u neutrone, gornje nerazlikovanje protona i
neutrona od strane hadronske sile izrice se i§¢ezavanjem komutatora:

—

[Hpaar, I) = 0. (2.66)

Kao i kod oCuvanja impulsa vrtnje, to onda znaci da je 2/ + 1 stanja, razliitih
projekcija I3, degenerirano. Elektromagnetsko medudjelovanje ¢e narusiti izo-
tropnost izospinskog prostora 100 puta slabijim doprinosima pa ¢e to naruSenje
biti malo. Pritom, bududi da je elektricni naboj () svetinja (o€uvan i u prisutnosti
elektromagnetskog medudjelovanja),

[Hhadr + Hema Q] =0 ) (267)

to uz vezu naboja s I3 govori da je treca komponenta izospina dobar kvantni broj
i u prisutnosti elektromagnetizma. Na izospin kao SU(2) simetriju vratit éemo se
na samom kraju ovog poglavlja te u odjeljku ??

Ymp —myp)/my ~ 1.4 x 1073
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O G PARITET

Uvodenjem izospina dolazimo do mogucénosti da poopéimo operator nabojne ko-
njugacije C' (koji ima svojstvene vrijednosti samo na potpuno neutralnim stanji-
ma), na operator G konjugacije, koji ¢e imati i nabijena stanja kao svojstvena
stanja. Vlastite vrijednosti tog operatora zvat ¢e se GG paritet. Sam operator G
konjugacije definira se kao kompozicija C' konjugacije i rotacije u izospinskom
prostoru za 180° oko druge isospinske osi:

G = exp(inly)C . (2.68)

U uobicajenoj konvenciji za pionsko polje, Cr* = 7 ¥, Or® = 7Y, pa ako ta
stanja izrazimo komponentama 7y, 7o 1 3 na nacin

1 , _ 1 .
nt = E(m + imy), o= E(m — imy), =3, (2.69)
tada:
T 1
C Up) == —1T9 . (270)
T3 3
U kompoziciji s izospinskom rotacijom
‘ 1 —T1
e, = T |, (2.71)
T3 —T3
to daje:
1 —T
G Uy = (] . (272)
UR} —7T3

Dakle, pion je vlastito stanje, negativnog G pariteta
Grt = -7, Gn™ =—n", Gr® = -7, (2.73)

a isto ¢e vrijediti i za sustav neparnog broja piona. Bududéi da ¢e parni broj piona
imati pozitivni GG paritet, jakim medudjelovanjem koje ¢uva GG konjugaciju nece
se moci prijeci s parnog na neparni broj piona.

Odredeni G paritet moZe se pridjeliti samo onim hadronima koji ne posjeduju
daljnje atribute od izospina. Naime, aditivni kvantni brojevi poput barionskog
broja ili stranosti zrcale se pod djelovanjem C, tako da, primjerice, izoskalarni
barion A%, G operacijom prelazi u antibarion, G|A°) = |A°).
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Razmatranja izospina i G pariteta su od interesa u procesima visecesti¢ne pro-
dukcije, bilo na ubrziva¢ima Cestica, bilo u dogadajima koje u atmosferi proizvode
kozmicke zrake visokih energija. Pri zadnjem treba spomenuti tzv. Centauro do-
gadaje pri kojima se biljezi zagonetno produciranje samo jedne vrste Cestica, na-
bijenih ili neutralnih, dok bi na temelju C' simetricnog medudjelovanja ocekivali
njihovu ravnopravnu i ujednacenu produkciju.

2.2 Nacelo simetrije u relativistickoj fizici

Einsteinom postulirano simetri¢no (ravnopravno) pojavljivanje prostora i vreme-
na, odudara od iskustva iz svakodnevnog Zivota, ali Cini temelj specijalne teori-
je relativnosti, potvrdene brojnim pokusima. Posebice su elementarne Cestice sa
svim svojim zbivanjima uronjene u ¢etverodimenzionalni prostor-vrijeme, u kome
se prostor i vrijeme mjere “istim metrom”.

2.2.1 Relativisticka invarijantnost i cetverovektori

Pokusi Michelsona i Morleya pokazali su nemoguénost da se elektromagnetskim
pokusima utvrdi apsolutni sustav mirovanja. Neobi¢no zbrajanje brzina, koje pos-
taje oCigledno tek na velikim brzinama karakteristi¢nim za elementarne Cestice,
posljedica je ravnopravnog pojavljivanja prostora i vremena, dizajniranog tako da
se slobodne cestice ponaSaju jednako u svim inercijalnim Lorentzovim sustavima.
ProSirenje tog zahtjeva na sve fizikalne sustave (dakle 1 na sustave s Cesticamna
u medudjelovanju) rezultira principom relativnosti: zakoni fizike su invarijantni
na Lorentzove transformacije (o€uvan je matematicki oblik zakona, a konstante
zadrZavaju istu numericku vrijednost). Temeljna premisa specijalne relativnosti
je konstantnost brzine svjetlosti ¢, koja ima istu vrijednost u svim Lorentzovim
sustavima.

Lorentzova transformacija povezuje prostorno-vremenske koordinate u dva
Lorentzova sustava. Primjerice, za dva sustava koja su u relativnom gibanju duz
x osi, prijelaz sa sustava S na sustav S’(v) opisan je na nacin

¥ = y(z—vt)

/o

h_ (2.74)
= y(t—av/c?),

gdje je relativisticki faktor v = (1 — v2/c?)~"/2. Gornji zakoni transformacije

imat ¢e puno elegantniji zapis ako od prostorno-vremenskih koordinata oformimo
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Cetverovektor s komponentama x = x!, y = 2%, 2z = 23, i ¢t = 2:

kontravarijantni vektor: 2 = (2°,2% 2% 2%) = (ct, 7) (2.75)

kovarijantni vektor: z,, = (2o, 21,22,23) = (ct,—Z) . (2.76)

Indeksi Cetverovektora oznaceni su grckim slovom koje poprima Cetiri vrijednos-
ti (u = 0,1,2,3), gdje je nulta komponenta vremenska, a tri prostorne kompo-
nente oznacCene su latinskim indeksima (z = 1,2,3). Danim Cetverovektorom
prostorno-vremenske tocke prikazujemo “dogadaj”, primjerice poloZaj Cestice u
nekom trenutku. Kontravarijantni i kovarijantni vektori povezani su tenzorom di-
zanja i spuStanja indeksa, tenzorom Minkowskog ili metri¢kim tenzorom g,,:

1 0 0 O
G = glw _ 8 _01 _01 8 = dlag(l, —1,—-1, —1) . 2.77)
0O 0 0 -1

Metricki tenzor omogucdit ¢e kontrahiranje indeksa ¢ = 0,1,2,3, tj. skalarni
produkt dva Cetverovektora

2’ = a'r, = gt = (2°)? — (7)*. (2.78)

Takvim skalarom, invarijantnom veli¢inom, mo¢i ¢emo opisivati udaljenost dva
dogadaja. Ta udaljenost, prostorno-vremenski interval s> = 22, prikazuje o¢uvanu
veli¢inu pridruZenu simetriji na Lorentzove transformacije A :

simetrija  transformacija neopaZanje apsolutne
Lorentzova r — Ax brzine sustava

Za razliku od Newtonovog prostora-vremena u kome postoje dvije udaljenosti

prostorna udaljenost = 1?> = 2% + 9%+ 22
vremenska udaljenost —> t,

u geometriji Minkowkog postoji jedinstvena udaljenost

prostorno-vremenski interval:  s* = c*t? — 2% —y? — 22 = A% — 2,

pri ¢emu interval nije nuZno pozitivno definitan. Tako razlikujemo intervale koji
su:
s? > 0 vremenski
s2 = 0 svjetlosni (2.79)
s? < 0 prostorni ,

a ovisno o polozaju neke tocke u odnosu na svjetlosni stoZac opisan svjetlosnim
intervalima, ta toCka ¢e se moci dosegnuti svjetloS¢u, kao najbrZzim signalom,
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ili ¢e biti Cak izvan njenog domasaja za prostorni interval. Ovakva geometrija
kojom se opisuje specijalna teorija relativnosti vrijedi u odsutnosti gravitacijskih
polja. U prisutnosti gravitacijskog polja javilo bi se odstupanje od ravnog prostora
Minkowskog — udaljenosti bi se trebale mjeriti duz zakrivljenih svjetskih linija.
U svijetu sicusnih elementarnih Cestica te su zakrivljenosti potpuno zanemarive.

Poput prostorno-vremenskih tocaka i ostale velicine bit ée prikazane Cetvero-
vektorima, odnosno tenzorima. Tako ¢e diferencijali:

0 10
— =0, = (-=,V 2.80
Oxh . (c@t’ ) ’ (2.80)
0 10
_— = ap' = ——’ —v 3 2.81
Oz, ( cot > (281)
voditi na D’ Alambertov operator
1/0\ [}
O0=900'==|=| — (=] - 2.82
=) - () s
Uocimo da gornje derivacije pruzaju koordinatni prikaz kvantnomehanickog ope-
ratora: 5 59
H=ih— = (1——=,—1th . 2.83

U specijalnoj teoriji relativnosti, energija E i impuls p'izoliranog sustava (ocuvane
veliine pridruZene zasebnim vremenskim i prostornim simetrijama), komponente
su Cetverovektora energije impulsa

E
P = <?ﬁ> - (2.84)

Za najjednostavniji fizikalni sustav, slobodnu Cesticu mase m, kvadrat etveroim-
pulsa prikazuje jednoznacnu relativisticku invarijantu:

E2 2 2 2
pup = = —p? =mic*. (2.85)

U prirodnom sustavu jedinica koji ¢emo nadalje rabiti
p®=m? (2.86)

prikazuje 1. Casmirovu invarijantu — operator koji komutira sa svim generato-
rima Poincaréove algebre. Slijedeca invarijanta koja bi nam pomogla u daljnjoj
klasifikaciji elementarnih Cestica povezana je sa spinom cestica. Prije nego S$to
nas taj program odvede na prikaz Cestica tenzorskim poljima, zadrzimo se jo§ na
trenutak na samoj Lorentzovoj i Poincaréovoj grupi.
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2.2.2 Lorentzova grupa

Po uvodenju Cetverovektora prostorno-vremenskog poloZaja Lorentzova transfor-
macija (2.74) (uz pokratu 5 = v/c) poprima oblik

0 = (a0 )

1 = xt — fx

T _ ;g ) (2.87)
? = 3.

Sada je mogucée Lorentzove transformacije prikazati u kompaktnoj formi, kao li-
nearne transformacije na Cetverovektorima

3
o =Y At = M (2.88)
v=0

gdje zadnji korak podrazumjeva “Einsteinovu sumaciju” po ponovljenom indeksu.
Za gornji specijalni slucaj, transformacija je prikazana matricom

v =8 00
A= _gﬁ 0 (1) 8 (2.89)
0 0 01
Iz zahtjeva ocuvanja kvadrati¢ne forme
2? = 1" = g, 2" " (2.90)
izlazi uvjet:
Iy Ng = Gpo - (2.91)
Uocimo sli¢nost Lorentzovih rotacija (A) ¢etverodimenzionalnog prostora
ATgA =g, (2.92)
s obi¢nim rotacijama (1) trodimenzionalnog prostora
R'IR=1. (2.93)

Relacija (2.91) omogucuje nam da izdvojimo dva uvjeta na Lorentzove transfor-
macije

detA==+1 i |AY] > +1. (2.94)
Prvi se dobiva uzimanjem determinante od (2.91), drugi uzimanjem (0,0) kom-
ponente od (2.91). Time su odredena Cetiri nepovezana podrucja parametarskog
prostora Lorentzovih transformacija homogene Lorentzove grupe (H LG), odnos-
no klasifikacija na viastite L1)(det A = +1) i nevlastite L(_y(det A = —1),
odnosno ortokrone L' (A > 1) i neortokrone L'(AJ < —1). Navedimo tipi¢ne
transformacije:
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<& rotacije
1 00 0
_| 0 1
Ap = 0 R eLl, (2.95)
0
gdje obicne rotacije u trodimenzionalnom prostoru zadovoljavaju relaciju
RT'R =1,

<& prostorna refleksija Ap = diag(1,—1,—1,—1) € L'
& vremenski obrat A = diag(—1,1,1,1) € L'

<& Lorentzovi potisci ¢ine grupu Lorentzovih transformacija brzina, gdje u
pasivnom shvacanju koordintnom sustavu damo potisak — v, dok u aktivnom
shvacanju Cestica dobije potisak .

Prije navedeni primjer (2.87) potiska duz z;-osi uz 8; = v;/c, v = 1/,/1 — 52

postaje u aktivnom shvacanju:

T, = @y (k #9) (2.96)
t = y(t+ Bz
Primjerice za j=1
v 6 0 0
| 8 v 00
A = 0 0 1 0 , (2.97)
0 0 01
dok za j=3
v 0 0 708
0 1.0 0
A3 = 0 01 o0 (2.98)
s 0 0 vy

Uzastopni potisci ¢ine grupu preko relativistickog zbrajanja brzina: ako potisak
(3 slijedi nakon f3;, ekvivalentan ¢e potisak biti
Bl = Gt 0
N N}

Jednostavnu aditivnost (kao kod rotacija oko iste osi) dobit cemo uvodenjem pa-
rametra potiska — rapideta (; (‘“Varicakovog parametra”)

Bj = th(; (taday = ch(j) . (2.100)

(2.99)
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Uz relaciju Arth (2’ + z)/(1 + 2'z) = Arth 2’ + Arth z dobivamo

7 = Arth 3/ = Arth 3 + Arth §; = ¢/ + ¢; - (2.101)
Tada je
.’L‘; = .’L'j ChC]’"—tSth,

Primjerice, za potisak u z-smjeru izraZen parametrom rapiditeta ¢

ch( 0 0 sh(

0 10 0
=1y o1 o | (2.103)

sh¢ 0 0 ch(
- i y-smjerovi su invarijantni. Uo¢imo da je AL = A3, ane Az
Rotacije i potisci H LG odraZzavaju se u vektorskom prostoru stanja (valnih
funkcija). Za rotacije u koordinatnom prostoru
7 — 7' = Rjp)T (2.104)
valna funkcija se transformira na nacin
V() = V' (F) = Unp(F)=v (R7'F), (2.105)
gdje je operator transformacije
Ung) = € #"E (2.106)
Pritom u koordinatnoj reprezentaciji imamo za Cestice bez spina prikaz
J, — L, =i(xd/0y — yd/0x) i ciklicki. (2.107)

Stoga vrijede poznate komutacijske relacije:

(i, Jj] = deirdi (2.108)
[P, J;] = ieiPr; (2.109)
[P, J;] = 0. (2.110)

Potisci u koordinatnom prostoru

ot — a2 = [New] 2 (2.111)

v
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praceni su transformacijom u vektorskom prostoru stanja

m

Vi) = Ueaple) = v {[A ]} (2.112)
gdje je unitarna transformacija U izraZzena generatorom potiska K,
Uiy = e 7K (2.113)

Generatori potiska u koordinatnoj reprezentaciji imaju oblik

0 0
Ki=—i|t—+2,— 2.114
J ! ( 8$] + 'T] at> ) ( )
a njihovi komutatori su
[K;,P,] = —iP; (2.115)
[Ki, Pyl = —idy; Py (2.116)

Generatori J 1 K grade antisimetri¢nu 4 X 4 matricu M*, tenzor impulsa vrtnje

0 K, K, K;
—-K; 0 J3  —Js

By
M Ky —Js 0 7 (2.119)
Ky J, —J; O
Uocimo da vrijedi
ekijMij = Jk N MOi = Kz . (2120)
Svaka transformacija A € Ll (iz vlastite ortokrone H L(7) ima prikaz
AP = [ 39" Moo ]t (2.121)

Eksplicitni je prikaz generatora potisaka slican onom za generatore rotacija

10\ 10R;
Il T ieell, (2.122)
tako da dobivamo
0100
K, = —i é 8 8 8 (2.123)
0000
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(2.124)

Ky = —i (2.125)

_— o oo O OO
SO OO DO OO OO
OO = OO OO

OO DO OO OO O

Primjetimo da uzastopni potisci ne vode na novi potisak®>. Da bismo zatvorili
algebru, potrebno je K; matrice dopuniti generatorima grupe rotacija 0(3):

00 0 O
100 0 0
J = —i 00 0 1 (2.126)
00 -1 0
000 O
.1 00 0 -1
Jy = —i 000 0 (2.127)
010 O
0O 0 00
10 0 10
J3 = —i 0 -1 0 0 (2.128)
0 0 00
Tada je
(K, K] = —iejndi (2.129)
[Ji, Jj] = i€k (2.130)
Ako od gornjih Sest generatora u¢inimo kombinacije
1 , 1 ,
A = §(Ji +iK;), B; = 5((],- —iK;) (2.132)
postigli smo komutativnost:
[A;,Bj] =0 zasvakiiij. (2.133)

?Dodatna rotacija koja se javlja nakon vise Lorentzovih potisaka vodi na fizikalni u¢inak poznat
kao Thomasova precesija.
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Time smo gornju algebru sveli na dvije odvojene SU(2) algebre
[Ai, AJ] = i€ijkAk y [BZ, BJ] = iEijkBk . (2134)

To ¢e nam omoguditi da pomocu ireducibilnih reprezentacija (j = 0,1/2, 1,
3/2...) grupe SU(2) konstruiramo reprezentacije Lorentzove grupe, koje ¢emo
oznacavati s (7, j'). Na taj nacin ¢e Lorentzova grupa uz tenzorske reprezentacije
sadrzavati i spinorne reprezentacije, za koje je j + j' = polucijelo. Tenzor im-
pulsa vrtnje (vidjeti (2.107, 2.114,i 2.119) ) bit ¢e poopcen s i(x,0, — z,0,,), na
najopcenitiji oblik

My, = i (240, — 2,8,) + Suw = Lyw + Sy (2.135)

gdje posljednji ¢lan, S,,,,, prikazuje hermitsku veli¢inu koja komutira s prethodnim
¢lanom i zadovoljava istu Liejevu algebru. Dakle i ukupno:

(M, Mool =1 (9upMov — GuoMp — Guo My + GupM,uo) - (2.136)

2.2.3 Poincaréova grupa i lokalna polja

Ukljuc¢imo 1i uz homogene Lorentzove transformacije i translacije za konstantni
cetverovektor a*
ot — 2t = Aa¥ + (2.137)

interval (z — y)? u prostoru Minkowkog i dalje je ocuvan. Uz oznake koje slijede
one za HLG, uvodi se vjerna reprezentacija grupe 771, preslikavanje iz prostora
Minkowkog u vektorski prostor stanja:

(Aya) = U(Aa) . (2.138)

Za infinitezimalne transformacije (u okolini jedini¢ne) mozZe se pisati
UA,a) =1 — %wngp" +ia, P (2.139)
Dakle, opéa je transformacija karakterizirana sa Sest infinitezimalnih parametara

rotacija 1 potisaka, sadrzanih u antisimetri¢noj veli¢ini w,, = —w,, te s Cetiri
infinitezimalna parametra translacija. Komutatori generatora

M, MP) = (g M — M — g M 4 gAY (2.140)
[M"™ PPl = —igh?P¥ + ig"? P" (2.141)
[P*, PPl = 0 (2.142)

definiraju Poincaréovu algebru.
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Px

Slika 2.4: Ploha energije E Cestice zadane mase m, u ovisnosti o kompo-
nentama impulsa P, i P, (P, je ispusten). PoloZaj P odgovara energiji i
impulsu Cestica u mirovanju, a tocka Q za istu Cesticu u gibanju

Provjerimo li jo§ da kvadrat etverovektora P* komutira sa svim generatorima
Poincaréove algebre (provjeri se [M*, P?] = (), ustanovit ¢emo P* = P,P*
kao prvu Casimirovu invarijantu. Zajedno s nultom komponentom P, &iji se
predznak ne mijenja pri Lorentzovim transformacijama, P> = m? katalogizira
stanja u Sest odvojenih klasa. Pri tome su fizikalne Cestice pridruZene

P?=m? >0, P'>0, (2.143)
¢emu odgovara dijagram energije i impulsa na sl. 2.4, ili u klasi

s dijagramom energije-impulsa na sl. 2.5. Klasa s P° < 0 bit e nefizikalna, dok
P? < 0 nalazimo kod virtuelnih &estica impulsa prostornog tipa, a P* = 0 ée
odgovarati vakuumu.

Moguce je naci jos jednu veli¢inu koja komutira sa svim generatorima Poin-

caréove algebre. Ona je
W2 =Ww,WH (2.145)

kvadrat vektora Pauli-Lubanskog
WH = ! meee p,M, 2.146
- 56 vi¥lipo - ( . )
Fizikalno znacenje ove druge Casimirove invarijante nije ofigledno. To ne moze

biti sam spin, Cije se nerelativisticko shvacanje gubi kad na Cestice izvrSimo Lo-
rentzove potiske. Da bi nasli znacenje W2, otié¢i ¢emo u sustav mirovanja masivne
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Py

Slika 2.5: Energije i impulsi za bezmasenu ¢esticu mogu poprimiti vrijed-
nosti na prikazanom stoscu

Cestice, gdje P* = (m, 0) zahtijeva
Wl =0 (zbog ortogonalnosti W, P* = 0) (2.147)
1

W' = —§eiﬂ"f0P0Mjk : (2.148)

Uz identifikaciju komponenata spina na nacin .S; = %Q‘jk M*, dobivamo
Wi, = —mS; , (2.149)

tj. vektor Pauli-Lubanskog se u sustavu mirovanja Cestice prepoznaje kao genera-
tor spina. Za diskretne vrijednosti spina s = 0,1/2,3/2, ... to e dati

W2 = —W? = —m25? = —m?s(s + 1) . (2.150)

Uz 2s + 1 projekcija spina s (—s,...,s — 1, s) Cesticu mase m prikazivat cemo
(2s 4+ 1)-komponentnim spinorom (multipletom stanja), reprezentacijom Poinca-
réove grupe s

P?=m? >0, W? = -—m?s(s+1) . (2.151)

Za bezmasene Cestice, za koje je P? = 0, treba istovremeno ispuniti tri uvjeta:
W2p) = W,P"|p) = F,P"|p) = 0. (2.152)

To ¢e biti zadovoljeno ako su 1 i P proporcionalni (zavisni), tj. ako na bezmase-
nom stanju |p) vrijedi

Wylp) = AP.lp) - (2.153)
Uz definiciju W* i identifikaciju generatora impulsa vrtnje J; = €, M7* /2 dobiva
se
1 .. — —
WO = _*PMy=P-J. (2.154)

2
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Time dolazimo do veli¢ine

— —

A:

0 (2.155)
nazvane helicitet. Na stanju dobro definiranog prostornog pariteta helicitet popri-
ma samo dvije vrijednosti, 2 i —h. Uz (2.151), to je druga reprezentacija Poin-
caréove grupe,

PP=0, W*=0, (2.156)

koju nalazimo u prirodi. Cestice koje bi odgovarale kontinuiranom spinu
P? =0, W?=—p?>  kontinurano , (2.157)

ili tzv. tahionske &estice s P? < 0, nisu opaZene u prirodi!

0 LOKALNA TENZORSKA POLJA

Nakon §to smo naucili pridjeliti masivnoj Cestici spina s valnu funkciju s 25 + 1
komponenti, oti¢i ¢emo korak dalje. Uvest cemo lokalno polje, funkciju f(x*)
kojom ¢emo opisati Cesticu lociranu u tocki z* u jednom inercijalnom sustavu,
odnosno f'(z*) koja opisuje istu Cesticu u nekom drugom inercijalnom sustavu.
Opcenito funkcijski opis ¢e ovisiti o sustavu, no mi ¢emo taj opis pojednostaviti
zahtjevom da Cestice opisujemo lokalnim poljem koje se ne mijenja pri translaci-
jama u prostoru i vremenu. Time Ce preostati kao relevantne samo one Lorentzove
transformacije koje nas vode od jednog inercijalnog sustava na drugi.

Opcenito, infinitezimalna promjena * — z + dx, bit e pracena promjenom
funkcije

f(@) = f'(@') = f(x) + 0f(x) (2.158)

pri ¢emu je infinitezimalna promjena funkcije
§f(x) = f'(z + dx) — f(x) = f'(z) — f(z) + 62"D,f + O(52*)  (2.159)
dana zbrojem funkcijske promjene za isti

dof = fl(x) — f(x), (2.160)

i transportnog ¢lana 020, f. Translacije dz# = € su ve¢ konzumirane u definiciji
lokalnog polja
dof +€"0uf =0=0d0f = —ie'P,f . (2.161)

U odnosu na preostale transformacije homogene Lorentzove grupe koje daju x* =

5677 M,,x", lokalna polja ¢e se ponaSati na jedan od slijedecih naCina:

<& Skalarna polja su invarijantna, ¢/ (z') = ¢(z). Iz ¢injenice da je za njih d¢ =
0 pokazuje se da se u tom slucaju (2.135) svodi na M, = i(x,0, — x,0,),
tj. takva polja opisuju Cestice bez spina ;
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<& Slobodna spinorna polja 1 (x) biljezit ¢e netrivijalnu promjenu pri prijelazu
u drugi Lorentzov sustav

V(@) = ex" I (z) (2.162)

gdje se M), svodi na unutrasnji ¢lan S,,. Konvencionalno, za spin 1/2 ta
¢e se veli¢ina izraZavati na nacin S,, = 0,,/2, gdje je o = 5[V V]
komutator Diracovih matrica, koje ¢emo uvesti u odjeljku 2.3.2 ;

<& Vektorska polja A*(x) transformirat ¢e se poput samih Cetverovektora

AP (") = APAY () ; (2.163)

<& Tenzorska polja Uy, transformirat Ce se kao umnoZzak vektorskih,
U//w(x/) - T/u/,pcrUpU(I> ) (2164)
gd.]e Tuu,po = AM,DAI/U'

Uocimo da je tenzorska reprezentacija 7}, ,, reducibilna. Naime, u rastavu polja
na simetri¢ni i antismetri¢ni dio, U, = U, 51, +U, ;141/ (10 komponentni 1 6 kompo-
nentni dio), ti dijelovi Ce se transformirati pri rotacijama Cetverodimenzionalnog
prostora neovisno, bez ikakvog mijeSanja. Za sve navedene tipove polja treba
jos uvesti diferencijalne jednadzbe, koje ¢e povezivati polja u bliskim prostorno-
vremenskim toCkama. Osnovni ¢e zahtjev na takve jednadzbe biti relativisticka
invarijantnost, koja se ocituje kroz tzv. kovarijantnost — svi Lorentzovi indeksi

su prosumirani (ponovljeni).

2.3 Jednadzbe gibanja i simetrije lokalnih polja

Putem kratkog izuCavanja simetrija na Lorentzove 1 Poincaréove transformacije
dosli smo do koncepta lokalnih polja kojima Zelimo prikazati tockaste Cestice. Pri
tome, ovisno o spinu, Cestice ¢e biti reprezentirane razliitim “tenzorskim polji-
ma”, klasificiranim pomocu Poincaréove grupe. Princip relativisti¢ke invarijan-
tosti diktirat ¢e i oblik jednadzbi gibanja, diferencijalnih jednadzbi koje povezuju
polja u bliskim prostorno-vremenskim tockama. Temeljne jednadZbe moraju bi-
ti kovarijantne to jest moraju imati isti oblik u svim Lorentzovim (inercijalnim)
sustavima.

Najprije ¢emo dati izvod Klein-Gordonove i Diracove jednadzbe, oponaSajuci
postupak kojim smo uveli i Schrédingerovu jednadzbu. Diracova jednadzba koja
objedinjuje kvantnu teoriju i specijalnu relativnost, zacetak je kvantne teorije po-
lja. Ta je teorija prve uspjehe poznjela pri predvidanju medudjelovanja nabijenih
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Cestica i zraCenja. Zaokupljen spinom, koga je Diracova jadnadZba zahtijevala,
Dirac je vjerovao da je spin temeljna posljedica relativisticke kvantne mehanike.
Interpretacija negativnih energija koja je proslavila Diracovu jednadzbu, poprace-
na je Feynmanovim opaZanjem da je kljuC za spoj kvantne mehanike i relativnosti,
postojanje protucestica (antiCestica).

2.3.1 Klein-Gordonova i Maxwellove jednadzbe

Schrodingerovu jednadzbu nerelativisticke kvantne mehanike dobili smo zamje-

nama 9 "
E — ih—, p— =V (2.165)
ot 1
u klasi¢noj relaciji za energiju, £ = p?/(2m)+ V. Dobivenu jednadzbu shvatimo
kao operator koji djeluje na valnu funkciju ¢(Z, t) . Za slobodnu Cesticu (V' = 0)
mase m (u jedinicama h = 1) slijedi
Oy

ekl 2 2.1
Zat —i— V Y = (2.166)

pri Cemu p = [¢)|? interpretiramo kao gustocu vjerojatnosti: |1|>d®x daje vjero-
jatnost nalaZenja estice u elementu volumena d3x. OCuvanje vjerojatnosti (jed-
nadzba kontinuiteta) 5
dp

a5 +Vj=0 (2.167)
odreduje gustocu struje (tok Cestica iz nekog volumena). Uz identifikaciju p =
2, kombiniranjem Schrodingerove jednadzbe i njoj kompleksno konjugirane,
dobivamo

j=- (¢ Vi —pV¥) (= pv za slobodnu Cesticu) . (2.168)

O KLEIN-GORDONOVA JEDNADZBA

“Kvantna preskripcija” (2.165) ima oblik supstitucije cetverovektora

. .0
Pu — 10, = Ut (2.169)
koji objedinjuje :
0
E —p — .1 ) 2.170

Uz relativisti¢ki izraz za energiju, £ = p? + m?, ta nas supstitucija vodi na
Klein-Gordonovu jednadzbu za polje ¢,

82
(w—VQ—i—m)qﬁ:O. @.171)
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Uz D’ Alambertov operator O = 9+9,, = 9% /9t* — V2, Klein-Gordonova jednadz-
ba poprima eksplicitno kovarijantni oblik

(O+m*)p=0. (2.172)

Ocekujemo da ta jednadZba vrijedi za jednokomponentne valne funkcije ¢(Z, )
koje opisuju bozone spina nula, odnosno da vrijedi za svaku pojedinu komponentu
tenzorskih polja.

Identificirajmo gustoée vjerojatnosti i struje, koje zadovoljavaju jednadzbu
kontinuiteta. Pomnozimo Klein-Gordonovu jednadzbu (2.171) s lijeva s (—i¢*)
i oduzmimo od toga kompleksno konjugiranu Klein-Gordonovu jednadzbu pom-
nozenu s desna s (—i¢), da bi dobili:

0 o¢p*
[ (¢ a—f — % )} +V[i(¢"Ve — $V§")] = 0. (2.173)
Usporedba s (2.167) daje:
(L0008
p = z(gba—gbat) (2.174)
j = —i(¢"Ve—¢Ver) . (2.175)

Vjerojatnost i gustoca struje sacinjavaju cetverovektor
"= (p.g) = i(@"0"¢ — 60"9") (2.176)
koji zadovoljava kovarijantnu jednadzbu kontinuiteta
o' =0. (2.177)

Uocimo ovdje razliku od gustoce vjerojatnosti Schrodingerove jednadzbe — pojav-
ljivanje vremenske derivacije drugog reda. Za ravni val, rjeSenje Klein-Gordonove
jednadZbe za slobodnu Cesticu energije £ i impulsa p,

¢ = NePE-ibt (2.178)

nalazimo:
p=2E|N|* j=2p|N|*. (2.179)

Bududi da Klein-Gordonova jednadZba vodi na vlastite energije

E=+(p*+m?)YV?, (2.180)

susrecemo dva problema:
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<& problem prijelaza na sve negativnije energije;

<& problem negativnih gusto€a vjerojatnosti, pridruzenih negativnim energija-
ma.

Posljednji problem,
p<0 zarjeSenja FE <O,

u povijesti je vodio na odbacivanje Klein-Gordonove jednadzbe kao relativisti-
¢kog poopcenja Schrodingerove jednadzbe. Na kraju, sva ée polja zadovoljavati
Klein-Gordonovu jednadzbu. PokaZimo to najprije na slu¢aju Maxwellovih jed-
nadzZbi.

0 MAXWELLOVE JEDNADZBE

Maxwellove jednadZbe su uzor pojednostavljenja neke teorije. Osam jednadzbi za
komponente elektriénog 1 magnetskog polja (E , B ) u vektorskom zapisu svodi se
na Cetiri jednadzbe. U Heaviside-Lorentzovim racionaliziranim jedinicama (CGS
jedinicama gdje je g = 1, o = 1) Maxwellove su jednadZbe zapisane bez faktora
dmic:

V-E = p (2.181)
_ . OE

VxB = N (2.182)

V-B = 0 (2.183)
. dB

VxE = ——-. (2.184)

Te ¢e jednadZbe imati jo§S kompaktniji relativisticki zapis. U tu svrhu identificiraju
se dva Cetverovektora, Cetverovektor potencijala

—

AF = (¢, A) (2.185)

1 Cetverovektor izvora
"= (p.7) (2.186)

Uo&imo da se “skalarni potencijal” A = ¢ ponaSa kao skalar na rotacije,
no ne i na potiske pa uistinu nije skalar. Sest komponenata polja EiB koje
se transformiraju jedne u druge odgovaraju bl‘O_]ll komponenata antisimetricnog
Cetverodimenzionalnog tenzora F'* = {E B} (F" = —F"") identificiranih

na nacin: _
Fi0 _ pi 7 i — _EijkBk ) (2.187)
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Na taj nacin

0 —-E' —E* —E3
E' 0 -B* B?
E? B3 0 -—-B!
E} —-B* B! 0

omogucuje kompaktni zapis nehomogenih jednadzbi (2.181) 1 (2.182) u obliku:

v = (2.188)

0" = jv. (2.189)

Zapis antisimetri¢nog tenzora polja pomocu potencijala

Fr = 0oFAY — 0" A* (2.190)
daje izraze
. A . .
E:—ngﬁ—%—t, B=VxA (2.191)

koji identi¢no rjeSavaju homogene Maxwellove jednadzZzbe (2.183) i (g.l§4). Na-
pomenimo da relacije (2.191) ne specificiraju jednozna¢no polja (E, B) preko

potencijala (¢, A). Naime, postoji sloboda bazdarne transformacije (izraZene ska-
larnom funkcijom y):

. 0
A A-vy, ¢—>¢+a—f, (2.192)
ili u kovarijantnom zapisu
AP — AP 4+ OFy . (2.193)
Ta transformacija ne mijenja polja (E B ), pa tako niti tenzor
FW — PR (9*0” — 0"0")x = F* . (2.194)

UvrStavanje izraza (2.190) za ['*¥ u (2.189) daje nehomogene Maxwellove jed-
nadZzbe u obliku

OA” — 0" (0,A") = j". (2.195)
Upotrijebimo li slobodu odabira bazdarne skalarne funkcije y da bude zadovolje-
no
0 -
8,LA“:a—f+V-A:0, (2.196)

u takvom Lorentzovom baZdarenju vrijedit ¢e
OA* = j# . (2.197)

Za polje u vakuumu rije€ je o polju koje zadovoljava Klein-Gordonovu jednadzbu
bezmasenog slucaja.
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Uoc¢imo da uvodenjem dualnog tenzora F'*¥ uz pomoc antisimetri¢nog tenzora
ehvpo
1

P = S o

5 po (2.198)

zbog antisimetricnosti e-tenzora par homogenih jednadzbi mozemo izraziti na
kompaktni nacin

O F" =0. (2.199)

U vakuumu Maxwellove jednadZbe poprimaju izrazito simetricni zapis:
O F*™ = 0 (2.200)
" = 0. (2.201)

2.3.2 Diracova jednadzba i negativne energije

Dirac je uocio da pozitivno-definitna gustoCa vjerojatnosti p > 0 zahtijeva jed-
nadzbu linearnu u 0/0t. RelativistiCka kovarijantnost tada trazi i linearnost u
prostornoj derivaciji V. To onda vodi na Diracom postulirnu lineariziranu Klein-
Gordonovu jednadzbu

OY(Z,1)
o

= (—iad -V + pm)y = Hy (2.202)

gdje @, 3 postaju hermitske matrice (" = @, 81 = 3). Uz taj uvjet H je hermitski
operator te vodi na pozitivno definiranu gustocu vjerojatnosti .

Nadimo joS neka svojstva Diracom uvedenih matrica. Kvadrirajmo operator
na obje strane u jednadzbi (2.202):

2
(z’%) Y = (—id-V+pPm)(—id-V+ fm)y

3 , O 3 Py
R R A R

i>j=1

0
oxt

3
—im > (B + Boi) 7 + Fm®| ). (2.203)

=1
Iz zahtjeva da svaka komponenta 1 zadovoljava i Klein-Gordonovu jednadZbu
(tj. da bude na masenoj ljusci) slijedi da mogu preostati samo prvi i posljednji
Clan u uglatoj zagradi. Eliminacija neZeljenih Clanova daje uvjete koje moraju
zadovoljavati ' i 3,

i {aa}=0 zai#j. (2.205)

o

OéiO{j + OéjO[Z‘ =
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Nadalje zahtijevamo normalizaciju
al=p1=1. (2.206)
Pomocu matrica «; i # uvodimo cetiri Diracove vy matrice

V=g (2.207)
Vo= Ba’ i=1,2,3 (2.208)

kako je to ekslplicitno prikazano u dodatku B. Pomocu « matrica koje Cine Cetve-
rovektor

"= (77) (2.209)
Diracovu jednadZbu moZemo napisati kao
(iv*0, —m)y =0. (2.210)
Uz oznaku
d=a, " (2.211)
postiZe se elegantni zapis
(1@ —m)yp=0. (2.212)

MnoZenje posljednje relacije s (i@ + m) vodi nas natrag na “kvadrati¢nu” Klein-
Gordonovu jednadzbu.

O EKSPLICITNE REPREZENTACIJE DIRACOVIH MATRICA

Pokazimo da su Diracove matrice dimenzije > 4, odnosno da je najniZa reprezen-
tacija Cetverodimenzionalna. Pogledajmo najprije vrijednosti determinanti det «;:

o? =1=deta? = (deto;)? =1 = deta; = +1. (2.213)

Zai # j, det(aoy) = det(—ajou) = (—)?det a; det ;. Odatle slijedi da d
mora biti parno! No za d = 2 moZemo konstruirati najviSe tri antikomutirajuce
hermitske matrice, Paulijeve matrice

01:<(1)(1)) 02:<?_0i) 03:<é_01>. (2.214)

Pomocu njih konstruiraju se 4 x 4 matrice Diracove reprezentacije, koju ¢emo
rabiti u ovoj knjizi. Ekvivalentne reprezentacije dobiju se nesingularnom tran-
sformacijom :

v — UyUL. (2.215)

Navest ¢emo eksplicitno tri najkoriStenije reprezentacije — Diracovu, kiralnu
(Weylovu) 1 Majoraninu reprezentaciju:
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< Diracova reprezentacija
Ovu je reprezentaciju originalno koristio Dirac. U njoj su v matrice defini-
rane eksplicitno preko komponenata u (??) — (??)

I 0 0 ¢ 0 7
0 __ = AP

Zbog potpunosti, dodali smo listi Cetiriju v matrica i v° matricu, koja je
dana njihovim umnoskom. Budu¢i da je matrica v, koja dolazi uz derivaciju
po vremenu dijagonalna, ova reprezentacija bit ¢e pogodna za diskutiranje
nerelativisticke granice Diracove jednadzbe.

<& Kiralna reprezentacija
Ova je reprezentacija odabrana tako da je u njoj operator kiralnosti ~° pri-
kazan matricom koja je dijagonalna:

o (0 —I . (0 G s (I 0
7_(—1 0 T -7 0 v=\o 1) @D

Vidjet ¢emo da je zbog toga ova reprezentacija pogodna za razmatranje ki-
ralnih Cestica (tj. bezmasenih Cestica, poput neutrina), kod kojih se svojstve-
no stanje operatora ° podudara sa svojstvenim stanjem operatora heliciteta
(2.155).

< Majoranina reprezentacija
Ova je reprezentacija odabrana tako (zamjenom «y i () da Diracovu jed-
nadzbu ucini realnom:

1 iocd 0 9 0 —o? 3 —io! 0
=\ 0 ied T=0 2 0 T=0 00 —iet )

0 o? a2 0
7 = ( 52 0 ) Vs = ( 0 o2 ) (2.218)

Majorana je proucavao neka specificna svojstva fermiona koja su u ovoj
reprezentaciji najlakse uocljiva (primjerice Majorana maseni ¢lanovi koje
¢emo razmatrati u odjeljku ??)3.

3U Diracovoj jednadzbi maseni ¢lanovi mijeSaju kiralne komponente polja L22¢ = majn) =
m (Yrbr 4+ YripL) pa su viastita stanja mase Diracova polja ¥p = v + . Majora-
nini maseni ¢lanovi povezuju kiralne komponente polja i konjugiranih polja £Majorana  —
mr, (1/_)21% + 1/_1”/12) + mpg (1/_)§sz + 1/_1R1/1§) gdje su vlastita stanja mase kiralna polja koja su
sama sebi konjugirana x = 9y, + 9§ , w = Yr + VY% .
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Pogledajmo sada Diracovu jednadZbu u Diracovoj reprezentaciji v matrica. Uoca-
vajuci 2 x 2 blokove, Diracov Cetverospinor {» moZe se prikazati bispinorom

¢~(£), (2.219)

gdje ¢ 1 x prikazuju par dvokomponentnih spinora. Za slobodnu Cesticu pretpos-
tavimo rjeSenje u obliku ravnog vala

b =we T = ( 14 ) , (2.220)
X
gdje je w rjesenje iz kojeg je izdvojeno prostorno-vremensko ponasanje. Naime,
ograniCit ¢emo se na promatranje slobodnih Diracovih Cestica s Cetverovektorom
impulsa
= (E,p), (2.221)

koje medudjeluju u jednoj tocki, tako da prostorno-vremensko ponaSanje ima
oblik ravnog vala i ne ulazi u diskusiju. Uvrstavanje u Diracovu jednadZbu

z’%w = (—id@ -V + Bm)y (2.222)

()-(5 () e

odakle uo¢avamo dvije vezane jednadzbe za ¢ i

daje

(B —m)y
(E+m)x

DY (2.224)
P (2.225)

Qi Q

Nalazenjem y = (¢-p')/(E+m)¢ iz posljednje jednadZbe i njenim uvrStavanjem
u pretposljednju dobijemo (uz (¢ - p')? = p?1):

(E—m)(E+m)p=pp. (2.226)
Odatle uocavamo relaciju izmedu energije i impulsa, disperzionu relaciju:
E? —m?=p?. (2.227)
Time su joS uvijek dopustena stanja i pozitivne i negativne energije:

E=+(p*+m?)Y? . (2.228)
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Usprkos tome gustoca struje vjerojatnosti

p = (z)(x), (2.229)

je ocigledno pozitivno definitna:

o) o,
p=wivneie) | | =m0 @20
e )

K tome zahtijevamo oCuvanje vjerojatnosti, kako to daje jednadZba kontinuiteta —
koju sada mora dati Diracova jednadzba!
Na nacin kako smo to izveli za Klein-Gordonovu jednadzbu u odjeljku 2.3.1,
kombiniramo sada Diracovu jednadzbu
O

iy = (—id -V + Bm)y (2.231)

1 njoj hermitski konjugiranu

T
_iaait = i (+id - V + Bm) . (2.232)

Dobivena relacija
0
o [MM v WT@M =0 (2.233)

sugerira struju
j=ylay (2.234)

kao struju s ispravnom interpretacijom vjerojatnosti. Prikazimo to za slucaj slo-
bodne Cestice.

Za slobodnu Cesticu, derivacija 0, spusta iz ravnog vala faktor —¢p,, i vodi na
jednadzbu

(VP —m)p =0 (2.235)
i njoj hermitski konjugiranu za adjungirani spinor 1) = 1T°
(3" —m) = 0. (2.236)
MnozZenjem (2.235) s ¥y*, a (2.236) s v*1), daje u zbroju
V(Y ey = 2mapy (2.237)

Uz antikomutator + matrica (??) dan s 2¢"”

_ oo
Py = Ly | (2.238)
m

reproducira struju slobodne Cestice.
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0 DIRACOVA I FEYNMAN-STUCKELBERGOVA INTERPRETACIJA RJE-
SENJA NEGATIVNE ENERGIJE

DosadasSnje rezultate moZemo objediniti na nacin : problem negativnih vjerojat-
nosti za Klein-Gordonovu jednadzbu (p < 0, £/ < 0) izbjegnut je linearizacijom
za Diracovu jednadZbu (p > 0, £/ < 0). Pritom je spektar simetrican oko £ = 0
(sl. 2.6). Da bi sprijecio pad elektrona pozitivne energije na niZa, negativno-

E 4

me—— QO e

Y qﬂ/‘
2
-mc

Slika 2.6: Produkcija para u Diracovoj slici negativno-energijskog mora:
elektron izbacen fotonom iz “mora”, ostavija “rupu” koja se ponasa kao
antielektron

energijska stanja, Dirac pretpostavlja da su sva stanja negativne energije popunje-
na. Tada Paulijev princip ne dozvoljava pad elektrona s &2 > 0 na niZe razine, na
popunjeno “more” negativno energijskih stanja.

Naravno da takav vakuum ima beskonacni naboj i energiju, no opazanja su
vezana uz konacne fluktuacije u energiji i naboju u odnosu na taj vakuum. Dakle,
Diracov vakuum nije “niSta”, nego je prikazan beskonacnim morem negativno-
energijskih elektrona, protona, neutrina . ..— svih Cestica spina 1/2!

Odustnost negativno energijskih elektrona iz mora (“rupa” u odnosu na Dira-
cov vakuum), ekvivalentno je prisutnosti pozitivno-energijskih pozitrona*. Iako
Pauli 1933. godine misli da identifikaciju rupa s antielektronima ne treba uzi-
mati ozbiljno’, pokazala se smislenost rezultata koji se dobivaju iz Diracove jed-
nadzbe i njenih negativno-energijskih rjesenja. Ipak, teorija prestaje biti Cisto
“l-CestiCna”, jer moZzemo pobudivati elektrone negativne energije. Primjerice, po-
budivanje na pozitivno energijsko stanje prikazuje proces produkcije para e*e™!
Rijec je o teoriji mnoStva Cestica koja Ce biti ekvivalentna kvantnoj elektrodina-
mici!

“Ta predikcija potvrdena je Andersonovim otkri¢em pozitrona (Nobelova nagrada za 1932).
SDrugi kriti¢ar “mora” bio je Landau. Ipak, uo¢ivsi da su samo razlike bitne, on sam konstru-
irao je na konceptu Diracovog mora proslavljenu teoriju Fermijevih tekucina.



POGLAVLJE 2. NACELO SIMETRIJE U FEC 43

Uocimo da argument Paulijevog isklju¢enja ne vrijedi za Klein-Gordonove
Cestice (bozone ), pa prelazimo na Feymanov tretman negativno-energijskih rje-
Senja (koji vrijedi 1 za Diracovu i za Klein-Gordonovu jednadzbu). Feynmano-
va preskripcija uspostavlja ekvivalenciju Cestica negativne energije koja putuje u
proslost s pozitivno energijskom anti¢esticom koja putuje u buduc¢nost. U mogué-
nosti te identifikacije Feynman vidi najvisi doseg Diracove jednadzbe!

Feynmanova preskripcija je ideja na kojoj ¢e se temeljiti tzv. Feynmanovi
dijagrami. Primjerice, elektron definiranog Cetveroimpulsa i naboja

{pQ” - &2 } (2.239)

opisan je Cetverovektorom elektromagnetske struje
j*(e7) = (—e)2|N[*(E,p) . (2.240)

Za njegovu antiCesticu istog etverovektora (FE, ), ali suprotnog naboja () = +e,
elektromagnetska struja

j*(e*) = (+e)2 [N|* (E,p) (2.241)

podudarat ¢e se sa strujom elektrona ako elektronu pridjelimo Cetverovektor
(—F,—p). Emisija pozitrona energije £ ekvivalentna je apsorpciji elektrona
energije — [’ (vidjeti sliku 2.7). Ova identifikacija je moguca, jer vrijedi

t A

E>0 (-E)<0

Slika 2.7: Rjesenja koja opisuju negativno energijske Cestice koje putuju u
proslost odgovaraju rijesenjima pozitivno energijskih anticestica koje putuju
u buducnost

e B — omiBt (2.242)

Promotrimo u Feynmanovoj slici procese rasprSenja opisane teorijom smetnje ne-
relativisticke kvantne mehanike (NRQM). U toj slici jednostruko rasprSenje po-
zitrona (sl. 2.8(a) ) ili m mezona (sl. 2.8(b) ) na potencijalu moZemo opisati
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A4
A4

Slika 2.8: Sva jednostruka rasprsenja elektrona (a) ili piona (b) mogu se
opisati cisto ¢esticnim rjeSenjima, bez uvodenja anti¢esticnih stanja (po-
mocu interpretacije sa slike 2.7)

t, 1

A\ 4

X

Slika 2.9: Prostorno-vremenski prikaz staze ¢estice u NRQM

njihovim antiesticama koje putuju u suprotnom vremenskom smjeru. Dvostruko
rasprSenje u drugom redu NR teorije smetnje ima prostorno-vremenski (Feynma-
nov) dijagram prikazan na slici 2.9. Po Feynmanu, to treba biti dopunjeno moguc-
no$céu rasprsenja Cestica “unatrag u vremenu” (sl. 2.10) Bez te dodatne amplitude,

opis procesa nije potpun!

2.3.3 Jednadzbe gibanja i Noethericin teorem

U ovom odjeljku pokazat ¢emo da se sve jednadzbe gibanja mogu izvesti i na
drugi nacin, preko varijacijskog nacela. Ono ¢e voditi i na o€uvane veli¢ine putem
Noetheri¢inog teorema.
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{4 t 4 ponistenje
para n "
Y
t, F I A
2 p— : AN T T(+
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Slika 2.10: Dodatna staza cestice u relativistiCkoj kvantnoj mehanici (a) ima
fizikalnu interpretaciju (b)

O FUNKCIJA DJELOVANJA

Lagrangeova formulacija klasi¢ne mehanike sinonim je za princip najmanjeg dje-
lovanja. Rijec je o varijacijskom principu koji iz zahtjeva ekstremalnosti funkcije
djelovanja .S
to
08 = 5/L(q, g, t)dt =0, (2.243)
t1

daje Lagrangeove jednadzbe gibanja

d oL OL
i (2.244)
Elementarne Cestice opisivat ¢emo lokalnim poljima. Umjesto diskretnog sustava
toCkastih Cestica (s koordinatama ¢;(t) ) opisanih lagrangianom L(g;, G;,t) pro-
matramo kontinuirani sustav polja (funkcija ¢(Z,t) = ¢(z#)) opisan gustoéom
lagrangiana

L(§, 0,0, 2") . (2.245)

Eksplicitna ovisnost o koordinatama z* pojavljivat ¢e se samo ako je polje ¢ u
medudjelovanju s vanjskim izvorom, tj. kad £ opisuje sustav koji nije zatvoren.
Opca svojstva koja zahtijevamo od gustoce lagrangiana su:

<& translaciona invarijantnost, koja zahtijeva da se radi o funkciji polja i njiho-
vih derivacija;

<& lokalnost, zahtjev da su polja uzeta u jednoj prostorno vremenskoj tocki x*,
vodi na lokalnu teoriju polja. Vjeruje se da su takve teorije dovoljne 1 za
opis nelokalnih pojava.
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Na kraju uvodimo i djelovanje, funkcional graden od Poincaréovih invarijanti

S = / d*zL, (2.246)

T1

gdje je d*x “integracijska mjera” (element volumena dt dx dy dz = dx® da' dx?
dx3) u Eetverodimenzionalnom prostoru Minkowskog. Svojstva koja zahtijevamo
od djelovanja su:

<& realnost (S € R), nuZna da bi u pridruzenoj teoriji polja vjerojatnost bila
oCuvana (prisjetimo se da kompleksni potencijali daju apsorpciju);

<& Zelimo da S vodi na klasi¢ne jednadZbe gibanja koje ne ukljucuju vise od
derivacija drugog reda (za viSe derivacije pojavljuju se nekauzalna rjeSenja);

<> osim na Poincaréovu grupu S moZe imati i dodatne simetrije;

<& Po konstrukciji S ima dimenziju impulsa vrtnje [energija X vrijeme], tj.
dimenziju M L*T~! kakvu imai h. U prirodnom sustavu jedinica dimenzija
L bit ée M.

Zahtjev ekstremalnosti za funkciju djelovanja S (varijacijski princip) imat ée dvije
posljedice: Euler-Lagrangeove jednadZbe gibanja i NoetheriCin teorem.
O EULER-LAGRANGEOVE JEDNADZBE GIBANJA

Za Cestice koje mogu postojati samo u nekom kona¢nom podrucju R Cetveroprostor-
vremena, promatrat ¢emo promjenu djelovanja | R d*z L, kad koordinate podvrg-
nemo varijaciji

" — ¥ = ot + S, (2.247)

pra¢enoj promjenom polja
¢(x) = ¢'(z) = ¢(x) + doop(). (2.248)

Dakle, ogranicujemo se na Cisto funkcijsku varijaciju polja (usporedbu ¢’ i ¢ u is-
toj prostorno-vremenskoj tocki z*), pri ¢emu na rubu podrudja (OR) zahtijevamo:

Sz" =0, v =0  nadR. (2.249)

Tada zahtjev stacionarnosti djelovanja

58 = / da'C(¢,0,¢)) — / dzL($,0,0) =0 (2.250)

R R
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daje Euler-Lagrangeovu jednadZbu gibanja

oL 0 oL
% our (a@@) =0 R

Efektivno, na$ problem ée se svesti na trazenje onih Lagrangeovih gustoca, koje ¢e
reproducirati prije uvedene jednadzbe: Klein-Gordonovu, Diracovu ili Maxwel-
lovu.

a) Klein-Gordonov lagrangian

Za skalarno polje kanonske dimenzije® d(¢) = 1 lagrangijan je

2

1
L=3(0,0)(0"9) - 56" (2.254)
Ako izraCunamo funkcionalne derivacije
oL 9 oL
— = —m?, = ¢"(0,¢) = O* (2.255)
96 ¢ 50,0) ¢ (0,0) = 0"
i uvrstimo ih u jednadzbu (2.251) dobijemo
(O+m*) =0, (2.256)

Sto je upravo Klein-Gordonova jednadzba.

b) Diracov lagrangian

Za fermionsko polje ¢ kanonske dimenzije d(v¢)) = 3/2 lagrangijan je dan izrazom
L= i) —m)p. (2.257)

Polja 1) i 9 tretiramo kao neovisne varijable te ratunamo funkcionalne derivacije,
primjerice
oL oL

TR =—mia, m =iVBY54 (2.258)

®Kanonska dimenzija definirana je kao

d(A) = (4 —wa)/2 (2.252)
gdje je A opéenito kvantno polje i w4 potencija impulsa asimptotskog propagatora D 4 (p?):

p2—)00

Da(p?) "= (p?) 2. (2.253)

Za skalarna i fermionska polja kanonska dimenzija operatora jednaka je naivnoj dimenziji opera-
tora u jedinicama mase, $to ne vrijedi za masivna vektorska polja.



POGLAVLJE 2. NACELO SIMETRIJE U FEC 48

gdje su A i B Diracovi indeksi. Ako to uvrstimo u jednadzbu (2.251) dobijemo
10,0 +map = (z‘@ —I—m) =0. (2.259)

Analogno dobijemo
(1@ —m)yp =0 (2.260)

Sto su upravo Diracove jednadZbe za slobodni elektron.

¢) Maxwellov lagrangian

Provjerimo da gustoéa lagrangiana
1
L= —ZFWFW — Ju A" (2.261)

daje Maxwellove jadnadZbe kao Euler-Lagrangeove jednadZbe gibanja. Funkcio-
nalne derivacije lagrangijana su

oL oL
b N o 2.262
aAN .] Y a(aﬂAy) ) ( )
koje uvrStavanjem u (2.251) daju
O F" = 3", (2.263)

Sto odgovara paru nehomogenih Maxwellovih jednadzbi.

O NOETHERICIN TEOREM ZA PROSTORNE I INTERNE SIMETRIJE

Proucavat ¢emo odziv funkcionala djelovanja S na neku (za sada nespecificiranu)
promjenu koordinata 1 polja. Pritom ¢e nas zanimati posljedice zahtjeva inva-
rijantnosti djelovanja (65=0) na varijacije koordinata i polja, pri ¢emu ¢emo te
varijacije izraziti pomocu globalnih (z-neovisnih) parametara w*®

n

sop = O s (2.264)
dwl

56 = 2P gu0 (2.265)
dwa

Napomenimo da ovdje varijacija polja opcenito sadrZi i transportni ¢lan, d¢(z) =
(09 + 0270, )¢(x). Vise se podrobnosti moze nadi u [?].
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a) Prostorno-vremenske transformacije

Iz zahtjeva simetrije Diracove ili Maxwellove teorije na prostorno-vremenske tran-
sformacije do¢i ¢emo na operatore energije, impulsa i impulsa vrtnje kao na ocu-
vane “naboje” Noetheri¢inog teorema. NapiSimo gornje varijacije, prvu u obliku

oxt = XFow" | (2.266)

a drugu kao
0p = D 0w” (2.267)

gdje je X/ opcenito matrica (a je jedan indeks za translacije, no za Lorentzove
transformacije trebamo dva indeksa), dok je @, skup brojeva, koji postaje matrica
za multiplet skalarnih polja ¢; (d¢; = ®;;0w’).

< Translacije ishodiSta prostor-vremena

Za infinitezimalne prostorno-vremenske translacije vrijede slijedeca pridruZivanja
oxt =&t = XI'— XI'=gl. (2.268)

Tada za skalarno polje, gdje po definiciji
0p =0 = o, =0, (2.269)

zahtjev stacionarnosti djelovanja, 05 = 0, poprima oblik

oL
do, | ==, —OLX] | dw”" =0. (2.270)

/ g [3(%5)

OR
Pri tom smo dio uz varijaciju polja eliminirali jednadZzbama gibanja i k tome smo
uveli veliinu

O = ﬂa »—ghL (2.271)
Yo00ue) T T '

za koju éemo opravdati naziv tenzora energije-impulsa. Citav podintegralni izraz
u (2.270) prikazuje Noetheri¢inu struju

Iy = { a((zﬁ ¢>¢>u — @‘;Xj] : (2.272)
W

Ujedno, za prostornu hiperplohu (gdje je ¢ = konstantno) integral (2.270) vodi na
ocuvani naboj

Q, = / Fdir (2.273)

\%4
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Naime, Gaussovim teoremom (2.270) postaje

/ O jtd'z =0 . (2.274)
R

Za spomenutu prostornu hiperplohu,
/ DojodPz + / Oijid*r =0 . (2.275)
v 1%

Bududi da drugi ¢lan iS¢ezava po Gaussovom teoremu (izborom dovoljno dalekog
ruba volumena), u preostalom ¢lanu prepoznajemo

d o3 d_
G [ = G =0 (2.276)

kao zakon ocuvanja, gdje je oCuvana struja translacije dana tenzorom energije-
impulsa
jh=-06". (2.277)

Pridruzeni o¢uvani naboj dan je operatorom cetveroimpulsa
P, = / 0 d*z . (2.278)

Uocimo da tenzor energije-impulsa nije simetrican. Simetri¢ni, kanonski tenzor
energije impulsa dobije se dodavanjem totalne derivacije 0, f*" (gdje fM =

_f/MV),
TH = @M 4 9y f (2.279)

i ponovno je ocuvan (9, 7" = 0). Najilustrativniji je slu¢aj Maxwellovog polja
(vidjeti zadatak 2.11 na kraju poglavlja).

<& Prostorne rotacije

U potpunoj analogiji s prethodnim primjerom, infinitezimalne rotacije specijalni
su slucaj Lorentzovih transformacija

ot = el (et = =) | (2.280)
specificiranih na nacin

bui—n) (= - i =1,2,3). (2.281)
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Opcenita ocuvana Noetheri€ina struja, izrazena je simetri¢nim tenzorom energije-
impulsa
MHPT = THP 7 — THI P (2.282)

Naime, ocuvanje tenzora MPH”
O, MPH =10, (2.283)

zbog ocuvanog T** (0,T°" = 0), zahtijeva da je tenzor energije-impulsa simetri-
¢an
™ =T"". (2.284)

Nulta komponenta u (2.282) vodi na gustoéu tenzora impulsa vrtnje
M = / MO Py (2.285)
v

koji je “oCuvan naboj’:

d
—M" =0. 2.286
7 ( )

Tri komponente operatora impulsa vrtnje dane su prostornim komponentama M %
kako samo ve¢ vidjeli u odjeljku 2.2.2:

JF = N (2.287)

b) Interne simetrije i Gell-Mann — Levyjeva metoda

Uvest ¢emo alternativnu metodu Gell-Mann — Levyja [?] za nalaZenje struja i nji-
hovih divergencija, primjenljivu ¢ak i za slu¢ajeve kad transformacije nad poljima
ne odgovaraju egzaktnim simetrijama. Neka je lagrangian danog (bozonskog ili
fermionskog) polja L(¢,, 0,,¢,) podvrgnut transformaciji

Or — ¢ = Op + 0, . (2.288)

Pretpostavimo da, iako nije rije¢ o prostorno-vremenskim transformacijama, infi-
nitezimalni parametri € imaju z-ovisnost, tako da se polje transformira na nacin

br() = G(x) = B (x) — iea(@) FA(9) | (2.289)
To vodi na promjenu lagrangiana za iznos
oL oL
0L =—-—00, + =———=6(0,9,) , 2.290
56, 50,0 ) =20
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$to po uvrStavanju 0L /0¢, iz Euler-Lagrangeove jednadzbe daje

oL oL
0L = —iey(x)F(9)0 (—) + (—ZFT‘1 ) —) Oy€ea(T) . (2.291)
Koeficijent uz d,e,(x) prepoznajemo kao Noetheri¢inu struju j** za X = 0 (in-
ternu simetriju) u (2.272). Taj isti koeficijent dobiva se iz (2.291) na nacin

. d(0L)
JHM(r) = =—F . (2.292)
STGRRE)
Potom izraz (2.291) mozemo pisati u obliku
0L = €,(x)0,J " (x) + jH (x)0pea () , (2.293)
odakle slijedi izraz za divergenciju struje
) 9(dL)
ap _
8Nj(m) = Penln) (2.294)

Dakle, za danu internu transformaciju treba na¢i promjenu 0L iz koje se pomo-
¢u relacija (2.292) i (2.294) nalazi struja i divergencija te struje. Ilustrirajmo to
slijede¢im primjerima:

< Abelova U(1) transformacija faze

Diracov lagrangian £ = v(i() — m)v simetri¢an je na transformacije

1%(:1:) — @e'(x) = e__mw(x) (2.295)

U(x) = P'(x) = P(x)e . (2.296)
Na pocetku poglavlja vidjeli smo da nas odabir
€(Q)

a— < €B) (2.297)
e(L)

vodi na ocuvanje odgovarajuceg globalnog naboja. Ovdje, uz Gell-Mann-Levyjev
trik € — €(x) € postaje lokalni parametar. Sukladno tome

L — L+ QUy*d,e(z) (2.298)
daje 6L = Qiy"1pd,e(x) , koji po (2.292) i (2.294) vodi na struju
(@) = Qu(z)y" () | (2:299)

koja je oCuvana
0uj'(x) =0. (2.300)



POGLAVLJE 2. NACELO SIMETRIJE U FEC 53

<& Neabelova SU(2) transformacija

Ako je u Diracovom lagrangianu £ = v(i() — m)1) spinor prikazan fermionskim
(nukleonskim ili kvarkovskim) izospinorom,

@Dﬁ(i) ili @Z)—>(Z>, (2.301)

uodit ¢emo simetriju Diracovog lagrangiana pri rotacijama u prostoru izospina

(@) = (x) = e Ty a=1,2,3 (2.302)

~ (1- zea%)w , (2.303)

gdje su 7, generatori SU(2) grupe (primjerice, o matrice iz jednadzbe (2.214) ).
Gell-Mann - Levyjev trik (zamjena ¢, — €,(x)) daje

5L(x) = Py Yyeala) — i by () + iWmvea(r) . (2304)
pa uz formule (2.292) i (2.294) dobivamo izraze za struju i njenu derivaciju
- -7
@) = b (2.305)
0,5 (x) = it [m %} W . (2.306)
RaspiSemo li maseni ¢lan, primjerice kvarkovskih polja, na nacin
1 1
m = é(mu +ma)l + é(mu —mg)7T? (2.307)
vidimo da je tre¢a komponenta (izovektorske) struje oCuvana
0,5 =0, (2.308)
dok za preostale dvije vrijedi
0, J M = dm = (my, —ma) . (2.309)

Uocene oCuvane vektorske struje (elektricnog naboja, barionskog broja i trece
komponente izospina) vode na oCuvane naboje

1/2 0

Q = §<0 _1) (2.310)
1/1 0

B = §<0 1) 2.311)

1/1 0
T, = 5(0 _1), (2.312)
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koji zadovoljavaju relaciju

B
Q=Ti+5 . (2.313)

poznatu kao Gell-Mann—Nishijima relacija.
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o Zadaci :

Zadatak 2.1 Koji od slijedecih procesa je moguc kao jaki proces, a koji je zabra-
njen (i iz kojega razloga, ako promatramo ocuvanje barionskog broja, naboja i
stranosti)

7 4+p — 2047 24+ K =4+ KT (2.314)
K +p — A+7% 204+ K° =204 K° (2.315)
T 4+n — = +K°+ K° (2.316)
K +p — A+n (2.317)
Y 4+p — =4+ KT (2.318)

Zadatak 2.2 Za procese iz prethodnog zadatka nacrtati dijagrame kvarkovskog
tijeka ili pokazati da to nije moguce.

Zadatak 2.3 Konstruirati raspade Q)= Cesticeu =, Z°, X0, i N Cestice, pracene

ostalim produktima jakog raspada. Nacrtati kvarkovski tijek i objasniti zasto se ti
procesi ne opazaju.

Zadatak 2.4 Uobicajena, “trodimenzionalna” definicija brzine kao vremenske
derivacije koordinate po “obicnom” vremenu se u specijalnoj teoriji relativnosti
zamjenjuje derivacijom po vlastitom vremenu dr koje je jednako

dr = (dz"dx,)". (2.319)

Izracunajte komponente cCetverobrzine i Cetveroimpulsa (kolicine gibanja), te us-
postavite vezu izmedu ukupne energije, mase mirovanja i kineticke energije.
Rjesenje : Cetverobrzina je definirana kao

ut = dx*/dr (2.320)

gdje je

dr = (datdx,)"? . (2.321)
Medutim, p 0t d

t

pa se iz

(d7)? = (dt,dx)? (2.323)
dobije

dr = +/(dt)? — (dZ)? = \/(dt)? — (dZ/dt)%(dt)? (2.324)
dr = /(dt)? — 2(dt)2 = dtV/1 — 2 = dt /v . (2.325)
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Dakle, p
t
—=7. (2.326)
dr
Na taj nacin izraz (2.322) postaje
d d
— == 2.327
dr ~ it (2327
odnosno iz (2.320) dobijemo
ut = (dt,dZ)/dT = (v,~v0) = v(1,7) . (2.328)

Cetveroimpuls je umnoZak “mase mirovanja” i Cetverobrzine
Pt = mou! = (ymg, ymot') = (ymo, p) (2.329)
odakle ocitamo ukupnu energiju
E=m=vymg. (2.330)

Valja napomenuti da ée velicina m posvuda biti masa mirovanja (ovdje oznacena
s indeksom “nula”), tj. da bude jasnije

E=mc = ——— (2.331)

V1—v?2/c2

U sustavu mirovanja Cestice je v = 1 pa je m = my. Dalje je

(p)? = E*>—p%=(ymo)? — (ymo¥)? (2.332)
= ¥Ymi(1-7?) =m3, (2.333)

odnosno
E?* =md +p? =m?. (2.334)

S druge je strane ukupna energija jednaka zbroju energije mirovanja i kineticke
energije T, pa je
E? = (mog+T)* =m3 + p? (2.335)
ili
T = (m2+pHY* —my . (2.336)

Zadatak 2.5 Pokazati da je Cetverobrzina okomita na cetveroubrzanje.
Rjesenje : Cetverobrzina je dana izrazom

ut = ~(1,7), (2.337)
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a njen kvadrat je

(") =4*(1-v%) =1. (2.338)
Cetveroubrzanje je derivacija u" po vlastitom vremenu dr, tj.
d
at = —ut . (2.339)
dr
Deriviranjem izraza (2.338) dobijemo
d dut
E(u“)z =0= 2uuﬂ = 2uta, (2.340)

paje u* 1 a*.

Zadatak 2.6 Pokazati da je cetverovolumen invarijantan na Lorentzove transfor-

macije.
RjeSenje : Rezultat slijedi odmah iz Jakobijana transformacije
a /
da’ = |25 dts (2.341)
Ox

koji je determinanta matrice Lorentzove transformacije, tj.
d*z’ = |det A", | d*z = d*z . (2.342)

Zadatak 2.7 Ako je p* = (E, D), pokazati da je izraz d*p/ E relativisticki invari-
jantan.
Rjesenje : Neka je

dp, = dpl; dp, = dp; ; (2.343)
, y , vdE'
dp. = ~(dp, +vdE") = ~vdp.(1+ o ). (2.344)
Buduéi da je p* = E? — p? = m? i EdE = pdp, tj.
dE" p!
— 2z 2.345
B ( )
i £ =~(E + vp.,), dobijemo
v., ¥ 1 dpl
dp. = ~ydp,(1 + v o = ydpl (B + vp’z)ﬁ =5 B (2.346)
odnosno y 0
P _ 2 (2.347)

E E



POGLAVLJE 2. NACELO SIMETRIJE U FEC

Zadatak 2.8 Pokazati da vrijedi jednakost

d3

4 2 0
By D dipsp? — m2) o)

gdje je O(x) jedini¢na Heavisideova funkcija.
RjeSenje : Iz svojstva § funkcije, gdje je argument funkcija od x

o
= — o(x — T;
2 e =)
za f(z;) =0 (i= ., k) moZemo napisati
/5p —m?)dpy = /(5 P2 —m?)dpy .
Uz
o (P —p? - mQ) = 2po
pp—pr—m* = 0
slijedi
Po=\p*+m?
tako da je

dpo 1 1 1
(5 2— 2d :/—5 _— = —
(P m) Po 20 (p Po) 2p0 2 /52 + m? oF

pa je

dp AP dp

2n)2E = (PO =) = G 2e0 (" —m’)

O funkcijom osiguravamo pozitivnost rjeSenja korijena py.

58

(2.348)

(2.349)

(2.350)

(2.351)
(2.352)

(2.353)

(2.354)

(2.355)

Zadatak 2.9 Cestica se raspada na druge dvije. U sustavu S prema kojem se
raspadajuca Cestica giba brzinom 0.8 ¢ mjeri se kutna raspodjela. Nadeno je
da prva Cestica (prvi produkt raspada) izlijece pod kutom od 15° mjereno prema
smjeru brzine raspadajuce Cestice, a da je smjer drugog produkta raspada okomit
na prvi. Naci kut medu cCesticama u sustavu mirovanja raspadajuce cestice.

Rjesenje : U sustavu S je

1
a

2 aV1-08
ag 2

(2.356)
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a u sustavu mirovanja Cestice

tg 0, = > . (2.357)
Qo
Buduci da je
1
dobijemo da je 0 = 9°7' 59" te je stoga
, 1
tgly = tgb, (2.359)

V1-08"°
odnosno 0y = 6.94 ili 61 + 0, = 75°4'0.7".

Zadatak 2.10 Provjerimo da nehomogene Maxwellove jednadZbe imaju relativi-
sticki zapis 0, F"" = j¥ (2.189).

Rjesenje : Uz identitet ¢ €1 = 26 dobivamo ey jejpy B' = —e€;j, F7% = 2B.
Dakle

E—E = F%=_ViA" 54" - —V¢— %—‘f (2.360)
B—B = —%ezjk [-VIAF + VFAT] - V x 4, (2.361)

odakle dalje slijedi
D F” + 0;F" = —%Ei + 0;€7* B (2.362)

Na kraju, sumirano
_%_f +VxB = (2.363)
OF°=V.E = p. (2.364)

Zadatak 2.11 Pokazati da simetricni tenzor (2.279) slobodnog elektromagnet-
skog polja
TH = ©" + 0y (F'"AY) (2.365)

daje energiju T = (EZ + 52) /2 i Poyntingov vektor s komponentama T® =
(E x B)'.

Zadatak 2.12 Pokazati da su operatori wa i P L, L,, Casimirovi operatori
Lorentzov egrupe, ali ne i pune Poincaréove grupe.



