LJETNI SEMESTAR 2007/2008

NUMERICKE METODE I
MATEMATICKO MODELIRANJE

12. PREDAVANJE

www.phy.hr/~npaar




_

METODE NUMERICKE INTEGRACIJE
IT dio

o /




GAUSSOVA METODA INTEGRACIJE

prethodno razmatrane metode integracije su prilagodene
problemima gdje su tocke integracije x; ekvidistantne
(konstantni korak h)

ukoliko integrand slabo varira preko velikog intervala
integracije, prethodno razmatrane metode e sporo
konvergirati prema trazenoj preciznosti

zelimo metodu koja ée imati dovoljnu preciznost, a manji broj
toCaka (krace ukupno vrijeme racunanja), uz pretpostavku da
integrand glatko varira preko intervala

( Gaussova kvadratura /




GAUSSOVA METODA INTEGRACIJE

oshove Gaussove kvadrature

opcenita ideja numeri¢ ke integracije zasnovana je na
aproksimiranju integrala,

b N
I = / f(o)dr ~ ngf(l‘@)
a =1

(w i © sutezine i odgovarajuée toCke integracije)

kod prethodnih metoda, toCke integracije su odabrane na

poCetku, odabirom ukupnog broja tocaka NV, tezine w su
izvedene ovisno o metodi integracije

npr. za Simpsonovu metodu,

w i {h/3,4h/3,2h/3,40/3, ... [AR/3,h/3)

/




GAUSSOVA METODA INTEGRACIJE

opcenito, formula integracije zasnovana na Taylorovom razvoju
koristeci N tfolaka, integrira egzaktno polinom P stupnja N-1,
dakle, N tezina w, moze se odrediti iz N linearnih jednadzbi

veca preciznost za odreden numericki proracun moze se postici
ukoliko smo u moguénosti odustati od zahtjeva na ekvidistantne
toCke integracije

u Gaussovoj kvadraturi potrebno je odrediti i toCke integracije
i odgovarajuce tezine, toCke integracije nece biti jednako
udaljene
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GAUSSOVA METODA INTEGRACIJE

ideja metode je odredivanje tezina w koristeli ortogonalne
polinome

polinomi su ortogonalni u nekom intervalu, npr. [-1,1] , foCke ;
su odabrane tako da budu unutar tog intervala

zajedno sa tezinama, treba odrediti 2N parametara

ako integrand nije gladak, moze se prilagoditi koristenjem
tezinskih funkcija - ortogonalnih polinoma

1/ flx dI/H Iwzuuzft}f‘z

9 Je glatka funkcija, W je tezinska funkcija /




GAUSSOVA METODA INTEGRACIJE

tezinska funkcija W je nenegativna u podruc ju integracije
r € |a,b| takva da je za svaki n > 0,

f; z|"W (x)dz integrabilan.

naziv tezinska funkcija znaci da funkcija odreduje veéi znacaj
jednom ili drugom dijelu intervala

formula Gaussove kvadrature:

b N
/ W(a)f(x)de = Y wif (x:)
a 1=1

za N to¢aka, integrira egzaktno sve polinome p € Pon—1

b N
a i=1




GAUSSOVA METODA INTEGRACIJE

pr'e’rpos‘ravlJa se da je tezinska funkcija W (x) neprekidna i
pozitivna, i da postoji integral

/:H( Y

u fizici postoji nekoliko znac¢ajnih ortogonalnih polinoma koji se
dobivaju kao rjesenja diferencijalnih jednadzbi:
Legendre, Hermite, Laguerre, i Chebyshevi polinomi

odgovarajuce tezinske funkcije su sljedece:

tezinska funkcija interval polinom
Wix)=1 re[—1,1] Legendre
Wi(r) = e —00 <1< o0 Hermite

Wix)=e" 0 ; x ; X0 Laguerre
Wi(x)=1/(V1—2?) —1 <2 <1 Chebyshev




GAUSSOVA METODA INTEGRACIJE

primjena ortogonalnih polinoma u izracunu integrala:
ako se funkcija f(x) moze aproksimirati s polinomom
stupnja N — 1

f(r) =~ Py_1(x)

u integraciji sa N tfocaka, polinom Py _; moze se integrirati
egzaktno

Gaussova kvadratura omoguéuje bolju polinomnu aproksimaciju
funkcije f(x) ito redavecegod N, pritom zadrzavajuli broj
toCaka integracije na N

f(l‘) ~ PQN_l (I)

toCke integracije i tezine odreduju se pomoéu ortogonalnih
polinoma




LEGENDREOVI POLINOMI

Legendreovi polinomi su rjesenje diferencijalne jednazbe

C(1—a%)P —miP + (1 — a° )dd ((1I )?) =0
x T

gdje je C konstanta, m; =0

usluéaju m; # 0 — pridruzeni Legendreovi polinomi

ova diferencijalna jednadzba se pojavljuje npr. u rjesavanju
kutnog dijela Schroedingerove jednadZbe sa sferno-
simetri¢nim potencijalom (npr. Coulomb)

rjesenje jednadzbe su polinomi

1 d" |
Li(x) = ST (27 — 1) k=0.1,2,....




LEGENDREOVI POLINOMI

Legendreovi polinomi zadovoljavaju relaciju ortogonalnosti,

]_ v
2
/1 Li(x)Lj(x)dx = méij
mogu se odrediti koristeci rekurzivnu relaciju
(j + 1) Lje1(x) + 5L (x) — (2§ + D)aLj(x) =0

obi¢no se zadaje uvjet normiranja Ln(1) =1
Npr. odredivanje L, Lii Lo
Lo(r) =1




LEGENDREOVI POLINOMI

slicno se odreduje i Lo
Lo(x) = a + bx + cx”
koriste se relacije ortogonalnosti i uvjet Lo(1) =1

/ 11 Lo()La(x)dir = 0 / 11
=) Ll

alternativno, moze se primjeniti rekurzivna relacija

QLQ(:I?) = S:I?Ll(il?) — Lg

Ly(x)Lo(x)dx

31‘ —1)

=0
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LEGENDREOVI POLINOMI

funkcija za izra¢un Legendreovih polinoma reda n za argument

X.

double legendre( int n, double Xx)
{
double 1, s, ft;
int m;
r = 0; s = 1.;
[/ Use recursion relation to generate pl and p2
for (m=0; m < n; m++ )
{
t =1; 1 = 58;
s = (2*xm+1)*X*1r — mxt;
s /= (m+1);
y // end of do loop
return s;
¥ [/ end of function legendre
Lo(z) = 1 Lo(x) = (327 = 1)/2
Li(x)==x Ls(x) = (52° — 3x)/2

La(z) = (352 — 3022 + 3)/8




LEGENDREOVI POLINOMI

relacije ortogonalnosti imaju znacajnu ulogu u odredivanju
toCaka i tezina kod Gaussove integracije

pretp. proizvoljni polinom Qn_1 reda N —1 ilegendreov
polinom Ly (x) reda N. Proizvoljni polinom Qn_1 se moze
izraziti preko Legendreovih polinoma:

N—1
Qn-1(x) = Z oy Ly ()
k=0

ovdje su aj konstante

primjenom relacije ortogonalnosti slijedi

1 N—-1 .1
\/ Ln()Qy 1 (x)dr = 3 f L ()op Ly () da = 0 /
—1 l—0) —1




GAUSS-LEGENDREOVA METODA INTEGRACIJE

pomoéu ortogonalnih polinoma

def. polinom reda 2N —1 , izrazimo ga kao
Poy—1(x) = Ly(x)Py_1(x) + Qn-1(T)

funkcija Ly(x) je Legendreov polinom reda N

Racunamo integral proizvoljne funkcije f(x) Gaussovom
kvadraturom,

1 1
/1f(;r)d;rz /1P2N1(;r)d;r

C _

toCke integracije i tezine za Gaussovu kvadraturu odreduju se

gdje su Py_q1(z) i Qn_1(x) polinomi stupnja N — 1ili manjeg,

/




GAUSS-LEGENDREOVA METODA INTEGRACIJE

uvrstavanjem izraza za Pony—1 u integral

—1

dakle, treba izraunati
J=1 Qn—a(@)da

u fockama x; gdje je Ly jednak nuli,

\koﬁ treba izracunati

Pyn_q1(x;) = Qn_1(x;) 1=1,2,...

1 1 1
/ Pon 1 (2)dz = / (L ()Py_1 () + Qn 1 ())dir — /_ Qn-i(@)de

N
.
.
:

J

u ovim fo¢kama je u potpunosti definirana Qn_1(x) i integral

/




GAUSS-LEGENDREOVA METODA INTEGRACIJE

razvoj (n—_1(x) po Legendreovim polinomima
N-1

primjenom relacije or"rogonalnos’ri (uz ubacivanje Lgy(z) =
/ QN-1 IZGE/ Lo(x x)dr = 2aq

problem integracije svodi se na proracun koeficijenta ag
vrijednosti &nN-1 na nultoCkama Ly

N—1 N-1
\QNl(ifk) = Z a;Li(xp) = Z ;i Lig, k=1,2.... J\T/
i—0 i—0

1)




GAUSS-LEGENDREOVA METODA INTEGRACIJE

s obzirom da su Legendreovi polinomi linearno nezavisni, niti
jedan od stupaca matrice L;; nije linearna kombinacija ostalih
stupaca

invertiramo prethodnu jednazbu,
N-1

Z (L™ iQn—=1(x) = ay

1=0
1 1 /
/ Pon_1(x)dr =

Qn-1(x) I—ZGO—ZZ oi Pan—1 ()

-1 —1

ako identificiramo tezine kao 2(L~1),, gdje sux; nultocke L

1 N—1
\ / Pon 1 (x)dr = Z wiPon 1 (1) /
—1 i=0




GAUSS-LEGENDREOVA METODA INTEGRACIJE

Zaklju€no, ako funkcija f(x) moze biti aproksimirana polinomom
P s’rupnja 2N — 1 for'mula Gaussove kvadrature svodi se na

gdje su toCke integracije : definirane kao nultocke L , a
teZine su dane sa 2(L 1),

o /




GAUSS-LEGENDREOVA METODA INTEGRACIJE

primjena Gaussove kvadrature za N=2
funk. f(x) aproksimiramo polinomom Ps(x)stupnja 2N —1 =3
toCke integracije su nultocke od

Lo(z) = 1/2(32% — 1) == jlzr _1/%\@
N—1
Qn-1(xr) =Y aili(ey) k=1.2,....N
N =2 = 1 o
:> Q1(ro) = ap — a1 —= Q1(x1) —(1’0—{—051?

V3

definiramo matricu L;:

Lo(z = +1/V3) =1 — 1, - I =7
vu’ﬂ/\@ﬂ/ﬂ o (1 Vi /




GAUSS-LEGENDREOVA METODA INTEGRACIJE

V3 % =
L) t=22( V3 V3
(Lik) 2\ 1 1

teZine za integraciju su odredene sa elementima 2(Lo;) ™!

) w=1 wi=1

zakljucno, za Legendreove polinome za N=2 tezine i tocke
Integracije su:

w:{1,1} I:{_\lﬂ’ \}ﬁ}
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GAUSS-LEGENDREOVA INTEGRACIJA

Npr. treba izraunati integral f(z) = z*

1
/ / (I)dl‘ (=2/3 egzaktno)
—1

Gaussova integracija,

1 N—1
I—/ r2dr =~ E .,%I?
1 i=0

uvrstavanjem tezina i tocaka integracije slijedi

I 1 |
; 1 1 )
I = Pdr=) wat=-+-=":2
/11‘ T ; T 3+3 .

dobiven je isti rezultat kao egzaktno rjesenje, a samo su dvije
toCke integracije koristene !l /




OPCENITI INTERVAL ZA GAUSS-LEGENDRE INTEGRACIJU

Gauss-Legendreova metoda ne mora biti ograni¢ena samo na
interval [-1.1]

supstitucijom se integral moze poopéiti na interval [a.b]

xr—a

b—a

b b—a (1 (b—a)r b—a\ ,
/af(t)dt— 5 /1f( 5T )dr

o /

t=—1+2




DRUGE VARIJANTE GAUSSOVE INTEGRACIJE

Gauss-Laguerrova integracija

I = /DG f(x)dr = /DG e " g(x)dr
0 0

Gauss-Hermiteova integracija

I = /DG f(x)dr = /D@ e_‘rgg(m)d;ﬁ

o /




ZADATAK 10

Napisite program koji primjenom trapezne, Simpsonove i Gauss
Legendreove metode integrira funkciju

/100 exp (=)
1 £ -

Treba ispisati tablicu rezultata integracije za sve tri metode
kao funkcije broja tocaka integracije N=10,20,40,100,1000. Za
odredivanje tocaka i tezina za Gauss-Legendreovu integraciju
dozvoljeno je koristenje funkcije gauleg iz Numerical Recipes.
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