Funkcije

September 15, 2008

1 Definicija funkcije

e promatramo realne funkcije realne varijable
e za definiciju funkcije potrebna su nam dva podskupa skupa realnih brojeva
e oznaCimoihs Ai B

e zadati funkciju znaci zadati pravilo koje svakom elementu skupa A pridruzuje
jedan element skupa B

e takvu funkciju obi¢no ozna¢avamo s

fiA—B fla)=b (1)

e skup A zovemo podrucje definicije funkcije f
e da bi zadali funkcije, moramo zadati

— skup A s kojeg preslikavamo elemente
— skup B na koji preslikavamo elemente

— pravilo kojim bilo kojem elementu skupa A pridruzujemo element skupa
B

Primjer: kvadrat realnog broja

e Zelimo napisati funkciju koja ¢e svakom realnom broju pridruziti njegov kvadrat

e funkcija je definirana za svaki realni broj pa je skup s kojeg preslikavamo
elemente (tj. skup A ili podrucje definicije) cijeli skup realnih brojeva
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e kvadriranjem realnih brojeva mozemo dobiti samo pozitivne brojeve i nulu pa
se skup B sastoji od pozitivnih realnih brojeva i nule

e kona¢no, moramo formulom zapisati pravilo preslikavanja
e potrebni su nam ime argumenta i ime funkcije

e uobicajen izbor za ime argumenta je x, ali mozemo odabrati i bilo koje drugo
slovo (npr. s, t, u,...)

e najcesci izbor za ime funkcije je f, ali mozemo koristiti i g, h,. ..

e ako smo imena argumenta funkcije izabrali kao x i f, pravilo preslikavanja
glasi
flo)=2* z€R (2)

e da smo za ime argumenta odbrali ¢, a za ime funkcije g istu funkciju bi zapisali
kao
gty =1, teR (3)
1.1 Prirodno podrucje definicije

e ako podrucje definicije nije navedeno, onda podrazumjevamo prirodno po-
drucje definicije tj. skup svih realnih brojeva na kojima je funkcija definirana

Primjer:

e promotrimo funkciju zadanu formulom

flz) = (4)

e odmah mozemo uociti tocku = = 2 za koju funkcija nije definirana jer nije
dozvoljeno dijeliti s nulom

e dakle, prirodno podrucje definicije ove funkcije je skup realnih brojeva bez
broja 2
A=TR {2} (5)

Primjer:

e promotrimo funkciju zadanu formulom



1 DEFINICIJA FUNKCIJE 3

e funkcija nije definirana ako je z—3 < 0 jer korijen negativnog broja ne pripada
skupu realnih, nego kompleksnih brojeva

e prirodno podruéje definicije ove funkcije je skup

A={zreR; z>3} (7)

1.2 Jednakost funkcija
e da bi dvije funkcije
f:tA—=B i g:C—D (8)
bile jednake moraju biti ispunjena tri uvjeta

— podrucja definicija moraju biti jednaka: A = C
— skupovi na koje preslikavamo elemente moraju biti jednaki: B = D

— vrijednosti funkcije moraju biti jednake za svaki argument z iz podrucja
definicije funkcije

flz)=g(x) VeeA=C (9)
Primjer:
e promotrimo funkcije
2 -4
f(z) = 5 ig(x) =x+2 (10)

e funkciju f mozemo napisati u obliku

(x —2)(x +2)
r—2

fla) = (11)

e funkcije f i g o¢ito imaju iste vrijednosti, osim u slucaju x = 2 jer u toj tocki
funkcija f nije definirana

e podrucja definicije ove dvije funkcije nisu jednaka, pa ni same funkcije nisu
jednake

f#g9 (12)
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1.3 Graf funkcije
e grafom funkcije f zovemo skup tocaka u ravnini za koje vrijedi

G=Alz,y): y=fz)} (13)

Primjer: graf funkcije f(z) = 2?

Slika 1: Graf funkcije f(x) = 2.

e da bi neki skup tocaka u ravnini bio graf funkcije, svakoj vrijednosti x mora
pripadati najvise jedna vrijednost y

e to znadi da pravac x = a koji sijece skup tocaka, to ¢ini u tocno jednoj tocki

T = (a, f(a)) (14)

e skup tocaka na slici je graf funkcije jer svaki pravac x = a sijece skup u to¢no
jednoj tocki
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y=x Y

Slika 2: Skup tocaka {(z,z*)} predstavlja graf funkcije f(z) = 2%

e sljededi skup tocaka nije graf funkcije jer pravac x = a ,a > 0 sijece skup u
dvije tocke

|
|
|
(a7 _\/a)l

|z =a y=—z

Slika 3: Skup tocaka {(x, £v/7)}.

e ako u prethodnom slucaju skup ogranic¢imo samo na pozitivne vrijednosti y =

vz dolazimo do grafa funkcije f(z) = +/x
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Slika 4: Skup tocaka {(z,++/7)}.

e ako skup ograni¢imo samo na negativne vrijednosti y = —y/x dolazimo do
grafa funkcije f(x) = —/x

Y

|
|
|
|
|
|
(a, —va))|

|z =a y=—x

Slika 5: Skup tocaka {(x, —y/z)}.

1.4 Monotone funkcije

e neka je zadana funkcija f: A - R, A CRiinterval [a, ]
e za funkciju f kazemo da monotono raste na intervalu [a, b] ako vrijedi

T < T9g — f(l’l) < f(l’g) (15)
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e za funkciju f kazemo da monotono pada na intervalu [a, b] ako vrijedi

r1 < 19 = f(x1) > f(29) (16)
e za funkciju f kazemo da strogo raste na intervalu [a, b] ako vrijedi

Ty < 29 => f(x1) < f(22) (17)
e za funkciju f kazemo da strogo pada na intervalu [a, b] ako vrijedi

11 < 29 = f(x1) > f(22) (18)

Primjer: funkcija f(z) = z? strogo raste na intervalu [0, o)

Y

f(z2)

I
-
Al ) T

Slika 6: Funkcija f(z) = 22 strogo raste na intervalu [0, 0o).

Primjer: funkcija f(z) = 2 strogo pada na intervalu (—oo, 0]

Y

X

Slika 7: Funkcija f(z) = x? strogo pada na intervalu (—oo, 0].
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Primjedbe:
e interval [a, b] ukljucuje oba kraja a i b (dvije uglate zagrade)
e interval [a,b) ukljucuje samo tocku a, ali ne i tocku b (jedna uglata zagrada)
e interval (a,b] uklju¢uje samo tocku b, ali ne i tocku a (jedna uglata zagrada)
(a,b

e interval (a,b) ne ukljucuje ni tocku a, ni tocku b

1.5 Parne i neparne funkcija

e neka je funkcija f zadana na simetricnom skupu D C R
e za simetri¢ni skup vrijedi
re€D = —x€D (19)
e funkcija f je parna ako vrijedi
f(=z) = f(x) (20)

e graf parne funkcije je simetrican u odnosi na os y

y
f()

I
I
|

1 I T

I
I
l

Slika 8: Graf parne funkcije simetrican je u odnosu na os y.
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e funkcija f je neparna ako vrijedi

e graf neparne funkcije je simetrican u odnosu na ishodiste

f(x1)

f(x)

&0— —

Slika 9: Graf neparne funkcije simetrican je u odnosu na ishodiste.

2 Operacije s funkcijama

2.1 Algebarske operacije

e pretpostavimo da funkcije f i g preslikavaju podskup skupa realnih brojeva A

na skup realnih brojeva R
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e definiramo sljedec¢e funkcije
— zbroj funkcija fig: f+g
— razliku funkcija fig: f—g
— umnozak realnog broja c i funkcije f: cf

— umnozak funkcija: f g

— kvocijent funkcija: /
9

10

e podrucje definicije svih tih funkcija jednak je podrucju definicije funkcija f i

g (dakle skup A), osim u sluc¢aju kvocijenta funkcija

e tada iz podrucja definicije moramo iskljuciti nultocke funkcije g jer ne smijemo

dijeliti s nulom
e algebarskim operacijama djelujemo na vrijednosti funkcija

— zbroj funkcija: (f + g)(z) = f(x) + g(x)
— razlika funkcija: (f — g)(x) = f(x) — g(x)

— umnozak realnog broja c i funkcije f: (¢f)(z) =c- f(z)

— umnozak funkcija: (f - g)(z) = f(z)g(zx)

kvocijent funkcija: (f/g)(x) = M

g(z)

Primjer: zbrajanje, oduzimanjem mnozenje i dijeljenje funkcija

e neka su zadane funkcije

sin x

flz) =2 i g(f):m

e funkcije zbrajamo tako da zbrojimo vrijednosti funkcija

sin x

(f+9)(@) = f@) + g(@) = 2" + T3

e funkcije oduzimamo tako da oduzmemo vrijednosti funkcija

sin x
1+ 22

(f —9)(2) = f(2) — g(a) = 2°

(22)

(23)

(24)
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e funkcije mnozimo tako da pomnozimo vrijednosti argumenata

x?sinx
cg) = = — 25
(f-9)=f2)g(z) = 77— (25)
e funkcije dijelimo tako da podijelimo vrijednosti argumenata pritom pazeci da
iz podrucja definicije konacne funkcije izbacimo nultocke nazivnika

(f/g)(z) = ggg = x2(slnz;:c2) squady # km, k € Z (26)

e nultocke funkcije sin z koje moramo eliminirati iz podrué¢ja definicije funkcije

(f/9)(x)
2o =k ke Z (27)

Primjer: mnozenje funkcije realnim brojem

e neka je zadana funkcija f(x) = sinz i realni broj ¢ = 3
e funkciju mnozimo realnim brojem tako da njezinu vrijednost pomnozimo tim
brojem
(cf)(x) =cf(x) =3sinx (28)

2.2 Kompozicija funkcija

e zadane su dvije funkcije
f:A—-R i g: B—TR (29)
e podrucja definicije obje funkcije su podskupovi skupa realnih brojeva
A, BCR (30)

e da bi objasnili sto je kompozicija funkcija, trebamo uvesti pojam slike funkcije

e slika funkcije f je skup

flA)={yeR: y= f(x)zancki z € A} (31)

e pretpostavimo da je slika funkcije f podskup skupa B

f(A)c B (32)
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e definiramo funkciju h : A — R koja djeluje na element x € A na sljedeci

nacin

W) = (go f)(x) = g(f(x)) (33)

e funkciju h = f o g zovemo kompozicija funkcije f i g

Primjer

e neka su zadane funkcije

2.3

zelimo naci kompoziciju funkcija g o f
funkcija f preslika broj x u broj x?

zatim funkcija g preslik broj 2% u broj sin z?

(9o f)(x) = g(f(2)) = g(*) = sina® (35)

Inverzna funkcija

da bi postojala inverzna funkcija od funkcije f : A — B nuzne su dvije
pretpostavke

— funkcije f preslikava razli¢ite elemente skupa A u razlicite elemente skupa
B

— svaki element skupa B je slika nekog elementa skupa A

u tom slucaju mozemo definirati funkciju g : B — A tako da vrijedi

floly) =y VyeB (36)
g(f(x)) =2 VYreA (37)

ako za funkciju f postoji takva funkcija g, tada je njihova kompozicija identitet
tj. funkcija koja preslikava svaki element u samog sebe

(feg)=1p 1 (gof)=14 (38)
zato funkciju g zovemo inverzna funkcija i koristimo oznaku f~*

(fof=1p 1 (flof)=14 (39)
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e graf inverzne funkcije f~! je zrcalna slika grafa funkcije f u odnosu na pravac
y=x
e ako je tocka (x,y) element grafa funkcije f(z)
y=flz) = 2= ["y), (40)

pa je tocka (y,z) element grafa funkcije f=*

Slika 10: Graf funkcije f i pripadne inverzne funkcije f~1

Primjer: inverz funkcije f(z) =2x — 1

e podrucje definicije ove funkcije je cijeli skup realnih brojeva
e slika funkcije je takoder cijeli skup realnih brojeva

e za ovu funkciju je ispunjena i druga pretpostavka postojanja inverzne funkcije

xy # 1y = f(21) # f(12) (41)
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e sve pretpostavke postojanja inverzne funkcije su ispunjene

1 1
f(x):2x—1:>y:2x—1:>x:§y+§ (42)
B 11
— f (x)z—:c—i—Q (43)
/ / / T
/
/
Slika 11: Graf funkcije f(x) = 2z — 1 i pripadne inverzne funkcije f~(z) = 32 + 3
Primjer: inverz funkcije f(z) = x*
e podrucje definicije ove funkcije je cijeli skup realnih brojeva
e slika funkcije je podskup skupa realnih brojeva
f(R)={xeR:2>0} (44)

koji sadrzi samo pozitivne realne brojeve i nulu

e svaki element slike funkcije f(R) je slika nekog elementa podrucja definicije R
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e druga pretpostavka postojanja inverzne funkcije nije ispunjena jer se razliciti
elementi podrucja definicije mogu preslikati u isti element slike funkcije, npr.

f(=3)=1B3)
e ovako definirana funkcija f(z) = 2% nema inverznu funkciju

e ogranic¢imo sada podrucje definicije na realne brojeve x > 0

fi{reR: >0} -{reR: x>0} (45)

e ogranicavanjem podrucja definicije, uklonili smo problem

Yy 2

Slika 12: Graf funkcije f(z) = 22 s cijelim skupom realnih brojeva kao podrucjem
definicije (lijevo) i sa ograni¢enim podrucjem definicije {z € R ,x > 0} (desno).

e za funkciju
f:{reR:2>0}—={zeR:2>0}, f(z)=2" (46)
bez problema mozemo naci inverz

y=1"=1="+y (47)

e izabrali smo pozitivan predznak jer smo podrucje definicije ogranicili na z > 0
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/

Slika 13: Funkcija f(z) = z* s podru¢jem definicije {R : # > 0} i njezina inverzna
funkcija f~! = /x

e da smo napravili ogranicenje x < 0 izabrali bi negativan predznak

/ y=—1

Slika 14: Funkcija f(z) = z* s podru¢jem definicije {R : # < 0} i njezina inverzna
funkcija f~1 = —/z
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3 Elementarne funkcije

e u primjenama matematicke analize ¢esto susre¢emo pojam elementarnih funkcija
e osnovne elementarne funkcije obuhvacaju

— polinomi

— racionalne funkcije

— eksponencijalne funkcije
— logaritamske funkcije

— opca potencija

— trigonometrijske funkcije

— ciklometrijske funkcije

e sve slozene elementarne funkcije mozemo dobiti iz osnovnih elementarnih funkcija
primjenom konaé¢nog broja aritmetickih operacija (zbrajanje, oduzimanje, mnozenje
i dijeljenje) i konaénog broja kompozicija funkcija

Primjer:
e trigonometrijske funkcije i polinomi su osnovne elementarne funkcije
f(z)=sinz i g(x)=2>+22-7 (48)

e kompozicija g o f je slozena elementarna funkcija

g(f(x)) = (sinx)* 4 2(sinz) — 7 = sin* x + 2sinz — 7 (49)

3.1 Eksponencijalne funkcije

e cksponencijalnu funkciju s bazom a zapisujemo na sljedeé¢i nacin

f(x) =a® (a>0) (50)

e navedimo neka svojstva eksponencijalnih funkcija

— podrucje definicije eksponencijalne funkcije je cijeli skup realnih brojeva

— eksponencijalna funkcija poprima samo pozitivne vrijednosti

_ a$1+x2 = q* . g*2
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— g¥1TT2 = gt /arz
—a'=1
_ (am)Iz = q%1%2

— ako je a > 1 funkcija a” je strogo rastuca

Y

X

Slika 15: Primjer rastuce eksponencijalne funkcije (a=2).

— ako je a < 1 funkcija a” je strogo padajuca

y
f(z) = a”

X

Slika 16: Primjer padajuée eksponencijalne funkcije (a=1/2).

— slucaj 1* = 1 ne smatramo eksponencijalnom funkcijom

3.2 Logaritamska funkcija

e cksponencijalna funkcija f(z) = a zadovoljava uvjete postojanja inverzne
funkcije
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— za svaki pozitivni broj y mozemo nadi realni broj = tako da vrijedi y = a”

— ako je x1 # x5 tada je a™' # a®* (pravac x = a sijece graf eksponencijalne
funkcije u samo jednoj tocki)

inverznu funkciju eksponencijalne funkcije zovemo logaritamska funkcija

y=a"= x=1og,y (51)

podrucje definicije logaritamske funkcije je skup pozitivnih realnih brojeva
(bez nule)

logaritamska funkcija poprima vrijednosti na cijelom skupu realnih brojeva

graf logaritamske funkcije dobijemo zrcaljenjem grafa eksponencijalne funkcije
s obzirom na pravac y = x

logaritamska funkcije strogo raste ako je a > 1

Yy
/
/
/
/
a’ =1 d
/
y 1 log,1=0 %
/
/
7/ |
e [ @) = log,

Slika 17: Strogo rastuca logaritamska funkcija.

e logaritamska funkcija strogo pada ako je 0 < a < 1
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Yy
/
/
/
/
a’ =1 d
/
y 1 log,1=0 *
/
/
7/ |
e [ (@) = log,

Slika 18: Strogo padajuca logaritamska funkcija.

uz pretpostavku xz; > 01 x9 > 0 vrijedi

log, z1 - x5 = log, 1 + log, x2

log, o log, z1 — log, 2
X2

log,1 =0
mozemo izvesti i vezu izmdu logaritama s razli¢itim bazama

pretpostavimo da vrijedi

a"t =y =z =log, y
b"? =y = x9 = log, y

eksponencijalna i logaritamska funkcija su inverzne

blogba = q — ax — (blogba)l‘ _ bxlogba — logb a:c — xlogba

iskoristimo jedn. (B3)

log, a™* = x1log, a = log, y = x; log, a

20
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e sada iskoristimo jedn. (BH)

1
log, a

log,y = 29 = 29 = 11l0ga = x; =

e opet koristimo jedn. (B3) i (BG)

1
log,y = I log, y

og, @
Primjer: veza prirodnih i dekadsih logaritama

e prirodni logaritam kao bazu ima iracionalni broj e

e=2.7182818...

za prirodni logaritam koristimo i posebnu oznaku

log,x =Inx

dekadski logaritam kao bazu ima broj 10

za dekadski logaritam koristimo oznaku bez baze

log,pz = logx

veza dekadskog i prirodnog logaritma

4 Zadaci za vjezbu
Zadatak 1
Izracunajte go f i f o g ako je f(x) = 2% i g(x) = sin .

Zadatak 2

r—1 .
i
r+1

Izracunajte go f i f o g ako je f(x) = g(z) =2*+ 2z + 1.

€2

21

(61)

(62)

(64)
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Zadatak 3

Izracunajte go f i fog ako je f(x) = /x ig(x) =sinz.
Zadatak 4

Nadite inverznu funkciju funkcije f(z) = /z + 1.
Zadatak 5

Nadite inverznu funkciju funkcije f(z) = —5.
Zadatak 6

Nadite inverznu funkciju funkcije f(z) = vz — 2.
Zadatak 7

Pokazite da je zbroj dviju parnih funkcija parna funkcija.
Zadatak 8

Pokazite da je produkt parne i neparne funkcije neparna funkcija.
Zadatak 9

Pokazite da je produkt dviju parnih funkcija parna funkcija.
Zadatak 10

Pokazite da je produkt dviju neparnih funkcija parna funkcija.
Zadatak 11

Izvedite sljedece relacije

1
log, 2" =nlog,z 1 log,— = —log, =
x
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