Trigonometrijske funkcije

September 5, 2008

1 Brojevna kruznica

1.1 Mjerenje kuteva

e pretpostavimo da se po kruznici jedini¢nog radijusa pomaknemo za kut t u
smjeru suprotnom od kazaljke na satu
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Slika 1: Definicija kuta pomoc¢u jedini¢ne kruznice

e kut ¢ u radijanima po definiciji je jednak duljini prijedenog luka
e ravninu dijelimo na cetiri kvadranta

— prvi kvadrant: 0 <z <7/2

— drugi kvadrant: 7/2<zx <7

— tredi kvadrant: 7 <z < 37/2
cetvrti kvadrant: 37/2 <z <27
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2.1

ako obidemo cijelu kruznicu, duljina prijedenog luka iznosi 27 (opseg jedinicne
kruznice)

stoga je kut t + 2kw, k € Z ekvivalentan kutu ¢ tj. tocke T'(t) i T'(t 4 2km) se
poklapaju

osim u radijanima, kuteve mozemo mjeriti i u stupnjevima
u tom slucaju krug dijelimo na 360 jednakih dijelova

svaki dio odgovara kutu od 1°

puni krug odgovara kutu od 360°

kut izrazen u radijanima pretvaramo u stupnjeve po formuli

t (stupnjevi) = 32@ -t (radijani) (1)
7r

ad) |0 | 7n/6 | w/4 | n/3 | w/2 | m |37/2| 2r¢
B 101 30% | 45 | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°

Funkcije sinus i kosinus

Definicija i osnovna svojstva

funkcije sinus i kosinus definiramo na brojevnoj kruznici

funkcija sinus je ordinata, a funkcija kosinus apscisa tocke T'(t) na brojevnoj
kruznici
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Slika 2: Definicije funkcija sinus i kosinus na brojevnoj kruznici
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e apsolutna vrijednost obje funkcije mora biti manja od radijusa jedini¢ne kruznice
pa dolazimo do prvog vaznog svojstva funkcija sinus i kosinus

—1<sinz<1 i —1<cosz<l1 (2)

e koordinate tocke T'(t): (T, T,) = (cost,sint)

e tocka T'(t) = (cost,sint) pripada jedini¢noj kruznici samo ako vrijedi (Pitagorin
poucak)
2 2 _
T2+ T2 =1 (3)

e drugo vazno svojstvo funkcija sinus i kosinus
sin’t + cos’t = 1 (4)
e tocki T'(t) na brojevnoj kruznici pridruzeni su svi realni brojevi ¢ 4+ 2k, gdje
je k cijeli broj
e sve tocke T'(t + 2km), k € Z se poklapaju pa vrijedi

cos (t + 2km) = cost
sin (t 4 2k7m) = sint ’ hez (5)

e funkcije sinus i kosinus su periodi¢ne s periodom 27

e prema konvenciji, kut ¢ je pozitivan ako brojevnu kruznicu obilazimo u smjeru
suprotonom od kazaljke na satu i negativan ako brojevnu kruznicu obilazimo
u smjeru kazaljke na satu
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Slika 3: Parnost funkcija sinus i kosinus
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e sa slike vidimo da vrijedi
sin(—t) = —sint i cos(—t) = cost (6)

e funkcija sinus je neparna, dok je funkcija kosinus parna

e funkcija sinus iS¢ezava u tockama

r=kr, keZ (7)

e funkcija kosinus iS¢ezava u tockama

x:<k+%)7r, keZ (8)

2.2 Graficki prikaz funkcija sinus i kosinus

e graf funkcije sinus konstruiramo pomocu brojevne kruznice

e na os r nanesemo kut u radijanima, dok na os y prenesemo ordinatu tocke
T(x)

postupak ponavljamo dok ne obidemo cijelu kruznicu

sin x

)
N

e period funkcije sinus iznosi 27 pa je dovoljno konstruirati graf na intervalu
0, 27]

Slika 4: Konstrukcija grafa funkcije sinus

e na slican nacin konstruiramo graf fukncije kosinus

e na os x nanesemo kut u radijanima, dok na os y prenesemo apscisu tocke T'(z)
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/ Tlz) =77 ‘\[\ /]
X\ COS | l
\y x 3 2m z

Slika 5: Konstrukcija grafa funkcije kosinus
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e ncke karakteristicne vrijednosti funkcija sinus i kosinus

¢ |0| w/6 | w/4 | ©/3 |pi/2| m | 37/2 |27
sing | 0| 1/2 [v2/2[V3/2) 1 | 0| =1 |0
cosg [ 1[V3/2|V2/2] 1/2 | 0 |[=1| 0O 1

Tablica 1: Karakteristicne vrijednosti funkcija sinus i kosinus

2.3 Adicione formule

e u primjenama trigonometrije ¢esto moramo izracunati vrijednost trigonometri-
jske funkcije za zbroj ili razliku dva kuta

e tada koristimo adicione formule

cos (x4 y) = cosxcosy — sinzsiny 9)

sin (x 4+ y) = sinx cosy + cosxsiny (10)

e formulu ({) mozemo izvesti promatrajuéi slike
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Slika 6: Izvod adicionih formula

e na lijevoj slici smo oznacili tri tocke:
— T(x+y) = (cos (z +y),sin (z +y))
— T'(x) = (cos (z),sin (z))
— T(0) = (1,0)
e udaljenost izmedu tocaka T'(x + y) i T(0) iznosi
d? = (cos (z +y) — 1)* + (sin (z + y) — 0)?

= cos® (r +y) — 2cos (x +y) + 1+ sin® (x + y)
= cos® (. +y) +sin? (z +y) + 1 —2cos (z +y)

e iskoristimo relaciju cos® (z +y) +sin® (v +y) = 1

d* =2 —2cos(z +y) (11)

e sada zarotiramo sve tri tocke za kut z u smjeru kazaljke na satu (desna slika)

e udaljenost d izmedu tocaka T'(y) i T'(—z) ostaje nepromijenjena

d? = (cosy — cos (—z))* + (sin (y) — sin (—x))?

= (cosy — cosz)? + (sin (y) + sinz)?
= cos?y — 2cosy cos T + cos® & + sin? y + 2sinysinx + sin®
= cos®y + sin® y + cos? z + sin® & + 2sinx siny — 2 cosz cos y

=2+ 2(sinzsiny — cosx cosy) (12)
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e usporedbom izraza ([II) i () dolazimo do zakljucka

2—2cos(x+y)=242(sinzsiny — coszcosy) (13)

e adiciona formula za funkciju kosinus

= cos (z 4+ y) = coswcosy —sinxrsiny (14)

e odmah mozemo izvesti formulu za kosinus razlike kuteva

cos (x — 1) = cos (z + (—y))
= COS I COS (—y) — sin x sin (—y)

= cosxcosy +sinxsiny (15)

e primjenom adicione formule na slu¢aj r = 7/2 mozemo doéi do veze izmedu

funkcija sinus i kosinus
T T

cos <g —y) = cosgcosy—l—singsiny (16)

e iskoristimo poznate vrijednosti funkcija sinus i kosinus

cosg =0 i sing =1 (17)
, v
—> siny = cos <§ — y) (18)

e ako napravimo supstituciju x = 7/2 — y dolazimo do formule

sin (g — {E> = CcoST (19)

e dosli smo do veze izmedu funkcija sinus i kosinus
cos r = sin (g - :)3) isinz = cos <g - :)3) (20)
e sada mozemo izvesti i adicione formule za funkciju sinus
e sinus razlike kuteva
T
sin (z — y) = cos [§ —(z — y)}
(5==)
=cos|(=—ux
2 y
cos (W ) coS sin (W ) sin
= ——z —sin (= —x)si
2 Y 2 Y

=sinzcosy — cos Tsiny (21)
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e sinus zbroja kuteva

sin (z + y) = sin [z — (—y)]
= sinz cosy — cos zsin (—y)

= sinz cosy + cos T siny

(22)

e iz adicionih formula mozemo izvesti i formule za zbroj i razliku funkcija sinus

1 kosinus

e polazimo od adicionih formula

cos (x + y) = cosx cosy — sinx siny
cos (x — y) = cosz cosy + sinxsiny
sin (z + y) = sinz cos y + cos T siny
sin (x —y) = sinz cosy — cos xsiny

e zbrojimo formule ([23)) i (24

2cosxcosy = cos (x +y) + cos (x — y)

e napravimo supstitucije

u+v o uU—"v
1 =
5 Yy

r+y=u 1 r—y=v=—0=

e slijedi formula za zbroj dva kosinusa

U+ v uU—"
CosS U + cosv = 2 cos 5 CoS

e zbrojimo formule ([23) i (24

2sinx cosy = sin (z + y) + sin (z — y)

e napravimo supstitucije (E5)
e slijedi formula za zbroj dva sinusa

. . Cou+twv uU—"
sinw + sinv = 2sin 5 Cos 5

(28)

(30)
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2.4 Opceniti oblik funkcije sinus

Funkcija oblika: f(z) = asinx

e funkcija sinus poprima vrijednosti izmedu —1 i 1
e stoga funkcija f(x) poprima vrijednosti izmedu —a i a

e broj a zovemo amplituda

f(a)

MIE]

Slika 7: Graf funkcije asin x.

Funkcija oblika: f(z) = sin (wx)

e period funkcije sinx iznosi 2w

e mozemo izracunati period funkcije f(x)

27
WT =21 =T = — (32)
w
e ako je w > 1 period se skra¢uje u odnosu na funkciju sinz, a ako je w < 1
period se produzuje

Slika 8: Funkcije sinus s razli¢itim periodima.
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Funkcija oblika: f(x) = sin (x + ¢)

e nultocke funkcije sin x

x0:(2k+1)g, keZ (33)

e nultocke funkcije sin (z + ¢)

x0+<b:(2/€+1)g7 kEZ:>x0:(2k+1)g—¢ (34)

e graf funkcije sin (x + ¢) dobije se translacijom grafa funkcije sin z duz osi x za

Slika 9: Funkcije sinus s razli¢itim pocetnim fazama ¢.

3 Funkcije tangens i kotangens

e funkciju tangens definiramo kao omjer funkcija sinus i kosinus

tanx = (35)
cos T
e tangens nije definiran u nul-tockama funkcije kosinus
x0:(2k+1)g, keZ (36)
e tangens je periodicka funkcija s periodom m
tan (z +7) = sin (& + 7) =TT g (37)

cos(x+m) —cosx
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e tangens je neparna funkcija

sin(—z) —sinz
tan (—x) = = = —tanzx
cos (—x) COS T

e graf funkcije tangens

)
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Slika 10: Graf funkcije tangens.

e funkciju kotangens definiramo kao omjer funkcija kosinus i sinus
cos T
cotr = —
sin

kotangens nije definiran u nul-tockama funkcije sinus

ro=kmw, keZz

e kotangens je periodicka funkcija s periodom
cos(x+m — COS T
cot (x +m) = — ( ): —— =cotx
sin(z+m) —sinz
e kotangens je neparna funkcija
cos (—x) CoS
cot (—x) = = = —cotx

sin(—z) —sinz
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e graf funkcije kotangens
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Slika 11: Graf funkcije kotangens.

4 Harmonijska gibanja

harmonijska gibanja mozemo opisati funkcijama oblika

f(t) = Asin (wt + @) (43)

pritom koristimo sljede¢e pojmove

— amplituda: A
— kruzna frekvencija: w

— pocetna faza: ¢

period gibanja dan je s
2

T=— (44)

e superpozicija harmonijskih gibanja iste kruzne frekvencije w ponovno je har-

monijsko gibanje kruzne frekvencije w

f(t) = Aysin (wt + ¢1) + Ay sin (Wt + ¢o)
= A;sinwt cos ¢ + Aj coswt sin ¢ + A sin wt cos ¢ + Ay cos wt sin ¢y
= (Aj cos ¢y + Ay cos ) sinwt + (Ay sin ¢y + Ay sin ¢9) coswt
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e koristimo oznake
By = Aicosgy + Aycospy 1 By = Ajsin ¢y + Assin ¢ (45)
— f(t) = By sinwt + By coswt (46)

e ako je bar jedan od brojeva B; i Bs razlicit od nule mozemo naéi realne brojeve
A1 ¢ sa svojstvom
By =Asing i By = Acos¢ (47)

e funkcija f(¢) svodi se na
f(t) = Asin ¢ coswt + A cos ¢ sinwt = Asin (wt + ¢) (48)
Primjer:
e prikazite u obliku Asin (wt 4+ ¢) sumu funkcija
f(t) =5sin (3t + 7/6) + 3sin (3t — 7/3) (49)

e prvo iskoristimo adicione formule

sin (3t 4+ m/6) = sin 3t cos (7/6) + cos 3t sin (7/6)

3 1
= g sin 3t + 5 cos 3t (50)
sin (3t — m/3) = sin 3t cos (7/3) — cos 3t sin (7/3)
1
= isin?)t - ?COSBT, (51)
e sada racunamo zbroj (EJ)
3
f(t) = \é_ sin 3t + icosi%t + gsmSt — 3% cos 3t

% (5\f + 3) sin 3t + ; (5 — 3\/7> cos 3t (52)

e trazimo amplitudu A i fazu ¢ tako da vrijedi
f(t) = Asin (3t + ¢) = Asin 3t cos ¢ + A cos 3t sin ¢ (53)

e usporedba s izrazom (BJ)

Acos¢_—(5\f+3) i Asing = (5—3\/5) (54)

N —
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e podijelimo Asin¢ s Acos ¢

= tan¢ = 5-3V3 = 0.016822 = cos ¢ ~ 1 (55)

5v3+3

e amplituda
(56)

L(5v3+3)]
5F

-3

-5
—1(5v3+3)

Slika 12: Zbroj funkcija fi(t) = 5sin(3t + 7/6) i fo(t) = 3sin (3t — 7/3).

e Cesto susreCemo i superpoziciju harmonijskih funkcija razlicitih frekvencija

e promotrimo najjednostavniji primjer superpozicije dva titranja jednakih am-
plituda i pocetnih faza ¢ = ¢ =0

f() = f1(t) + fo(t) = Asinwit + Asinwst (57)

e iskoristimo formulu za zbroj sinusa (BII)
f(t) = 2Asin <w1 —;—wg t) cos <w1 ;wg t) (58)

Primjer: superpozicija funkcija sinx i sin 2x

e primjenimo formulu za zbroj sinusa (B1I)

3
sin 2z + sinx = 2sin ; cos g (59)
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e dobivena funkcija ima period 27

sin x + sin 2x

Slika 13: Zbroj funkcija f(t) = sint 4 2sin 2¢

Primjer: udari
e posebno je zanimljiv primjer kada su frekvencije w; i wy priblizno jednake
W RW =W =w 1 wy=w-te (60)

e superpozicija takve dvije funkcije
F(t) = 2Asin (wt) cos (%t) (61)

e radi se o titranju frekvencije w ¢ija se amplituda sporo mijenja
€
e promjenu (modulaciju) amplitude daje faktor cos <§t)

e superpoziciju titranja bliskih frekvencija zovemo udari

e na slici je superpozicija dva sinusa bliskih frkvencija (crvena linija) i linija koja
prikazuje promjenu amplitude (zelena linija)
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Slika 14: Graficki prikaz udara.

5 Ciklometrijske funkcije

e ciklometrijske funkcije su inverzne funkcije trigonometrijskih funkcija

5.1 Funkcija arcsin(x)

e funkcija sin x preslikava interval [—7/2, 7/2] na interval [—1, 1]
e definiramo inverznu funkciju arcsin z za koju vrijedi

arcsin (sinz) =z Vo € [-7/2,7/2] (62)
sin (arcsinz) =z Vo € [—1,1] (63)

e bitno je uociti da je funkcija sinz definirana za svaki © € R, dok je funkcija
arcsin z definirana samo na intervalu [—1, 1] jer sin 2 poprima vrijednosti samo
u tom intervalu

e graf funkcije arcsin dobijemo zrcaljenjem grafa funkcije sin s obzirom na pravac
y=x
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Slika 15: Graf funkcije arcsin.

x 0|n/6| w/4 | ©/3 | pi/2
sin 1/2 [ v2/2 [ V3/2| 1
arcsinz | 0 | 7/6 | «/4 | ©/3 | /2

e}

Tablica 2: Nekoliko vrijednosti funkcija sinus i arcsin

5.2 Funkcija arccos(x)

e funkcija cosx takoder preslikava interval [—m/2, /2] na interval [—1, 1]

e opet definiramo inverznu funkciju arccos x za koju vrijedi

arccos (cosz) =x Vo € [—71/2,7/2] (64)
cos (arccosz) =x Vo € [—1,1] (65)

e kao i u prethodnom slucaju, funkcija cosx definirana je za svaki z € R, dok je
funkcija arccos z definirana samo na intervalu [—1, 1]

e graf funkcije arccos dobijemo zrcaljenjem grafa funkcije cos s obzirom na pravac
y=x
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Y = arccosx

N\
N\

_1/0 1\5&7rx
/4 = COST

Slika 16: Graf funkcije arccos.

x 0| /6 | n/4 |7/3|pi/2
oS T V3/2 V22121 0
arccosz |0 | w/6 | w/4 |7w/3 | 7/2

—_

Tablica 3: Nekoliko vrijednosti funkcija cos i arccos

5.3 Funkcija arctan(x)

e funkcija tanx preslikava interval (—m/2,7/2) na interval (—oo, co)

e definiramo inverznu funkciju arctan z za koju vrijedi

arctan (tanz) =z Vo € (—71/2,7/2) (66)
tan (arctanx) =z Vo € (—oo,00) (67)

e za razliku od funkcija cosz i sin z funkcija tan x nije ogranicena pa je funkcija
arctan x definirana na cijelom skupu realnih brojeva

e graf funkcije arctan dobijemo zrcaljenjem grafa funkcije tan s obzirom na
pravac y = x
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Yly = tanx
/

/2 /
- — = =t ==
O T

Yy = arctanx 7
/ /2
y:x/

Slika 17: Graf funkcije arctan.

e na isti nacin bi definirali i funkciju arccot

6 Zadaci za vjezbu

Zadatak 1
Dokazite sljedece relacije

(sinz + cosz)(cosx — sinx) = cos 2x

1
(sin 2z — cos 3x) cos b = 3 (sin 7z — sin 3z — cos 2o — cos 8z)

(sinz + cos z)(sin 2x + cos 2x) = sin 3x + cosx

Zadatak 2
Dokazite da za = € [0, /2] vrijede sljedece relacije

. 1 —cos2x . 1 + cos2z
SNy =4/———— 1 COST=\/—F7—
2 2
Zadatak 3

Dokazite da za x ¢ {7/2 4+ mm, m € Z} vrijedi sljedeca relacija

tanz — tany

t —y) =
an (& =) 1 +tanxtany
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