Kompleksni brojevi

September 5, 2008

1 Kompleksna ravnina

1.1 Pojam kompleksnog broja
e rjeSenja kvadratne jednadzbe
az® +br+c=0 (1)

mozemo napisati u obliku

b Vb2 —4
1’172 = —— 4+ 70,6 (2)
2a 2a

e ako za parametre kvadratne jednadzbe vrijedi
b — dac < 0 (3)
rjeSenja se ne nalaze u skupu realnih brojeva
Primjer:
PHl=0=1"=-1= 1, =4V-1 (4)
Primjer:

4 \/16—28:_2:|:\/_—3

x2+4m+7:0:>$172:—§:t 5

()

e kvadriranjem realnog broja nikako ne mozemo dobiti negativne brojeve

e da bi obuhvatili sva rjesenja kvadratne jednadze moramo prosiriti skup realnih
brojeva



KOMPLEKSNA RAVNINA

definiramo imaginarnu jedinicu
i =-1
rjeSenje iz prvog primjera je imaginarni broj

T2 = +1

(7)

rjeSenje iz drugog primjera je kompleksni broj jer ima realni i imaginarni dio

T12 = —2+ Z\/g

iz definicije imaginarne jedinice slijedi

standardni oblik kompleksnog broja

z=x+yi gdjesu x,yeR
broj x zovemo realni dio kompleksnog broja z
x = Rez
broj y zovemo imaginarni dio kompleksnog broja z
y = Imz

dva kompleksna broja

zlle—i—iyl 1 22:$2+iy2

su jednaka ako su im realni i imaginarni dijelovi jednaki

Ty =T2 1 Y1 =1Y2

(8)

(9)
(10)

(13)

(14)

(15)

kompleksne brojeve graficki predstavljamo u kompleksnoj ravnini tako da broj

z = x + yi idenitificiramo s tockom (z,y)
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e kompleksnu ravninu ponekad zovemo i Gaussova ravnina

J
Im 2z

Yyp— — —|z:a:+iy

Z Re z

Slika 1: Prikaz kompleksnog broja u Gaussovoj ravnini

1.2 Kompleksna konjugacija

e ako je z = x + iy kompleksni broj, sa zZ oznac¢avamo njemu konjugirani kom-
pleksni broj

Z=x—1y (16)

Slika 2: Kompleksni broj z i njemu konjugiranju kompleksni broj z u Gaussovoj
ravnini
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1.3 Apsolutna vrijednost kompleksnog broja

e apsolutnu vrijednost ili modul kompleksnog broja definiramo kao udaljenost
tocke z = (x,y) od ishodista kompleksne ravnine

Im 2
P
/ y——\z:x+z’y
\
/
| I B
: [
X R
\ / ez
/
\
~ /
\_,/

Slika 3: Modul kompleksnog broja z = z + iy. Na kruznici radijusa |z| nalaze se svi
kompleksni brojevi s modulom |z|.

e iz Pitagorinog poucka slijedi

2] = /22 + 12 (17)

1.4 Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

e neka je z = x 4 1y proizvoljni kompleksni broj

e ako modul kompleksnog broja oznacimo s r, mozemo napisati

r=rcos¢ i y=rsin¢ (18)
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Im 2z

Yp— — z2=x -+

z Re 2z

Slika 4: Veli¢ine potrebne za definiciju trigonometrijskog oblika kompleksnog broja

e kut ¢ mozemo izracunati koriste¢i pravokutni trokut na sl. @l

2.1

)
t == 19
ang =" (19)
svaki kompleksni broj mozemo napisati u trigonometrijskom obliku
z =1(cos¢ +ising) (20)

kut ¢ obi¢no zovemo argument kompleksnog broja

Osnovne operacije

Zbrajanje kompleksnih brojeva

kompleksne brojeve z; = x1 + iy; i 20 = To + 1y zbrojimo tako da odvojeno
zbrojimo realne i imaginarne dijelove

21+ 2 = (21 +iyn) + (22 +1y2) = (21 +22) + (Y1 + y2) (21)

zbrajanje kompleksnih brojeva u Gaussovoj ravnini jednako je zbrajanju vek-
tora
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Im 2z

Re z
Slika 5: Zbroj kompleksnih brojeva z; i z5 u Gaussovoj ravini

e zbroj kompleksnog broja z i njemu konjugiranog broja z je realni broj

2+ Z=x+iy+r—iy=2x (22)
Im 2 2
N
N >z:z1+22 N
_ Re z
7
22

Slika 6: Zbroj kompleksnih brojeva z i Z u Gaussovoj ravini

2.2 Oduzimanje kompleksnih brojeva

e kompleksne brojeve z; = x1 +iy; 1 29 = o + 1y oduzimamo tako da odvojeno
oduzimamo realne i imaginarne dijelove

21 — 29 = (x1 +iy1) — (22 +iya) = (21 — 12) + (11 — Y2)i (23)

e oduzimanje kompleksnih brojeva u Gaussovoj ravnini jednako je oduzimanju
vektora
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Slika 7: Razlika kompleksnih brojeva z; i z5 u Gaussovoj ravini

e razlika kompleksnog broja z i njemu konjugiranog broja z je imaginarni broj

z—zZ=x+1y— (x —iy) =2y (24)
Im 2}
Z =21 — X2
AN
~ ~
—29 Z1
Re z
22

Slika 8: Razlika kompleksnih brojeva z i z u Gaussovoj ravini

2.3 Mnozenje kompleksnih brojeva
e pri mnozenju kompleksnih brojeva
21 =x1+iy; 1 29 = X9 + il (25)
u obzir uzimamo ¢injenicu 2 = —1

212 = (w1 +iyn) - (w2 + 1y2)
21+ 29 = 11T + iT1Y2 + iToy1 + 2Y1Yo

2y - 2y = X122 — Y1Y2 + i(T1Y2 + Toy1) (26)
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e umnozak kompleksnog broja z i njemu konjugiranog broja z jednak je kvadratu
modula broja z

z-z2=(z+iy)- (v —iy) = 2> +y* = |2 (27)

e mnozenje kompleksnih brojeva je jednostavnije ako koristimo trigonometrijski
oblik

21 =T1C0S¢y +irising; = xr1 =1rycos¢; 1 Yy, = rysing; (28)

Z9 = T9 COS (g + irg SN pg = To = 19 COS Py 1 Yo = Iy SiN P9 (29)

e uvrstimo komponente x1, y1, T2 1 Yo

1Ty = T'{T'5 COS (1 COS Oy (30)
Y1y2 = 7172 Sin @1 Sin @g (31)
X1 = T1T COS ¢ Sin ¢ (32)
Y1Tg = T172 SIN @y COS P (33)

e realni dio produkta brojeva z; i 2y

T1T9 — Y1Y2 = 7172 (COS @1 COS g — sin @y sin ) = rirgcos (1 + ¢2)  (34)
e imaginarni dio produkta brojeva z; i 29

T1Y2 + Toy1 = 1172 (Sin Qg COS Py + COS Py sin @) = ryrgsin (¢y + ¢2)  (35)
e ukupni produkt brojeva z; i 29

21 - 29 = 1179 [c0S (P71 + ¢2) + isin (P1 + ¢o)] (36)
je kompleksni broj z s modulom |z| = ryry = r i argumentom ¢, + ¢y = ¢

21+ 25 =1 (COS P + isin @) (37)
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24

Im z

Z=2Z21"Z2

Re z

Slika 9: Mnozenje kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku

Potenciranje kompleksnih brojeva

promotrimo prvo kvadrat kompleksnog broja z
z=r(cosg+ising) = 2> = 2z z = r?(cos (2¢) + isin (2¢)), (38)
a zatim i tre¢u potenciju istog broja
P =2 =77 (cos (2¢ + ¢) +isin (2¢ + ¢))
2% =13 (cos (3¢) + isin (3¢)) (39)

pri svakom sljede¢em potenciranju bi modul jos jednom pomnozili s r, a argu-
mentu bi dodali jos jedan kut ¢

n-ta potencija broja z
2" =r"[cos (n¢) + isin (ng)] (40)

ako primjenimo prethodnu formulu na kompleksni broj s jediniénim modulom
dolazimo do de Moivre-ovih formula

prva de Moivre-ova formula
[cos (@) + isin (¢)]" = [cos (ng) + isin (ng)] (41)
druga de Moivre-ova formula

[cos (¢) — isin (¢)]" = [cos (¢) + isin (—¢)]"
= [cos (n¢) + isin (—ng)]
= [cos (n¢) — isin (ng)] (42)
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2.5 Dijeljenje kompleksnih brojeva
e kompleksne brojeve
21 =x1+iy; 1 29 = X9 + il (43)
dijelimo tako da racionalziramo nazivnik

ﬂ:fpl‘l"éyl ::)51+z'y1.x2—iy2

29 Tyt Y2 T+ 1Ys Ty — 1Yo
T1T2 + Y1Y2 — T1Y2l + Tay1t

3 — y3i?
T1T2 + Y1Y2 | T2Y1 — T1Y2 .
= 2 2 2 2 (44)
Ty + Y, Ty + Y,

e kao i u slucaju mnozenja, dijeljenje kompleksnih brojeva je jednostavnije ako
koristimo trigonometrijski oblik

21 =7 (COS q51 -+ 7sin ¢1) i 29 = TQ(COS ¢2 + 72sin ¢2) (45)

e uvrstimo komponente x1, y1, T2 1 Yo

N
D

T1Xgy = 71T COS (1 COS (Pg
Y1Y2 = 1172 SiN @ Sin P
1Y = 7179 COS (1 Sin Py

Y1y = 7179 SIN @1 COS Pg

N
Qo

N TN N TN
IS IS
Ne) -~
N NI N

e nazivnici u formuli (4]
T+ yy =13 (50)

e brojnik realnog dijela kvocijenta
T1Tg + Y1y2 = r172 (COS 1 COS Pg + Sin ¢ sin o) = riracos (¢ — ¢2)  (51)
e brojnik imaginarnog dijela kvocijenta
ToY1 — T1Y2 = T179 COS P2 SN @1 — 7179 COS Py Sin Py = T8I0 (D1 — P2)  (52)

e kvocijent brojeva z; i z5 u trigonometrijskom obliku

2= 2 = D (cos (61 — ¢o) + isin (én — 02)) (53)

22 )
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2.6

modul broja

p=t o r(cos ¢ + isin @) (54)
22

je kvocijent modula brojeva z; i 25, a argument broja z je razlika argumenata

brojeva 21 i 29
r .
r=— i ¢=¢1—¢ (55)

2

Korjenovanje kompleksnih brojeva
zelimo izracunati n-ti korijen kompleksnog broja z = r(cos ¢ + 7 sin ¢)
21 = /2 = r(cos ¢1 + isin ¢y) (56)
n-ta potencija broja z; je upravo broj z
21 =17 (cos (ng1) +isin (ngy)) = z = r(cos ¢ + isin @) (57)

modul n-tog korijena broja z je n-ti korijen modula broja z

VEIERVIE] (58)

7’1:{7’1_":

pri odredivanju argumenta n-tog korijena broja z moramo biti oprezniji

oCito rjesenje ¢; = ¢/n je samo jedno od mogucih

prisjetimo se da argumentu kompleksnog broja z uvijek mozemo dodati visekratnik

broja 27

jednadzba za argument n-tog korijena zapravo glasi

7’L¢1:¢+2]{37T:>¢1:%+2k7ﬂ- (59)

jos trebamo odrediti moguci raspon brojeva k

ako vrijedi £k > n broju ¢; dodajemo visekratnik broja 27 tj. ponavljamo
jedno od prijasnjih rjesenja

dakle, broj k se nalazi u intervalu 0,1,...,n—1

takvim izborom nasli smo svih n rjesenja jednadzbe

7=z (60)
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Primjer: cetvrti korijen broja z = r(cos¢ + isin )

e jednadzba
21 = % (61)
ima cetiri rjeSenja
e modul svakog rjesenja jednak je cetvrtom korijenu modula broja z

[z1) = V2l (62)

e sva rjeSenja jednadzbe (1)

211 = v/ 2| <cos%+isin %) (63)
212:4|z|<cos¢+27r+i ¢+27r)
’ 4 4
= /|7 (cos (%+g) + 7sin (%4—%)) (64)
o+4r .. o+ 4w
213 = /|| (cos 1 +1 1 )
= /7| (cos (? —|—7T) + isin (é —|—7T)) (65)
4 4
p+6m . o+6m
214 = V/|?| <cos 1 + isin 1 )

= V2| <Cos <§+3§) + 7sin (%jti%ﬂ)) (66)

e ako bi jos jednom povecali k broju ¢/4 bi dodali 27, a to znaéi da bi ponovili
prvo rjeSenje

Primjer: Sesti korijen broja 1
e broj 1 napisemo u obliku

cos (2km) + isin (2kr) = 2™ =1 (67)

e Sesti korijen broja 1 '
1V6 = kmi/3 -k =0,...5 (68)
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e skica korijena u kompleksnoj ravnini

Im z

23 22

2

3 Eulerova formula

e svakom realnom broju ¢ mozemo pridruziti kompleksni broj

z =cost +isint (69)

e za takav broj koristimo posebnu notaciju
e = cost +isint (70)
koju zovemo Eulerova formula
e iskoristimo prethodne rezultate za mnozenje kompleksnih brojeva
z1 =cosx +ising =e” i 2z =cosy+isiny =e¥ (71)
21 -2 = cos (x4 y) +isin(z 4+ y) = e - ¥ = @Y (72)

e prethodni izraz se lako pamti jer se ekvivalentna formula pojavljuje kod svih

eksponencijalnih funkcija
a®-a? = a*tv (73)
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14

e funkcije sinus i kosinus mozemo izraziti pomocu eksponencijalne funkcije ([Z0)

e’ 4+ e " = cost +isint + cost + isin (—t) = 2 cost

e

it

cost =

—e " =cost+isint —cost —isin (—t) = 2isint

_ e—it}

. 1
sint = —

1

[eit

1 [eit i 6—it}

(74)
(75)
(76)

(77)
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