Aksiomatsko zasnivanje teorije vjerojatnosti
A. N. Kolmogorov, 1933.

Poznajemo li prostor elementarnih dogadaja Q0 za neki pokus,
svrha teorije vjerojatnosti je da svakom dogadaju A ¢ Q pridruzi
broj P(A) koji ¢e biti precizna mjera Sanse da se A ostvari.

Svako takvo pridruZivanje mora zadovoljavati sljedece aksiome:

Al. Za svaki dogadaj A vrijedi P(A) >0

A2.P(Q)=1

A3. a)Ako se konacan broj dogadaja A, A,,... A, medusobno iskljucuje
(tj. ako su u parovima disjunktni), vrijedi:

P(A U Ay U0 AY)= S P(A)

i=1
b) Ako se prebrojivo beskonacan broj dogadaja A;, A,,...
medusobno iskljucuje, vrijedi:

P U A U.)=Y P(A)

i=1

Svojstva vjerojatnosti:

P1. VA= P(A) =1-P(A)

P2. Ako se A i B iskljucuju, ondaje P(ANB) =0.

P3. Za bilo koja dva dogadaja A i B vrijedi

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(AnB)

P3a. Vrijedi i za vise dogadaja:

P(AuBUC)=P(A)+P(B)+P(C) -
-P(AnB)-P(ANC)-P(BNC)
+P(AnBANC)

Sustavno odredivanje vjerojatnosti

Neka neki pokus ima velik broj moguc¢ih ishoda (elementarnih
dogadaja) E;.

Zelimo odrediti vjerojatnost nekog sloZzenog dogadaja A.

Najprije odredimo vjerojatnosti svih elementarnih dogadaja E;.

Mora vrijediti:
VE; = P(Ej)=0

D P(Ej)=1
svi i '
Vjerojatnost slozenog dogadaja A dana je zbrajanjem
P(A)= Y P(E)) ]

svi Ej iz A

Jednako vjerojatni ishodi

Imamo n mogucih ishoda, a vjerojatnost
svakog od njih je

P(Ei):% . Vi

Vijerojatnost dogadaja A je

p(a) = 1A

Prebrojavanje!

KOMBINATORIKA (pravila prebrojavanja)

1. Teorem o uzastopnom prebrojavanju

Prou¢avamo uredene parove. Neka prvi element uredenog para
moZemo izabrati na n; nacina, a za ve¢ izabrani prvi element,
drugi moZemo izabrati na n, nac¢ina. Tada uredeni par moZzemo
izabrati na N=n;-n, nacina.

Opcenito:

Prou¢avamo uredene k-torke. Neka prvi element uredene k-torke
mozZemo izabrati na n, nacina, a za vec izabrani prvi element,
drugi moZemo izabrati na n, nagina i tako dalje do k-tog koji
mozemo izabrati na n, nacina. Tada uredenu k-torku moZemo
izabrati na N=n;-n,---n; nacina.

2. Permutacije

1z skupa od n razli¢itih elemenata sastavljamo uredene n-torke.
Svaka uredena n-torka zove se permutacija n-tog razreda. Broj
svih permutacija n-tog razreda je

Ph=n-(n-1)-(n-2)--2-1=n! (en faktorijela)

\ Dogovorno: 0! =1 (Cesto ¢e nam trebati)




Stirlingova formula

nl~n"e "./2zn

3. Varijacije

1z skupa od n razli¢itih elemenata sastavljamo uredene k-torke
(k < n). Svaka uredena k-torka zove se varijacija k-tog razreda
od n elemenata. Broj svih varijacija k-tog razreda je

n!

v :n~(n—1)~(n—2)---(n—k+1):m

4. Kombinacije

1z skupa od n razli¢itih elemenata odabiremo k-¢lane podskupove
(k < n) (redoslijed elemenata u skupu nije bitan). Svaki k-¢lani
podskup zove se kombinacija k-tog razreda od n elemenata. Broj
svih kombinacija k-tog razreda je

K(k): n! _ n
T T kin—k)r (k

Binomni razvoj:

(a+h)"= (atb)-(a+b)-(a+h)- - - (a+b)

(@+b)" = i(nJa”—ib‘
i

i=0

5. Varijacije s ponavljanjem

1z skupa od n razli¢itih elemenata sastavljamo uredene k-torke,
ali tako da se elementi mogu i ponavljati (k moZze biti i vece od
n). Svaka takva uredena k-torka zove se varijacija s
ponavljanjem k-tog razreda od n elemenata. Broj varijacija s
ponavljanjem je

\Tn(k) —nk

6. Permutacije s ponavljanjem

Imamo skup od n elemenata od kojih je m; jedne vrste, m, druge
vrste, ..., m k-te vrste. Sastavljamo uredene n-torke. Svaka takva
uredena n-torka zove se permutacija s ponavljanjem. Broj
permutacija s ponavljanjem je




7. Kombinacije s ponavljanjem [1,1,1] [1,2,2] [1,3,4] [2,2,4] [3,3,3]
[1,1,2] [1,2,3] [1,4,4] [2,3,3] [3,3,4]
Imamo skup od n razlicitih elemenata i neki broj k. Svaka [1,1,3] [1,2,4] [2,2,2] [2,3,4] [3,4,4]
neuredena k-torka elemenata iz skupa u kojoj se elementi mogu i [1,1,4] [1,3,3] [2,2,3] [2,4,4] [4,4,4]
ponavljati (redoslijed elemenata u k-torci nije bitan) zove se
kombinacija s ponavljanjem k-tog razreda od n elemenata. Broj
svih kombinacija s ponavljanjem k-tog razreda od n elemenata je
nak—1 {123y {134}y {146} {236} {345}
SR (e {124} {135 {156} {245} {346}
{125} {136} {234} {246} {356}
{126} {145}y {235} {256} {456}
[1,1,1]  [122] [1,34] [224] [333]
[11,2]  [123] [144] [233] [334]
[1,1,3]  [124] [222] [234 [344]
[114]  [133] [223] [244 [444]
{123 {134} {146} {236} {345}
{124} {135} {156} {245} {346}
{1255 {136} {234} {246} {356}
{126} {145} {235+ {256} {456}
po4_ 13
Pokazali smo da postoji bijekcija izmedu skupa svih kombinacija s 13 "o
ponavljanjem 3. razreda od 4 elementa i kombinacija bez ponavljanja 3.
razreda od 6 elemenata. —
K2 =K _
4 6 Kk _ n+k-1 _(n+k*1)!_§k,n—1
n k Ki(n—1)1  n+k-d

k

Opéenito: Knk = Kn+k—l

primjeri




