Sredidnji graniéni teorem (CLT)
Neka je Xy, X,,...,X, slu¢ajni uzorak bilo koje raspodjele s
ocekivanjem x i standardnom devijacijom o . Ako je n dovoljno
velik, X ima priblizno normalnu raspodjelu s ocekivanjem

(o2
¢ = 4 1standardnom devijacijom ox =—=.

Hx =1 Jjacl) X Jn
T, ima takoder priblizno normalnu raspodjelu s oekivanjem
Hry =N i standardnom devijacijom oy, = Jn.o.
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Populacija

Procjena parametara populacije
na osnovi uzorka

*Populacija koja nas zanima ima karakteristiéne parametre y, o,
72, ag, itd.

«Nismo u mogu¢nosti odrediti ih na cijelom skupu.

*Uzimamo uzorak

«Na osnovi uzorka Zelimo procijeniti parametre osnovnog skupa
(populacije)

Neka je 6 neki takav parametar populacije koji Zelimo
procijeniti na osnovu slucajnog uzorka {X;, X,, ... X} !

Definiramo sluajnu varijablu § kao funkciju slucajnih
varijabli Xy, Xy, ... X,
0 nazivamo procjenjitelj parametra 6.

Za varijablu 6 kazemo da je nepristrani procjenjitelj
parametra @ ako je njezino oc¢ekivanje

E@)=0

Propozicija:

Ako je {X;, X,, ... X} slucajni uzorak neke populacije, onda je
slucajna varijabla X nepristrani procjenjitelj ocekivanja te
populacije ().

Propozicija:
Ako je {X;, X,, ... X,} slucajni uzorak neke populacije, onda je
slucajna varijabla

nepristrani procjenjitelj varijance osnovnog skupa o-2.

Mogli smo za procjenjitelja odabrati &7 = %Z(Xi - )T)2
i=1
2 2 o?
Ali!  E(G)=0"-—
n

Interval pouzdanosti prosjeka populacije
Najcesce Zelimo procijeniti « populacije
(npr. pravu vrijednost mjerene veli¢ine)
Uzimamo uzorak od n elemenata (velik n) i izracunamo njegov
prosjek. Tako smo nepristrano procijenili z.

Zanima nas koliko pouzdano, tj., u kojem intervalu se pouzdano
nalazi prosjek populacije z.

Neka je varijanca populacije o2

Prema sredisnjem grani¢nom teoremu (CLT), X je normalno raspodijeljen:
X ~ N(u,0%/n)

Kad odaberemo uzorak, slu¢ajna varijabla X poprimit ¢e vrijednost X.

Za normalnu raspodjelu vrijedi:
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To mozemo pisati:
Prava vrijednost prosjeka populacije nalazi se u intervalu
e}

1eXt
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s pouzdano3¢u 68%.

regresija - Regrees[podacilog. (1. x}. X, RegressionReport - (BestFit, ParametercITable])

IBostrit = 0.638514 + 1.98287 %,




Obi¢no ne znamo varijancu osnovnog skupa pa ju moramo procijeniti.

n
Nepristrani procjenjitelj varijance je . 'Zi(Xi -X}
62 =52 -i=
n-1

Za procjenjitelja standardne devijacije najcesc¢e uzimamo slucajnu varijablu

U fizici se dogovorno svi rezultati mjerenja piSu s navodenjem
iznosa 68-postotne nepouzdanosti:

Xx+M

gdjeje M= nepouzdanost izratunata iz n nezavisnih mjerenja.

| STANDARDNA POGRESKA

Takoder se upotrebljava veli¢ina

koja oznagava preciznost svakog pojedinog mjerenja.

i %, (ms) 6-%?  (ms) 2 =6466ms

1 584 145785

2 588 0.03306 i:ﬁZx, =587.8182ms
3 501 10.12308

4 567 0.66942

s w00 w7603 3 (x - %)% = 65.6364ms?
6 585 7.94214

7 585 794214 m=s-y 2(:1‘7’;’2 - 256196ms
8 592 17.48762

9 568 0.03306

10 589 1.3067 M=o 7725ms

1 567 0.66942 i1

Pisanje rezultata mjerenja

x =(587.8+0.8) ms

relativna pogreska: R =

M _0.14%
X

Propagacija pogreske
Posredno mjerene velicine.

Npr.:

» Mjerimo vanjski promjer cijevi D i unutarnji promjer d, a zanima
nas debljina stijenke x=D/2-d/2.

*Mjerimo promjer kugle d, a zanima nas volumen V=4 (d/2)%3.
*Mjerimo period matematic¢kog njihala T i duljinu niti I, a zanima nas
ubrzanje sile teze g=472/T? .

Pretpostavke:
*Pogreske su sluc¢ajne (normalno raspodijeljene)
«i malene (M;<<g4 ).

Propagacija pogreske

1. Posredna veli¢ina je linearna kombinacija izravno mjerenih velicina
h(X,Y)=aX +bY

M, =/a’MZ +b?M?
11. Posredna veli¢ina je nelinearna funkcija jedne mjerene velicine h(X)

h(X) = h(x) Mn:ﬁ
dx

h(X,Y)=ax+by

'Mx

X=

Ila. Posredna velicina je potencija jedne mjerene velicine h(X)= X%

a1
= M, =aX“"-My

relativna pogreska: % —a %
X

111. Najopcenitiji slucaj: Posredna veli¢ina je nelinearna funkcija
dviju ili viSe mjerenih velicina h(X,Y)

Pokazuje se da malena pogreska propagira na sljedeci nagin:

2 2
MEZ(@) M§+(@) -M?
X ey oY

Xy

Opcenito za n izravno mjerenih velicina imamo:  h(Xy, X5,..., X;;)

h(Xy, Xy X,) = h(X, %, 00, X))




Primjer iz praktikuma: Modul elasti¢nosti

o sili teZe utega,
zatim debljinai
Sirina Sipke te
udaljenost
potpornja.

1z dobivenih

podataka
odreduje se

celika.

Mijeri se ovisnost
savijenosti Sipke

modul elastiénosti

Teorijska formula za savijenost Sipke:

I1zmjerene su sljedece veli¢ine:
A

A= =076+ 0,01)'“—’\;n = (7,601)-10"

a = (10,26 +0,05) mm = (1,026 +0,005) 102
b = (1,53+0,03) mm = (1,53+0,03)-10 % m =
L=(29,0+01)cm = (2,90+0,01)-10 m=L + M,

Najvjerojatnija vrijednost za modul elasti¢nosti celika je:

=2183226-10'" lz
m

Varijanca modula elasti¢nosti je:
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~E21,73-107% +2,37-105 + 3461073+ 10710

_E?

Standardna pogreska je:

M, =Ey376.10° =o,13-10“%

Rezultat za modul elasti¢nosti piSemo:

E=(22£02) -1011ﬂ2
m

Mjerenja razlicitih statistic¢kih tezina

Fizikalnu veli¢inu mjerimo u vie navrata.

Dobivamo razlicite rezultate.

Zanima nas koja je prava, ili barem najvjerojatnija, vrijednost te
fizikalne velicine.

Mijerenja se obi¢no izvode na razli¢ite nacine i s razli¢itim
pouzdanostima pa ih ne smijemo tretirati ravnopravno.

Kazemo da mjerenja imaju razlicite statisticke tezine.

Jedna takva serija mjerenja daje rezultat u obliku

X =% £ My
gdje M, predstavlja interval 68% pouzdanosti za nalaZenje prave
vrijednosti X,.

Ucinimo li jo$ jednu seriju mjerenja, njezin rezultat imat ¢e oblik:

Xp =X £ My

Op¢éa srednja vrijednost

Ako istu veli¢inu x mjerimo u raznim prigodama dobivamo
razlicite rezultate s razli¢itim pouzdanostima.

Xp =% £ Mq

Xp =X £ My

Xk = Xg £ My

Funkcija gustoce vjerojatnosti za x,:
R (i, f
4 2
f(xp;il,iz,...,ik)— ! =2M

_4M1M2“.Mk(\/§)k e

TraZimo onaj x, za koji je ova f maksimalna.




Najvjerojatnija vrijednost je: Zk: Xi
. SME

Xp = i=1 Vi

il
2

=M

1

Definiramo statisti¢ku tezinu: M IZ

W, =

Mf
B

Nepouzdanost opcée srednje vrijednosti

Procjenjitelj prave vrijednosti mjerene velicine jest linearna
kombinacija prosjeka iz k mjerenja:

k
X, =>wX,
i=1
Varijancu linearne

kombinacije znademo Mz v (X )= iwfv (x,)= iwf M?
izragunati: i1 =)

nepouzdanost opce srednje vrijednosti:

To je bilo za konzistentna mjerenja!

Ako mjerenja nisu konzistentna, uzimamo
srednje vrijednosti svake serije i tretiramo ih kao
pojedina¢na mjerenja.




