Propagacija pogreske
Posredno mjerene veli¢ine.

Npr.:

 Mjerimo debljinu vanjski promjer cijevi D i unutarnji promjer d, a
zanima nas debljina stijenke x=D/2-d/2.

*Mjerimo promjer kugle d, a zanima nas volumen V=4 (d/2)3%/3.
*Mjerimo period matematickog njihala T i duljinu niti I, a zanima nas
ubrzanje sile teze g=421/T? .

Pretpostavke:
*Pogreske su slu¢ajne (normalno raspodijeljene)
i malene (M;<<g; ).

Propagacija pogreske

1. Posredna veli¢ina je linearna kombinacija izravno mjerenih veli¢ina
h(X,Y)=aX +bY

h(X,Y)=ax+by M, =,a’M% +b*M
11. Posredna veli¢ina je nelinearna funkcija jedne mjerene velicine h(X)

h(X)~h(x) Mh:%h
X

X

X=u

Ila. Posredna velicina je potencija jedne mjerene velicine h(X)= X%

a1
= Mh:ax -M><

relativna pogreska: ﬁ —a My
h X

111. Najopcenitiji slu¢aj: Posredna veli¢ina je nelinearna funkcija
dviju ili vise mjerenih velicina  h(x,Y)

Pokazuje se da malena pogreska propagira na sljedeci nagin:
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MEZ(@) Mi*(@) -M?
X ey Y Jiy

Opcenito za n izravno mjerenih velicina imamo:  h(Xy, X5,..., X;,)

h(Xy, Xy X,) = h(X, %, 0, X))

Primjer iz praktikuma: Modul elasti¢nosti ) o OEE

savijenosti Sipke
o sili teZe utega,
zatim debljina i
Sirina Sipke te
udaljenost
potpornja.

1z dobivenih
podataka
odreduje se
modul elastiénosti
Celika.

Teorijska formula za savijenost Sipke:
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I1zmjerene su sljedece veligine:

A
F

a = (10,26 +0,05) mm = (1,026 + 0,005) -10°2

A=2 76+ 0,01)m—’\;“ = (7,6+0)-10"

L=(29,0+01)cm=(2,90+0,01)-10"m=LC+M,
Najvjerojatnija vrijednost za modul elasti¢nosti celika je:

L1 oisaea0t N
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Varijanca modula elasti¢nosti je:
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Standardna pogreska je:

M, =Ey376.10° =o,13-10“%

Rezultat za modul elasti¢nosti piSemo:

E=(22£02) -1011ﬂ2
m




Mjerenja razlicitih statistic¢kih tezina

Fizikalnu veli¢inu mjerimo u vise navrata.

Dobivamo razlicite rezultate.

Zanima nas koja je prava, ili barem najvjerojatnija, vrijednost te
fizikalne velicine.

Mjerenja se obi¢no izvode na razli¢ite nacine i s razli¢itim
pouzdanostima pa ih ne smijemo tretirati ravnopravno.

Kazemo da mjerenja imaju razlicite statisticke tezine.

Jedna takva serija mjerenja daje rezultat u obliku

X =% £ Mg
gdje M, predstavlja interval 68% pouzdanosti za nalazenje prave
vrijednosti x,.

Ucinimo li jo$ jednu seriju mjerenja, njezin rezultat imat ¢e oblik:

Xp =X £My

Op¢éa srednja vrijednost

Ako istu veli¢inu x mjerimo u raznim prigodama dobivamo
razlicite rezultate s razli¢itim pouzdanostima.

Xp =% £ Mq

Xp =X £ My

Xk =Xy M K
Funkcija gustoce vjerojatnosti za x;:

U
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TraZimo onaj x, za koji je ova f maksimalna.

Najvjerojatnija vrijednost je: il
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z;L
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Definiramo statisti¢ku teZinu: M?
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z-
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Nepouzdanost opce srednje vrijednosti

Procjenjitelj prave vrijednosti mjerene veli¢ine jest linearna
kombinacija prosjeka iz k mjerenja:

k
X, =2 wX,
i=1
Varijancu linearne

kombinacije znademo M2 =V (X - ) - Zk:WiZV (X,)= Zk:""iz M2
izragunati: i1 i1

nepouzdanost opce srednje vrijednosti:

To je bilo za konzistentna mjerenja!

Ako mjerenja nisu konzistentna, uzimamo
srednje vrijednosti svake serije i tretiramo ih kao
pojedina¢na mjerenja.




Linearna regresija

Parovi varijabli:

opaZanje X Y

elasticna sila masa utega duITina opruge
slobodni pad vrijeme prijedeni put
topovsko tane masa eksploziva domet

studenti uspjeh na prijemnom uspjeh na studiju
ljudi visina masa

automobili snaga potro$nja goriva

Deterministi¢ki povezane varijable:

Vrijeme i put u slobodnom padu:

500
400

300

h(m)

200

100

Nedeterministicki povezane varijable:

Pocetna brzina i domet topovske granate:

x(km)

Snaga automobila i potrosnja goriva

V(1/100 km)

T e e sengr ey et 1t e vt a1t
— T T T T T T T P(kW)
v (m/s)
Linearan odnos X1, Xp,---, X, - Vrijednosti nezavisne varijable
T Y; slu¢ajna varijabla pridruzena x;-u.
Deterministicki: y=ax+b y; opaZena vrijednost pridruena x;-u.
n opazenih parova (X;, Y1), Xz, ¥2)eeees (o Yi)-
Npr.: poznata opruga: , _ 9
I= K m+ly - graf
S i ?
Nedeterministicki: . linearno?
Nezavisna varijabla X , vrijednosti x; .
. . .. . .. .. a=?
Za odredeni x;, zavisna varijabla Y; je slu¢ajna varijabla. > .o b=?
Poprima vrijednost y; .. ’
. trazimo najvjerojatnije!

Npr.: opruge iz iste serije




QOdredivanje koeficijenata metodom najmanjih kvadrata

Pretpostavka:
Postoje parametri a i b takvi da za svaku vrijednost x; nezavisne
varijable X, zavisnu varijablu Y; moZemo pisati:

Yj=axj +b+é&
gdje je £ normalna slucajna varijabla s ocekivanjem E(£) =0
i varijancom v (&) = o2

o2 je jednaka za sve vrijednosti x.

Za izmjerene (opazene) parove vrijedi:

yi =ax; +b+¢

Princip najmanjih kvadrata:
Od svih pravaca y=ax +b, najvjerojatniji pravac regresije jest onaj za koji je suma
kvadrata odstupanja

_: 1
ax;th F--- -—————i— : n PR
ot ,“f \ : é Pravas vmaxth f(a,b)=i§[>’i - (ax; +b)] :Esi
b E ' minimalna.
normalne jednadzbe rjesenje:
N XiVi— > Xi Y Vi XEY Vi Xi Y XiVi
Suma kvadrata odstupanja je minimalna kada istodobno vrijedi: a— il F = Ii:l : p izl 'i:l : i1 Ii:l P
af(a,b)_0 af(a,b)_0 no 2 no, 2
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i=1 i=1 i=1 i=1
N N N szng(x,x)z a:NLZ“:(eri b=y-ax
- Z j=]
> yixi—ad x2 b x; =0 =
i=1 i=1 =l
n n Napomene:
Z Yi— az X —nb=0 *Prije racunanja pravca regresije treba u grafu provjeriti ima li smisla
i=1 i-1 linearna regresija i jesu li podaci podjednako rasprseni.

*Rezultate sumiranja ne smije se zaokruZivati jer pogreSka
zaokruZivanja bitno utjece na razliku velikih sli¢nih brojeva.

TraZimo nepouzdanosti parametara a i b

V(@) = 2k -0V )

z =l

2 n 2
2_ N N2 2 O
O'a:—zg xj—X)o =nN—
zi=1l z

Nepristrani procjenjitelj za o2 dan je izrazom:

Y i-vi)? Yl - (@x +b)?
2_i=l _i=l
n-2 n-2
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Konag¢ni rezultati:
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