1)UVOD U PODLOGU ZA KVANTNU FIZIKU

POTREBA ZA REVIZIJOM TEMELINIH PRETPOSTAVKI KLASICNE FIZIKE

U dosadasnjoj izgradnji ukupne slike 0 materijalnom svijetu razvijali smo koncepte
takozvane klasi¢ne fizike. U temeljima tog pristupa je nekoliko preSutnih pretpostavki , koje
nisu istinite na nivou mikrosvijeta. S jedne strane se pretpostavljalo da se objekti i materijali
mogu po volji usitnjavati , i da pri tome ti djeli¢i zadrzavaju ista kvalitativna svojstva. S druge
strane smo vjerovali da se objektima mogu mjeriti takozvane konjugirane opservable (na
primjer koordinata i pripadni impuls) s proizvoljnom to¢no$¢u. Prvi dio kolegija OF4
koncentrira se na eksperimentalnu prisilu koja nas tjera da odustanemo od tih pretpostavki i
objasnjava nacin kojim je fizika iziSla iz naizgled kontradiktornih eksperimentalnih ¢injenica
kroz kvantnu teoriju.

ATOMARNOST MIKROSVIETA | RASKID S KONTINUITETOM

1) Daltonovi zakoni stalnih omjera u kemijski reakcijama.

Jo$ u srednjoj §koli, kroz kemijske pokuse i pracenje kemijskih reakcija, studenti su stekli
objektivnu informaciju da se kemijski elementi udruzuju u spojeve bez koli¢inskih ostataka
jednog od njih, samo za njihove dobro definirane koli¢inske omjere. Ova je €injenica u
suglasju s idejom da pri usitnjavanju elementa postoje nedjeljive jedinke (atomi) koji onda u
dobro definiranom broju ulaze u molekule. Ako broj atoma nekog elementa prije reakcije
nadilazi broj molekula koje ¢e nastati (sluc¢aj da za jednu molekulu treba jedan atom tog
elementa) , preostali atomi se ne ¢e utrositi. Takva interpretacija eksperimentalno opazenih
Daltonovih zakona utemeljila je kemiju!

2) Faraday-evi zakoni elektrolize

Kada se prolaskom struje kroz otopinu kemijskog spoja razdvaja taj spoj na elemente
(elektroliza) koli¢ine izluCene tvari su proporcionalne naboju koji je otopinom prosao. Ovo se
tumaci zrnato$¢u 1 naboja i spoja 1 kemijskih elemenata.

3) Brownovo gibanje

Studenti ¢e pod mikroskopom opazati vrludanje makroskopski vidljivih objekata koje je
posljedica udaranja oku nevidljivih atoma ili molekula. Na ovom mjestu moramo biti vrlo
istiniti ali i oprezni. Do sada , u povijesti znanosti, ljudsko oko nije opazilo izolirani atom. S
druge strane atomska hipoteza moze objasniti fenomen Brownovog gibanja.

4) Kineticka teorija plinova (utemeljena na pretpostavci da su plinovi zrnaste strukture , pri
¢emu su konstituenti/osnovni elementi atomi ili molekule) uspjes$no objaSnjava mnoga
svojstva plinova. U nastavku ¢emo pokazati kako se takozvana plinska jednadZba (jedna od
temeljnih termodinamickih jednadzbi) dobiva iz atomarnosti plinova na elementarno
razumljiv nacin.



5) Plinska jednadzba
Polazna je Zelja izraCunati tlak koji nastaje (unutar kvadra dimenzija L, ,L,,L, ) radi

udaranja atoma i/ili molekula plina u stijenke posude — elasti¢ni sudari. Ako masu atoma i x
komponentu njegove brzine ozna¢imo s : m,v, , tada je tijekom sudara sa stijenkom u kojem
je promijenjena x komponenta brzine stijenka primila impuls:

Ap, =2nv, (1.1)

Vremenski period t , tijekom kojeg je za ocekivati , da se sudar desio jest dvije duljine posude
u smjeru x podijeljene s nepromijenjenom brzinom u X smjeru:

t=2L /v, (1.2)

Komponenta sile u x smjeru koja je rezultat sudaranja sa stijenkom tijekom gibanja u x
smjeru:

2mv,  mv’
F=o0 =1 (1.3)
v

Kako je za tlak na stijenci okomitoj na x potrebno podijeliti ovu silu s duljinama ostalih dviju
stranica posude slijedi:
pV = Nmv,’ (1.4)

Gdje je N ukupni broj €estica u posudi. S druge strane je prosjecna energija atoma:
E:%m(vx2 +v,” +v22):gmvx2 (1.5)

Gdje posljednja jednakost reprezentira da su brzine svih atoma za sva tri smjera iste.
Tako dobivamo da umnozak tlaka i volumena proporcionalan prosje¢noj kinetickoj energiji
atoma (kombinacija dvije posljednje jednadzbe):

2

pV =N 3 E (1.6)

Prosjecna kineticka energija atoma je povezana s temperaturom:

E-3MRy_3y7 (1.7)
2 N 2

Ovdje se pojavljuje viSe termodinamickih oznaka. Sigurno je da je studentima prihvatljiva
proporcionalnost energije atoma i temperature. U kasnijem tijeku studija prihvatit ¢e da
svakom stupnju slobode odgovara prosjecnoj energiji 2 kT , §to mogu prihvatiti i kao
»definiciju mikroskopske konstante k. R je njen makroskopski analogon, (n je broj molova
zarobljenog plina) pa je onda R veli¢ina koja ima analogno znacenje ali za cijeli mol
molekula.
Tako (1.6) prelazi uz (1.7) u poznatu plinsku jednadzbu:

pV =nRT (1.8)
Mozemo jos spomenuti da je ova relacija dobra za plinove male gustoce. Pove¢anjem tlaka
dobivaju se odstupanja. Eksperimentalnim studijem dolazi se do srednjeg slobodnog puta
atoma u plinu, a odatle (preko udarnog presjeka) do dimenzija atoma od otprilike 10™*°
metara.

EKSPERIMENTALNA EVIDENCIJA 1)-5) i njima sli¢ne ¢injenice daju jasne dokaze o
zrnatoj strukturi materijala (pri njegovom usitnjavanju ne mozemo i¢i u beskonacnost nego
nailazimo na konstituente — gradevne blokove koji su najmanji elementi tog materijala).
Postoji neoboriva evidencija za ideju atomarnosti svijeta



S atomarnos$¢u u mikrosvijetu nije jos sruSena klasi¢na fizika , no ona pada u trenucima kada
se pokuSava razumjeti svojstva tih zrnastih konstituenata . U tom pokusaju razumijevanja
svojstava konstituenata temeljni ¢e problem biti nedvosmislena , eksperimentalno osigurana
¢injenica, da konstituenti pokazuju svojstva i Cestica i valova. To svojstvo nazivamo dualnom
prirodom konstituenata. Za dobro pracenje nastalih problema treba znati $to se u doba
nastanka kvantne fizike zna o atomima. U srednjoj Skoli prihvacenu tezu da su atomi gradeni
od elektrona i jezgre ovdje ¢emo vidjeti kako je argumentirana.

2) GRADA ATOMA

2.1) Otkrice elektrona i mjerenje omjera njegove mase i naboja.

Milikan je ostvarivao levitaciju kapljica ulja u elektricnom polju na slijedeci nacin. Na sitne
kapljice ulja nanosio je naboj i za pojedinu kapljicu bi variranjem vanjskog elektri¢nog polja
E uspostavio ravnotezu elektri¢ne i gravitacijske sile koje su na kapljicu djelovale:

Myapijice” 9 = Uxapijice” E (21)

Ponavljaju¢i mjerenja s razli¢ito nabijenim kapljicama ustanovio je da se q kapljice ne moze
kontinuirano mijenjati nego je uvijek visekratnik jednog te istog naboja. Taj je naboj pripisan
novoj cestici: elektronu. Inace je omjer naboja i mase elektrona mjeren metodom ukrtstenih
polja. Studenti su ve¢ vidjeli Crooksovu cijev. U njoj je plin pod snizenim tlakom, $to
dozvoljava relativno slobodno kretanja elektrona. U Crooksovoj su cijevi dvije elektrode.
Katoda se zari; iz nje izlijecu elektroni i putuju na anodu. Ako se okomito na putanju djeluje,
medusobno takoder okomitim elektriénim 1 magnetskim poljem, i postigne da se njthovom
kombinacijom snop ne otklanja, uravnotezila su se elektricna i Lorentzove sile:

qvB =qE (2.2)
Tako znamo brzinu:

v=E/B (2.3)
Ako jo$ odredimo impuls preko poznate veze impulsa i1 zakrivljenosti staze u magnetskom
polju:

mv =rqB (2.4)
Kombiniranjem (2.3) i (2.4) dobivamo

q Vv

4 2.5

m 1B 29)

U svakom slucaju, postojala je objektivna informacija o postojanju elektrona i njegovom
naboju.

2.2) Otkrice jezgre

Poslije otkric¢a elektrona razmisljanje o strukturi materije je bilo: elektron je ,,umocen‘ u neku
vrstu ,,zele-a“ pozitivnog naboja. Znalo se naime, da je materijal normalno neutralan i bez
naboja. Rutherford, medjutim, eksperimentiras « zrakama, koje su se dobivale iz nekih
radioaktivnih elemenata, ¢ija masa je bila mnogo veca od elektronove (otprilike 8000 puta).
Kada na put tih zraka postavi tanki listi¢ zlata, na njegovo ogromno iznenadenje, neke se «
zrake odbijaju unatrag. (Poznavanje sudara po kojem se objekt prema natrag moze odbiti
samo ako je zapreka teza od njega. Znaci u zlatu su zrnca teza od o zraka.) Mi ¢emo uci u
vrlo detaljan analiticki opis ovog Rutherfordovog rasprsenja, no ve¢ ovdje se moze
kvalitativno izre¢i zakljucak da je Rutherford otkrio egzistenciju pozitivno nabijenih teskih
(prema elektronu) objekata. To su atomske jezgre i one komplementiraju otkric¢e elektrona u
smislu da sada imamo dva bitna konstituenta atoma: elektrone i jezgre. U nastavku ¢emo
obraditi analiti¢ki opis Rutherfordovog rasprSenja, naime ono ne samo da



odli¢no opisuje glavninu sudara « zraka s jezgrama u smjeru prema naprijed, nego
odstupanje eksperimentalnih rezultata u smjeru prema natrag odaje prisutnost novih,
nuklearnih, sila i daje podatak o njihovom dometu, to jest o dimenzijama atomske jezgre.
Mozemo odmah iznijeti da je dimenzija jezgre reda veli¢ine 10~ dimenzija atoma. To jest
slikovito receno, atom je Supalj. SrediS$nja jezgra je teSka i nosi masu atoma te pozitivni naboj.
Kako je poznata neutralnost atoma (detaljnije malo kasnije), zbroj naboja elektrona koji su
oko jezgre jednak je elektricnom naboju jezgre. Time je ,bar grubo , razotkrivena struktura
atoma.

3) ZRNATOST SVJETLOSTI I FOTOELEKTRICNI EFEKT:

Njemacki fiziar Lenard je opazio neobi¢nu pojavu pri obasjavanju metala raznim valnim
duljinama svjetlosti. Ako se dvije metalne elektrode smjeste u vakuum i jedna od njih obasja
svjetlo$¢u, iz te elektrode izlaze elektroni, koji padaju na drugu elektrodu. Ako se dvije
elektrode spoje vanjskim vodi¢em, krugom tece struja (Skica). Kineticku se energiju elektrona
poslije izlaska iz prve elektrode moze odredivati ovako. Na elektrodu, koja treba prihvacati
elektrone se postavi varijabilni negativni napon. Visina napona koja zaustavlja tok struje u
krugu je upravo iznos maksimalne kineticke energije koju je elektron dobio radi obasjavanja
prve elektrode svjetlos¢u. Do ovog trenutka nema nekih iznenadenja. U proslom semestru
smo izracunali koju energiju nosi svjetlost. Stoga pojava izbijanja elektrona ulaskom svjetla u
materijal metala nije iznenadenje. Iznenadenje predstavljaju medutim slijedeca opazanja.
Energija izlaznih elektrona nije proporcionalna intenzitetu svjetla, kako bi klasi¢no ocekivali.
Povecanje intenziteta svjetla povecava iznos struje elektrona, ali ne mijenja njithovu energiju.
S druge strane kineti¢ka energija elektrona raste linearno s frekvencijom svjetlosti kojom
obasjavamo prvu elektrodu:

E.,,=hv-W (3.1)

v je frekvancija upadne svjetlosti, W je takozvani izlazni rad: energija koja varira od metala
do metala 1 pokazuje koliko rada se utrosi za vadenje elektrona iz metala. Nakon S§to je Planck
prvi indicirao iz analize spektra, zracenja crnog tijela da se svjetlost sastoji od kvanata
energije hv (h je Planckova konstanta), Einstein se proslavio objasnjenjem fotoelektri¢nog
efekta ukazujuéi da se eksperimentalno utvrden izraz (3.1) zajedno s neovisnosti energije
elektrona o intenzitetu svjetlosti najjednostavnije objasnjava ¢injenicom da se svjetlo sastoji
od kvanata energije hv . Foton svoju energiju predaje elektronu, koji dio toga trosi da bi
iziSao iz metala (izlazni rad W) a preostali dio postaje njegova kineticka energija. Studentima
¢e se pokazati pokus u kojem elektricki nabijenu kuglu obasjavanjem jednom bojom svjetlosti
ne mozemo rijesiti naboja, ali postizemo odlazak naboja s kugle obasjavanjem svjetlo$¢u vise
frekvencije (ljubicasta boja).

Ovim se pred fizi¢arima otvorio potpuno novi svijet: postojanje atoma sastavljenih od
elektrona 1 jezgri 1 granularnost svjetlosti. Klasi¢na fizika ne ¢e moc¢i objasniti ni stabilnost
atoma ni diskretne frekvencije svjetlosti koje iz njega izlaze. Prosli semestar smo objasnjavali



fenomene interferencije i difrakcije tezom da je svjetlost valne prirode, dok nam drugi
eksperimenti: fotoelektri¢ni efekt i indirektno spektar zracenja crnog tijela (vidi kolegij 2245
Uvod u kvantnu fiziku) ukazuju na korpuskularnost svjetla .

4) KLASICNI OPIS RUTHERFORDOVOG RASPRSENJA

Na skici uocavamo naboj Ze jezgre na kojoj se rasprSuje alfa zraka. Radi jednostavnosti
tretmana smatramo jezgru nepomic¢nom (beskona¢na masa) , $to nije bitno za dobivanje ideje
o sadrzaju rezultata. Naime u OF1 smo savladali tehniku transformiranja medu
laboratorijskim sustavom i sustavom centra mase. Rezultat koji ¢emo sada izvesti vrijedi u
sustavu centra mase s time da se masu projektila treba zamijeniti reduciranom masom. Radi
centralnosti Coulombove sile , najprije uo¢avamo simetriju problema oko osi koja prolazi
jezgrom i ima smjer kojim iz daljine dolazi projektil. To sugerira izbor ravninskog polarnog
sustava za opis problema. Ishodiste polarnog sustava je u jezgri. Vrlo kratko ¢emo
upotrebljavati 1 Kartezijev sustav s istim ishodiStem i njegovom x osi identicnom s osi
simetrije problema. y os je naravno okomita na nju. U polarnom sustavu trajektorija projektila
se prati koordinatom r , razmakom medu projektilom i jezgrom, i polarnim kutom ¢ koji ide
od osi simetrije (x) do polozaja projektila. Na ovom mjestu je zgodno spomenuti i nase
poznavanje trajektorija problema u kojima sila zavisi obrnuto proporcionalno s kvadratom
razmaka medu tijelima. Znamo da je putanja hiperboli¢na (vidi OF1). Kut asimptote na
hiperbolu projektila u odlasku se imenuje s .9 i on je kut rasprSenja alfa Cestice. Masa
projektila, parametar sudara (udaljenost projektila od x-osi dok je projektil beskona¢no
daleko) 1 pocetna brzina alfa Cestice su redom: m, b, i v, . Naboj projektila je ze gdje je e
naboj elektrona a z redni broj elementa u Mendeljejevom sustavu elemenata. Matematicki

opis zapoc¢injemo dobro nauc¢enim svojstvom centralnih sila : Moment impulsa je u tom
slucaju stalan (pa je jednak pocetnoj vrijednosti)

mr ¢ = —bmv, (4.1)
To odmah daje korisnu relaciju:

1_dp 1 “2)
r dt by,

Sada mozemo poceti s dinamikom problema (upotreba y komponente drugog Newtonovog
zakona s tim da je sila Coulombska):

dv Zze* .
m—L=F = sin 4.3
dt 7 dzgr® v (439
Koristenjem (4.2) ovo prelazi u:
dv, Zze? . 1
Ny 2 G (192 (4.4)
dt  4ze, bv,” dt

Ako se (4.4) pomnoZi s dt dobivamo proporcionalnost dva diferencijala pa se izrazi mogu
direktno integrirati; poCetne 1 kona¢ne vrijednosti su pak ocite 1 vidimo ih u slijede¢em izrazu
kao granice integracije:



Vo sing Zzez 1 4
mv R ——CO0S 4.5
y |° Arre, by, ¢ |” (4:5)
Odatle neposredno slijedi
. e’ 1
mv, sin 9 = ——(cos 3+1) (4.6)

4re, by,
Koristenjem izraza za trigonometrijske funkcije polovi¢nog argumenta dalje dobivamo:

. Zze* 1
mv, 2sin ﬁcosgz € —ZcosZg (4.7
2 4re, by, 2
Nakon krac¢enja zajednickih faktora i uz upotrebu izraza za kotangens kuta imamo:
2
p= 228 1 g (4.8)

drey mv,” T 2
Ovo je izuzetno vazna 1 razumljiva formula. Ona povezuje kut rasprSenja ¢ s parametrom
sudara b. Blizina pocetka trajektorije projektila osi simetrije problema odreduje kut
rasprSenja. Intuicija nam pak potvrduje : $to je veéi parametar sudara, to ¢e se projektil manje
rasprsiti. Takoder je vazno uociti da nam (4.8) moZe pomoci opaziti eventualnu novu silu koja
se moze pojaviti izmedu projektila i jezgre, posebno ako je doseg te sile bitno manji od
Coulombske . (U sustini Coulombska sila ima beskonacan doseg, jer otklanja sve projektile
od pocetnog smjera. ) Ako je doseg nove sile konac¢an, a Coulombove beskonacan, tada ¢e na
vrijednostima parametra sudara b, koji odgovaraju dosegu nove sile poceti i odstupanje smjera
rasprSenog projektila od izraza (4.8)! Raspored rasprSenih projektila po kutovima rasprSenja 4
uobicajeno je pratiti diferencijalnim udarnim presjekom. Kako i ime kaZze, ta veli¢ina je po

: . . . . do L . g
dimenziji povrsina. Uobicajena oznaka za nju Jem . Slikovito mozemo reéi da je to ona

povrsina koju projektil ,,vidi“na meti da bi se raspr$io u prostorni kut dQ . Sada mozemo ici
na proracun diferencijalnog udarnog presjeka za Rutherfordovo rasprSenje. Prema (4.8) da bi
se projektil rasprsio u zeljeni kut 9 , mora poceti put na udaljenosti b koja mu tim izrazom
odgovara. Diferencijal povrsine unutar koje projektili moraju biti da bi se rasprsili oko 4 jest:

Zze? 9 dg. . , 9
do = 2/bldb| =27 (—="— ) 2ctg = (-)(——2) /(sin 2=
o = 27b|db] ~(; 2)Potg S ()=, ) sin 2

0 0
COSS
) 4
do=2n(— 22 y2 2 4% (4.9)
dregV, a3 d 2
2

Kako je izraz za diferencijal prostornog kuta:

dQ = 2zsin HdI (4.10)
mozemo uz izrazavanje gornjeg sinusa preko onih za polovi¢ni kut izraz (4.9) transformirati
u:



(4.11)

Rutherford je iz pokusa s alfa zrakama (helijevim jezgrama) nacinio povijesne zakljucke.
Najprije je uvidio da se teSke alfe ne mogu rasprsivati unatrag na lakim elektronima, te je
zakljucio da postoje vrlo masivne atomske jezgre. Nadalje (4.11) pokazuje da se ogromna
vedina Cestica rasprSuju pod malim kutem radi ¢etvrte potencije polovice kuta rasprsenja u
nazivniku. To se slagalo s njegovim opazanjem. Ucinilo se da postoji problem na ve¢im
kutovima rasprSenja gdje se podaci i teorija nisu slagali i to bitno. Rutherford hrabro
zaklju€uje da je na pomolu nova sila (nuklearna) izmedu alfe i1 jezgre. Iz kuta na kojem
odstupanje pocinje prema (4.8) mozemo zakljuciti oko koje udaljenosti od jezgre nuklearne
sile ulaze u igru. Time je doSao do ve¢ navedenog podatka o dosegu nuklearnih sila to jest o
dimenzijama jezgre.

5) PROBLEMI POVEZANI SA STABILNOSTI ATOMA I SPEKTRIMA ZRACENJA
KOJE IZ ATOMA IZLAZI:
Dok su otkrice elektrona i atomske jezgre, €iji je naboj jednak ukupnom naboju elektrona koji
su u tom atomu (da bi atom bio elektricki neutralan ; neutralnost atoma je eksperimentalno
neupitna) bili korak u dobrom smjeru , postavili su se smjesta brojni problemi. Zasto su svi
atomi jednog elementa jednaki? Zasto su radijusi atoma svih elemenata otprilike istih
dimenzija? Zasto su atomi uopce stabilni? (Naime elektroni bi za vrijeme kruzenja oko jezgre
morali kontinuirano zraciti i kona¢no pasti na jezgru). Zasto su spektri zracenja iz atoma
diskretni , a ne kontinuirani? Jedan od utemeljitelja kvantne fizike , Bohr , unosi neo¢ekivanu
pretpostavku. Od niza klasi¢nih staza koje bi bile moguce za elektron, on postulira da elektron
boravi samo u onoj u kojoj je moment impulsa elektrona :
J =mva, =Lsh (5.1)

2r
Ovdje sum,v,i a, masa, brzina i udaljenost elektrona od jezgre. Nadalje Bohr postulira da

atom , dok je elektron u takvoj stazi, ne zraci. lako ove pretpostavke zvuce naivno i
neopravdano, razvoj fizike ¢e pokazati da su obadvije pretpostavke to¢ne, iako kvantna fizika
kasnije pokazuje da doslovni pojam precizne staze u kvantnoj fizici nije prihvatljiv.
Izra¢unajmo posljedice (5.1) za slucaj Coulombske interakcije elektrona i vodikove jezgre (Z
i z obadvoje su jedan). Ako je elektron u u kruznoj stazi, potrebnu radijalnu silu da ga se

zadrZi u putanji treba dobiti iz Coulombovog zakona.

mv 2 1 e?

= - 5.2
a, A4rs, ao2 2

Ako (5.2) mnozimo s faktorom koji brojnik lijeve strane pretvara u J* i za moment impulsa
koristimo vrijednost iz (5.1) imamo:

h?  me?

a, - 4re,
Sto za Bohrov radijus vodikovog atoma daje vrijednost:



2
_ he-4re, (5.3)

Kada se u (5.3) uvrste vrijednosti veli¢ina u formuli dobiva se red veli¢ine 10 ™™° metara, a u
skladu s eksperimentalnim vrijednostima. Uskoro ¢emo vidjeti da Bohr zapravo dozvoljava ne
samo vrijednost # za J nego i visekratnike od 7 . Ovi Bohrovi koraci omogucuju bitan
napredak u rasvjetljavanju zagonetki koje smo naveli. To ¢e biti pokazano u slijedecem dijelu
teksta.

6) KVALITATIVNE PROCJENE SVOJSTAVA ATOMA | MOLEKULA

Zapocinjemo s podsjetnikom iznosa vaznih konstanti u atomskoj domeni:

m, = 0,911 x10~*%kg e =1,6021x107"°C h=6,626x10"Js (6.1)
Dobro je baratati 1 numerickom vrijednosti Bohrovog radiusa vodikovog atoma (5.3) :
a, =0,53x107"m (6.2)
U procjenama svojstava atoma vrlo je vazna takozvana konstanta fine strukture « :
eZ
JAre 1 (6.3)
nc 137

Ako jezgra ima naboj Ze, tada prvi elektron koji se jezgri dodaje ima modificiran izraz (5.2) :
mv 2 1 Zze?
= > (6.4)
a 4reg, a
gdje je a radijus staze najblize jezgri . Naime slijede¢i istu proceduru kojom smo od (5.2)
dosli do (5.3) lako vidimo da je

a,
a=-2% 6.5
Z (6.5)

Kako se povecava naboj jezgre, radius najbliZe staze se smanjuje. S druge strane , pak ,
mozemo navijestiti da vanjski elektron, efektom zasjenjivanja drugih elektrona koji su iz
nekog razloga (koji ¢emo objasniti uskoro Paulijevim principom) popunili staze bliZe jezgri,
on registrira ukupni naboj koji na njega djeluje kao Z=1 (to jest isti koji on nosi). Tako nam
(6.5) ujedno objasnjava podjednaku vrijednost radijusa svih atoma, jer njihovi vanjski
elektroni (zahvaljujuéi efektu zasjenjenja) ,,0sjecaju u unutrasnjosti svoje orbite* samo isti
naboj kao elektron vodikovog atoma.

Temeljem iste Bohrove pretpostavke poopcene s radijusa vodikovog atoma na radijus a
atoma s nabojem Ze moZemo najprije napisati:
amv =nh (6.6)
i odatle nadalje:

24 -1
Vzizzgzzz{h_gso — Zac 6.7)
ma ma, mi me



Ovo je vrlo poucna relacija. Kako je alfa relativno mala, to naSa procjena brzina za lakse
elemente kaze da su brzine elektrona nerelativisticke. Tako za kineticku energiju mozemo
koristiti uobi¢ajeni izraz s kvadratom brzine to jest:

Evn = %mz ?a’c’ (6.8)

Za vodik specijalno to je
E..(H) :%moczc2 =13.6eV (6.9)
Za potencijalnu energiju imamo:

B Ze® l(4rg,)  Ze*(4ne,)

2 2 2
E ot = " =T =-Za"mc (6.10)
— —— I(4rs,)
Time zbroj kineti¢ke i potencijale energije (ukupna energija) postaje:
Eukupno = _%mz ZaZCZ (611)
Erupno(H) = —%moczc2 =-13.6eV (6.12)

Da bismo ionizirali vodikov atom (odvojili elektron od jezgre) treba mu dovesti gornju
energiju. Doista je neocekivano da ovakva poluklasi¢na procjena jest u dobrom slaganju i s
pravim kvantnomehanickim raCunom i s eksperimentom.

Nakon relativno uspjeS$nog razmatranja vodikovog atoma i prve naznake kako bismo naSa
razmatranja mogli generalizirati 1 na atome s ve¢im nabojem jezgre, moramo se suociti s
Paulijevim principom. Na njega nailazimo ve¢ kod atoma s rednim brojem 2 : helijem. Naime
eksperimentalna je Cinjenica da u prirodi postoje dvije vrste spektara zraenja koje iz helija
izlazi. U jednoj je vrsti spektara osnovno stanje moguce razumjeti analizom bliskoj gornjoj.
Za drugu vrstu spektara su rezultati takvi da najnize stanje ima svojstva kao da drugi elektron
ne moze biti u istoj orbiti kao prvi. Preciznije, kao da relaciji (5.1) J ima otprilike dvostruku
vrijednost. Ovo je bilo vrlo zbunjujuée. Misterij dvije vrste spektara helija je razrijeSio Pauli.
On postulira da u identi¢nu orbitu ne mozemo dodati jo§ jedan elektron. To objasnjava onu
drugu vrstu helijevih spektara. Kako je , medutim, moguca prva vrsta. Ovdje nam se namece
spin elektrona kao odgovor. Naime, studenti ¢e upoznati Cuveni Stern-Gerlachov pokus u
kojem je demonstrirano eksperimentalno da elektron ima intrinsi¢éni moment vrtnje S dvije
moguce orijentacije. U prvoj vrsti helijevih spektara spinovi dva elektrona su antiparalelni.
Stoga obadva elektrona mogu ,,stanovati u istoj orbiti jer se razlikuju bar orijentacijom svojih
spinova. U drugoj vrsti helijevih spektara, spinovi elektrona su paralelni, stoga, da bi se
elektroni razlikovali, moraju ,,stanovati* u razli¢itim orbitama; drugi elektron u relaciji (5.1)
mora koristiti vecu vrijednost J. Stoga kao bitan element u nastojanju globalnog
razumijevanja periodi¢kog sustava elemenata sada imamo Paulijev princip, ne vise kao ad hoc
hipotezu, nego kao razumljivo tumacenje izgradnje periodickog sustava elemenata. U pravilu
su za atomske spektre klju¢ni upravo prijelazi medu stazama vanjskog elektrona, a time 1
njegova kemijska svojstva, kao i ionizacijski potencijali.

Napomena o molekulama



Imajuci u vidu ove kvalitativne uvide u svojstva atoma elemenata, bliska nam je ideja da se
atomi mogu povezivati u molekule ili dijele¢i vanjske elektrone ili ,,preseljenjem* jednog
vanjskog elektrona atomu s ve¢im Z ¢ime medu dva atoma nastaje jednostavna elektri¢na
privlacnost. I elektromotornu galvansku silu mozemo kvalitativno razumjeti preko gornje
slike. Prijelaz elektrona od atoma na drugi atom u molekuli deSava se kao razlika vezanja
(vanjskog) elektrona u atomskoj orbiti. Kako su te razlike reda veli¢ine 1eV, to se prijelazom
elektrona javlja napon od jednog Volta.

7) FENOMENOLOSKE INFORMACIJE O ATOMSKIM JEZGRAMA

Rutherford je svojim pokusima dokazao postojanje jezgri, njihovu masivnost kao i domet
nuklearnih sila. Kako na temelju znanja iz OF2 mozemo razumjeti princip rada masenih
spektrometara, dodat ¢emo ovdje i informacije o masama jezgara nekim njihovim
najosnovnijim svojstvima. Jezgru vodika predstavlja proton koji je otprilike 2000 puta
masivniji od elektrona. Chadwick je 1932. godine otkrio i neutron; Cesticu mase sli¢ne
protonskoj. Tako su kompletirani konstituenti atomske jezgre. U nuklearnoj fizici je
uobicajeno koristiti Mega elektron Volt za jedinicu energije (MeV). Mase nuklida (ime za
razli¢ite atomske jezgre se mjerilo rafiniranim postupcima preciznim masenim
spektrometrima. Ovdje ¢emo uz skicu dati ideju kako funkcionira jedan jednostavniji maseni
spektrometar. Neka se iz izvora u kojem je atomima otrgnut elektron izvlace ioni
potencijalom U . Njihova je kineti¢ka energija po tome upravo jednaka umnosku njihovog
naboja i primijenjenog potencijala. Ako sada na put iona postavimo okomito polje B , iz
zakrivljenosti staze doznajemo impuls iona. Iz elementarne veze kineticke energije i impulsa,
koje su veli¢ine gornjim postupcima eksperimentalno utvrdene, izraCunavamo mase iona.
Masa neutrona odredena je malo kompliciranijim postupkom. No za tri najjednostavnija
nuklearna objekta poznate su mase:

mpc2 = 938,279 MeV m, c? = 939,57 MeV Mgeutersj =M, +M, —A  (7.1)

Veli¢ina A naziva se defektom mase. U slucaju deuterija ona je ona iznosi 2,22 MeV.
Pri nuklearnim reakcijama u kojima poslije sudara atomskih jezgri nastaju nove jezgre i
nastaje ili nestaje dodatna kineticka energija, verificiran je Einsteinov izraz za ekvivalent
mase i energije:

Q| = |Amlc? (7.2)

Ovdje je Q poznata Q-vrijednost nuklearne reakcije; ukupna promjena kineti¢ke energije
tijekom procesa, a Am je ukupna promjena mase u reakciji. Dimenzije jezgre odredene su
sudarima sli¢no Rutherfordovim pokusima. Najpreciznija mjerenja ¢injena su koriste¢i

elektrone kao projektile. Ustanovljeno je da se radijus jezgre ponaSa prema izrazu:
1

r=r(A)? (7.3)
gdje je r radijus jezgre, r, je konstanta priblizno veli¢ine jednog femtometra a A je maseni

broj jezgre to jest broj nukleona (zbroj broja protona i neutrona u jezgri) . 1z (7.3) slijedi da je
gustoca nukleranog materijala u jezgri otprilike stalna, §to nas navodi na takozvanu saturaciju
nuklearnih sila. Jednostavnim jezikom to znaci da pojedini nukleon ne osjeca utjecaj svih
nukleona, nego samo njih nekoliko. Slican smo efekt ve¢ imali pri studiju napetosti povrSine u
OFL1. (Ovdje se moze spomenuti da je svojstvo (7.3) bilo jedan od argumenata Bohru za
formulaciju opisa jezgre kao kapljice nuklearnog materijala). Zavrsit ¢emo ovaj kratki
pregled jezgrinih svojstava spominjanjem energije vezanja jezgre i energije vezanja po
nukleonu. Slijedeca relacija definira energiju vezanja jezgre:

M(Z,A)=2Zm, +Nm, —B(Z,A) (7.4)



M(Z,A) je masa jezgre od A nukleona od kojih su Z protoni . Broj neutrona N lako se odatle
racuna jer je A=N+Z. B(Z,A) je dakle energija koja nedostaje da bi se nukleoni mogli

potpuno osloboditi. Radi usporedbe koliko su snazno nukleoni vezani u raznim jezgrama,
Cesto se energija veze B(Z,A) dijeli s brojem nukleona: veli¢ina nam govori koliko je pojedini
nukleon uvezan u pojedinoj jezgri. Dakle definicija energije veze po nukleonu jest:

Energija veze po nukleonu= Bz A (7.5)

Ova se veliCina Cesto prikazuje graficki i ima karakteristiCan oblik. Ona najprije raste, kako
rase broj parova nukleona koji se privlace (bez privlacenja jezgre ne bi bile stabilne). Ona
dosize maksimum oko A ~60 , da bi zatim pocela opadati. Maksimalna vrijednost je otprilike
osam MeV po nukleonu. Ta krivulja temelj je objasnjenja mnogo fenomena. Dva
najpotresnija su nuklearna fuzija: proces kojim se prema ovoj krivulji spajanjem laksih jezgri
moze dobiti energija (proces kojim Sunce i zvijezde stvaraju energiju za emisiju) u nuklearna
fisija: proces kojim se iz teskih jezgri (na primjer urana 235) moze dobiti energija cijepanjem
na jace vezane jezgre. Nuklearna fisija se mirnodopski koristi u nuklearnim elektranama, a
postoje i oruzane primjene kao i kod fuzije.

8) GLOBALNI PREGLED STRUKTURE ATOMSKIH SPEKTARA ELEMENATA

8.1 Povijesni uvod

Kada je Fraunhofer po¢eo eksperimentirati sa svojom difrakcijskom resetkom (vidi OF3 za
svojstvo reSetke da razlaze vidljivu svjetlost na komponente prema valnoj duzini zracenja)
docekalo ga je temeljno iznenadenje. Svjetlost emitirana iz pobudenih atoma nije imala
kontinuirani spektar, nego je bila sastavljena od diskretnih linija. U proslom semestru studenti
su vidjeli spektar Zive, koji se sastojao od diskretnih linija, a u ovom kolegiju vidjet ¢e Cuveni
Balmerov dio spektra vodika i spektre vise plinova. Kao $to je ve¢ spomenuto, klasi¢na fizika
predvida kontinuirani spektar zraenja za elektrone u atomu. Vecina studenata, pogotovo onih
koji nisu usmjereni na studij fizike, na ovoj tocki smjesta prelazi na Bohrov model i dodatak s
Paulijevim principom da bi se razumjelo periodicki sustav elemenata. U ovom kolegiju
Zelimo studente upoznati sa eksperimentalnim ¢injenicama koje su nanizane da se razumije
put kojim fizi¢ari Cesto prolaze, kada se suo€avaju s potpuno novim, neoc¢ekivanim
fenomenom. Prirodno je da se posebna paznja posvetila deSifriranju spektra atoma vodika, jer
je on najjednostavnije grade. Uocena je pravilnost, nazvana Ritzovim principom, da se
inverzne valne duljine emitiranog zracenja:

1

A(cm)
¢esto mogu kombinirati. Naime ako postoje spektralne linije s frekvencijama v, i v, , Cesto

viem™) =

(8.1)

¢e se naci 1 frekvencija
vV, =V, +V, (8.2)



Da bi se objasnilo Ritzov princip kombinacije, uvedena je ideja ,,terma“. Za svaki spektar se
pretpostavlja ( tada nerazjasnjenog porijekla) sustav diskretnih veli¢ina T, sa svojstvom da

diskretne frekvencije treba obiljezavati s dva indeksa povezana sa sustavom terma ovako:
v =T, —T; (8.3)

Ocito se preko ideje terma smjesta dobiva Ritzov princip. Uzimimo tri terma: T, , T, 1 T, .
Tada uz prijelaze :

vV, =T,-T, (8.4)
i

Ve =T, T, (8.5)
prema ideji terma postoji i

V=T, =T, (8.6)

Spoznajni prodor u kvantnu fiziku ¢e naciniti fizicar koji ¢e dati fizikalnu interpretaciju i dati
analiticki izraz za ovako pripremljene terme.

8.2 Bohrova interpretacija nastanka atomskih spektara
Einstein je u fotoelektrickom efektu postulirao energiju kvanta svijetla relacijom:
E=hv (8.7)
Bohr postulira da se svijetlo frekvencije v,, emitira kao rezultat prijelaza medu diskretnim
energijski stanjima atoma: E, — E, , §to prema zakonu sa¢uvanja energije rezultira u:
E,-E, =hv, (8.8)
Ovo je relacija nevjerojatnog dometa. Ona se potvrduje kroz sve dijelove fizike mikrosvijeta
od molekularnih sustava do kvarkovskih sistema. S druge strane, vidimo da ta duboko
temeljna relacija nije rezultat genijalne ideje pojedinca, nego je nastalo mukotrpnim
nastojanjem velikog broja fizi¢ara da razumiju strukturu atomskih spektara. Fraunhofer s
optickom reSetkom nalazi diskretnost spektara. Sustavno istrazivanje spektara rezultira u
Ritzovom principu. Njega , pak, objaSnjava ideja terma. Svjetsku slavu stjeCe Bohr
objasnjenjem da su termi zapravo pridruzeni energijskim nivoima (numeri¢ke vrijednosti
terma i nivoa su proporcionalne) i ubacivanjem Einsteinove veze energije kvanta svjetla i
njegove frekvencije u zakon sacuvanja energije razrjeSuje problem razumijevanja energijskih
spektara svih kvantnomehanickih sustava.
Tako se globalno razumijevanje atomskih spektara reducira na dva Bohrova postulata:

1) Atom boravi u odredenim stacionarnim energijski diskretnim stanjima.

i) Atom emitira zracenje samo tijekom prijelaza medu tim stanjima prema (8.8)

8.3 Frank-Hertzovi pokusi ; fenomen fluorescencije i Stokesovo pravilo

Potpuno nezavisna potpora Bohrovim postulatima proizlazi iz Frank Hertzovih pokusa.
(Skica) U staklenoj posudi (kruskastog oblika ) su razrijedene zivine pare. U izbo¢enom dijelu
posude je izvor elektrona promjenjive kineti¢ke energije elektrona. Promjenjivost energije se
osigurava promjenljivim naponom kojim se iz katode izvora izvlace elektroni. U kuglastom
dijelu posude su dvije elektrode . Mjeri se struja koja nastaje kao posljedica udara fotona

.....



struja se ponasSa skokovito . Naime kako se dize energija elektrona i oni pogadaju sve vise
nivoe zive, stvara se sve veci broj kanala, ¢ijom deekscitacijom nastaju fotoni, koji udarom u
elektrode uzrokuju struju. Na ovom mjestu je prirodno spomenuti i pojam flourescencije.
Naime , ako atom uzbudimo visoko pobudeni nivo, on u svojoj deekscitaciji ne mora nuzno
pasti u svoje prvobitno stanje. Elektron se moZe spustiti u neko medustanje energije koja je

niza od prve uzbude a visa od osnovnog stanja. U tom ¢e slucaju emitirani foton biti nize
energije (veée valne duljine ) nego originalni uzbudni foton. To je fenomen flourescencije.
Opazeni fenomen o produljenju valnih duljina naziva se Stokesovim pravilom.

8.4 Upozorenje o nedostatcima striktnog prihvac¢anja Bohrovih postulata

Iako su Bohrovi postulati divovski napredak mjere¢i neuspjehom klasicne fizike da se suoci s
atomskim spektrima, potrebna je svijest, da postoji i znanje i potreba da ovo nije kraj traganja
za kvalitet nim opisom fenomena mikrosvijeta. Zasada ostavljamo po strani ¢injenicu da

nam je nepoznat kvalitetan opis kako ¢emo teorijski to¢no predvidjeti pozicije atomskih
nivoa, tu je jos i svojstvo pobudenih atomskih nivoa da imaju svoju §irinu. Naime, kao kada
kod fenomena rezonacije, uz postojanje guSenja odziv sustava na prisilu frekvencijom @ u
blizini rezonantne frekvencije o, sustav titra i drugim frekvencijama osim rezonantne ali sa

smanjenom amplitudom. Analogno tome, kada se atomski sustav uzbuduje pobudom
varijabilne frekvencije pobuda se ne prihva¢a samo na rezonantnoj frekvenciji nego i u njenoj
blizini. Upoznati s nazivom puna §irina na polovici maksimuma (FWHM), spremni smo
prihvatiti kao Sirinu stanja upravo FWHM. Kada je atom slobodan od vanjskih utjecaj (na
primjer lebdi u vakuumu) tada se Sirine stanja nazivaju prirodnim Sirinama stanja. Te se Sirine
mogu povecavati umjetnim skra¢ivanjem Zivota stanja (na primjer sudarima atoma s drugim
atomima kojom prilikom se atomi deekscitiraju). To pak preko relacija neodredenosti kojima
smo ve¢ bili blizu u OF3, a koje u ovom semestru prelaze u

AE-At=h (8.9)

Sa smanjenim vremenom trajanja nivoa deSava se njegovo energijsko prosirenje. Takoder je
1z (8.9) jasno da osnovna stanja (s beskona¢nim trajanjem), nemaju prirodne Sirine; ona Zive
beskonacno dugo.

8.5 Analogije s klasi¢nim modelima

U OF3 smo imali primjere stanja titranja sustava, koja vjecno traju 1 periodicki se onavljaju.
Stojni val s definiranim rubnim uvjetima je bio jedan takav model. U njemu se energija
sustava ne mijenja. S druge strane imali smo 1 model guSenog titranja. U njemu osnovno
titranje frekvencije o, biva guseno s modulacijskim faktorom, koji osigurava da intenzitet
titranja, proporcionalan kvadratu amplitude titranja trne s relaksacijskim vremenomr :

U tom sluc¢aju nesto u atomu mora titrati s amplitudom titranja opisanom kao :

At) = Aoe’i“’“e_i (8.10)



Student moze kvadriranjem (8.10) dobiti intenzitet fenomena i onda nalazenjem srednje
vrijednosti trajanja dobiti da ono iznosi upravo 7 . Ako bi isti sustav silili na titranje tada bi
titranje opisivali diferencijalnom jednadzbom:

j—¢+('0)1 +2_11-)A: F,e ' (8.11)

Jasno je da je lijevi dio diferencijalne jednadzbe podesen da mu titranje oblika (8.10) bude
rjesenje. Nadalje, uz taj homogeni dio dodan i uobicajeni oblik harmonijske prisile na desnoj

strani. Uz supstituciju :

At) =Be™™ (8.12)

Dobivamo algebarsku jednadzbu za B i njenim rjeSenjem odredimo analiticki oblik za

fenomen:

Am— ol g
o+

2t
Kvadrat modula amplitude (u ovom slucaju intenzitet zraenja) ¢e imati slijedecu

frekvencijsku zavisnost :

1,
(27)

(8.13)

() =1(w,) (8.14)

(@) +(217>2

U proslom semestru smo pokazali da FWHM ovog fenomena, dakle Sirina rezonantnog stanja,
iznosi upravo :

A=t (8.15)
T

Koristenjem Einsteinove relacije za energiju zracenja, nakon $to smo (8.15) pomnozili s
Planckovom konstantom h, dobivamo upravo:

AE =" (8.16)
T

Time smo opravdali relaciju (8.9) 1 tvrdnje koje su iz nje proizlazile 1 vezi Sirine nivoa 1
njegovog vremena trajanja. Ovdje jo§ moZemo dodati da ¢e se tek u trecoj godini studija
odrediti, koja se to prijelazna struja formira pri prijelazu medu stacionarnim stanjima ¢ija je
posljedica zracenje. Naravno, takoder ¢e se ispostaviti da pri boravku u stacionarnom stanju,
zrafenja nema, jer je energija U njemu stalna.

8.6 Prosirenje Bohrove hipoteze (5.1) na visekratnike od 7 ; pobudena stanja atoma.

Za numericko raunanje energije atoma koristili smo relaciju (5.1), medutim iz nje rezultira
samo jedno atomsko stanje. Visa pobudenja dobivaju se dozvolom da lijeva strana (5.1) moze
biti 1 viSekratnik od7 .

J=nva=nh (8.17)

Ovo je zapravo generalizacija relacije (6.6). dok relacija (6.7) prelazi u

nh  nhZ nh{n2h24m€0
me

-1
} =Zac/n (8.18)
ma ma m

Relaciju (8.18) moZemo upotrijebiti za simbolicku redefiniciju konstante alfa:
z
a(z,n) :Fa (8.19)

ovaj korak nam je zgodan kada zelimo upotrijebiti rezultate (6.8) , (6.10) i (6.11) za



generalizaciju koja je posljedica poopcenja (8.17). Sada procjene nivoa elektrona, koji je u
polju naboja Z a vrijednost konstante iz relacije (8.17) nije 1 nego n, glase:

1
E urupno = -3 mZ *a’c® In® (8.20)
Tako imamo prvu shemu nivoa atoma s rednim brojem Z za niz nivoa u kojem se pojavljuje i
kvantni broj n. Za prvi tren on se povezuje s orbitalnom kutnom koli¢inom gibanja. Time se
uz osnovno stanje vodika smjesteno na -13.6 eV, nalaze i viSa pobudena stanja oblika:

1
E,(H)=-13.6eV e (8.21)
moguce energije fotona pri prijelazima su:
1 1
AE|m = —1366V (I—Z—F) (822)

Povijesnu je ulogu odigrala takozvana Balmerova serija u kojoj se elektroni spustaju s visih
staza u n=2 stazu. Naime, ¢ovjecanstvo je imalo srecu da su Cetiri Balmerove linije, koje vode
na opisanu stazu smjestene u vidljivo podrucje. To je omogucilo smiono opazanje da se
frekvencije prijelaza u vodikovom spektru odnose kao razlike inverznih kvadrata cijelih
brojeva. Ova je empirijska ¢injenica bila poznata prije Bohrove hipoteze! Osim Balmerove
serije, u kojoj elektron pada u stanje s n=2 postoji i Lymanova (pada se u orbitu n=1;
ultraljubicasta domena) i Paschenova (pada se u orbitu n=3 ; infracrvena domena) .
Studentima ¢e se slikovito prikazati navedene serije prijelaza.

8.7 Postojanje kvantnih brojeva kojima se sistematiziraju atomski spektri.

U nasoj najgrubljoj sistematizaciji atomskih nivoa (8.20) pojavljuje se cjelobrojnik n kojim
karakteriziramo nivoe. Uobicajeno je tu veli¢inu zvati glavnim kvantnim brojem elektronove
orbite u atomu. Einstein —de Haas eksperiment je pokazao da postoji i orbitalna kutna
koli¢ina gibanja na atomskom nivu. Naime, ako se vertikalni cilindar materijala drzi unutar
vertikalno polozenog solenoida (gravitacija je uravnotezena izolatorskom niti na kojoj cilindar
visi), dok u solenoidu ne tece struja, cilindar miruje. Ako se pusti struja, kutne koli¢ine
gibanja individualnih atoma se orjentiraju 1 nastane rezultantna kutna koli¢ina gibanja
atomskog nivoa. Kako, pak, ukupna kutna koli¢ina gibanja cilindra mora ostati sa¢uvana, jer
pojavom vertikalnog magnetskog polja na cilindar nije djelovao moment sile, to se cilindar
mora poceti okretati. To se doista i eksperimentalno opaza. Tako nam je lakse prihvatiti
rezultat koji ¢e biti izveden u kolegiju Kvantne mehanike :

Ngone =N, +1+1 (8.23)

Ovdje je s lijeve strane glavni kvantni broj iz (8.20) n, je radijalni kvantni broj povezan s

radijalnom zavisnosti orbite. Orbitalna kutna koli¢ina gibanja je predstavljena s I; sve veli¢ine
u (8.23) su cjelobrojne, a stvarna kutna koli¢ina gibanja orbite je

J=In (8.24)
Povijesno se uvrijezila ova korespondencija u obiljezavanju atomskih orbita:

s orbita> 1=0

p orbita> I=1

d orbita—> 1=2 (8.25)
f orbita—> 1=3

g orbita—> 1=4

Pravi kvantnomehanicki racuni daju i pravilo
I <n, (8.26)



U izgradnji periodi¢kog sustava elemenata korisna je 1 ¢injenica da se orijentacija kutne
koli¢ine gibanja takoder karakterizira cijelim brojem m ¢ije vrijednosti idu od —| do +I, tako
da je broj podorbita unutar jednog I: 21+1. m se inace interpretira kao projekcija 1 na os
kvantizacije (izabranu os u prostoru) i ¢esto se naziva magnetskim kvantnim brojem. Stern-
Gerlachov pokus dao je informaciju da se intrinsi¢ni moment impulsa elektrona s =1/2 moze
orjenirati na dva nacina: -1/2 i +1/2 . U zakljuc¢ku sumiramo da se pojedino stanje elektrona u
atomskom stanju karakterizira kvantnim brojevima : n_|,m,siX gdje je X projekcija s na os

kvantizacije. Dok se ne ude u finu strukturu atomskih spektara (mali efekt od interakcije
magnetskih momenata orbitalnog i spinskog magnetizma), unutar pojedine vrijednosti |
postoji degeneracija 2I+1. To jest toliki je broj razli¢itih elektronskih stanja ; svako
karakterizirano jednim od dozvoljenih vrijednosti magnetskog broja m . Zapravo se

. . e e e .. ) 1
degeneracija udvostrucuje, jer elektron moze joS imati dvije orijentacije svog spina X = J_rE .

Time je ukupna degeneracija stanja karakeriziranog s | : 2(21+1) .

Studenti se upoznaju s ,,dvodimenzionalnim* spektrima vodika 1 helija i time se zakljucuje
prva ljuska u periodickom sustavu. Pod ,,dvodimenzionalno$¢u se podrazumijeva ¢injenica da
se pojedini nivo karakterizira i sa brojem ng,, (energijski polozaj, obi¢no vertikalna

koordinata) i s I, koji odreduje stupac u kojem se nivo crta ( horizontalna koordinata).
Takoder se napominje da postoje izborna pravila za prijelaze: prijelazi se deSavaju samo medu
nivoima susjednih kolona, dakle 1 vrijednost se moze promijeniti samo za jedinicu.

Slijedeci je spektar litija. Njegov treci elektron ne moze vise i¢i u najnizu ljusku, jer je 1S
stanje popunjeno s dva elektrona. Stoga njegov spektar ima karakteristike vodikovog spektra,
samo mu nedostaje vodikovo osnovno stanje. U toj ljusci (ng,,, = 2) imamo dvije vrste stanja
Ngone = 2,1 =0 . Tu je degeneracija dva. Druga vrsta stanja jes n,.,., =2, =1 ovdje je
degeneracija 2-(2-1+1) = 6 tako drugu ljusku prema Paulijevom principu zaklju¢ujemo s 8
elektrona, Za kvalitetno razumijevanje periodickog sistema potrebno nam je kvantitativnije
poznavanje atomskih stanja. Naime u daljnjoj izgradnji periodickog sistema pojavljuju se i
efekti medudjelovanja elektrona, a posebno bitan efekt nastaje od inerakcije orbitalnog i
spinskog magnetizma (stru¢ni termin je vezanje spina i staze). Stoga je za pracenje potankosti
poretka rjeSenja Schrodingerove jednadZzbe potreban mnogo ja¢i matamaticki formalizam.

8.8 Eksperimentalno odredivanje naboja atomske jezgre elemenata
Mosley je odredivao energijske nivoe najniZih ( normalno popunjenih stanja) elemenata. Ideja
je bila slijedec¢a. Polozaj najniZe ljuske (inace stru¢no nazvane K-ljuskom) prema Bohru je bio

E, =-136-Z° (8.27)
Slijedeca (L ljuska) je po Bohru
E, =-13.6-Z° -const (8.28)

Na ovu konstantu elektroni izvan L ljuske nemaju utjecaja.

Tako je frekvencija prijelaza unutar unutrasnjih ljusaka :

hyv = (1—const)-13.6-Z2 (8.29)

U sve tri gornje relacije su energijske jedinice naravno elektronvolti. Mjere¢i frekvencije
prijelaza ustanovio je da broj pozitivnih naboja jezgre odgovara mjestu u Mendeljejevom
sustavu elemenata.

9) DUALNA SVOJSTVA ELEKTROMAGNETSKOG ZRACENJA



U OF3 smo naucili da elektromagnetsko zracenje ima ogromno podrucje valnih duljina (od
kilometarskih do mnogo manjih od femtometra. U cijelom tom podrucju, argumentirat ¢emo u
ovom poglavlju, kvanti elektromagnetskog zracenja (generalizirano nazvani fotoni)
manifestiraju dualnu prirodu. U razli¢itim pokusima manifestiraju se katkad poput Cestica
(definirani impuls 1 diskretna energija odredena frekvencijom a ne intenzitetom) a katkad kao
val.

9.1 Podrugje vidljive svjetlosti
Ovdje smo obecano ve¢ ispunili. Difrakcija svjetlosti je demostracija valnog aspekta
ponasanja fotona, a fotoelektri¢ni efekt ukazuje i na Cesti¢ni aspekt ponasanja fotona.

9.2 Podrucje x-zraka

X zrake se dobivaju pri ko¢enju elektrona visoke energije na metalnim elektrodama. Red
veli¢ine njihove energije mozemo procijeniti iz izraza u Mosleyevom eksperimentu, naime
dio spektra x-zraka potjece od ¢injenice da elektron projektil izbija elektron metu unutra$njih
staza. UntraSnja se staza potom popunjava prijelazom koji je koristio Mosley koji proizvodi
zracenje sukladno izrazu (8.29). Radi visoke vrijednosti kvadrata naboja jezgre x zrake mogu
biti u visokom keV-skom podru¢ju. Njihovu korpuskularnu stranu demonstrira Comptonov
efekt. U Comptonovom efektu se x-zraka sudara s elektronom i rasprSuje. U kinematici tog
sudara elektronu se nanosi prijenos impulsa kao da ga je udarila Cestica impulsa:hv, /c aod

njega se odbila Cestica impulsa :hv /c;v, i v su frekvencije fotona prije i poslije sudara sto je
sve u skladu s ¢esti¢nom predodzbom o x zraci. Skicirat ¢emo sada kinematiku
Comptonovog rasprSenja. Zakon sa¢uvanja energije za sustav x-zraka, elektron daje:

hv, +mc? =hv+E (9.1)

Gdje su m i E masa mirovanja elektrona i energija elektrona po sudaru.

Elektron , koji nije imao impuls prije sudara dobio je nakon sudara impuls p , koji je
vektorska razlika impulsa upadne i izlazne x-zrake. Kut elektrona u odnosu na upadnu x zraku
oznacavamo s¢ Prema tome kvadrat impulsa izlaznog elektrona jest:

p’ :(hﬁ)2 +(&)2—2hﬁh—vcosl9 (9.2)

C C C
Ako (8.31) mnozimo s kvadratom od ¢ i dodamo tom novom izrazu m®c* dobivamo s lijeve
strane novog izraza kvadrat energije elektrona:
E? =(hvy)* +(hv)? —2hv,hvcos 9+ m?c? (9.3)
Izracunavsi kvadrat elektronove energije iz (9.1), mozemo ga izjednaciti s izrazom (9.3) i tako
dobiti:
(hv, —hv+mc?)? =E? = (hv,)* + (hv)? = 2hv,hvcos § + m?c* (9.4)
Obratimo paznju na prvi i posljednji dio lanca jednakosti u (9.4) i ponistimo identi¢ne
kvadratne termove u njima. Preostaje:

—2hv,hv +2me?hv, —2mc*hv = -2hv,hvcos & (9.5)
Ako (9.5) podijelimo s 2hmc *slijedi:
hvy,

COsSI=v,—v—

v, (9.6)

2 2

mc
Iz (9.6) mozemo dobiti dvije ekvivalentne formulacije kinematike Comptonovog efekta.



Ako u (9.6) skupimo sve ¢lanove koji sadrze v i tada izraCunamo izraz za tu frekvenciju imat

Yo (9.7)

¢emo:v =
1+

hv,
1-cos 9
mCZ( )

Ako pak u (9.6) podijelimo s vv, i pomnozimo s ¢ te iskoristimo vezu medu frekvencijom,
valnom duljinom i ¢, dobivamo:

A=A, :%(1—cos.9) (9.8)

Pokazat ¢e se studentima eksperimentalne rezultate koji su u skladu s izvedenim relacijama.
Comptonov efekt , znaci, demonstrira korpuskularno ponaSanje elektromagnetskog zraenja u
podrucju x zraka. S druge strane smo ve¢ u OF3 pokazali kroz Braggove rezultate da iste
zrake demonstriraju kroz difrakciju na kristalnim resetkama valno ponasanje. Ovaj valni
aspekt ¢emo jos jednom studirati u ovom semestru detaljnije.

9.3 Podrucje y —zraka

Elektromagnetsko zracenje proizvedeno u nuklearnim procesima nazivamo gama zrakama.
Njihove energije pocinju s redom veli¢ine MeV-a , mogu biti i nekoliko redova veli¢ine vise.
Cestice takvih energija izvode procese analogne Comptonovom efektu i to na mnogo
masivnijim objektima. S druge strane imamo pojavu i difraktivnog rasprSenja na diskovima
dimenzija femtometra .

Tako mozemo zakljuciti tvrdnjom da elektromagnetsko zracenje pokazuje dualnu prirodu
preko ogromnog podrucja valnih duljina i impulsa.

9.4 Gama zrake i procesi stvaranja antimaterije

Radi op¢e profesionalne kulture, spominjemo da se pomoc¢u gama zraka ostvarilo i stvaranje
antiCestica u odnosu na Cestice naseg svijeta. Kada gama zraka dovoljno visoke energije
prode blizu masivnog nabijenog objekta moze stvoriti par elektron-pozitron. Proces se naziva
produkcijom parova. U njemu , uz nama poznati elektron nastaje i pozitron. Pozitron ima
masu, iznos naboja i iznos drugih elektromagnetskih svojstava isti kao elektron, no naboj mu
ima suprotni predznak. Pozitron bi vje¢no Zivio, no kako se nalazi u svijetu ogromnog broja
elektrona, on se s elektronom anihilira/poniStava uz stvaranje dviju gama zraka. Uobicajeno je
upozoriti studente na specifi¢nosti procesa tvorbe parova i njihove anihilacije. Pogledajmo
najprije proces ponistenja. U njemu se deSava:

e +e" >n-y (9.9)

Ovdje je broj emitiranih gama kvanata (n) jednak ili veci od dva. Razlog je tome
nemogucnost istovremenog ispunjavanja zahtjeva za zakon sauvanja energije i impulsa ako
bi se emitirala samo jedna gama zraka. Naime, u procesu se oslobada energija (i elektron i
pozitron imaju energijski ekvivalent mase mirovanja 0.511 Mev-a). Tu oslobodenu energiju
odnosi elektromagnetsko zracenje. Ako bi se emitirala samo jedna gama zraka, ona bi iSla
nekim smjerom. To bi narusavalo zakon sacuvanja impulsa, jer u sustavu CM za elektron
pozitron par rezultantni impuls ne postoji ; pocetni impuls je nula, dok bi konac¢ni bio razlicit
od nule. Dominantni proces je emisija dvije nasuprotno emitirane game , energije jednake
masi mirovanja elektrona. Ovaj anihilacijski proces ima danas rasirenu primjenu u
medicinskoj fizici u takozvanoj PET metodi. Pacijent prima izotop koji emitira pozitrone. Put
toga izotopa ljudskim tijelo prati se hvatajuci koincidentno emitirane game. Naime , pozicija
pozitrona u trenutku emisije i anihilacije koja nastupa prakticki istovremeno (na istom mjestu
na kojem je pozitron emitiran) mora lezati na spojnici pozicija na kojima su detektirane game.
To daje jednu informaciju o poziciji izotopa (obiljezivaca) unutar specificne molekule, ¢ije
putovanje pratimo.



Parovi se pak ne mogu kreirati gama zrakom u vakuumu; potreban je jo$ objekt u blizini, koji
preuzimanjem dijela impulsa dozvoljava da se i u produkciji parova istovremeno zadovolje i
saCuvanje impulsa i energije.

Elektron i1 pozitron nisu jedini par Cestica-anti¢estica. Dolje navodimo jo§ samo nekoliko
takvih parova:

(9.10)

et ut 7zt pn

Za vecinu takozvanih elementarnih Cestica postoje i njihove anti ¢estice. Ovih je godina
moderno studirati svojstva antiatoma. Na primjer antivodik je sustav u kojem je antiproton
jezgra, a pozitron ima elogu elektrona. Naime ,velika je teorijska zagonetka: zasto u nama
vidljivom Svemiru postoji samo materija , a ne i antimaterija? Iz dosadasnjih istrazivanja,
koja potvrduju simetriju medu fizikalnim svojstvima materije i antimaterije, nejasna je
evidentna neravnoteZa u njihovoj koli¢ini u Svemiru.

10) KONCEPCIJSKE POTESKOCE S DUALNOSCU PRIRODE SVJETLOSTI

10.1 Mogu li se fotoni cijepati?

Sreli smo koncept polupropusnog zrcala kod Michelson-Morley-eva eksperimenta. Dio
svijetla prolazi kroz takvo ogledalo, a dio se reflektira. Ako fotoelektricki efekt naglasava
korpuskularnu prirodu svjetla, da li se u polupropusnom ogledalu foton cijepa? Odgovor moze
pruziti eksperiment. OpiSimo detektor koji se pri tome koristi. Kao u fotoefektu , svjetlo
zadane frekvencije v pada na metalnu povrsinu i izbija fotoelektrone odredene kineticke
energija. Ako druga elektroda detektora ima negativni elektri¢ni potencijal, takav da ga mogu
savladati samo elektroni koji imaju 2/3 kineti¢ke energije koju imaju elektroni izbijeni
fotoelektrickim efektom fotonima frekvencijev , tada ¢e detektor (brojeéi pristigle elektrone)
sigurno registrirati svaki foton te frekvencije koji padne na prvu elektrodu. U pokusu se
koriste dva takva detektora , svaki na putanji ili prolazne ili reflektirane svjetlosti. Detektor
biljezi ulazak fotona ili na jedan ili drugi detektor. Suma ukupno detektiranih fotoelektrona
odgovara ukupnom broju fotona, no oni su detektirani ili u jednom ili u drugom detektoru! Za
razliku od koristenja Michelson-Morleyeve situacije, gdje se detektira interferencijski uzorak
dvije razne putanje, ovdje se detektira foton u svakoj putanji i on je pao ili na jednu ili drugu
elektrodu ; to jest bio je ili na jednoj ili na drugoj putaniji.

10.2 Kroz koji otvor prolazi foton pri interferenciji pri padu svjetla na dva otvora?

U OF3 smo se upoznali s klasi¢énim eksperimentom interferencije na dvije pukotine. Studenti
su na zastoru iza pukotina vidjeli minimume i maksimume svijetla (interferencijske pruge)
koje svjedoce da je zahvaljujuci koherencije svjetlosti na dva otvora doslo do
interferencijskog fenomena, to jest na nekim podrucjima zastora je svjetlo pojacano, a na
nekim svjetla nema. Kako je to moguée ako je svijetlo zapravo roj ¢estica? Cestice bi trebale
prolaziti samo kroz jedan od otvora i rezultat eksperimenta bi treba biti takav da bi ga morali
moc¢i dobiti superponirajuci dva rezultata u kojima je u jednom zatvoren jedan otvor, a u
drugom drugi otvor. To medutim eksperimentalno nije tako! Klasi¢no obrazovanim fizi¢arima
ovo je prilicna zagonetka. Uobicajen je odgovor da foton prolazi kroz obadva otvora. Bohr na
ovom mjestu daje profesionalniju interpretaciju. Cesto, pogotovo u mikrosvijetu , odgovor
zavisi 0 vrsti mjerenja. Ako bismo eksperiment izvodili tako da ustanovljujemo kroz koji
otvor prolazi foton, srusili bismo interferentni rezultat. Dok opazamo interferentnu sliku , ne
mozemo re¢i koju je trajektoriju imao foton. U kvantnoj se fizici koncept trajektorije ne
koristi ili ga se koristi s velikim oprezom. Time Bohrove staze nemaju kvalitetno uporiste. Isti



¢e se rezultati dobiti strozijim pristupom. Ovdje se zapravo sre¢emo s Bohrovom idejom da se
moze govoriti samo o rezultatima mjerenja. O onome §to nije mjereno ¢esto ne mozemo
zakljucivati. Njegova je ideja (eksperimentalno ¢esto a i nedavno provjeravana) : kada u
kvantni sustav ulazimo s mjerenjem, taj sustav nakon mjerenja nije isti nego je srusen u jedno
od takozvanih vlastitih stanja. U eksperimentu s dva otvora, mjerenjem pozicije, sustav
rusimo u stanje dobro odredene koordinate. Opazanje interferencije ne bi pak bilo moguce bez
koherencije unutar svjetlosti, to jest bez dobro definirane frekvencije i faze. Istovremeno
opazanje pozicije i interferencije nije moguce! Definitivnu potvrdu ovakvoj Bohrovoj
interpretaciji na¢inio je Taylor eksperimentom u kojem je intenzitet izvora svijetla bio tako
nizak da se u danom trenutku u sustavu doista nalazio samo jedan foton. Nakon dovoljno
dugo vremena akumuliranja ustanovljene su interferencijske pruge!

10.3 Statisticka interpretacija; mogucéi izlaz iz paradoksa dualnosti svijetla

Navedene eksperimentalne ¢injenice koje sve ukazuju da dualni karakter svijetla mogu se
obuhvatiti slijede¢im formulacijama:

1) Fotoelektricki efekt indicira da se u snopu svjetla nalaze obroci energije, koja je dana
Einsteinovim izrazom:

E=hv (10.1)

i) Maxwellove jednadzbe uspjesno opisuju cijelu elektrodinamiku pa tako i fenomene
interferencije i ogiba, ali je potrebna slijedeca reinterpretacija:

ii1) Dok se u klasi¢noj elektrodinamici integral gustoce elektromagnetskog polja interpretira
kao vrijednost energije, moze ga se suptilnije interpretirati na slijede¢i nacin:

j(%goEuziBZ)dv =<n>hv (10.2)
\

Ho
Gdje je <n> prosjecni broj fotona frekvencije v u tom volumenu. Time intenzitet
elektromagnetskog vala (kvadrat amplitude) stjeCe zrnasti karakter i suma je energija
pojedinih fotona.
iv) Ako se elektromagnetsko zracenje frekvencijev emitira ili apsorbira , to se deSava u
obrocima energije prema relaciji (10.1).

Bitni iskorak u odnosu na naSe znanje iz OF3 jest probabilisticka (vjerojatnostna)
interpretacija kvadrata amplitude polja. Kada se iii) reducira na jedan foton, tada taj kvadrat
myjeri raspodjelu vjerojatnosti tog fotona po prostoru. Osjetljivo pitanje kauzaliteta cemo joS
opcenitije razmatrati. U ovom slucaju kauzalitet je sadrzan u Maxwellovim jednadZbama, a
kvantna priroda 1 ,,ruSenje sistema u vlastito stanje* je inkorporirano u interpretaciju kvadrata
amplitude polja.

10.4 Gedanken eksperiment s emisijom jednog fotona u Svemir i njegovom detekcijom

U vrijeme utemeljenja kvantne fizike izmedu Bohra i Einsteina razbuktao se epistemioloski
sukob. Bohr je inzistirao na idejama koje smo gore naznacili, a Einstein je nastojao smisliti
idealni pokus, koji bi svojim ishodom oborio Bohrove ideje. Ovdje e biti iznesen primjer ,
koji ima sli¢nosti s jednim takvim slucajem. Neka imamo izolirani atom u Svemiru koji je u
pobudenom stanju 1 koji emitira kvant zracenja. Dok nema vanjskih utjecaja , koji bi atom
prije emisije orijentirali, amplituda vala se Siri Svemirom izotropno istovremeno padajuci
inverzno s udaljeno$¢u od atoma. Intenzitet vala pada , pak s kvadratom udaljenosti. Neka je
na velikim jednakim udaljenostima i medusobno vrlo razmaknuto smjeSteno viSe detektora
kakve smo opisali u odjeljku o moguénosti cijepanja fotona. Postoji konacna vjerojatnost da
¢e foton biti detektiran. Eksperimentalna je ¢injenica da astronomi opaZaju energiju svjetla iz
dalekih zvijezda s istom energijom s kojom su emitirani. (na primjer jasno se vide vodikove,



helijeve i druge linije elemenata s tih zvijezda) . To upozorava da doista pad amplitude
zracenja s udaljenos¢u od izvora ne znaci i pad energije fotona. Ono §to pada jest vjerojatnost
detekcije, jer se oblak amplitude jednog fotona Siri po sve vecoj povrsini kugle. To je u
potpunoj suglasnosti s gore navedenim interpretacijskim postulatima. Sada medutim nastupa
zaprepastenje. Dok se foton nije manifestirao u jednom od detektora, postojala je konacna
vjerojatnost da ga se detektira u bilo kojem od (moguce vise svjetlosnih godina) razmaknutih
detektora. Detekcijom fotona u jednom takvom detektoru , nestaje vjerojatnost da ga se
detektira u nekom drugom detektoru i ova informacija putuje brze od svjetlosti! Ovakav
razvoj jest potvrden, doduse u laboratorijskim uvjetima; potankosti eksperimenta su
prezamrSene za ovaj nivo znanja. To pokazuje istinitost Bohrove tvrdnje da se mjerenjem
doista kvantni sustav rusi na nekontroliran nac¢in u vlastito stanje protivno nasoj intuiciji.

11) DUALNA PRIRODA ,, CESTICA MATERIJE*
Cestice materije su gore pod navodnicima, jer to ime zapravo ima povijesno porijeklo. U
ovom kolegiju , potpomognuti eksperimentalnom evidencijom , nalazimo da i svijetlost i

objekti s masom u mikrosvijetu demonstriraju dualna (Cesti¢na i valna) svojstva.

11.1 De Broglie-evi valovi
Ako se u svjetlu nalaze valni paketi energije :

E=hv (11.1)
i impulsa :

p=E/c (11.2)
Tada uz :

v=clA (11.3)

uvrstavanjem izraza za frekvenciju (11.3) u izraz za energiju (11.1) dobivamo vezu energije i
valne duljine. Kada taj izraz za energiju uvrstimo u (11.2) nalazimo da izmedu impulsa i valne
duljine fotona postoji relacija:

h
=— 11.4
p 1 (11.4)

De Broglie relaciju (11.4) poopcuje na valove koji pripadaju objektima u mikrosvijetu koji
imaju 1 masu mirovanja. Tu ¢uvenu de Broglievu relaciju mozemo dobiti 1 drugim putovima.
Ako prihvatimo da ravni val opisuje ¢esticu dobro definiranog impulsa treba u opisu:

w(r,t) = Ae'rn (11.5)
samo odrediti vezu K i @ . Polazimo od dva izraza za energiju:
heo =E = me? - ——2 (11.6)
V2
e

U (11.6) prva jednakost je identi¢na (11.1), a u drugoj je relativisticki izraz za energiju
Cestice, €ija je masa mirovanja m! Kao i u slucaju fotona, Cestici pripisujemo valni paket.
(Valni paket se moze priblizno lokalizirati. Valni se paket Siri grupnom brzinom , pa je izraz
za brzinu valnog paketa:

_do_do dv a7
dk dv dk
Sada iz (11.7) mozemo poceti raunati derivaciju k po v i kada nam zatreba derivacija kruzne
frekvencije po brzini moZemo koristiti (11.6):



2 2 4 (=)(=273)
dk Ed_mzii(i me _Mme"1° 2 C (11.8)

dv v dv vdv a2 hov vz 2
1_? (1_CT)2

i u nastavku (11.8):

mv
dk m, v*-2 d 5
- (l-—)2=— 11.9
dv h( cz) dv( v2) (11.9)
1-=
C
Dakle vrijedi:
dk=1d—™ _y-Ltyy (11.10)
h v2 h
e
To jest :
p = Ak (11.11)
Kako smo u OF3 naucili vezu izmedu valnog broja k 1 valne duljine 4 :
2z
k=— 11.12
- (1112

Vidimo da je zapravo uz (11.12) relacija (11.11) istovjetna s (11.4) . Prve provjere ideja da na
primjer elektroni mogu pokazati fenomen difrakcije (ogiba) nacinili su Davisson i Germer.
Obasjavali su Ni kristal snopom elektrona od 50 eV. Mozemo ilustrirati kako se iz kineticke
energije elektrona procjenjivala njihova valna duljina. Po¢injemo s (11.4) i tada za impuls
koristimo uobi¢ajenu vezu impulsa i kineticke energije:

Jh_h  [1504ev

p 2mE Kin Ekin(ev)
Posljednji numericki izraz dobiva se uvrStenjem vrijednosti za Planckovu konstantu 1 masu
elektrona. Koristenjem geometrije ravnina (1,1,1) u kristalu dobili su uz razmak ravnina:
d=215-10"m (11.14)

na eksperimentalnom kutu 9 =50° uvjet dsin $=A4 je ispunjen za energiju od 50 eV. To je
bio poznati difrakcijski maksimum, kojim je pokazano da i elektroni imaju valna svojstva. U
slijede¢em odjeljku razmotrit ¢emo opce uvjete za difrakcijske maksimume na generalnoj
periodickoj reSetci. Naime, nakon brojnih pokusa s elektronima pokazana su difrakcijska
svojstva i mnogo masivnijih objekata: vodikovih molekula, helijevih atoma, a posebnu ulogu
u istrazivanju struktura igra rasprSenje neutrona. MoZemo jo$ spomenuti da je difrakcija
razli¢itih projektila na kristalnim reSetkama svjetski prihvac¢ena metoda za utvrdivanje
rasporeda atoma u reSetkama.

(11.13)

11.2 Teorija difrakcije na periodic¢koj resetci

Kada se istrazuje prostorna mikrostruktura materijala, trazi se u prvom koraku pravilnost u
ponavljanju identi¢ne grupe atoma duz sve tri dimenzije kristala. Naime u kristalu postoji
jedna osnovna raspodjela atoma unutar jedne jedinice (nazvane celijom), koja se periodicki
ponavlja u svim smjerovima. Da dodemo do sveukupne slike, pocet ¢emo s
jednodimenzionalnom resetkom dakle onom u kojoj se, na primjer, istovrsni atom pojavljuje
nakon svakog pomaka za vektor €, .



11.2.1

Rasprsenje na jednodimenzionalnoj resetci:

Polozaji atoma koji ucestvuju u difrakciji su dani s:

r,=r+nl-¢ (11.15)

nl je cijeli broj koji simbolicki podsjeca da se radi o 1D problemu. Radimo u aproksimaciji u
kojoj projektili (elektroni ili x zrake) dolaze iz dalekog izvora tako da se mogu predstaviti
ravnim valom koji dolazi iz smjera danog jedini¢nim vektorom /£, . Elasti¢no rasprSeni val s
reSetke detektira se u smjeru /£, . Sa slike zakljucujemo da je razlika putova zraka koje se
reflektiraju od dva susjedna atoma:

L€ — f1,€ (11.16)
Uvjet difrakcijskog maksimuma dobijemo kada gornji izraz izjedna¢imo s viSekratnikom
valnih duljina projektila A . Mnozenjem tako dobivenog izraza s omjerom Planckove

konstante i valne duljine imamo:
h . h

A Zel — g ;él =mh (11.17)
Koriste¢i (11.4) i izluCujuéi zajednicki faktor €,
(i —Py)-€ =mh (11.18)

Ovdje su s p oznaceni impulsi projektila iz izvora i onog detektiranog u detektoru.

Uvjet difrakcijskog maksimuma prema (11.18) jest da je skalarni produkt transfera impulsa
(izraza u okrugloj zagradi) i karakteristi¢nog vektora reSetke €, viSekratnik Planckove
konstante h . Ovo mozemo graficki lijepo ilustrirati kao na slici. Izaberimo kao os smjer
vektora €, . Na osi izaberimo tocku kao ishodiste i oko nje opis§imo kuglu radijusa :

p=|Pi[ =[P (11.19)
Gornja jednakost modula upadnog i detektiranog impulsa slijedi iz elasti¢nosti interakcije
projektila s atomom. Vektor p, dolazi iz smjera izvora i impuls je upadnog projektila. Vektor
Py odlazi u smjeru detektora. Transfer impulsa (okrugla zagrada u (11.18) je razlika
navedenih vektora , kako je to vidljivo u navedenoj zagradi. Kada se vektor izlaznog impulsa
varira mijenjanjem po kugli radijusa p, mijenja se i transfer impulsa. Uobi¢ajeno je vektor
promjene impulsa pisati kao:

d=p, - P, (11.20)
Ako pocetni i kona¢ni impuls smjestimo u srediste spomenute kugle i iz te tocke povu¢emo
ravninu okomitu na vektor € , presjek ravnine i kugle je kruznica. Dok vektor P, varira

zavrSavajuci na kruznici presjeka, vektor transfera impulsa je okomit na vektor € , ¢ime je

njegov skalarni produkt s tim vektorom jedna nuli. Dakle zracenje emitirano duz plasta stosca
kojeg ¢ine srediSte kugle 1 kruznica presjeka zadovoljava uvjete difrakcijskog maksimuma (u
11.18 m=0). Ako se duz osi€, pomaknemo u istom smjeru za iznos:

h
Qe = — (11.21)

el
i kroz tu tocku povu¢emo ponovno ravninu okomitu na os €, , presjeciste nove ravnine s
kuglom je geometrijsko mjesto toc¢aka za kraj vektora p, , koji vektori zadovoljavaju (11.18) s

vrijednoSéu m=1. Zra€enje emitirano po rubu novog plasta je ponovno difrakcijski
maksimum. Postupak moZemo ponavljati i za viSe vrijednosti parametra m dok nam pomaci
po osi €, ne izidu izvan kugle. Tako dobivamo prednje maksimume. Ponavljanjem iste

procedure u koracima (11.21) ali u suprotnom smjeru od€, , dobit ¢emo difrakcijske



maksimume na drugoj strani za negativne vrijednosti parametra m. Sumarno mozemo dati
recept: kreiramo kuglu radijusa p 1 iz tocke gdje p; dotice kuglu spustamo ravninu okomitu

na € is njom paralelne ravnine medusobno udaljene za (11.21). presjecista svih tih ravnina s
kuglom su kruznice koje zajedno s ishodistem tvore temelj za konstrukciju difrakcijskih
maksimuma. Vazno je uociti da su razmaci medu ravninama (11.21) obrnuto proporcionalni
modulu razmaka atoma u reSetci. Ovo je temelj da se u kasnijim razmatranjima analogoni
ovog pomaka nazivaju vektorima inverzne resetke.

11.2.2

Rasprsenje na dvodimenzionalnoj resetci

Analogon opisa mjesta atoma rasprSivaca jednodimezionalnom slucaju (11.15) je sada:
r,,=r+nl-€ +n2-¢€, (11.22)
Polje rasprsivaca ima dvije dimenzije i karakteristicni vektori su sada: €i &, . Transfer

nln2
impulsa je i dalje opisan s (11.20). Da bi atomi duz prve osi bili koherentni (da doprinose s
istom fazom u detektoru) treba biti kao i prije:

(P —Pg)-€ =0-& =mh (11.23)
Da bi atomi duz druge osi bili koherentni , treba vrijediti izraz analogan izrazu (11.23)
(P —Py)-€,=0q-€ =m,h (11.24)

Kada u 2D slucaju pravimo graficki prikaz difrakcijskih maksimuma potrebna su nam sada
dva skupa ravnina. Jedan okomit na smjer € , s medusobnim razmacima danim s (11.21) a

drugi okomit na €, s medusobnim razmacima, kojima je samo indeks 1 zamijenjen s

indeksom 2 u izrazu (11.21) . PresjeciSta ravnina su pravci, a presjeci pravaca s kuglom su
tocke. Tako u 2D rasprSenju maksimume imamo na pravcima na kojima su istovremeno
ispunjeni i (11.23) i (11.24) .

11.2.3 Rasprsenje na trodimenzionalnoj reSetci.
Atomi reSetke su sada poslagani u prostoru kao:
lin2n3 =P +Nl-€ +n2-€, +n3-€, (11.24)

U potpunoj analogiji s 1D 12D razmatranjima , nama se samo povecao broj zahtjeva na
koherenciju; trebaju vrijediti simultano:

G6, =mh (11.25)
G&, =m,h (11.26)
G, =m,h (11.27)

Pri poopcéavanju razmatranja s ravninama okomitim na glavne osi kristala, sada imamo tri
skupa paralelnih ravnina, ¢ija su presjecista mreza tocaka dimenzija:koje su generalizacije
relacije (11.21) za sva tri smjera. Da bismo ustanovili difrakcijske maksimume treba jos§
ispitati da li koja tocka inverzne reSetke lezi na kugli zadanoj impulsom (valnom duljinom)
projektila. Ako ne, da bismo dobili maksimum mozemo mijenjati valnu duljinu. Takva se
ispitivanja provode i nalaze to¢ke inverzne reSetke da bi se na kraju rekonstruirala
trodimenzionalna struktura rasporeda ¢elija. Moguce je difrakcijom odredivati i sadrzaj Celije,
no to zahtijeva dodatni matematicki aparat (na primjer konvolucije funkcija i Diracove delta
funkecije) 1 to se odgada za vise godine studija.

11.3

Zaklju¢no o dualnosti ,,materijalnih ¢estica“

Korpuskularni aspekt ponaSanja elektrona, protona, neutrona i drugih objekata s masom
mirovanja smo na temelju eksperimenata vec 1 prije prihvatili. Ovo poglavlje, medutim



demonstrira i valno ponaSanje tih objekata. Intuitivno smo potpuno spremni prihvatiti
¢injenicu da dualna (dvojna ) priroda karakterizira objekte mikrosvijeta. Problem kvanata
svijetla smo rijesili razmatranjima u (10.3) gdje smo imali uz jednadzbe za propagaciju
kvanata i postulate za statisticku interpretaciju. Za ,,materijalne ¢estice* nismo jos u toj
poziciji. Znamo doduse kako ,,Cestici pridijeliti valnu duljina vala vjerojatnosti da je se tamo
locira, ali nam nedostaje analogon Maxwellovih jednadzbi. U nerelativisti¢koj fizici taj je
analogon Schroedingerova jednadzba. U slijede¢em poglavlju ¢emo po¢i od Klein-Gordonove
jednadzbe koja se dobije pretpostavkom da je izraz za relativisti¢ku energiju kvalitetna
polazna toCka da bude disperzijska jednadzba jednadzbe valova materije. Zatim ¢emo prijeci
u nerelativisticki rezim rada i obrazloziti Schroedingerovu jednadzbu.

12) KLEIN GORDONOVA JEDNADZBA I NJEZINA INTERPRETACIJA

Polazimo od temeljnog izraza za energiju relativisticke Cestice:

E* = p®c® +m?c* (12.1)
Ako za energiju upotrijebimo proSireni Einsteinov oblik :

E=low (12.2)
a za impuls (11.11)

p = Ak (12.3)

tada uz dijeljenje (12.1) s #* dobivamo ekvivalentnu relaciju, u kojoj je i informacija o

valnom broju vala materije:
2

w? =c?k? + (%)2 (12.4)
Uz pokratu:

mc?
w,” = ( p )2 (12.5)
slijedi:
w? =c’k? + w,’ (12.6)

ovo je disperzijska relacija na putu prema Klein Gordonovoj jednadzbi. Naime , pocetna
relacija vrijedi za Cestice u vakuumu izvan djelovanja drugih sila. Za kvante svijetla znamo da
vrijedi princip superpozicije i da ih se moze opisivati u slobodnom prostoru kao ravne valove
oblika:

w(F,1) = Ae'Kr- (12.7)
Nadalje je jasno da vrSenje druge derivacije po vremenu ima ekvivalentni u¢inak na (12.7)

kao da oblik (12.7) mnozimo s — @?, to jest simboli¢ki:
62

Pl ~o'y (12.8)
1 sli¢no:

0? 2

vl Ky (12.9)

Na ovom mjestu je zgodno uociti da je prva derivacija valne funkcije po x proporcionalna
impulsu. To je u suglasnosti s (12.9), ali i provjerljivo deriviranjem (12.7) i koriStenjem
(12.3). Tako registriramo upotrebljivu relaciju:
_ho

P T

Jasno da vrijedi i:

(12.9a)



k* =k, +k,* +k,’ (12.10)
Kada (12.6) pomnozimo s y(F,t) i uvrstimo relacije (12.8) do (12.10), dobivamo

1 6° ) me.,
——wy=Vy—(— 12.11
Ovo je ¢uvena Klein Gordonova jednadzba koju smo sreli ve¢ u OF3. Jednadzbu
zadovoljavaju ravni valovi (oblik im je (12.7) ) a kako je diferencijalna jednadzba linearna to

je i superpozicija rjesenje. Tako na primjer mozemo iz pocetnog opisa valnog paketa:

w(r,t=0) = [ A(K)e" dk (12.12)
znati stanje paketa u bilo koje vrijeme:
w(F,1) = j AK)e! -0 dk (12.13)

Statisti¢ku interpretaciju amplitude koju smo stekli ve¢ kod elekromagnetskih kvanata
zadrzavamo 1 ovdje:

(12.13) reprezentira amplitudu vjerojatnosti da se kvant nalazi u vrijeme t na poziciji r ili jo$
preciznije kvadrat modula od (12.13) jest gustoca vjerojatnost nalazenja kvanta na danim
vremensko prostornim koordinatama. Dobro je na ovom mjestu objasniti postojanje
kauzaliteta u kvantnoj fizici. Pod kauzalitetom podrazumijevamo da iz dobro definiranih
pocetnih uvjeta slijedi kauzalno (uzro¢no posljedi¢no povezan) razvoj. Kauzalitet se u ovoj
situaciji realizira preko (12.11) ili na primjer preko kombinacije (12.12) i (12.13). Nasu
klasi¢nu intuiciju smeta da u danom trenutku nemamo dobro definiranu koordinatu ili pak
valnu duljinu, ali za opis sustava (12.12) mi znamo precizno njegov razvoj u svim vremenima
i to je kvantno-fizikalni kauzalitet.

NAPOMENA: na ovom je mjestu korisno uociti da prije (12.8) postoji i medukorak:

%y/ =—loy (12.83)

13) HEISENBERGOVE RELACIJE NEODREDENOSTI

Snabdjeveni idejama da se kvanti elektromagnetskog polja i kvanti koje smo povijesno zvali
Cesticama moraju u mikrosvijetu zapravo opisivati preko probabilistickih (vjerojatnostnih)
amplituda kakva je na primjer ona u (12.13), sada mozemo iskoristiti nase znanje ste¢eno o
valnim paketima iz OF3. tamo smo na primjer pokazali da puls vremenske Sirine At moZemo
izgraditi iz frekvencijskog intervala Aw pod uvjetom da vrijedi:

AoAt = (13.2)
Ako gornju relaciju pomnoZimo s Planckovom kostantantom 1 iskoristimo Einsteinovu vezu
energije i frekvencije (12.2) dobili bismo vezu izmedu neodredenosti u energiji i
neodredenosti vremena trajanja:

AEAt=h/2

Heisenberg je nacinio stroZiju analizu u kojoj se umjesto ovako procijenjenih granica uzimaju
egzaktno definirane statisticke pogreske i dobio rezultat istog reda veli¢ine:

AEAt>1/2 (13.2)

Pri prou€avanju fenomena difrakcije pokazali smo da neodredenost u Sirini otvora

Ay rezultira u neodredenosti valnog broja u istom smjeru:

Ak Ay =7 (13.3)
1duc¢i istim koracima kao 1 gore Heisenberg je dokazao vezu medu neodredenostima
koordinate i konjugiranog impulsa:

Ap, Ay > 7l 2 (13.4)
Analogne relacije vrijede i za x i z smjerove. (13.2) i (13.4) su vrlo bitne za intuiciju o
kvantno-mehani¢kim fenomenima. U stvarnosti , ne mozemo koordinate (a ni energiju)



poznavati s proizvoljnom to¢nos¢u. Sto se jade naglasava Gestiéni aspekt, gubi se informacija
u komplementarnom valnom dijelu. Produkt pogresaka ta dva dijela ne moze iéi ispod
minimalne vrijednosti od 7/2. To je cijena koja se mora platiti za eksperimentalno
verificiranu dualnost u mikrosvijetu.

14) SCHRODINGEROVA JEDNADZBA

14.1) Uvodno o Schrodingerovoj jednadzbi

Americki sveuciliSni udzbenici preskacu izvodenje Schrodingerove jednadzbe (Berkleyski
udzbenik polazi od Klein Gordonove , ali u klju¢nom trenutku, bez opravdanja, izvedeni oblik
koji vrijedi za prostorno konstantan potencijal generalizira na prostorno varijabilan slucaj.)
Svi se medutim slazu da je najbolje opravdanje za Schrédingerovu jednadzbu ¢injenica da
korektno predvida fenomene na atomskom nivou. Mi ¢emo slijediti ideje o valovima materije
koje smo usvojili u odjeljku 12). Tamo smo krenuli od disperzijske relacije za kvadrat

energije relativisticke Cestice. Ako sada krenemo od nerelativisti¢kog izraza:
2

E=2 4v(n) (14.1)
2m

1 prosirimo ga s valnom funkcijom dobivamo:
2

Ey =§—t//+V(r)t// (14.2)
m

Iz (12.8a) imamo

0 . E .. 0
—w =—-I—y odnosno Ey =ih— 14.3
%/ =Y v =in_y (14.3)
Iz (12.9) i analognih relacija za druge dvije koordinate slijedi:
2
vy Vi =iy (14.4)
X

Vezom valnog broja k i impulsa p (11.11) i uvrs$tenjem (14.4) i (14.3) u (14.2) imamo:

niv 1
ot 2m
Ovo je vremenski ovisan oblik Schrédingerove jednadzbe. Valna funkcija zavisi i o prostoru i
o vremenu. Ona je temelj kauzaliteta u nerelativistickoj kvantnoj mehanici. Ako je pravilno
normirana, kvadrat modula valne funkcije daje gustocu vjerojatnost da se kvant lokalizira na
danoj koordinati u danom vremenu. TraZenjem stacionarnih rjeSenja ove jednadzbe dakle onih

koja titraju jedinstvenom frekvencijom :

w(r,t) =e " "y (F) (14.6)
(14.5) se reducira na vremenski nezavisan oblik:

Vi +V (Fy (14.5)

2
sz—gvapmunw (14.7)
m

Matematicki gledano ovaj se problem naziva trazenjem vlastitih vrijednosti (E) i vlastitih
vektora y Hamiltonovog operatora (energije):

2
H = —h—V2 +V (F) (14.8)
2m

14.2 Primjer jednodimenzionalne potencijalne barijere:

Razmatramo jednostavan fizikalni problem: kvanti koji zadovoljavaju jednodimezionalnu
varijantu jednadzbe (14.7) stalno nailaze na potencijalnu barijeru V , koja je visa od energije
kvanata E. Upotrebljavamo stacionarni oblik jednadzbe u smislu da se niSta u vremenu ne



mijenja. Vrijednost potencijala V je jednaka nuli do ishodista sustava. Na tom mjestu skace na
vrijednost V i ne mijenja se iza toga. Tako za vrijednosti koordinate x koje su negativne
jednadzba (14.7) ima oblik:

n? d?
Ey(x)=————w(X 14.9
w(X) 2mdsz() (14.9)
Uz pokratu:
2mE
k? = e (14.10)
jednadzba prelazi u oblik koji smo ve¢ rjeSavali u OF3:
2
dd—zw(x) +k*w(x)=0 (14.11)
X
RjeSenja poznajemo:
w(X) = Ae™ + Be ™ (14.12)

(14.12) je opce rjeSenje problema u dijelu prostora u kojem kvanti nisu dosli do barijere. U
prostoru iza barijere treba rijesiti jednadzbu:

hz d 2 . hz 2
Ey(X)=—-———=v()+Vy(x) tojest (V-E)y(x)=-———w(X) (14.13)
2m dx 2m dx
Uz novu pokratu:
Kl = &;E) (14.14)
h
1 tu znamo rjesenja:
w(X) =Ce™ + De™ (14.15)
Kako rjeSenje fizikalno ne moze divergirati u beskonac¢nosti, uzimamo smjesta:
D=0 (14.16)

Ovu smo situaciju ve¢ sreli u OF3. S lijeve strane je disperzivno podrucje s oscilatornim
rjeSenjima koja reprezentiraju ulazne i reflektirane valove, a s desne strane je reaktivno
podrucje u kojem val, amplitudno gledaju¢i, eksponencijalno trne. Za razliku od klasi¢ne slike
u kojoj se Cestica reflektira od barijere odmah u to€ki kontakta, kvanti koji su rjeSenja
Schrédingerove jednadzbe dijelom prodiru u barijeru 1 postoji konacna vjerojatnost da ih se
unutar barijere lokalizira! Kako smo do sada dobili argumente i za valnu komponentu
ponasanja na primjer elektrona, to ovo prodiranje, koje dolazi od valne komponente svojstva
kvanta , nije iznenadenje. Iskoristit ¢emo ovu transparentnu situaciju i za pripremu opcée
procedure koja se primjenjuje za Schrodingerovu jednadzbu kada potencijal ima skok. Iz
usporedbe (14.9) i (14.13) jasno je da druga derivacija valne funkcije u tocci x=0 dozivljava
konacni skok. Medutim, integral druge derivacije valne funkcije je neprekinut! Znaci da je
prva derivacija neprekinuta a isto vrijedi za valnu funkciju. To je opravdanje za metodu
izraCunavanja integracijskih konstanti u rjeSenjima (14.12) i (14.15) koja upotrebljava
kontinuitet valne funkcije i njene derivacije u tocci x=0 da poveze rjesenja (14.12) 1 (14.15) 1
poveze navedene konstante. Pravi profesionalni pristup je konstatacija da je 1 kvocijent prve
derivacije funkcije i valne funkcije jest takoder kontinuiran. Ovim se zaobilazi pitanje
takozvane normalizacijske konstante, jer je ona ista za obadvije domene, a koja ponekad moze
biti problem , ta normalizacijska konstanta je ista u valnoj funkciji i derivaciji i u njihovom
omjeru (logaritamskoj derivaciji) se pokrati. Mi ¢emo ovdje problem normalizacijske
konstante izbjec¢i pretpostavkom da je amplituda upadnog vala :

A=1 (14.17)
Time neprekinutost valne funkcije u x=0 daje:
1+B=C (14.18)

Neprekinutost prve derivacije daje:



ik —ikB=—xC ili l—B:iEC (14.19)
1z (14.18) i (14.19) proizlazi zbrajanjem:

C= 2 (14.20)
K
1+1—
k
Uvrstavanjem (14.20) u (14.18) dobivamo i:
K
1-i—
B=C-1=— K (14.21)
1+i—

Kako su u brojniku i nazivniku (14.21) kompleksno konjugirani brrojevi, modul od B je
jedinica, to jest jednak je modulu od A. Kako odnos A i B odreduje koeficijent refleksije,
oCito se radi jednakosti modula A i B sci kvanti reflektiraju, no pri tome ipak djelomicno
prodiru u barijeru u podrucje koje je klasi¢no zabranjeno.

Radi kompletnosti ¢emo obraditi i situaciju kada je energija projektila veca od potencijalne
barijere . Sto se ti¢e lijevog dijela problema i diferencijalna jednadzba (14.11) i njeno opée
rjeSenje (14.12) ostaju na snazi . Promjena se deSava samo na desnoj strani od ishodista.
Analiticki oblik jednadzbe (14.13) je isti, no radi promjene u odnosu apsolutnih vrijednosti
energije i visine barijere, oportuno je definirati novu veli¢inu k' :
2m(E -V)

kl 2: hz (14.22)
Opce rjesenje na desnoj strani je sada:
w(x) = Ce™™* + De (14.23)

Kako se iz beskonac¢nosti valovi ne reflektiraju konstanta koja bi mjerila njihov povratak , D,
18Cezava:

D=0 (14.24)
Procedurom koju smo gore uveli ponavljaju¢i A=1, smjesta dobivamo:
1+B=C (14.25)
1-B= k? (14.26)
Time slijedi:
C= L (14.27)
k
1+ —
k
_k-k (14.28)
kK+K'

Ovaj smo dio odradili da bismo pokazali ponovnu razliku klasi¢nog i kvantnog slucaja.
Naime neiS¢ezavanje koeficijenta B, iako se oCito amplituda za refleksiju smanjila prema
jedinici koju vrijednost ima upadni val, pokazuje da se dio kvanata reflektira iako imaju
energiju za prijelaz barijere. Klasi¢ni projektil se tako ne ponasa. Na primjer elektronu bi se
pri ulasku u odbojni potencijal samo smanjila kineticka energija, ali bi svi elektroni prosli
skok u potencijalu!

14.3 Transmisija kroz pravokutnu potencijalnu barijeru kona¢ne debljine
UdzZbenici redovito spominju ovu problematiku, naro€ito stoga $to se rezultati ovog problema
i danas koriste u profesiji samo na uvijek novim konfiguracijama. Problem se u 1D prikazu



definira u tri podrucja u podrucju 1) potencijal je nula i to podrucje zavrSava ishodistem x=0 .
U podrucju ii) potencijal V je iznad energije Cestice E . Podrugje ii) se prostire od ishodista do
x=a . u podrucju iii) ponovno je potencijal jednak nuli. Koriste¢i metodologiju iz 14.2 piSemo
rjeSenje u i) :

w(x) = Ae™ + Be ™ (14.29)
2mE
k? = v (14.30)

Za razliku od prijasnjeg tretmana ne ¢emo koristiti A=1, nego ¢emo provesti tretman
egzaktno. To proizlazi iz ¢injenice da nam se u transmisijskom faktoru normalizacija upadnog
vala pokrati! U podrucju ii) pocetni oblik rjeSenja je isti kao i za podrucje gornjeg problema,
ali unutar barijere.

w(x)=Ce™ + De™ (14.31)
x? = w (14.32)

U podrucju iii) odmah ¢emo uzeti samo val koji odlazi u beskonacnost tako da je koeficijent
reflektiranog vala jedna nuli. Tako je u iii) rjeSenje:

w(x) = Fe™ (14.33)
Izjednacavanjem funkcijskih vrijednosti u x=0 to jest oblika (14.29) i (14.31) imamo:
A+B=C+D (14.34)
IzjednaCavanjem vrijednosti njihovih derivacija slijedi:

A-B= '?"(c _D) (14.35)
Zbrajanjem (14.34) i (14.35) slijedi:

2A:C(1+i§)+D(1—iE) (14.36)

Pri spajanju rjeSenja podrucja ii) 1 1i1) u tocki x=a radi izjednacavanja funkcijske vrijednosti
imamo:

Ce™ + De™ = Fe'™® (14.37)
Preko izjednacavanja derivacija dobivamo:
Ce ™ —De"™ = _k Fe'@ (14.38)
K
Zbrajanjem (14.37) i (14.38) dobivamo:
ika H
c=r -Kge (14.39)
2 K
a oduzimanjem:
eika |k
D=F—(1+—)e™ (14.40)
2 K

Uvrstavanjem (14.39) 1 (14.40) u (14.36) nakon izlu¢ivanja zajedni¢kog faktora i grupiranja
dijelova s istim realnim eksponencijalnim faktorom imamo:

ika
oA=F & oo 20Ky | fee| 24ilk - K (14.41)
2 k « Kk k
Odatle moZemo izraCunati A i odijeliti realni od imaginarnog dijela izraza:
Ka —kKka H 2 _ 2 K A—ka
2 2 kx 2

Ovo se moze pisati i preko hiperbolnih funkcija:



ika i k2 -k’
A=Fe chxa+§ " shxa (14.43)
K

Transmisijski faktor je omjer kvadra modula F i A . 1z (14.43 slijedi da je kvadrat modula
vitiCaste zagrade u sustini inverzna vrijednost transmisijskog faktora T. Dakle:

2 ,2y2
T —chta+ 2K g2 (14.44)
4 Kk
Promjenom predznaka u okrugloj zagradi to se moze pisati i kao:
2 2\2
T ZChZKa+£%Sh2Ka—Sh2Ka (14.45)
4 Kkk
koristenjem veze medu kvadratima sh i ch dalje slijedi:
2 2\2
7o 2R e (14.46)
Kk
Iz eksplicitnih izraza za k i x(14.30) i (14.32) to se svodi na:
2
Tiogei VT sh’xa (14.47)
4 E(V —E)
U literaturi se umjesto ovog egzaktnog izraza koristi za studente prihvatljiviji oblik:
T ~ 2 (14.48)

Studenti mogu procjenjivati kada ¢e upotrebljavati ovu jednostavniju formu , a i shvatiti da je
to prihvatljivo u prilici kada kvadrat prvog ¢lana hiperbolnog sinusa dominira ponasanjem
izraza.

Znacenje ovog rezultata je bilo od velike vaznosti u kvantnoj fizici. George Gamow je na
temelju ovakvog razmatranja predvidio i objasnio svojstva alfa raspada atomskih jezgri. U
njegovoj slici, alfa Cestica je zarobljena u jezgri potencijalnom barijerom, koja je mjesavina
nuklearne i Coulombske sile. Ona nasrée mnogo puta na tu barijeru i iako je ¢estica s masom,
ona na temelju valnih svojstava uspijeva tunelirati kroz barijeru! U kolegiju OF3 mi smo
demonstrirali analogan efekt za mikrovalove. Kada su mikrovalovi ulazili u dio (zra¢ni otvor)
u kojem zbog indeksa loma nisu bili dozvoljeni u¢i i kada se iza tog otvora nalazio ponovno
materijal u kojem im je bila dozvoljena propagacija, oni su (sa smanjenim intenzitetom)
takoder tunelirali kroz barijeru.

14.4 Tuneliranje kroz opcenitiju barijeru

Ako je potencijalna barijera varijabilne visine, najprije odredimo tocke na kojima je
tuneliranje potrebno, to jest one u kojima je V>E . Zatim rascjepkamo to podrucje u tanje
zone , za koje mozemo pretpostaviti da bi za njih mogao vrijediti gore diskutirani tretman.
Jasno je da je vjerojatnost transmisije produkt vjerojatnost da se penetrira svaka pojedina
barijera:

T=T-T,-T.T, (14.49)
Gdje je T, transmisijski koeficijent za i-ti dio barijere. Ako se (14.49) logaritmira,
NT=INT,+INT, +...InT, (14.50)

No prema (14.48),

nT —%,/me(xi) “E] (14.51)

Uvrstenjem (14.51) u (14.50) dobivamo:
2 o2
INT = Z(—)% PmV(x)—Epx, = !(—)g,/2m|V(x) — Edx (14.52)

Tako je za barijeru opcenitijeg oblika transmisijski koeficijent:

1



2f v o-een
T=e = (14.53)
Podsje¢amo da su a i b vrijednosti varijable x na kojima vrijednost potencijala V(x) nadilazi
energiju projektila.

15. NORMALIZIRANJE VALNE FUNKCIJE 1 JEDNADZBA KONTIUITETA

15.1 Normalizacija

Mi smo Schrédingerovu jednadzbu napisali u takozvanoj koordinatnoj reprezentaciji. To
podrazumijeva da su sve veli¢ine opisane ili kao funkcije prostornih koordinata ili operatora
(obi¢no diferencijalnih) opisanih preko istih koordinata. To ne mora biti opéenito slucaj kako
¢e se uciti u naprednijim kolegijima kvantne fizike. Fizikalno znac¢enje smo ve¢ dotaknuli. U
ovom slucaju je kvadrat modula te funkcije mjera vjeerojatnosti lokalizacije kvanta na danoj
koordinati. No ukupna vjerojatnost nalazenja kvanta u cijelom prostoru je jednaka jedinici.
Dakle, u slu¢aju jednodimenzionalnog problema treba vrijediti za tzv. normaliziranu valnu
funkciju svojstvo:

[lw () dx=1 (15.1)

Indeks N uz valnu funkciju ovdje posebno naglasava da je ta funkcija korektno normalizirana.
U slucaju da nismo vodili racuna o normalizaciji valne funkcije, to jest da imamo rjeSenje
Schrédingerove jednadZbe ali da vrijedi:

j () dx=a (15.2)
'I'ada je normalizirana valna funkcija:
1
X) = —=w(X 15.3
vy (%) \/5"’/( ) (15.3)

15.2 Jednadzba kontinuiteta
Dok nam stalna norma valne funkcije osigurava da Cestice ni ne nastaju ni ne nestaju u
procesu opisanom Schrodingerovom jednadZbom, dobro je znati na racun ¢ega se eventualno
moze mijenjati kvadrat modula valne funkcije u nekom dijelu prostora. Podimo od (14.5).
. Oy n* o°
ih—=—-———y+V(X 154

o amac VTV (15.4)

Ovu jednadzbu pomnozimo (s lijeva) s konjugirano kompleksnom vrijedno$¢u valne funkcije
w *. NapiSimo po tome konjugirano kompleksnu jednadzbu od (14.5):
* 2 A2
_iplvr__n 8_2 W
ot 2m ox
Ovu jednadzbu pomnozimo na isti na¢in s . Po odbijanju ove dvije tvorevine jedne od
druge dobivamo:

* 4V (F)y * (15.5)

0, 2 O Iih 0 0

Zlwlt+ = (v —=—wr—w*—w)|=0 15.6
- vl P~ [Zm v e w)} (15.6)
Ovo mozemo usporediti s jednadzbom kontinuiteta koju smo ve¢ upoznali u OF2:

0 -

—p+divj =0 15.7
el (15.7)

Vidimo da u kvantnoj mehanici ulogu struje preuzima:

. in, 8 . 0
LR 15.8
=5 W o vy ) (15.8)



1 analogno za ostale komponente struje. Kao zgodnu primjenu (15.6) mozemo postaviti
pitanje da li normalizacijski faktor a iz (15.2) zavisi o vremenu? Pitanje mozemo postaviti i
preko vremenskog deriviranja njegove inverzne vrijednosti:

o1 prema (15.2):g I|y/|2dx: prema (15.6) =
a ot s,

a0 61//* L0y oy* _
- | 6x{ v ™ )}d o W = )| =0 (15.9)

Posljednja Jednakost je posljedica iS¢ezavanja valnih funkcija u beskonacnosti. Kada to ne bi
bilo istinito, valne funkcije se ne bi dale normirati. Ovdje ¢emo dati upozoravajuéi komentar o
ravnim valovima. Oni su vrsta rjeSenja Schrodingerove jednadzbe bez potencijala i ne daju se
normirati. Matematicki receno oni ne spadaju u klasu kvadratno integrabilnih funkcija.

16) RAZMATRANJA O STACIONARNIM STANJIMA SCHRODINGEROVE
JEDNADZBE

16.1) Uvod
Linijski spektri emitirani iz atoma bili su prva bitna evidencija za egzistenciju stacionarnih
stanja, koja titraju dobro definiranim frekvencijama. Dakle njihov opis je jasno oblika:

W, (t) ce™ (16.1)
gdje je naravno :
w,=E, Ih (16.2)

a E, energija n-tog stanja atoma. Ove su se energije nazivale vlastitim energijama a

pridruzene valne funkcije vlastitim stanjima atoma. Ponovit ¢emo i ovdje relaciju (14.7) koja
opisuje diferencijalnu jednadZbu, koju u prostornom dijelu mora zadovoljiti valna funkcija
nakon §to smo u (16.1) napisali oblik zavisnosti u vremenskom dijelu:

2
EWa == Vi, +V (O, (16.3)
m

U jednodimenzionalnom slucaju valna funkcija, naravno, zavisi samo o koordinati x kao 1
potencijal. Umjesto kvadrata nable pojavljuje se samo druga derivacija po X.

16.2) Potencijalna jama s beskonacno visokim zidovima.

Ovo je edukacijski primjer, koji se u realnosti ne realizira. Potencijala nema u intervalu:
O<x<a. lzvan tog intervala, potencijal je neizmjerno visok. U podrué¢ju neizmjerno visokog
potencijala valna funkcija i1§¢ezava. To se lako vidi pocevsi od kona¢no visokog potencijala u
kojem bi prema naSem istraZivanju potencijalne barijere valna funkcija to jace trnula, §to je
barijera viSa. Dakle u limesu neizmjerne visine , valna funkcija iS¢ezava. Unutar opisanog
intervala imamo , nama ve¢ poznata, oscilatorna rjeSenja jednodimenzionalne varijante
jednadzbe (16.3):

w(X) = Asin kx+ Bcoskx (16.4)
gdje je valni broj k

2mE

k* = 2
Radi i§¢ezavanja valne funkcije na zidovima barijere
v(0)=y(a)=0 (16.6)
rjeSenja su oblika:

v, (X) = Asin k, x (16.7)

(16.5)



nx

k, = — (16.8)
a
a prema (16.5)
Zk 2 2_2
En:h N anh 7z2 (16.9)
2m 2ma
Iz uvjeta normalizacije (15.1) slijedi:
w,(X)= \/7 sin( —) (16.10)
Ako Zelimo komletnu vremensko —koordinatnu zavisnost valne funkcije , ona glasi:
Bt
w,(X)= \/73|n(—)e h (16.11)

Gustocu vjerojatnosti nalazenja kvanta na koordinati x dobivamo iz kvadrata modula (16.11)
to jest:

P.(X)= gsin ?(n7x/ Q) (16.12)

16.3) Fenomen titranja vjerojatnosti nalazenja u superpoziciji stacionarnih stanja.

1z (16.12) je jasno da se raspodjela gustoCr vjerojatnosti u prostoru za jedno stacionarno stanje
ne mijenja u vremenu. S druge strane ve¢ znamo da je i superpozicija rjeSenja ponovno
rjeSenje. Radi jednostavnosti uzimamo samo superpoziciju dva stanja, koja titraju
frekvencijama o, i @, . U tom slu¢aju vjerojatnost nalazenja nakon isptravne normalizacije

glasi:
P(x,t) = é[sin 2 (k,x) +sin * (k,x) + 2sin(k, x) sin(k,x) cos(e, — a)lt] (16.13)

Ocito da u mjesavini stanja raspored kvanta po prostoru nije stalan nego se mijenja; on titra
periodicki frekvencijom prijelaza:

E,-E
0, —w, = % (16.14)
Sustav dolazi u superpoziciju stanja samo dodatnom interakcijom (na primjer pod utjecanjem

vanjskog elektromagnetskog vala ; narocito ako je on u rezonanciji s (16.14) .

16.4) Opce rjeSenje Schrodingerove jednadZbe:

Kao $to smo u OF3 kombinirali vlastita rjeSenja u opce rjeSenje, sli¢no vrijedi 1 u ovom
slucaju. Ovdje su izostavljeni teoremi 1 dokazi no u postupnoj izgradnji predodzbe o kvantnoj
mehanici spominjemo da se linearnim superponiranjem rjesenja dobiva (opce) rjeSenje:

(1) =3 Co, (1) (16.15)

Upravo je jednodimenzionalna potencijalna jama s beskona¢no visokim zidovima jedan takav
primjer.

16.5) Razmatranja potankosti vaznih za postojanje diskretnih stacionarnih stanja.

Ostajemo u jednodimenzionalnom modelu, radi bolje zornosti. Diskretna stacionarna stanje
dobivamo zahtjevom da valna funkcija iS€ezava u beskonac¢nosti te se tako moze normirati
(uvjet (15.1)). Ovdje ¢emo dati slikovito ilustriranje kako ovaj zahtjev vodi na diskretne
vrijednosti energije E, . (Prirodno , vezanje kvanta u neko podrucje moze prouzrociti samo
privlaéni/atraktivni/negativni potencijal.) . Pogledat ¢emo predznak zakrivljenosti valne

funkcije u razlic¢itim okolnostima. Predznak zakrivljenosti funkcije odreden je predznakom
druge derivacije. Zakrivljenost je inace predmetom na primjer diferencijalne geometrije, no



studenti se mogu empirijski uvjeriti da zakrivljenost funkcije odreduje njezina druga
derivacija (brzo mijenjanje prve derivacije indicira brzo mijenjanje funkcije i mali radijus
zakrivljenosti). Predznak omjera druge derivacije i funkcijske vrijednosti mogu studenti
ocitati s crteza krivulje koja se svija prema koordinatnoj osi x. Bila funkcija iznad ili ispod X
osi , taj je omjer negativan. Obratno, ako se funkcija svija od x osi, taj je omjer pozitivan.
Drugu derivaciju moZemo racunati iz Schrodingerove jednadzbe:

2

‘ aV/XSX) = i—T[V (X) - Ep(x) (16.16)
Odatle je ocito da oblikovno ponasanje valne funkcije zavisi o velicinskom odnosu ukupne
energije E 1 lokalne vrijednosti potencijala na koordinati x : V(x). Ako je energija ve¢a od
potencijala, valna funkcija ¢e se svijati prema osi , $to povlaci oscilatorni oblik ponasanja.
Ako je energija manja od potencijala, valna funkcija ¢e imati oblik eksponencijalnog vala;
ona ¢e,na primjer, u beskonacnosti trnuti. Da bismo imali normalizabilno rjeSenje
Schrédingerove jednadzbe, ono mora u beskonacnosti i§¢ezavati. Dakle, ako kre¢emo od
lijeve strane potencijala proizvoljnog oblika, on mora biti veéi od ukupne energije rjeSenja u
tom dijelu. Kada dodemo u privla¢ni dio potencijala, valna funkcija moZze privremeno
zaoscilirati. Na rubu potencijala ne ¢e nam biti problem prilagoditi dvije konstante
oscilatornog rjeSenja funkcijskoj vrijednosti i prvoj derivaciji trnuceg vala koji opstoji u
lijevoj beskonac¢nosti. Problem se javlja na rubnom dijelu izlaska iz potencijalne jame. Sada
imamo determiniranu i funkcijsku vrijednost i prvu derivaciju vale funkcije, no radi
TRNUCEG karaktera valne funkcije, kada odlazimo u beskonaénost, na raspolaganju nam je
samo jedna konstana (eksponencijalno eksplodiraju¢a varijanta nam nije dozvoljena).
Generalno, problem glatkog nastavka valne funkcije na desnoj strani vi§e ne mozemo rijesiti.
Ipak, za neke diskretne vrijednosti ukupne energije E, logaritamska derivacija unutar
potencijala i logaritamska derivacija eksponencijalno trnuceg rjeSenja mogu koincidirati, no
samo za tu diskretnu vrijednost energije. Tako imamo generalni zakljucak: vlastita rjeSenja
Schrodingerove jednadzbe koja se mogu normirati imaju samo diskretne vrijednosti ukupne
energije. Matematicari, u svom rjecniku, postupak odredivanja vlastitih vrijednosti energije i
vlastitih valnih funkcija : E, i v, nazivaju dijagonalizacijom Hamiltonijana H operatora,

koji smo ve¢ uveli i koji ponavljamo u (16.17)

2
H=—""v? v (16.17)
2m

16.6) WKB postupak

Ovaj postupak je bio popularniji u vrijeme kada se kvantno mehanicke probleme nastojalo
rjeSavati analitickim putem. Razvojem racunala , moze se probleme rjeSavati i numerickim
putem. Mi ¢emo kratko upoznati WKB metodu kako bi nam pomogla dobiti pre¢icom rjeSenja
kvantno mehanickog oscilatora, a time i dobiti uvid u dio molekularnih spektara. Razmatramo
potencijal koji moze generirati vezana stanja. Nazovimo tockama obrata X, i X, koordinate

na kojima se ukupna energija sistema izjednacava s vrijednosti potencijala. Studentima bi
trebalo biti prihvatljivo, da u tom podrucju imamo oscilatorno rjeSenje i da se u osnovnom
stanju faza tog titranja mijenja za /2. U idu¢em stanju ta se faza mijenjaza 7+ /2 ,au
viSim stanjima se samo povecava broj 7 visSekratnika. Tako se rjeSenje pretpostavlja u
obliku:

w(x) = A(X)sin[ f (x)] (16.18)
Ovdje je A(x) sporije mijenjajuca funkcija, a f(x) je faza valne funkcije. Promjenu faze lako
racunamo iz valnog broja i nama poznatog izraza za valni broj:



df (x) = k(x)dx = %dx = %,/2m|E -V (x) ldx

Ukupna promjena faze izmedu tocaka obrata je stoga:

Af =Xf %,/2m|E =V (x) |dx (16.19)

X

Prema diskusiji kolika treba biti promjena faze na pocetku ovog odjeljka imamo uvjet:
1 | J2m[E -V (x)Jdx = (n+ 1)h (16.20)
s, 2

Ako podintegralnu funkciju oznac¢imo s H(E),
Treba rijesiti jednadzbu :

H(E)=(n+ %)ﬂh (16.21)
16.7 Primjena WKB metode na kvantni harmonicki oscilator:

Podsjec¢amo na notaciju i svojstva klasi¢nog harmonickog oscilatora:

V(x) = % Kx? (16.22)
Maksimalna odstupanja od ravnoteZe su povezana s ukupnom energijom:

V(X )= % Kx?=E (16.23)

Time su odredene tocke obrata iz prijasnjeg odjeljka:

/2E /2E
X, =—X_ =—|— X, =X__ = |— 16.24
1 max K 2 max K ( )

Uz gornje eksplicitne izraze za potencijal i to¢ke obrata, WKB rezultat (16.21) je:

_[ \/ZmE KX,y —% sz}dx =JmK _[ 1/|xmx2 —x? Idx =(n+ %)m‘z (16.25)

~Xmax

Integral u srednjem izrazu lanca (16.25) je zapravo povrsina kruga radijusa X, , pa imamo:

~max

2

JmK ”X% —(n+ %)ﬂh (16.26)

Nakon sredivanja i ukljucivanja (16.23) dobivamo:

m 1
E, /E =(n+ ) (16.27)

Ocito energija zavisi o diskretnom cijelom broju n . Stoga joj moZemo pripisati indeks n . Uz
poznatu vezu mase, konstante oscilatora K i kruzne frekvencije oscilatora @, dobivamo:

E, = (n+%)a)oh - (n+%)hv0 (16.28)

lako je (16.28) dobivena WKB metodom, ona je korektna. Studenti trebaju memorirati da su
nivoi kvantnog harmonickog oscilatora diskretni i1 stalnog medusobnog razmaka.

17) MOLEKULARNI SPEKTRI

17.1) Uvod

U ovom smo kolegiju isli direktno na atomske spektre. Naime oni su jedan od direktnih
pokazatelja potrebe za novom, kvantnom, fizikom. Obogaceni novom slikom o mikrosvijetu
pogledati ¢emo globalna svojstva molekularnih spektara. Molekularni spektri su mnogo



zamrSeniji, jer Se U njima pojavljuju dodatni stupnjevi slobode osim stacionarnih stanja
elektrona unutar Coulombskog polja. S druge strane, iako ne ¢emo razmatrati nuklearne
spektre, ti novi, dodatni stupnjevi slobode javljaju se 1 u nuklearnim spektrima. Grubo receno,
molekule nastaju procesima u kojima vanjski elektroni atoma pojedinih elemenata nalaze da
im je energijski povoljnije ili dijelom prije¢i u polje drugog atoma, ¢ime se medu atomima
javlja privlacenje temeljeno na razlici u naboju ili formiranjem zajednickih staza vise
elektrona oko zajedniCkog polja dva atoma. Na temelju ove slike odmah uo¢avamo da se
pobudenja molekule mogu realizirati razli¢itim putovima. Jedan je vise energijsko stanje
unutar cijelog Coulombskog polja jezgre za vanjski elektron. Drugu moguénost razumijemo
iz naSeg klasi¢nog znanja stabilne ravnoteze. Ako sustav izvedemo malo iz ravnoteze, sila je
elasti¢na i nastaje harmonicki oscilator. Jezgre atoma, u naprimjer dvoatomskoj molekuli,
mogu zatitrati oko svog ravnoteznog polozaja. Kvantni oscilator, koji smo upravo studirali
daje odgovor da ¢e spektar vibriranja biti ekvidistantan. Dvoatomski model daje nam i
moguce razumijevanje rotacijskih spektara. Dvoatomska molekula moze rotirati oko osi
okomite na njenu os simetrije. U ovom odjeljku ¢emo nastojati uspostaviti procjenu razmaka
nivoa za ta tri moguc¢a modela uzbude molekule.

17.2) Vibracijski spektri 1 usporedba s jednocesti¢nim
Empirijska je ¢injenica da se privlacenje atoma u dvoatomskoj molekuli dade parametrizirati
kao:

V(r)=R, (r;—ro)2 V(r,) (17.1)

0
gdje su r varijabilni razmak medu molekulama, r, meduatomski razmak (jezgri) kod kojeg je

malekula najstabilnija, R je poznata Rydbergova konstanta ¢ije porijeklo i numericku
vrijednost imamo u (12.6). a, je Bohrov radijus vodikovog atoma (5.3). Jasno je da (17.1)

opisuje potencijal harmonickog oscilatora s oscilatorovom konstantom K:

K="z (17.2)

Razmak medu nivoima za vibracije meduatomskog razmaka moZemo dobiti kombiniranjem
(17.2) izraza za konstantu oscilatora, M reduciranu masu dvoatomskog sustava i relacije
(16.27). Notaciju frekvencije koja tom razmaku pripada @, ¢emo zamijeniti s @,;, da nas

podsjeti da se radi o harmonickim vibracijama molekule.

K 2R a’m.c’

a)vib = M = ZM = 1 h (17.3)
ao (7 : )2 M
a m.c

Nakon sredivanja zakljuujemo:

2 2

a m.C m
., = € —= 17.4
vib A M ( )

Kada to usporedimo s frekvencijama reda velicine vodikovog atoma koje moZemo dobiti iz

(6.11), slijedi:

@y M

Diip _ |Me 17.5
=\ (17.5)

Odavle je jasno da su vibracijski nivoi mnogo gusSc¢e postavljeni od elektronskih stanja. Gruba

procjena daje bar faktor 30.

17.3) Rotacijski molekularni spektri



Ako se koristimo znanjem iz OF1 o momentu inercije , za dvije mase koje rotiraju lako
pokazujemo u sustavu centra mase:

| =M,r,° +M,r,> = ur? (17.6)
S M su oznacene mase atoma, indeksirani r su njihove udaljenosti d CM, x je njihova
reducirana masa a r je njihov razmak.

Poznato je da se kutna koli¢ina gibanja klasi¢no povezuje s momentom inercije i kutnom
frekvencijom:

L=lw (17.7)
Bohr je medutim uveo relaciju, koju smo ve¢ koristili kod vodikovog atoma:
L=ti=lw (17.8)

1z (17.8) mozemo procijeniti rotacijsku frekvenciju molekule ,,,, potom Koristiti (17.6) u

kojem ¢e za dvoatomsku molekulu reducirana masa biti M , a razmak medu atomima ve¢
upotrebljavani radijus vodikovog atoma:

h h
Dy =— (17.9)
"l Ma,’
Uvrstenjem rezultata (5.3) dalje slijedi:
2 2
Oroy ® hh =2 r;ec mﬁ (17.10)
M( )
am,C
Kada u prvom faktoru (17.10) prepoznamo o, prema (6.11), slijedi:
Dror , Me (17.11)
o, M

e

Ovim rezultatom vidimo da je prvi rotacijski nivo tri reda veli¢ine manje odmaknut od svog

susjeda nego jednocesti¢ni nivo. Ipak, rotacijski spektri se razlikuju kvalitativno od

vibracijskih spektara u €injenici da se razmaci unutar obitelji rotacijskih spektara kvadraticno

povecavaju. Naime, poznat nam je klasi¢ni rezultat:
2

Eroe = |2__|

Uz Bohrovu pretpostavku:

L= (17.13)

Vidimo kvalitativno obrazloZenje tvrdnje o kvadraticnom povecanju razmaka nivoa.

(17.12)

17.4) Vrpcasta struktura molekularnih spektara.

Rezultate odjeljka 17. mozemo ovako sumirati. Molekule su mnogo sloZenije za teorijsku
obradu od atoma. U atomu postoji odlicno definiran centar sile (Coulombske) kojem su
podlozni elektroni. lako interakcije medu elektronima kompliciraju sliku sa samo jednim
centralnim potencijalom, centralni potencijal za atom u praksi odli¢no predvida poredak
diskretnih i ostro definiranih nivoa. Kod molekule imamo bitni iskorak. Mala je promjena da
postoji joS uvijek neka vrsta zajednickog potencijala s dva izvora. No bitna je promjena da
dvije jezgre pruzaju mogucénost medusobnog titranja i rotiranja. Ti nivoi su , medutim mnog
gusce postavljeni, tako da se u molekuli na svako jednocesti¢no stanje superponira i
,kontinuum ,, stanja rotacijsko-vibracijskog karaktera. Taj se kontinuum na nekoj spektralnoj
tocki prekida, jer molekularne sile ne mogu drZati molekulu na okupu, ako je se rotacijsko-
vibracijski previse uzbudi. Eksperimentalno je tada opazanje da se na svaki jednocesti¢ni nivo
superponira kontinuum rotacijsko-vibracijske aktivnosti, koji je medutim u energiji ogranicen.
Rezultat je da molekularni spektri nisu tako ostri kao atomski , nego su vrp¢¢astog karaktera.



17.5) Molekularni spektri i modeliranje nuklearnih spektara

Razmatranja molekularnih spektara nisu sama po sebi svrha. Naime i u atomskoj jezgri
imamo iskustvo o postojanju centralnog potencijala. No jos je Bohr uo¢io moguénost
takozvanog kolektivnog modeliranja za nuklearne spektre. U takozvanom modelu kapljice,
dio nukleona moze udruzeno ,,putovati‘ povrSinom jezgre, tvoreci rotacijski stupanj slobode.
S druge strane, povrSina jezgre moze vibrirati, Sto je vibracijski stupanj slobode. Razmatranja
o molekularnim spektrima pruzaju nam stoga intuiciju i za podrucja fizike daleko od
problematike molekula.

18) PORIJEKLO BOHROVIH KVANTIZACISKIH POSTULATA

Teorija koja bi se temeljila na neobrazlozenim postulatima ne bi se smatrala dobrom teorijom.
Schrodingerova jednadzba jest dobro utemeljen teorijski fundament za opis valova materije u
nerelativistickoj domeni mikrosvijeta. U ovom odjeljku ¢emo indicirati kvalitativne korake
koje student treba pro¢i u jednom stupnju obrazovanja, kako bi bolje zasnovao vlastito
razumijevanje Bohrovih postulata . Polazna tocka jest Schrédingerova jedandadzba u tri
dimenzije.

2
Ey =1 V2 4V (F)y (18.1)
2m

Za jednocesti¢nu Coulombsku silu , koja je centralna vrlo je upotrebljivo umjesto Kartezijevih
koordinata upotrebljavati prostorne polarne koordinate. Operator kvadratne nable se
transformacijskim pravilima prevodi u oblik za polarne koordinate. U kolegiju Klasi¢ne
mehanike studenti ¢e se upoznati s transformacijskim postupkom za diferencijalne operatore.
Operator kvadrata nable poprima oblik:

1 0
Vi== ( ( )+ﬁ 7
r2or ar r ?sin 909 resin“9oe

Radi centralnosti Coulombskog potencijala u (18.1) , opravdano je pretpostaviti da se rjesenje
problema dade separirati u odvojene funkcije radijalne i kutnih koordinata:
v = R(r)0(0)®(¢p) . To separiranje uzrokuje da se (18.1) prevodi u slijedecu diferencijalnu

jednadzbu:
n’ [@cba ; Ry RO RO 0

(18.2)

——| = (r —( )
2m| r° or or’ r*sin 909 r?sin 38(p

Dijeljenjem s faktorom ROD i dueljenjem s faktorom ispred uglate zagrade u (18.3) te
dovodenjem faktora r?sin®$ u brojnik, dobivamo prikladniji oblik (18.3) :

2
100 sn'9d ZdR)—ﬂi( —)—Z—TrzsinZQ[E—V(r)] (18.4)
d op R dr ® dg d%" n
Sada nam je prilika nauciti ¢esto upotrebljavani zakljucak pri parcijalnim diferencijalnim
jednadzbama. Lijeva i desna strana od (18.4) nisu funkcije iste varijable. To je moguce samo
ako su 1 jedna 1 druga strana jednake istom broju nezavisnom od varijabli. Taj ¢emo broj
oznaciti kako se vidi u (18.5) :

d’o

}+V(r)R®<D - EROD (18.3)

2
dp’ M @ (18.5)
Sada se 1 desna strana moZe pisati nakon ocitog manipuliranja:
2
drR m 1 de
= —(r? 2m— E-V(r b ng— 18.6
Rd ( ) n? : n]-= sin? g @)sdeS( d.9) (18.6)



Ponovno u (18.6) imamo situaciju da dvije strane jednadzbe ne zavise o istim varijablama.
Uvodimo o varijablama nezavisnu vrijenost koju poprima i lijeva i desna strana. Sukladno
rasirenoj notaciji ¢emo je zvati I(l +1). 1z lijeve strane (18.6) i vrijednosti novog zajednic¢kog
parametra sl ijedi radijalna diferencijalna jednadzba oblika:

1d R
—d—(r R) + [E VIHR=101+)— (18.7)

r r

Iz uvjeta da valna funkcija mora trnuti, slijedi kao i i u primjerima koje smo prosli da su
vrijednosti energije diskretne s vlastitim vrijednostima energije za vodik oblika (8.2) . U
jednadzbi se pojavljuje glavni kvantni broj n koji smo ve¢ upoznali kao prvi parametar opisa
spektra vodiku sli¢nih atoma. S druge strane sli¢nim argumentom rezultira i kvantizacija i

apsolutne vrijednosti koli¢ine gibanja 1 i njegove projekcije na os kvantizacije m;. Dok

nema interakcije magnetizma staze i spina, ova dva su parametra bitna za knjigovodstvo
stanja i medusobno su povezana relacijom (8.23) . Trebamo samo spomenuti da ng,,,, u (8.23)

zapravo glavni kvantni broj n iz (8.21). Mozemo jo§ informirati studente o ¢injenici da ée
eksplicitno rjeSavanje jednadzbe (18.7) savladati u kolegiju Matematicke metode fizike.
Sli¢no vrijedi i za jednadZbu koja se dobije uvrstenjem zajednic¢kog parametral(l +1) u desnu

stranu jednadzbe (18.6).

Zakljucno, eksplicitnim rjeSavanjem Schrédingerove jednadzbe potpuno se opravdava
Bohrove postulate. Bohrovi postulati, kada smo jednom svjesni njihovog porijekla i
ogranic¢enja su odli€no pomo¢no sredstvo za brzu orijentaciju u atomskoj spektroskopiji.
Ovo je vjerojatno zgodno mjesto za upozorenje studentima da vremenski neovisna
Schrédingerova jednadZba daje samo stacionarna rjeSenja atomskih stanja. Da bismo dobili
informaciju o Sirinama tih stanja, to jest o intenzitetima zracenja za pojedine prijelaze,
moramo u najprimitivnijem tretmanu u razmatranje ukljuciti i medudjelovanje osciliraju¢eg
vanjskog polja s atomskim sustavom. Stru¢nim rje¢nikom govoreci , razvija se perturbativni
(ometajuci) tretman primijenjen na Schrédingerovu jednadzbu gdje je perturbacija klasi¢no
titrajuce polje. U prvom tretrmanu najprije se kvantizira elektri¢no polje, a u slijede¢em
koraku i polje elektronskog opisa. Ta slika naziva se kvantnom elektrodinamikom.

19) EHRENFESTOVI TEOREMI ; ODNOS KVANTNE MEHANIKE S KLASICNOM
TEORIJOM

Pokazat ¢e se kako je kvantna fizika takav iskorak iz klasi¢nog pristupa , koji u svom
grani¢nom slucaju usrednjavanja po velikom broju slucajeva pokazuje rezultate analogne
klasiénim.

19.1) Prvi Ehrenfestov teorem; gibanje tezista valnog paketa.
Promatra se vremensko ponasanje srednje vrijednosti koordinate valnog paketa :

<X >= Il//*Xl//dX (19.1)
u odnosu na ponasanje srednje vrijednosti impulsa za isti valni paket:
P, >= [y * pydx =y *=—yix (19.2)
bt s iox

Za obrazloZenje gornje relacije moZze se pogledati (12.9a)



d d % Tl ow™* oy
—<X>=— |y *xpdx= || — Xy +y*Xx—— ([dx 19.3
ot dt_fwwwd_fiﬁtww 51} (19.3)
Kada na ovom mjestu u (19.3) uvrstimo izraze za vremensku derivaciju valne funkcije i
konjugirane valne funkcije iz (15.4) 1 (15.5) uocit ¢emo najprije da se ¢lanovi, koji sadrze
potencijal dokidaju te da nakon toga u (19. 3) preostaje:

* _hz 62 —
- —ﬂ—(—% Loy 4y XN 2mag}dx

h 8 *a(x) Loy 0
[( Xy) — (y * X—X} 2|m-£[ v_aArv) | gV a'ﬂdx (19.4)

2|m OX
Prvi Integral rezul‘ura u uglatOJ zagradi, 01Ju VI‘lJCdHOSt treba uzeti na granicama integrala

.o v v

d h ¢ Ooy*

— <X>=— | -——ydX+— *—dx 19.5
dt oim o 2im[f” ox (19:5)
Naime pri racunanju drugog integrala u (19.4) pri deriviranju produkta, ¢lanovi koji se
dobivaju ne deriviranjem koordinate x se ponistavaju. Tako preostaje nakon nadopunjavanja
prvog ¢lana u (19.5) na derivaciju produkta:

d Rt 0 oy
—<x>=—||-— (W *y)+ 2y *— [dx 19.6
dt 2im_w[ ax(l// V)t 6x} (196)

Integral prvog ¢lana is¢ezava, jer se svodi na kvadrat modula valne funkcije uzet na
granicama integracij e gdje valna funkcija iS¢ezava. Tako je preostalo:

_<p>
<X j - ax (19.7)
POSUednd korak u lancu (19.7) imamo iz (19.2) .

Relacija (19.7) kaZe da se centar kvanta giba brzinom koja je kvocijent srednje vrijednosti

njegovog impulsa i njegove mase. Ovdje se ogleda po prvi put kompleksnost kvantnog
opisa. S jedne strane, kvant je ,,razmazan® (nije precizno definiran ni po polozaju ni po
impulsu). S druge strane njegovo teziste se giba brzinom koja je omjer usrednjene vrijednosti
impulsa i mase. Dakle to¢no onako , kako se giba klasi¢na Cestica . Sada ve¢ naslu¢ujemo, a
slijede¢i Ehrenfestov teorem ¢e nas dodatno uvjeriti u novo ponaSanje kvanata. Oni nisu
dobro definirani ni prostorno ni impulsno, no oni se u globalnom smislu (usrednjene
vrijednosti) ponasaju upravo onako kao i objekti Newtonovske mehanike. Kako se kvanti
nagomilavaju u makroskopsku €esticu, neodredenosti u polozaju postaju zanemarive u odnosu
na ukupnu koordinatu. S druge strane, ako kvante koherentno prepariramo u jedan jedinstveni
impuls : valnu duljinu, tada ¢e do izraZaja do¢i valna svojstva sustava.

19.2) Drugi Ehrenfestov teorem
Razmatra se ponasanje vremenske derivacije srednje vrijednosti impulsa (19.2) valnog paketa.

| v (198)
—< p, >= L[( ma"’ a‘/’ +y aax(—ih%//)}dx (19.9)

Iz (19.8) u (19.9) smo presh najprije zamjenom poretka vremenske 1 prostorne derivacije u
drugom ¢lanu uglate zagrade, a potom smo u okrugle zagrade istaknuli faktore koje mozemo
dobiti iz Schrodingerove jednadzbe (15.4) i (15.5) :



d RPN R 7 oy o, h® oy
—<p>= || (-— +V () — -y *—(———+V(X)y [dx =
at = > -[O{( 2m ox? () x 7 8x( 2m ox? (v
2 w2 8 ow*ow, H 8, . 0w oV
= || - — (7Y~ (y* T Y_—w*—w ldx 19.10
{ 2m 6x( X 8x) 2m ox 4 ox’ )= ox " (13.10)

Pri prijelazu iz prvog u drugi red relacije (19.10) ¢lanovi nastali pri nadopunjavanju na punu
derivaciju produkta za prva dva ¢lana u drugom redu (19.10) su se ponistili. Dodatno su se
ponistili drugi ¢lan prvog retka (19.10) 1 ¢lan koji nastane pri deriviranju valne funkcije iz
okrugle zagrade prvog retka (19.10) . Za prva dva ¢lana (19.10) moze se izvrsiti integriranje
(derivacije). Kako valna funkcija i njena prva derivacija i§¢ezavaju na krajevima intervala,
vremenska derivacija impulsa se svodi na:

d T ov oV (x)
o <p, >= —Jiy/*ay/}dx =—< x > (19.11)
Drugi Ehrenfestov teorem je zapravo kvantno mehanicki ekvivalent drugog Newtonovog
zakona. Vremenska derivacija impulsa paketa potjece od gradijenta potencijala usrednjenom
po podrucju u kojem se paket nalazi. Ponovno je jasno da se gomilanjem broja ¢estica na
jednoj lokaciji u limesu dobiva klasi¢ni rezultata. S druge strane, valni paket, dok nema
specificne lokalizacije svojom valnos¢u registrira fizikalna svojstva cijelog podrucja po kojem
je rasprostrt . To daje odli¢nu intuiciju za razumijevanje interferentnog pokusa s na primjer
dva otvora!

19.3) Zaklju¢no o Ehrenfestovim teoremima

U praksi ove teoreme ¢emo rijetko koristiti. S druge strane, oni su spoznajno bitni za studente
koji Zele ne samo nauciti kvantnu fiziku operativno, nego i razumjeti njen odnos prema
klasi¢noj fizici. Klasi¢na fizika je nastala iz naSih napora da razumijemo na$ svakodnevni
makrosvijet, kojem smo Zivotnim iskustvom izloZeni. Fenomen dualnosti kvanata
mikrosvijeta je duboko suprotstavljen intuiciji utemeljenoj na dnevnom iskustvu. Vidjeli smo
da nas je koegzistencija interferencije i1 fotoelektriCkog efekta natjerala reinterpretirati
Maxwellove jednadZbe u smislu da amplituda vala nakon kvadriranja nije intenzitet svjetla,
nego vjerojatnost nalazenja fotona. Za nerelativisticke valove materije tu ulogu ima
Schrédingerova jednadzba. I opet kvadrat modula valne funkcije predstavlja vjerojatnost
nalazenja kvanta. No najsjajnije od svega su dvije ¢injenice:

1) Predikcije Schrodingerove jednadZbr odli¢no se slazu s eksperimentima

2) Kroz Ehrenfestove teoreme vidimo kako se gomilanjem kvanata , pogotovo u statisticki
veliko mnostvo formiraju rezultati klasi¢ne fizike.

Bohr je formulirao korespondentno nacelo . Po njemu rezultati kvantne mehanike prelaze u

klasi¢nu mehaniku kada moZemo smatrati da u problemu koji razmatramo Planckova
konstanta postaje zanemariva: h —0 .

19) PREGLED SLOJEVA MIKROSVIJETA



Zakljucit cemo razmatranja o konstituentima u mikrosvijetu pregledom upoznatih i
navodenjem danas poznatih konstituenata. Idu¢i od makrosvijeta u sve manje prostorne
dimenzije, prva zrnca na koja nailazimo su molekule. Molekularne spektre, koji su nasa
temeljna informacija o molekulama smo razmatrali u poglavlju 17. MoZemo samo dodati da
se molekule svojim dimenzijama mogu protezati daleko preko 10™° m . Naime organske
molekule, narocito one vazne za Zivot, mogu biti ulan¢ene u vrlo duge lance. Globalna
svojstva atoma smo razmatrali u poglavljima 6) i 8) . Prostorno podsje¢amo da su im

dimenzije reda veli¢ine10 *° m . Slijede¢i sloj konstituenta predstavljaju atomske jezgre, &ije

su dimenzije ve¢e od 10™"° m . Nuklearnoj fenomenologiji (dimenzijama i masama) posvetili
smo poglavlje 7). Polovicom dvadesetog stoljec¢a nalazi se da uz nukleone postoji vrlo brojna
obitelj objekata ¢ije su mase i dimenzije sli¢ne nukleonskim , koje se raznim procesima mogu
medusobno transformirati. Medusobno djeluju jakim silama, koje su vrlo sli¢ne silama u
jezgri; jakim silama. Takoder je uoc¢ena njihova nestabilnost. Brzina njihovih raspada, zajedno
s raspadom neutrona navodi nas da i u jezgri i u tim objektima , uz jaku silu postoji i slaba
sila, koja generira relativno vrlo spore pretvorbe medu tim objektima. Taj sloj objekata naziva
se ,,elementarnim Cesticama“ . Naime u to doba se ¢inilo da smo u svom prodoru u
mikrosvijet dosli do kraja i da si¢uSnijih i elementarnijih objekata nema. No, ¢ovjeCanstvu
najbolje poznata interakcija, koja nam je pomogla otkriti jezgre, a zatim kroz sudare elektrona
S jezgrama dati uvid i u potankosti njezine strukture, bila je klju¢ da se eksperimentalno
ustanovi postojanje objekata, ¢ije moguée dimenzije idu ispod 107** m . U naivnoj slici
mozemo reci da se elekron poslije sudara ponasao kao da se sudario sa si¢uSnim objektom
koji ima trec¢inski ili dvotre¢inski naboj od elektronovog. Ti novi konstituenti imaju medutim
svojstvo nepoznato do sada u povijesti znanosti: ne mogu egzistirati izvan vecih objekata (na
primjer protona). Konstituenti su nazvani kvarkovima i ima ih Sest vrsta. U stru¢noj literaturi
ih se opisuje slijede¢im slovima: u, d, s, ¢, b i t. Teorijski opis za njihovu jaku silu je kvantna
kromodinamika dok se za slabu interakciju naslo da je se moZe opisati jedinstvenom teorijom
koja ukljucuje elektrodinamiku. To je takozvana elektroslaba interakcija. Tako danas imamo
kao konstituente kvarkove i njihove inerakcije opisane kromodinamikom i elektroslabom
interakcijom. Jo§ mozemo spomenuti da uz Sest kvarkova imamo i Sest vrlo lakih Cestica,
leptona , koji su svojstvima sli¢ni elektronu i neutrinu. Trenutno postoji jedinstvena teorija za
sve te fenomene, osim gravitacijskih. Naziva se standardnim modelom. Dok se piSe ovaj tekst,
u najvecem svjetskom centru za istrazivanje mikrosvijeta CERN-u , sudaraju se protoni do
sada ne postignutim energijama. Ti pokusi predstavljaju najveci test standardnom modelu, a
ujedno traze Cesticu (Higgs bozon) , koja bi trebala objasniti, kako elementarne Cestice stjecu
SVOju masu.



