OPCA FIZIKA 3

TITRANJA | VALOVI

Uvod

Ovaj se kolegij predaje u svijetu prvenstveno za buduce fizicare profesionalce. Za ostale
prirodoslovne struke i tehnicka usmjerenja smatra se da nekoliko poglavlja o titranjima i
valovima zadovoljavaju njihove potrebe. Kolegij ima spoznajnu i aplikativhu komponentu.
Spoznajni aspekt ne leZi samo u razumijevanju fenomena titranja i propagacije valova.

On takoder priprema studenta i pojmovno i matematicki za prihvacanje valnog temelja
kvantno-mehanickih pojava. Naime u kvantnoj fizici se manifestiraju i ¢esti¢ni 1 valni aspekti
materijalnih fenomena. I intuitivni i matematicki dio priprema za valni dio temelja kvantne
fizike jesu (ponekad implicitno, a ponekad i1 eksplicitno) izneseni u ovom kolegiju. Nije
sluc¢ajno da se u proslosti ovaj dio fizike zvao mehanikom valova, a kvantna generalizacija
valnom mehanikom. Aplikativhu vrijednost znanja iz ovog kolegija je teSko pravedno
pobrojati. Akusti¢ni fenomeni od glazbe, preko medijske komunikacije, Dopplerovog efekta
ultrazvuka u medicini i akusti¢kog zagadenja... imaju svoje korijene ovdje sumirane.

Temeljni efekti iz upotrebe elektromagnetskih valova ukljucujué¢i i specificnosti koje
proizlaze iz Maxwellovih jednadZbi su ovdje takoder ukljuceni. U kvantnoj fizici govori se o
valovima materije (de Broglie-evi valovi); naime, matemati¢ki opis valova materije ima
bitne analogije s mehanickim valovima. SuStinska razlika nastaje samo u interpretacije
rjeSenja valnih jednadzbi. Primjena de Broglievih valova (iako ih se ne spominje tako
eksplicitno ) jest ujedno i primjena naSeg znanja o mikrosvijetu.

Demonstracijski eksperimenti ¢e biti prvenstveno na mehanic¢kim titranjima i mehanickim
valovima jer su oni najintuitivniji. No uz to bit ¢e demonstracija i s akustickim 1
elektromagnetskim (t.j. i optickim) fenomenima.
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1.1 Jednostavno harmonijsko titranje

Pri valnim fenomenima elementi vala izvode titranja. Stoga ¢emo u pocCetku razmotriti razne
oblike titranja i njihova svojstva.

Ako sy (t) oznaimo op¢i pomak od ravnoteze, jednostavnim harmonijskim titranjem
nazivamo fenomen:

w(t) = Acos(wt + @) (1.1)

A je amplituda titranja; o je kruzna frekvencija; ¢ je faza titranja. Jasno je da A odreduje
maksimalni otklon; ® je kutna brzina rotacije vektora Cija je projekcija na koordinatnu os
w(t),a @ je povezan sa vremenskim pomakom konkretnog titranja u odnosu na elementarnu

kosinusnu ovisnost poloZaja objekta o vremenu ( na pr. izbor vrijednosti (¢ = 0)).

Fenomen jest periodicki (t.j. isti polozaji se ponavljaju nakon vremena T) . Period T se
jednostavno vidi iz zahtjeva:

w(t+T)=w(t) sto povlaci: Acos[a)(t +T)+ (p] = Acos(awt +¢@) i ol =2rx t].
T= m_2m 1 , gdje je v obicna frekvencija titranja. (1.2)
® 2rnv v
Dvostrukim deriviranjem izraza (1.1) po vremenu dobivamo:
WV +o'y =0 (1.3)
Ovo je generalni oblik diferencijalne jednadzbe jednostavnog harmonijskog titranja. U
nastavku poglavlja vidjet ¢emo primjere razlicitih vrsta takvog titranja.
Generalno ¢emo vidjeti na primjerima koji slijede da vrijedi :

, _ Povratna sila

(1.4)

- (tromost)( pomak)

(naravno silu, tromost i pomak treba u nemehanickim slucajevima generalizirati.)

1.1.1 Harmonicki oscilator (slobodni, bez prisile, bez guSenja; horizontalan)

F=mx=-k(x-a,) (1.5)

m je masa objekta koji titra, k je konstanta opruge, a, je koordinata ravnoteznog

polozaja.{Sila koja vraca tijelo u polozaj ravnoteze [desna strana u (1.5)] se generalno zove
povratnom silom. }

Transformacijama:

X—a,=y k=y =y (1.6)



(1.5) prelazi u: v +£1// =0; y+o, v =0 jednadzbu oblika (1.3) s ®,” = k_k
m m mx
potvrdujuci oblik (1.4).
POKUS
1.1.2 Matematicko njihalo:
0
|
m
F=-mgsind=ml3 zamale §i 3=y
y7+a)021//=0 gdje je a)o2 =§ (1.7)

POKUS

1.1.3 Elektricki rezonantni krug:

C dt dt
gdje je Q naboj na kapacitoru C, I je struja kroz zavojnicu induktiviteta L 1 ima suprotni
predznak od promjene naboja na kapacitoru. Sredivanjem dobivamo:

Q+%Q=O ili O+w,"0=0 (1.8)
dje je w,’ —L
gdjeje @y ==

POKUS u proslom semestru



1.1.4 Torzijsko njihalo:

mM="_15-_pg
dt
M je moment sile, L je kutna koli¢ina gibanja, I je moment inercije,$ je kut zaokreta pri
torziji, D je konstanta proporcionalnosti izmedu momenta sile 1 kuta zaokreta. Sredivanjem

gornjeg analogona drugog Newtonovog zakona za rotacijski stupanj slobode dobivamo:

9+w,°9=0 gdje je w,” =? (1.9)

POKUS

1.1.5 Akustic¢ki rezonator:

Volumen same boce Vo. Volumen boce zajedno s dijelom grla boce ispunjenog plinom V.
PovrSina presjeka grla boce A. Gustoca plina u boci p. Duljina grla boce d. Koordinata
prodora plina iz boce u grlo boce x. Tlak u ravnotezi unutar Vo je Po. Tlak plina u volumenu
V je P. 1z drugog Newtonovog zakona slijedi za plin u grlu boce:

I x

¥ sl
I
|
I
|
|

(dAp)i=(P—-PF,)A4 (1.10)
Termodinamicki gledano (OF4) promjene u boci su adijabatske. Stoga vrijedi:

PV’ =PV,
v je adijabatska konstanta karakteristicna za plin.



Nadalje su volumeni povezani relacijom:

V=V,+Ax

Sada se desna strana relacije (1.10) moze modificirati kako slijedi:

P |14 1 4 ) Ax Ax
P_PO:PO(F_I):PO|:(7O)7_1:|:PO W -1 =P(>(1—77—1)=—7P07
1 j| 0 0

0

0
Time drugi Newtonov zakon (1.10) poprima oblik:

P, A
i+ 2o

x=0 (1.11)

0

To je ponovno diferencijalna jednadzba jednostavnog harmonijskog titranja. Kasnije ¢emo
demonstrirati da je zvuk titranje (akustickog nad)tlaka. Dobivena diferencijalna jednadzba
pokazuje kako frekvencija tog zvuka zavisi o parametrima boce i svojstvima plina, jer je
faktor uz x u gornjoj jednadzbi kvadrat kruzne frekvencije titranja zvuka. Pokusom
demonstriramo kako se ta frekvencija mijenja dolijevanjem vode u bocu (promjenom Vo).

POKUS

[ Na seminarskim satovima studenti mogu obraditi i druga harmonijska titranja:

Titranje tekucine u U cijevi, vertikalno titranje aerometra u tekucini ili kotrljanje kugle na
satnom staklu.]

1.1.6 Tijelo vezano dvjema (jednakim) oprugama (longitudinalno titranje)

F=-k(x-a,)+k(2a-x-a,) (1.12)

2a je razmak izmedu rubova oscilatora a, je udaljenost na kojoj sila pada na nulu.

Supstitucijom : ¢ =x-a Y =x w =X slijedi ponovno isti oblik diferencijalne
jednadzbe:
2
W +w, w =0 w,’ _ 2k (1.13)
m

POKUS



1.1.7 Tijelo vezano dvjema oprugama (transverzalno titranje)

k _ m |
W@m@ S
- i
o Y
.. S v
‘F edne opruge| = k|l —a,| ;1je trenutna duljina opruge.

F

ukupno

= 2Fsina =-2k(l - ao)%

Za transverzalno titranje (y koordinata) drugi Newtonov zakon daje:

[—a,

my =2k y (1.13a)

Za a, mnogo manje od | jednadzba (1.13a) se svodi na (1.13), no u svakom sluc¢aju imamo
harmonijsko titranje u transverzalnom smjeru.



1.2 Linearnost diferencijalnih jednadzbi i princip superpozicije rjeSenja

Diferencijalne jednadzbe u kojima se trazena funkcija i njene derivacije pojavljuju linearno (s
eksponentom 1) su linearne. Jednadzbe titranja u kojima je povratna sila linearna su u toj
klasi. Takve linearne diferencijalne jednadzbe imaju vazno svojstvo: njihova se rjeSenja mogu

superponirati. To znaci: ako su y, iy, razliita rjeSenja diferencijalne jednadzbe, tada je 1
Cy, +C,y, rjeSenje diferencijalne jednadzbe ( C,i C, su proizvoljne konstante).

Ovo svojstvo lako ilustriramo na slucaju homogene jednadzbe 2. stupnja. Neka istu jednadzbu
zadovoljavajui v, iy, tj.vrijedi:

v, +gy,+hy, =0 (1.14)
(f,g,1 h su faktori nezavisni od y.) te
fv,+gy,+hy,=0 (1.15)
MnoZenjem (1.14) s C, 1(1.15) s C, 1njihovim zbrajanjem uz sredivanje dobivamo:

S(Cy, +Cy)+g(Cy, + Cyy) +h(Cy, + Cy,) =0 (1.16)

¢ime smo pokazali da i linearna kombinacija rjeSenja jest rjeSenje. Ilustrirali smo u sustini
princip superponiranja rjeSenja koji je zajednicki za mnoge valne fenomene. Izmedu
linearnosti diferencijalnih jednadzbi i principa superpozicije postoji ekvivalentnost. Ne samo
da iz linearnosti diferencijalnih jednadzbi slijedi superponiranje nego i1 iz postojanja
superponiranja slijedi linearnost jednadzbi. Ilustrirat ¢emo to na najjednostavnijem slucaju
proSirenja povratne sile nelinearnim clanovima. Pretpostavimo da imamo dva rjesenja koja
zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu koji u povratnoj sili imaju vise potencije u y od
linearnog ¢lana:

v, + o'y, =ay, +by +.. (1.17)
W, +0'w, =ay, +by,’ +... (1.18)
Da bi suma y, +y, bila takoder rjeSenje trebalo bi biti ispunjeno:

W+, + 0 (p, +y,) = a(y, +y,)" +b(y, +y,)" +... (1.19)

Oduzimanjem (1.17) 1 (1.18) od (1.19) lako vidimo da to zahtijeva i8¢ezavanje koeficijenata
a,b, ...T.j. sila smije biti samo linearna u .



2. ProSirivanje jednostavnog harmonijskog titranja na dvije
dimenzije i/ili 2 tijela

U slijede¢im ¢emo poglavljima poopcavati jednostavno harmonijsko titranje na sve
kompleksnije situacije. S jedne strane ta titranja ne moraju biti ograni¢ena na samo jednu
dimenziju; mogu biti 1 u ravnini (2D) ili u prostoru (3D). S druge strane uvodit ¢emo vise
tijela u titrajuéi sustav Sto je prirodan put prema titranju kontinuiranih medija i valnih
fenomena.

2.1 Matemati¢ko njihalo u prostoru (za male pomake)
Pomake u horizontalnoj ravnini titranja mozemo pratiti Kartezijevim koordinatama; u tu
svthu mozemo upotrijebiti formule 1 notaciju oko izvoda izraza (1.17) i1 napisati za
obadvije dimenzije

mx =—-mg— (2.1)

my =-mg -~ (2.2)

Podsjecajuéi se da je kvadrat kruzne frekvencije za gornja titranja :

2 _ 8
&)0 :7

imamo rjesSenja za titranje u obadvije dimenzije.

x(t) = A, cos(wyt + @,) (2.3)
y(t) = A, cos(w,t + @,) (2.4)

Amplitude i faze titranja su naravno odredene pocetnim uvjetima za koordinate x i y ( na
primjer polozajima i brzinama u t=0). Superponiranjem rjesenja (2.3) 1 (2.4) dobivamo opce
rjeSenje 2D titranja matematickog njihala. Zanimljiv slucaj je na primjer: iste amplitude a faze
razli¢ite za /2. Tada dobivamo kruzZenje tijela s radijusom jednakim zajednickoj amplitudi.

POKUS

Sli¢nu bismo situaciju imali i kombiniranjem harmonickih sila koje bi u Kartezijevom sustavu
bile proporcionalne s pomacima u x 1 y smjeru. U tom slu€aju imamo ¢ak i mogucnost da se



izborom razli¢itih konstanti opruga u dvije dimenzije kruzne frekvencije gibanja u x smjeru i
gibanja u y smjeru razlikuju.

POKUS

2.2 Titranje dva tijela povezanih trima oprugama

(jednake mase i opruge; longitudinalni sluéaj)
Pomake masa od ravnoteZznog polozaja oznaavamo s iy, . Drugi Newtonov zakon za
pojedine mase daje:

!
h e

| —=‘532’é= >R~ g

( TY IOV vend ﬂhﬂm};

% L i

I o)
my, =—ky, +k(y, —y,)="2ky, +ky, (2.5)
my/, =—ky, +k(y, —y,) =-2ky, +ky, (2.6)

JednadZbe (2.5) 1 (2.6), matematicki gledano, predstavljaju sustav vezanih linearnih
diferencijalnih jednadzbi. Teorija za njihovo rjeSavanje postoji i nije komplicirana. No radi
fizikalne razumljivosti, mi ¢emo pribje¢i jednostavnim manipulacijama koje imaju jasnu
fizikalnu interpretaciju da bi dobili rjeSenja koja se lako interpretiraju. Zbrajanje (2.5) i (2.6)
rezultira u:

my, +v,)=—k(y, +v,) (2.7)
A uvodenjem nove veli¢ine v, =y, + vy, (y, je usko povezan s koordinatom teZzista sustava)
(2.7) prelaziu
my/; =—ky, st a)izl// =0 wiz = E (2.7a)
m

Iz (2.7a) proizlazi da teziSte sustava dvije mase titra frekvencijom koju bi imala jedna od tih
masa s jednom oprugom. Odbijanjem (2.6) od (2.5) dobivamo:

. 3k
G ~) == =) 2.8)
Uvodenjem druge veli¢ine: y, =y, -y, (y, jerazmak masa)dobivamo :
W = _%l/’ﬁ ;oW a)iizl//ii =0 a)iiz = % (2.8a)
m m

Fizikalno znacenje ove relacije jest da razmak masa titra frekvencijom koja je za korijen iz 3
visa od one za titranje teziSta. MatematiCki aspekt: RjeSenja jednadzbi (2.7a) 1 (2.8a) su
jednostavna harmonijska titranja (s razli¢itim frekvencijama). Njihova linearna superpozicija
Cil//i + C[[W[[

jest takoder rjeSenje sustava jednadzbi (2.5) 1 (2.6). To je takoder 1 opCe rjesenje tog sustava.
Opce rjesenje jednadzbe (2.7a) jest:

w,(t) = A4, cos(wt + ;) (2.9)
Opce rjeSenje od (2.8a) jest:

v, = A, cos(w,t+ ;) (2.10)



Amplitude i faze odreduju se iz pocetnih uvjeta za sustav dviju masa.

Matematicki rjecnik naziva y,i vy, vlastitim rjeSenjima problema, a odgovarajuce kvadrate

kruznih frekvencija vlastitim vrijednostima problema. Taj jezik koriste i fizicari i u titranjima i
u kvantnoj fizici. Ponekad se sva moguca rjesenja zovu i vektorskim prostorom, a
v, iy, predstaviljaju jednu od mogulih baza u tom prostoru. Student ne mora memorirati
nista od ovih matematicki orijentiranih komentara; medutim uz poznavanje osnovnih pojmova
o vektorskim prostorima ovi komentari mu mogu pomoci u usvajanju temelja za apstraktnu
intuiciju pri radu s titrajno-valnim fenomenima. Ta generalizacija je osobito korisna tijekom
povecanja broja masa koje titraju; imamo posla s vektorskim prostorima sve vecih dimenzija ;
kada prijedemo na titranja kontinuiranih medija imat éemo posla kao i u kvantnoj fizici s
vektorskim prostorima s kontinuirano mnogo dimenzija.

Fizikalni komentar: y, (dok je y, =0) razmak medu masama se ne mijenja, titra samo

teziSte. Obratno, u rjeSenju v, (dok jey, = 0) teZiSte miruje a titra samo razmak.

POKUSI

2.3 SAZETAK i KOMENTAR

Studentima ¢e biti eksperimentalno demonstrirani 1 matematicki obradeni 1 drugi slucajevi
oscilacija dva podsistema : dvije jednake mase s tri jednake opruge koje transverzalno titraju,
dva vezana torzijska njihala, C-L-C-L-C elektromagnetski krug... Dok ¢e simboli biti
druk¢iji, srz problema ne ¢e se mijenjati: imat ¢emo vezane diferencijalne jednadZzbe a metoda
rjeSavanja , supstitucije analogne upravo nacinjenima, bit ¢e putovi za dobivanje vlastitih
rjeSenja i1 odgovarajucih frekvencija. Za seminarsku radnju student moZe izabrati slucaj
titranja u kojem ni mase ni opruge nisu identi¢ne. Ova komplikacija 1 generalizacija je na
liniji ilustracije opceg traZenja vlastitih vrijednosti sustava diferencijalnih jednadzbi i
pripadajucih titranja. No u toj rigoroznosti teZe se snalazimo , posebno u intuitivnom smislu.
Vratimo se sada originalnom problemu titranja sustava dviju masa s tri opruge opisanom
vezanim diferencijalnim jednadzbama (2.5) 1 (2.6). Ve¢ smo prije spomenuli da rjeSenja tog
sustava y/, iy, mozemo superponirati; to jest da je najopCenitije rjeSenje:

Cy. +Cy; (2.11)
Kako suy iy, linearnim transformacijama[vidi tekst oko (2.7)i(2.8)] povezanisy ., iy,
to za mase 1 1 2 mozemo naci obratnim transformacijama i participiranje tih masa u ukupnom
rjeSenju.
w,(1,1) = 4,(1) cos(a;t + ¢;) v, (2,1) = 4,(2)cos(wt + ¢;) (2.11a)
v (Lt) = 4;(1)cos(w;t + ¢;) vi(2,1) = 4;(2) cos(w,t + ;) (2.11b)
Oznake u skupu jednadzbi (2.11a) su na primjer:
v,;(1,¢) je onaj dio vremenske zavisnosti ukupnog titranja Cestice 1 koji dolazi od titranja
teziSta to jest od rjeSenja jednadzbe (2.7a) ; amplituda tog dijela titranja Cestice 1 je 4,(1).
Analogno vrijedi za sve druge oznake u jednadzbama (2.12).
Tako su opca rjesSenja za pojedine Cestice:
v, (1) = A, (Dcos(o,t + ¢,)+ A4, () cos(w,t + @;) (2.12)
v, (1) = 4,(2)cos(o,t + ¢;) + 4, (2) cos(w,;t + ¢;;) (2.13)



Fenomen prijenosa energije:

Ako u gornjim opéim rjeSenjima za titranje dviju masa povezanih trima oprugama
specijaliziramo da su sve faze jednake nuli i da su prve tri amplitude titranja u (2.12) i (2.13)
jednake A/2 , a Cetvrta da je —A/2 imamo najprije:

v =2 leos@n +eos@n] a0 =Skos@n-cos@,n] @14
Koristenjem poznatih relacija za zbroj i razliku kosinusa slijedi:
: ) =)t
v, = Acos| L2 o d (@ @)t (2.15)
2 2
=)t i )t
W, = Asin{(w” 260’) }sin[(a)” -;a),) } (2.16)

Bilo grafickim prikazom bilo paZljivom analizom vremenske zavisnosti (2.15) 1 (2.16)
zakljuCujemo da su se u titranjima masa pojavile dvije frekvencije. To je s jedne strane
usrednjena frekvencija (brzog) titranja:

0, + o,

a)i‘l‘ =
‘ 2

1 modulacijska frekvencija (modulacijski faktor odreduje vremensku zavisnost amplitude
brzog titranja):

(2.17)

w =t (2.18)

Napomena: kako ¢e se vidjeti u energijskoj analizi, energijska se situacija obnavlja dvostruko
brzom frekvencijom; sukladno tome neki autori ispustaju faktor dva u nazivniku relacije
(2.18)!

Nacinit ¢emo kratku analizu ,,poloZaja energije* u gornjem primjeru. Ta analiza, naime, moze
biti od pomoc¢i studentima u Cetvrtom semestru kada se budu sretali s ,,paketima energije* —
fotonima, koji ne ¢e biti dobro lokalizirani.



Jasno je da svaki objekt i 1 1 2 ima svoju trenutnu energiju. Nadalje je jasno jo$ iz prvog
semestra kako se kineticke 1 potencijalne energije objekata izrazavaju preko mase i
parametara titranja:

E, = E,(kin)+ E,(pot) = E,(pot. Maks.) = %(A mod. faktor)’
B =Gl cost@, 0] (2.19)
Potpuno analogno tome :

E, =) Asin(@,,0F (2.20)

Zbrajanjem (2.19) 1 (2.20) naravno konstatiramo da je ukupna mehanicka energija sustava
dviju masa s tri opruge stalna sto smo 1 ocekivali (zbroj kvadrata sinusa i kosinusa jednak je
jedinici). S druge strane opazamo da je taj ukupni paket energije raspodijeljen medu objekte 1
12 ida se u jednom trenutku (na pr. t=0) energija nalazi u objektu 1, dok se u nekom drugom

trenutku (na pr.t = ) moZe naci kompletno u objektu 2. U proizvoljnom trenutku paket

mod

energije je dijelom u jednoj i dijelom u drugoj komponenti!

U ovom dijelu gradiva gornja cinjenica je potpuno prihvatljiva; s druge strane u cetvrtom
semestru studenti ¢e( biti primorani argumentima) prihvatiti da je foton obrok energije. Ovaj
im primjer daje model neodredenosti polozaja za paket energije i jedan moguci opis nacina
titranja polozaja takvog paketa energije.

Postoji jo§ jedan spoznajni aspekt u analizi gornjeg problema titranja. RjeSenja iy, s
jedne strane nazivamo vlastitim rjeSenjima no ona u svim titrajué¢im situacijama ukljucujuéi
kasnije 1 kvantnu mehaniku zovemo i stacionarnim. Naime za svako takvo rjeSenje, dok nema
drugih primjesa, titraju zauvijek sa stalnom frekvencijom sve komponente sustava, a to znaci
da se odnosi medu koordinatama ucesnika u titranju periodic¢ki obnavljaju. S druge strane, kod
linearne superpozicije rjeSenja , kakvu smo vidjeli pri gornjem posebnom izboru faza i
amplituda, postoji dinamic¢an razvoj u vremenu za komponentey, i 7, ( u pocetku dominira

titranje objekta 1 da bi kasnije dominiralo titranje objekta 2). Takva rjeSenja viSe nisu
stacionarna.



3. Slobodno titranje sustava s mnogo stupnjeva slobode:

Imaju¢i na umu slucaj titranja dvije jednake mase povezanih trima jednakim oprugama s
longitudinalnim titranjem, moZemo zamisliti niz (jednakih) masa povezanih (jednakim)
oprugama koje longitudinalno titraju. Pri tome je jasno da ¢e rezultantna sila na masu
potjecati iskljucivo od njenih susjeda. To pak znaci da ¢e se primjenom drugog Newtonovog
zakona na masu (i) u nizu titraju¢ih masa pojaviti izraz oblika:

‘/7i ta, W tay+a W, = 0 (3-1)

Ako u titranju sudjeluje N objekata imat ¢emo N takvih (linearnih diferencijalnih jednadZzbi s
konstantnim koeficijentima) jednadzbi (koji je homogen; znaci da na desnoj strani gdje je nula
nema ¢lana neovisnog od koordinata titraju¢ih objekata). Potaknuti rezultatima prethodnog
poglavlja moZemo potraziti rjeSenja sustava diferencijalnih jednadzbi receptom:

w, = A, cos(awt + ¢,) (3.2)

Kako dvostrukim deriviranjem pretpostavke (3.2) dobivamo negativni kvadrat kruzne
frekvencije, to se sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi pretvara u sustav linearnih
algebarskih jednadzbi slijedeceg oblika:

(a), = 0"y, + a,¥, =0
a,y, + (az,z - a)z)l//z ta,sy; = 0
(3.3)

2
an—l,anfl + (an,n - )l//n = 0

Da bi sustav jednadzbi (3.3) imao netrivijalno rjeSenje, mora determinanta tog sustava
i8¢eznuti.

(a, -a) a, , 0 .. 0
a, (a,,—@) ay; .. 0
0 S (< -a’) a, .,
0 0 a,, (a,, -a)

Iz oblika te determinante , kvadrat kruzne frekvencije se pojavljuje u svakom redu jedanput,
zakljucujemo da smo za navedenu veliCinu dobili algebarsku jednadzbu n-tog stupnja to jest
imamo n razli¢itih rjeSenja za frekvencije titranja. Odgovarajuca rjesenja oblika (3.2) zovu se
uz ime vlastita rjeSenja i imenom : modovi titranja. Svi elementi sustava unutar jednog moda



titraju zajednickom frekvencijom. Unutar stacionarnog rjeSenja su omjeri amplituda stalni a
faze su do na m iste!

Machov valostroj, koji se sastoji od mnogo ( jednakih) masa povezanih (jednakim) elasti¢nim
oprugama vrlo slikovito ilustrira gornja razmatranja posebno kada se nalazi u stanju
transverzalnog titranja. Stacionarna stanja titranja jos se ¢esto nazivaju i modovi titranja. (Ova
se terminologija na primjer koristi i u opisu rada lasera.) Mod s najnizom frekvencijom
titranja je onaj u kojem mase pricvrS¢ene za krajeve miruju a najve¢u amplitudu titranja ima
srediSnja masa. Slijede¢u visu frekvenciju ima mod u kojem 1 srediSnja masa miruje, a ostale
mase imaju raspodjelu amplituda koja se dobije diskretnim rasporedom tocaka s jednakom
medusobnom udaljenosti po jednom periodu sinusoide. Visi modovi titranja 1 viSe frekvencije
slijede ukljuc¢ivanjem sve viSe poluperioda sinusoide izmedu fiksnih krajeva Machovog
valostroja.

POKUSI
Modowt . auwdan }'Wi” elosticaco povinaunila
VoA,

A) 2) 2
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Crtezi na ploci
[lustracija stabilnosti odnosa stanja titranja unutar sustava mnogo masa za jedan mod (Jedno
stacionarno rjesenje).

Postupak generalizacije sustava s dvije mase na mnogo masa poucno je pogledati u sustavu tri
(jednake) mase i Cetiri (jednake) opruge. Sa slike mozemo ocitati drugi Newtonov za svaku
masu posebno 1 podijeliti relaciju s masom:

':f. .'-1(}2'\ \ WA N\

N N A\
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Masa 2 u gornjem slucaju vezanih diferencijalnih jednadzbi je izvrstan model za generiranje
izraza koje opisuje (i)-tu masu u nizu masa jer masa 2 gore ima obadva susjeda, a sa ostalima
nema interakcije Sto je slucaj i za svaku masu u nizu jednakih masa koje titraju.U slucaju
longitudinalnog titranja jednakih masa i1 jednakih opruga , opceniti izgled jednadzbe titranja
za masu (i) u nizu jednakih masa bi sukladno formuli za masu (2) gore i istim oznakama za
mase 1 konstante opruga izgledao ovako nakon deriviranja y, po vremenu:

_5(//i1+(2_K_a)zj i _EWM =0 (34
m m m
Hiuz(3.2) i o, = LS slijedi:
m

—0, Y+ Qo) —0hy, — o)y, =0 (3.5)

Gdje je v, koordinata u titranju (i)-te mase. Tako za omjer koordinata dobivamo:
. . 20, -0’
l/lz—l + l//1+1 — 600 5 w (36)
Vi @,

Sada je jasna stalnost odnosa koordinata titranja masa koje ucestvuju unutar jednog moda
gibanja. Kako je vidljivo iz (3.6) taj odnos ovisi o vlastitoj frekvenciji moda titranja .
Naime, pocinjuéi s prva dva tijela, njihov kvocijent koordinata je odreden uzimanjem u obzir
daje (v, =0) . Povecanjem indeksa mase za jedan, u relacije se ukljucuje 1 amplituda treceg

tijela s omjerom jednozna¢no danim s (3.6) , a daljnjim dizanjem indeksa tijela za po jo$
jednu jedinicu sukcesivno slijede i sve ostale amplitude! Tako smo ilustrirali i opravdali
izjavu o stalnosti omjera koordinata pojedinih masa unutar zadanog moda titranja (t.j. unutar
istog stacionarnog rjeSenja problema titranja konacnog broja elasticno povezanih masa).
Relaciju (3.6) mozemo testirati na sustavu dviju masa s tri opruge koji smo ve¢ obradili. Ako

u relaciji (3.6) uvrstimo y, = 0 da bismo izracunali omjer ﬁ, i iskoristimo ,” = m,” slijedi

1

Vorl. za o, = 3w, slijedi pak Y2 — 1. Ova obadva omjera izracunata preko (3.6) suu
¥, ¥

skladu s naSim prijasnjim rezultatima za odnose amplituda dvije mase u slucaju stacionarnih
rjeSenja problema njihovog titranja. Takoder je oc€ita i izjava da su sve faze ucesnika u
stacionarnom titranju iste do na 0 iliz. Naime, sve mase prolaze kroz ravnotezni polozaj
istovremeno. Ako bi jedna od masa bila izvan takvog faznog aranzmana, tada bi u trenutku
njenog prolaska kroz nulu odnos (3.6) bio poremecen.



4. Slobodno titranje kontinuiranog medija.

Dosadasnja razmatranja bila su ogranicena na longitudinalna i transverzalna titranja masa
povezanih elastiénim oprugama. Varijable kojima smo opisivali stanja titranja bile su
jednodimenzionalni kontinuum za varijablu pomaka i1 prirodni broj za oznaku mase cije
titranje studiramo. U prirodi su fenomeni ¢esto mnogo kompleksniji. Na primjer u slucaju
elektromagnetskih valova u prostoru , elektricno polje E vise nije jednodimenzionalno
odstupanje od ravnoteznog polozaja, nego opis fenomena ima vektorsku prirodu. Domena
razmatranja fenomena viSe se ne moze indeksirati; prostor u kojem promatramo pojavu je
kontinuiran u tri dimenzije. Dok je do sada nasa notacija bila y,(¢) od sada ¢emo napredovati

prema opisu na primjer: E(7,7), gdje je v zamijenjen s E , a indeks mase (i) je zamijenjen s
trodimenzionalnim vektorom polozaja 7. Ovaj prijelaz s diskretnih indeksa na kontinuum
mozemo jednostavno ilustrirati na mogucem opisu transverzalnog titranja jednakih masa koje
su u ravnoteznom polozaju njihovih jednakih opruga tako da su razmaci ekvidistantni
(jednaki) 1 iznose a. Tada umjesto indeksa (i) , masu mozemo karakterizirati polozajem u
odnosu na pocetak sustava a koji je x =ia . Tako opis stanja titranja postaje y(x,t). Ovakvo

opisivanje se koristi na primjer u slucaju transverzalnog titranja kontinuirane Zice.

4.1 Transverzalno titranje homogene, napete zice.

Pretpostavljamo da zica ima jednoliko rasporedenu gustocu: p = % po svojoj duljini. Ako

smo se ograni¢ili na transverzalno titranje, tada je komponenta napetosti niti duz niti
uravnotezena. UoCimo segment zice izmedu lokacija x i x+Ax. Njegova je masa

Am = pAx.

( r =
O, A Y A
| e 7 ()
_ =
S e =
. 7
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|
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4 X
N Y4 AX

U transverzalnom smjeru djeluju na njegove krajeve y komponente napetosti niti s
rezultantom: F, = T'(x + Ax)sin $(x + Ax) — T(x)sin 9(x) gdje je T napetost niti zice a & je
kut otklona zice od ravnoteznog smjera. Istu veli¢inu mozemo dalje manipulirati:
F, =T(x+ Ax)cos(x + Ax)igd(x + Ax) — T'(x) cos 9(x)ig I(x)
No po nasoj pretpostavci napetost niti duz zice je uravnotezena:
T(x+Ax)cos Hx+Ax)=T(x)cos Hx) =1,

Takoder je tg9(x) = a@—w Time je :
X



oy oy o’y o’y
F =T, —x+A)-T,—(x) =T,Ax =Am 4.1
g Oﬁx( ) Oax() 7 ox? ot? @1
Gdje je posljednja jednakost unutar (4.1) posljedica drugog Newtonovog zakona za
transverzalni smjer. Posljednja jednakost u (4.1) je ujedno i jednodimenzionalna valna
jednadzba. Mozemo je napisati i u drugom obliku:

0’ 1 o° . T
e 0 il vt (42)

U ovom dijelu studija smo zainteresirani iz pedagoskih razloga razmatrati samo stacionarna
rjeSenja valne jednadzbe (4.2) t.j. ona u kojima je zavisnost transverzalnog pomaka
faktorizirana u separiranu zavisnost o vremenu i separiranu zavisnost o koordinati x. No
jednadzba (4.2) je temelj promatranja i transmisije valnog fenomena t.j. o promatranju Sirenja
valnog profila duZ medija. No najprije ¢emo pokazati da se potpuno analogna jednadzba
dobije 1 pri razmatranju pojava povezanih s lokalnim produljenjima i skra¢enjima elasti¢nog
medija kada je titranje usmjereno duz Zice i/ili motke:

4.2 Longitudinalno titranje elasti€nog medija:
Najprije se podsjetimo Hook-ovog zakona iz 1. semestra.

Ako na motku duljine 1 nacinjenu iz elasticnog materijala djelujemo silom F; neka je presjek
motke S, a materijal ima Youngov modul E, izazvat ¢emo produljenje Al :

Al_1E
| ES

S druge strane, ako unutar motke uo¢imo dio duzine Ax izmedu koordinata xi x+Ax,

(4.3)

oznacavajuéi s w(x) i w(x+ Ax) uzduzna odstupanja koordinata deformiranog Stapa od
njihovih originalnih polozaja vrijedi :

A_l:l//(x+Ax)—l//(x):8l// (44)
! Ax ox '

Kombiniranjem (4.3) i (4.4) , s time da ulogu sile rastezanja u (4.3) preuzima razlika
napetosti F'(x + Ax) — F(x) sila, dobivamo:

2
F(x+Ax)— F(x) = ES%—"’(HAx)—ES%—‘”(x) ~ Esa Y. (4.5)
X X

x2
Ta razlika sila daje segmentu akceleraciju, $to izrazeno drugim Newtonovim zakonom
rezultirau :

o'y o'y
ESAx—— = SAxp—— 4.6
ox® P ot (46)



Sredivanjem (4.6) i uvodenjem pokrate v> = £ dobiva se ponovno jednadzba (4.2). Pri tome

je izraz za brzinu novi a 1 znacenje odstupanja od ravnoteZe je sada drukcije (deSava se duz
motke), no valna jednadzba ima isti oblik. Suoceni s problemom njenog rjeSavanja mozemo
koristiti ideju koju smo naucili kod titranja sustava s velikim brojem masa povezanih
oprugama. Tamo smo upotrijebili korisnu i uspjesnu pretpostavku odredivanja vlastitih
rjeSenja titranja pretpostavkom: () = 4, cos(wt+¢;). Sada je indeks (i) zamijenjen
kontinuiranom varijablom x. Stoga se vlastita rjeSenja titranja traZe analognom pretpostavkom
da sve tocke kontinuuma titraju istom frekvencijom @. RjeSenja valne jednadzbe za pocetak
trazimo u obliku

w(x,t) = A(x)cos(awt + @) (4.7)
Dvostrukim deriviranjem po vremenu imamo:
E:Tl/; = —” A(x) cos(wt + @) (4.7a)
Cijim uvr$tavanjem u valnu jednadzbu i sredivanjem dobivamo:
dzig” + @’ vizA(x) =0 (4.8)

diferencijalnu jednadzbu za prostornu raspodjelu amplitude harmonijskog titranja.

Mozemo sada uvesti novu standardnu oznaku iz titrajno-valne terimnologije:
— =k’ (4.9)

Time (4.8) poprima standardnu i otprije poznatu formu:

(d—z2 +k*)A(x) =0 (4.10)
dx

Ovo je jednadzba formalno identi¢na onoj za jednostavno harmonijsko titranje s time da je
sada slobodna varijabla prostorna koordinata umjesto vremenske. Mi znamo rtjeSenja
jednadzbe (4.10) . Ona se mogu pisati na dva ekvivalentna nacina; obadva ¢emo
upotrebljavati zavisno o trenutnoj upotrebljivosti:

A(x) = A, cos(kx + @) (4.11)
ili
A(x) = A sin(kx) + B cos(kx) (4.12)
Veze izmedu integracijskih konstanti 4, i ¢ s A i B studenti znaju otprije ili ith mogu
reproducirati preko adicijskog teorema u (4.11).

Uvest ¢emo 1 koncept valne duljine iako na prvi pogled nije jasno da valna duljina iz stojnih
valova odgovara valnoj duljini iz putujué¢ih valova. Ovdje definiramo valnu duljinu kao
razmak na kojem se pri stacionarnom rjesenju periodi¢ki ponavlja vrijednost valne funkcije.
T,j. trazi se w(x)=w(x+ A1), Sto u (4.11) znaéi cos(kx + @) = cos(kx + kA + ¢) odnosno

kA =27 . Sada je moguce izraziti k koji se Cesto zove i valnim brojem preko valne duljine.
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k 4.13
7 (4.13)
Moguce je kombinirati i (4.9) 1 (4.13) da se dobije :
o 2rv
=—="""- 4.14
VT (4.14)
A

Ovo je relativno plauzibilna (lako prihvatljiva) veza izmedu (fazne) brzine Sirenja valova v i
umnoska valne duljine A s frekvencijom titranja v . Podsje¢amo, medutim da jo$ nismo

dokazali da je v iz valne jednadzbe ujedno i (fazna) brzina Sirenja valova u vremenu. To je
istina, ali ¢e taj dokaz ¢e uslijediti kada budemo razmatrali Sirenje valova, dok zasada
promatramo samo stacionarna stanja, koja se u slucaju kontinuuma jo§ nazivaju i stojnim
valovima.

Mozemo zakljuciti ovo razmatranje izrazom za opce (stacionarno) rjeSenje titranja
kontinuiranog jednodimenzionalnog medija homogenih svojstava (svojstva medija se ne
mijenjaju od polozaja do polozaja):

w(x,t)=(4 sin%x + B cos%x) cos(awt + @) (4.15)

To je opce (stacionarno) rjeSenje valne jednadzbe (4.2)
POKUSI

Na Hertzovom valostroju demonstrira se razne mogucnosti stacionarnih rjesenja. Studenti
mogu uociti stalne odnose amplituda u titranju. Ukoliko se medutim na Hertzovom valostroju
generira na primjer puls titranja, koji se propagira kroz sustav, jasno je da u tom slucaju
postoji vremenska dinamika u smislu da se odnosi amplituda titranja raznih masa u vremenu
drasticno mijenjaju. To je ta bitna razlika izmedu stacionarnih i vremenski promjenljivih
titranja. Student moZze pitati razlog za upoznavanje sa stacionarnim rjesenjima. Vrlo ce se
brzo pokazati kako se svako titranje sustava mozZe opisati kao superpozicija stacionarnih
rjesenja. S druge strane upozoravamo da su u kvantnoj fizici upravo stacionarna rjesenja (na
primjer Schroedingerove jednadzbe ) opisuju stanja u kojima mikrosistem moze boraviti.

4.3 Utjecaj rubnih uvjeta, definiranih za krajeve medija, na dozvoljene
vrijednosti valne duljine i/ili valnog broja k:

Ako se krajevi medija ne mogu micati, tada je valna jednadzba (4.2) podvrgnuta uvjetima na
svom rubu (rubni uvjeti). Ako je medij duzine L, tada su rubni uvjeti oblika:

w(x=0,)=0 i w(x=L1t)=0 (4.16)

Uvidom u analiticki oblik opéeg rjesenja titranja (4.15) a s obzirom na vremenski titrajuci
faktor i1 vrijednosti koje funkcije sinusa i kosinusa poprimaju na krajevima medija, za slucaj
rubnog uvjeta ( 4.16), koeficijent B u (4.15) mora iS¢eznuti dok za valnu duljinu vrijedi:

2—7[L:M7r fo jest /1=2—L (4.17)
A M

gdje je M cijeli broj. Time je i valni broj k prisiljen imati samo diskretne vrijednosti. Naime
prema (4.13) , svojoj vezi s valnom duljinom, 1 (4.17) slijedi i1 za valni broj k:



K, =27 (4.18)

uocimo da smo valnom broju dodali indeks M radi naglaSavanja o kojem se nacinu (modu)
titranja radi. Iz izraza (4.17) i (4.18) jasno je da valne duljine A i valni brojevi k mogu biti
samo iz diskretnog skupa definiranog s (4.17) odnosno (4.18). Ako s &, ozna¢imo:

k== (4.19)

Tada se opca rjeSenja, za rubne uvjete specijalizirane gore (4.16), stacionarnog oblika mogu
izraziti preko dozvoljenih vrijednosti valnog vektora kao:

v, (x,t) = A,, sin(Mk,x)cos(w,,t +@,,) (4.20)

Uoc¢imo da je i frekvencija titranja postala diskretna i dobila je indeks M. Naime kruZna
frekvencija titranja i valni broj vezani su relacijom (4.9) s (faznom) brzinom v iz valne
jednadzbe. Odatle slijedi:

Mr

@y :kMV:TV (421)

A4,, je pak amplituda M-tog moda titranja. Opce nestacionarno rjeSenje valne jednadzbe (4.2)
uz rubne uvjete (4.16) jest superpozicija razli¢itih modova:

w(x,t) =24,, sin(Mk,x)cos(w, t + @,,) (4.22)

Mod s indeksom M=1 naziva se i osnovnim modom. Na monokordu on odgovara titranju s
trbuhom titranja na sredini monokorda i ¢vorovima na rubovima koji fiksiraju polozaje Zice.
Titranja s viSom (cjelobrojnom) vrijednosti indeksa M se (posebno u glazbi) nazivaju viSim
harmonicima. Za gornje rubne uvjete ocita je veza izmedu indeksa viSeg harmonika i broja
¢vorova stacionarnog titranja:

broj ¢vorova —1=M
U gornjim primjerima transverzalnog i longitudinalnog titranja medija pretpostavili smo
idealni slucaj koji se o€ituje kroz proporcionalnost valnog broja k i kruzne frekvencije @
izrazenom preko (4.9). Opcenito se veza valnog broja i kruzne frekvencije zove disperzijskom
relacijom i generalno nema tako jednostavan oblik. Vrlo brzo ¢emo u naSem napredovanju
sresti 1 druk¢ije oblike disperzijskih relacija.

POKUSI

Studenti promatraju titranje elasti¢ne niti; mijenjanje broja stojnih valova na istom razmaku
rubnih ¢vorova preko promjena zategnutosti niti. Monokord: mijenjanje frekvencije osnovnog
tona povecanjem napetosti zice i/ili promjenom razmaka rubnih C¢vorova. Princip rada
puhackih instrumenata kod kojih se promjenom mjesta na kojem instrument ima slobodan
kontakt s okolnim zrakom mijenja visina tona zvuka (frekvencija).

4.4 Prikaz titranja elasticnog medija s uévrséenim krajevima pomocu
Fourierovog reda

[zaberimo takvo rjeSenje u kojem za t=0 cijeli medij miruje to jest Z—Vt/(t =0)=0 Ovakvo

pocetno stanje medija mozemo realizirati pripremom profila koji do pocetka brojenja vremena



deformira medij a zatim se u trenutku t=0 uklanja i prepusta medij vlastitom titranju. U
generalnom izrazu (4.22) to ima za posljedicu da su svi ¢,, =0. Naime ako tome ne bi bilo
tako, tada bi mod koji ima ¢,, razli¢it od nule generirao u t=0 brzinu medija razli¢itu od nule
koju drugi modovi radi svoje linearne nezavisnosti ne bi mogli ponistiti da bi se ispunio
pocetni uvjet da medij na pocetku miruje. (Argumenti svih sinusnih doprinosa nastalih
vremenskim deriviranjem moraju biti nula!). Tim izborom pocetnih uvjeta (4.22) se reducira
na:

v(x,t) =24,, sin(Mk, x)cos(Mwt) (4.23)
U vremenu t=0 taj profil se opisuje:
w(x,t =0) = A4 sin(k,x) + 4, sin(2k,x) + 4, sin(3k,x) +...+ 4, (kyx) +... (4.24)

Ovaj oblik je specijalni slucaj Fourierovog prikaza funkcije na kona¢nom intervalu od
od x=0 dox=L na ¢ijim krajevima funkcija iS¢ezava. Teoriju Fourierovih redova

studenti uce tijekom druge godine studija i ovdje ¢emo spomenuti samo minimalne ¢injenice
o toj materiji. Uobicajene ,, glatke™ funkcije definirane na kona¢nom intervalu mogu se razviti
u red analogan (4.24), s time da se u red ukljuce i odgovaraju¢i analogni kosinusni termi.
Tada razvoj funkcije ima generalni oblik :

w(x) = X[A4, sin(nk,x) + B, cos(nk,x) | (4.25)

Ovaj prikaz ima radi periodi¢nosti funkcija sinusa i kosinusa svojstvo periodi¢nosti i obnavlja
se na svakom slijede¢em intervalu L. Studentu je to jasno jer se za svaki Clan viSeg k
argumenta ve¢ u intervalu unutar L deSavaju potpuni titraji i sinusa 1 kosinusa i istom se
periodi¢nos¢u ponavljaju i izvan intervala duljine L. Student moze lakSe prihvatiti ¢injenice
oko Fourierovih redova ako pojedine terme u gornjem razvoju interpretira kao komponente
baznih vektora u vektorskom prostoru koji ima (diskretno) beskona¢no mnogo dimenzija.
Funkcija w(x)je tada proizvoljni vektor unutar vektorskog prostora razapetog vektorima
sin(nk,x) i cos(nk,x) gdje indeks n ide od 1 do beskona¢nosti. Naravno u matematickoj
terminologiji vektorskih prostora postavlja se pitanja recepta za pravljenje skalarnog produkta
da bismo preko njega mogli iz w(x)isprojicirati komponentu u smjeru pojedine sinusne ili
kosinusne funkcije. To je drugim rije¢ima pitanje odredivanja koeficijenata 4, i B, u razvoju
(4.25). Taj se skalarni produkt u tom vektorskom prostoru definira kao integral produkta dviju
funkcija preko intervala L. U tako definiranom skalarnom produktu, navedene funkcije imaju
oCito svojstvo ortogonalnosti, jer integral produkta svakog od razli€itih sinusnih funkcija
oblika sin(nk,x) sa sinusnom 1/ili kosinusnom funkcijom drugog cjelobrojnog indeksa (na
primjer m) nacinjen preko intervala (periodi¢nosti) L iS¢ezava. Radi navedene ortogonalnosti
funkcija po kojima razvijamo i radi poznatih rezultata integriranja kvadrata sinusa 1 kosinusa
po intervalu periodi¢nosti imamo za koeficijente:

16 2 f 21 .
By=- ! w(x)ds B, = ! y(x)cos(nk x)dx A, == ! w(x)sin(nk,x)dx  (4.26)

Podsje¢amo da su k, iL povezani izrazom (4.19).

Studenti ¢e na vjezbama razvijati razlicite profile u Fourierove redove. Fourierova analiza ima
Siroke primjene u mnogim granama fizike i uopc¢e u prirodnim znanostima. S druge strane, na
primjer, boja tona jednog muzi¢kog instrumenta ukljucuje prvenstveno relativno ucesce
osnovne frekvencije (visine tona) i ostalih viSih harmonika koje instrument istovremeno
emitira. (Najnovija istrazivanja na ljudima su indicirala da registriramo i karakteristi¢ne



tranzijente nastale pri aktivaciji tona pojedinog instrumenta ; o tranzijentnim fenomenima bit
¢e kasnije govora) .

4.5 Analiza vremenski periodi¢kih fenomena pomocéu Fourierovih redova

U odsjecku (4.4) Fourierovi redovi su imali ulogu baze po kojoj se opisivala svaka funkcija
na kona¢nom intervalu. Konstatirali smo doduSe da se taj opis u prostoru periodic¢ki ponavlja ,
no periodi¢nost nije bila temeljna to¢ka u razmatranju jer se radilo o traZenju rjeSenja valne
jednadzbe s uvjetom da to rjeSenje iSCezava na krajevima intervala. Nakon prvog takvog
opisa (4.22) s (4.25) prosirili smo klasu funkcija koje se opisuju Fourierovim redovima i uvjet
da funkcija iSCezava na krajevima za poopcenje (4.25) viSe nije potreban. Operativa postupka
je vrlo precizno dana s (4.26).

U prirodi smo vrlo Cesto u kontaktu s periodickim fenomenima (koji nemaju jednostavan
sinusoidalan karaker. No upravo nadena tehnika Fourierovih redova nam je najprirodnija
baza za opis vremenski periodickih fenomena. Studenti su na seminaru upoznati s
elementarnim transducerima (engleski termin za pretvara¢ ulaznog signala u uredaj u
dominantno elektricki izlaz, koji je proporcionalan ulaznom signalu) za pretvorbu akustickog
nadtlaka (zvuka) u elektricki napon, to jest razne vrste mikrofona. Tijekom predavanja
studenti ¢e vidjeti instrumente koji proizvode priblizno cistu sinusoidu i one koji za istu
frekvenciju imaju daleko kompleksniji oblik s istim periodom. Taj period kompleksnog
fenomena odreduje visinu glazbenog tona. Jednostavnom analogijom s prostornom
Fourierovom analizom zakljucujemo da je za kompletan opis potrebno ukljuciti uz osnovnu
[frekvenciju v, iviSekratnike 2v,, 3v, ...itd.

4.6 Komplementaran rubni uvjet: slobodni kraj

Najveci dio poglavlja je bio posvecen posljedicama zahtjeva da titranja medija nema na
njegovim krajevima. U stru¢nom Zargonu taj kraj medija zove se ¢vrstim krajem. Postoji i
drugi , suprotni zahtjev. Intuitivno on kaze da sile koja bi sprecavala titranje (u smjeru
promatranja) nema. Mi smo kod transverzalnog titranja napete Zice ustanovili:

0
F,=1,2.
ox
Kako prvi faktor u izrazu za transverzalnu silu ne iS¢ezava, uvjet slobodnog kraja se formulira
kao:

W _y (4.27)
ox

POKUSI

U slucaju transverzalnog titranja, student moze predociti realizaciju uvjeta (4.27) ili prstenom
koji bez trenja klizi po transverzalno orijentiranoj osi ili, $to je realnije , tocki¢em koji se bez
trenja kotrlja po transverzalnoj osi , a za Cije srediSte simetrije je vezana nit medija.
Demonstrirat ¢e se 1 nekoliko najjednostavnijih modova titranja za koje je jedan kraj
slobodan. Student se moze sjecati da su (orguljaske) svirale na klin upravo primjer takvog
titranja kod kojeg je jedan kraj ¢vrst a drugi slobodan. Osnovno titranje je naravno ono s
cetvrtinom valne duljine.



4.7 Dalekoseznost vaznosti stacionarnih stanja i Fourierovog razvoja

Pri gornjim razmatranjima ne mora odmah biti ocita temeljna uloga koju stacionarna stanja
imaju ne samo u razumijevanju valova opcéenito nego i u Sirem fizikalnom kontekstu. Ve¢ je
bilo spomenuto da se u kvantnoj fizici stacionarna stanja-vlastita stanja-modove moze uzeti
kao intelektualni model za diskretna stanja mikrosistema kakav je na primjer atom. I u
klasi¢nom slu¢aju 1 u kvantnom analogonu ta diskretna stanja (ovdje je znacenje diskretnosti
kao suprotnosti kontinuiranosti) potjeCe od rubnih uvjeta zadanih na medij. S druge strane
izraz (4.23) ima u sebi nevjerojatan potencijal. Vratimo se na trenutak problemu s kojim smo
zapoceli korake Fourierove analize. Imali smo pocetni proizvoljan profil, prema njemu
formirali medij 1 odredili Fourierove koeficijente. U tom trenutku mi kroz (4.23) imamo u
rukama opis sudbine kontinuiranog medija za sva vremena. Naime s poznatim koeficijentima
znamo opis sustava u trenutku kad ga prepusStamo samog sebi, no ponaSanje svake
komponente posebno odredeno je vlastitom frekvencijom moda i kosinuidalnom ovisno$¢u o
vremenu. Time je izraz (4.23) opis sustava u svakom drugom trenutku vremena. Prigovor da
smo upotrijebili rubni uvjet mirovanja krajeva medija je lako eliminirati. Generalizacija tako
limitiranog opisa tipa (4.24) opisom koji ukljucuje 1 kosinusno titranje s istim frekvencijama
kroz Fourierov red (4.25) poopéuje moguénost primjene i na druge rubne uvjete. Konacno,
zasad nije jasno imaju li stojni valovi bilo kakvu povezanost s transmisijom titranja kroz
medij. I ovdje ve¢ postoji odgovor samo nije eksplicitan. Zamislimo da je u sredini medija
formiran jedan titraj ali da je njegova duljina (valna duljina) daleko manja od dimenzija na
kojima medij ima rubne uvjete. Mi imamo: y(x,z =0), te (x,0)=0 To je jedan sinusoidin
titraj i ¥ = 0 po ostatku podruc¢ja. Nacinimo preko cijelog podrucja medija proceduru opisanu
za koeficijente (4.26). Naravno L je interval rasprostiranja medija , a ne podrucje sinusoidinog
titraja. Izraz

w(x,t)= Z[An sin(nk,x)cos(w,t) + B, cos(nk,x)cosw,t ] (4.28)
Opisivat ¢e vremensku dinamiku medija nakon Sto smo ga u t=0 oslobodili od pocetnog
oblika. Studentima bi trebalo biti intuitivno jasno da vremenski razvoj sustava ne ¢e rezultirati
stacionarnim titranjem medija nego jednom vrlo pokretljivom dinamikom. Odgodit ¢emo
eksplicitni odgovor na to Sto se deSava do trenutka kada ¢emo demonstrirati da se stojni val
moze dobiti superpozicijom dva vala jednakog oblika koji putuju u suprotnim smjerovima
brzinom v iz valne jednadzbe.



5. Nelinearne disperzijske relacije za elastiéno povezani sustav N
masa i N vezanih krugova vrste LC

Pri titranjima homogenog linearnog medija pokazali smo vazno svojstvo linearne veze izmedu
kruzne frekvencije titranja i valnog broja (4.9) : @ =vk gdje je v brzina Sirenja vala. Ovaj
izraz je jedan moguci oblik disperzijske relacije. On indicira u ovakvom slucaju da se titranja
sviju frekvencija Sire istom brzinom po mediju (dokaz ¢e uslijediti kod razmatranja putujucih
valova). Ovakva relacija vrijedi i za elektromagnetske valove u vakuumu. Posljedica je da u
vakuumu sve frekvencije putuju zajedno. U srednjoj Skoli su studenti ¢uli za disperziju
svjetlosti (razlaganje svjetla na primjer prizmom) po frekvencijama titranja koja je utemeljena
upravo na razliitosti brzina svjetla za razne frekvencije. Mi ¢emo, naravno to i objasniti
kasnije. Na ovom mjestu samo zelimo obrazloziti racionalnost imena disperzijska relacija za
(4.9) 1 ¢injenicu koju ¢emo istrazivati u ovom poglavlju a koja pokazuje i druge oblike veze,
osim proporcionalnosti, izmedu valnog broja i kruzne frekvencije.

5.1 Potankosti o titranju sustava titranja N jednakih masa vezanih
jednakim oprugama.

Transverzalno titranje:

Sustav prikazan na slici ima mase m koje su u ravnoteZznom poloZaju razmaknute za
udaljenost a. Promatramo gibanje mase (i) na koju utjeCu samo njezini susjedi s lijeva to je
masa (i-1) , a s desna je masa (i+1). Rezultantna sila daje masi m transverzalnu akceleraciju:

dy, | T
M=t = Fosind, ~F_sin, =T,(tgd, ~tgg,) =T, ("= 2 Fo=V)

T
= zo(l//m +yi, —2y)

F s indeksima D i L je oznaka za silu s desne odnosno lijeve strane mase (i) , a T, je stalna
horizontalna napetost .Tako smo dobili sustav jednadzbi za pomake individualnih masa:

.. T
V= . Wi TV, —2v) (5.1)
ma

Ako je sustav podvrgnut uvjetu da su rubne opruge uc¢vrscene, tada su y, =y, ,, =0.

Ovaj sustav je vrlo blizak sustavu (3.4), koji smo ve¢ razmatrali. Analogija se povecava kada
potrazimo stacionarna rjesenja:

v; = A cos(at + @) (5.2)



gdje su w1 ¢ zajednicki svim masama. Uvrstenjem pretpostavke (5.2) u (5.1) , deriviranjem
po vremenu i kra¢enjem faktora s vremenskom ovisnoscu slijedi:

~ A = (A AL -2A) (53)

Ovaj sustav linearnih jednadzbi za amplitude pojedinih titranja u stacionarnom rjesenju
pogadamo u analogiji s titranjem kontinuiranog medija gdje smo ve¢ koristili pretvorbe
izmedu indeksa i kontinuirane varijable: x =ia. Tako za M-ti mod titranja pretpostavljamo

umjesto A,, (X) = A" sin(k,, X)
A" = A sin(k,,ia) (5.4)

1 je naravno indeks mase a ne imaginarna jedinica. Kada pretpostavku (5.4) uvrstimo u (5.3) a
s w,, oznacimo kruznu frekvenciju M-tog moda titranja imat ¢emo:

—w,, A" sin(k,ia) :;—;{AM sin[k,, (i + 1)a]+ A sin[k,, (i —1)a]- 2A" sin(k,ia)} (5.5)

Koristenjem adicijskog teorema gdje argument sinusa odjeljujemo u ik,,a te k,,a dobivamo
poslije sredivanja i kracenja s faktorom sin(k,,a):

T
w,’ =2—(1-cos(k, a)) (5.6)
ma
1 daljim sredivanjem:
k, a
2 0 2 ™M
w,,  =4——sin 5.7
M ma 2 6.7)
1
-~ .k
oy, = 2(—2)? sin M2 (5.72)
ma 2

Ovo je ponovno direktna veza kruzne frekvencije 1 valnog broja (disperzijska relacija) no
uocavamo da je ta veza mnogo kompleksnija.

5.2 Utjecaj (€vrstih) rubnih uvjeta na valni broj i ostale povezane
veli€ine.

Kao 1 u slucaju kontinuiranog medija i u slucaju diskretnih masa (N masa s razmacima a
rezultira u ukupnoj duljini sustava: (N+1)a) s time da su =y ,, = 0 u opem rjeSenju

AM = Asin(ik,, a) + B cos(ik,, a) (5.8)
Gornji uvjet za i=0 povlaci da B iS¢ezava. Na drugom kraju uvjet za i=N+1 kvantizira valni
broj:
M

(N+Dk,a=Mz tojest kK, :(N l)a
+

(5.9)

POKUS

Drugaciji rubni uvjet na krajevima proizveo bi i drugacije odnose u (5.9). Zgodno je
ustanoviti da sada imamo i eksplicitnu analiti¢ku formulu o odnosu amplituda susjednih masa
koje ucestvuju u titranju. Omjer amplituda titranja susjednih masa je omjer sinusa koji se u
fazi razlikuju za stalni razmak:



M

AY, =k,a=—— 7
MM N+

(5.10)
Graficki prikaz disperzijske relacije @(k) ((5.7a) nakon kvantizacije valnog brojak,, , danog
uvjetom (5.9), sastoji se od krivulje proporcionalne prvoj Cetvrtini sinusoide na kojoj se
nalaze diskretne vrijednosti ordinate krivulje dobivene presjecanjem sinusoide na mjestima
koja odgovaraju kvantiziranoj apscisi K,, . Da se radi samo o prvoj ¢etvrtini sinusoide jasno je
iz ¢injenice da u (5.9) karakteristi¢ni broj moda M ne moze dose¢i vrijednost N+1. Fizikalno
je to povezano s Cinjenicom da se sa zadanim rubnim uvjetom cvrstih krajeva izmedu tih
krajeva ne moZze napraviti stacionarno rjeSenje titranja s rasporedom trbuha guséim od
razmaka medu masama. Vrijedno je jo§ uo€iti ¢injenicu koju ¢emo uskoro 1 viSe razmatrati: i
za K, 1 za w,, postoje maksimalne vrijednosti!

Aproksimacija velikih valnih duljina:

: . . ... kya
Pretpostavlja se da je A9, =k, a<<1 ukojem sluéaju je sin—>=

L Kya
priblizno '; .
Tom pretpostavkom se disperzijska relacija (5.7) linearizira i pretvara u :

TO
ma
A to odgovara disperzijskoj relaciji dobivenoj pri transverzalnom titranju homogene Zice.
Longitudinalno titranje:

Dy =

K, (5.11)

Taj smo slucaj ve¢ vidjeli pa mozemo prepisati jednadzbu za i-tu masu (3.4) u modificiranom
obliku:

. K
Vi =H(Vli+l +yi —2y) (5.12)

To je zapravo gotovo identi¢no polaznoj jednadzbi (5.1), samo je sklop konstanti K u(5.12)
m

T, . . . .
preuzeo ulogu sklopa — iz (5.1). To znadi da se cijela procedura moze analogno provesti
ma

odnosno da je nova disperzijska relacija u longitudinalnom slucaju titranja:

o, :2\/%sin k“;a (5.13)

POKUS



5.3 Diferencijalna jednadzba za i-tu struju u LC prijenosnoj liniji serijski
povezanih zavojnica Cije spojeve presijecaju paralelno spojeni
kapacitori, te disperzijska relacija za tu konfiguraciju

Ako s Q, 1 Q, oznac¢imo naboje na lijevom i desnom kapacitoru medu kojima tece struja I,

— s

~ ‘ /. —
117 Jﬂ 7 S |
L_ ;
g = &) - + &
i |

i

dok svi kapacitori imaju kapacitet C a sve zavojnice imaju induktivitet L mozemo izreéi veze
medu njima:

_dQL =l -1 99, =l -1, (5.14)
dt dt
Primjenom Kirchoffovih pravila za centralnu petlju za i-tu struju slijedi:
dl.
Q_ 1 di (5.15)
C dt C
Deriviranjem (5.15) po vremenu uz koristenje (5.14) 1 sredivanjem nakon toga dobiva se:
i.i :%(Ii+l+li—l_2li) (5.16)
To je pak matematicki analogno ve¢ studiranoj relaciji (5.1) s time da je ulogu sklopa velicina
T 1 .. : . . .
—% preuzeo sklop: c Potpunom analogijom ponavlja se i procedura za disperzijsku
ma
relaciju:
2 . AY,
Wy = sin( ) (5.17)
"L 2

Jo$ kompliciraniju vezu izmedu kruzne frekvencije stacionarnog stanja i valnog broja
dobivamo ako se elasti¢na sila sastoji iz vise razli¢itih doprinosa.

5.4 Elasti¢no vezana njihala

Ostavlja se studentu da po¢ne s 2. Newtonovim zakonom pisati analogon jednadzbe (5.12) s

. . : 2K y o . . ..
time da ¢e se osim ——y; Clana sada tamo na¢i i1 dodatni ¢lan:—Qsin$, koji u
m

aproksimaciji malih kuteva/pomaka prelazi u —Igwi. Nakon provodenja ve¢ pokazane

procedure puta do disperzijske relacije dobit e se:

A
oy’ =g+4£sin2ﬂ

(5.18)
I m



Iako je ovo vrlo jednostavan primjer za rjeSavanje, u sadrzaju jednadzbe (5.18) su velike
posljedice. Naime iz (5.10) znamo da je valni broj k,, povezan sA$,, pa se time pojavljuje iu

(5.18). Dok u nedisperzivnim medijima K,, prati @,, linearno, pa i bez ogranicenja, u slucaju
elasti¢no vezanih njihala postoje jasne granice za proracuni A9, i K,,; grani¢ne vrijednosti

kruzne frekvencije ®,, * unutar kojih postoje moguénosti realnih vrijednosti za Ky Jjesu: %
. .. g 4K . .
kao donja granica i T + — kao gornja granica.
m

Ovo Ce se pokazati sudbonosnim za frekventne mogucnosti transporta signala du? medija i
biti dée narolito vaino u analognom slucaju transmisijske linije elektromagnetskog
valovoda.

Sve do sada bili smo zainteresirani za efekte u kojima se promatra titranja sve kompleksnijih
idealnih sustava no nismo razmatrali dva bitna realna aspekta koji su prisutni u titranju pa
onda i u transmisiji mehanickih, akustickih i elektromagnetskih signala. Pri titranju postoje i
gubici energije koji se daju elegantno tretirati ako se u mehanic¢kim titranjima radi o sili
otpora proporcionalnoj brzini . S druge strane da bi signal poceo putovati, potreban je izvor
titranja. Taj se dio matematickog opisa naziva prisilnim titranjem (gusenog) harmonic¢kog
oscilatora.



6. Prisilno titranje gusenog harmonic¢kog oscilatora

Uvjezbavajuci primjene 2. Newtonovog zakona u 1. semestru ovaj je problem ve¢ bio rijeSen.
Ve¢ nam je poznato da se titranje harmonickog oscilatora gusi u vremenu radi unutras$njeg
trenja (ohmskog otpora u slu¢aju LRC titrajnog kruga). I u mehanickom i u elektrickom
slu¢aju smo pokazali da ¢e oscilator jedne vlastite frekvencije ,,biti prisiljen titrati
frekvencijom vanjske sile (vanjskog napona u elektrickom slucaju) , no to novo titranje
prihvatit ¢e u stacionarnom smislu tek nakon odredenog vremena. Razradit ¢emo sada u
veéim potankostima taj efekt tranzicijskog vremena. Ponovit ¢emo i efekt rezonantnog
odziva harmonickog oscilatora za slucaj da prisila pogada frekvenciju kojom bi titrao
slobodni oscilator. Svi su ovi dodaci potrebni da bismo bolje razumjeli transmisiju realnih
signala. Nas$ se op¢i problem pise u standardnoj notaciji gusenog harmonickog oscilatora kao:

mit = —Kx —mT% + F(?) (6.1)

K je naravno konstanta opruge, mI" je konstanta proporcionalnosti izmedu sile trenja i brzine
a F(t)je periodicka sila koja djeluje na masu m. Uz standardnu vezu:

0=k (6.2)
m
Slijedi formulacija problema:
i+Tx+ o, _fO (6.3)
m

Za pocetak ¢emo razmotriti jednostavniju situaciju F(t)=0, jer nam ona daje ideju o vremenu u
kojem se vlastite oscilacije smiruju, $to ¢e pomoéi razumijevanju tranzicijskog vremena u
kojem vanjska sila preuzima kontrolu i namece svoj ritam titranja. Dodatni argument za
rjeSavanje jednadzbe bez vanjske prisile F(t) u (6.3) daje nam teorija linearnih nehomogenih
jednadzbi. Naime student moze lako provjeriti vazno svojstvo. Svakom se posebnom rjeSenju
nehomogene linearne jednadzbe moze dodati opée rjeSenje homogene jednadzbe i ponovno
dobiti rjeSenje nehomogene jednadzbe. Time se kompleksniji problem nalaZenja opceg
rjeSenja nechomogene jednadzbe svodi na (nama ve¢ poznato) odredivanje opceg rjesenja
homogene jednadZbe i nalazenje jednog partikularnog rjeSenja nehomogene jednadzbe.

6.1 Titranje slobodnog gusenog harmoni¢kog oscilatora

POKUS

Jednadzbu (6.3) smo u odsutnosti vanjske sile ve¢ tretirali u prvom semestru; za
diferencijalnu jednadzbu:

4T+ 0, °x=0 (6.4)

je jedna varijanta rjeSenja:

r
x, (1) = Ae * cos(w,t+ @) (6.5)

gdje indeks g podsje¢a da se radi o rjeSenju jednadZzbe slobodnog guSenog oscilatora.
Uvrstavanjem (6.5) u (6.4) moze se verificirati da je (6.5) doista rjeSenje (6.4) pri ¢emu su A i
@ integracijske konstante (odreduju se na primjer iz pocCetnih uvjeta kao Sto su pozicija 1
brzina u odredenom vremenu) a vrijedi i



0, =0, - 2 (6.6)
Takoder je vrijedno uociti vremensku konstantu :
1
T=— 6.7
T (6.7)

koja ocito prema (6.5) odreduje ritam guSenja oscilacija. Unutar ovog poglavlja pokazat ¢emo
da je 7 vrijeme u kojem energija oscilatora pada na — svoje pocetne vrijednosti. Zgodno je
e
integracijske konstante podesiti tako da poziciju i brzinu u t=0 mozemo direktno upisati u
rjesenje titranja (6.5). U tu svrhu piSemo rjeSenje u obliku:
r

x,(t)=¢ 2 (4, sinw,t + B, cos w,1) (6.8)

Veze novih 1 starih integracijskih konstanti dobivamo raspisivanjem (6.5) po adicijskom
teoremu i usporedbom s (6.8):

A, =—Asing B, = Acosg (6.9)

Odakle su kvadriranjem i zbrajanjem s jedne strane , te dijeljenjem (6.9) jasne i obratne
transformacije. Zelimo konstante u (6.8) izraziti preko podetnih uvjeta x,(0)ix,(0) to jest

polozaja 1 brzine oscilatora u t=0. UvrS§tavanjem u (6.8) t=0 imamo:

x,(0)=B, (6.10)
A deriviranjem (6.8) i ubacivanjem istog vremena slijedi:
. r
xg(O):—EBg+Aga)g (6.11)
Iz (6.11) 1 (6.10) dobivamo drugu konstantu:
. r
4, :w—[ xg(0)+5xg(0) ] (6.12)

g

Time smo u slucaju potkritickog gusenja
2
w,” >0 (6.13)

dobili rjesenje izrazeno pocetnim uvjetima u vrijeme t=0 kao:

x,()=e {xg (0)cosm,t+ {xg (0)+ %xg (0)} Sir;wgt} (6.14)

4
Cijom specijalizacijom u sluéaju kritickog gusenja,
w, =0 (6.16)

proucavanjem limesa nastalih s @, — 0 slijedi ponasanje:

r
—t

— 2
x,(H)=e

{xg (0)+ [xg (0)+ gxg (O)H (6.17)



Za nadkriti¢no gusenje:
0.’ <0 (6.18)
Slijedi iz opéeg oblika (6.8):

x, () = e {xg (O)chla, |t + {xg (0)+ gxg (0)} sHo, ‘t} (6.19)

|

Relacija je (6.19) dobivena i preko poznatih veza sinusa i kosinusa imaginarnih argumenata i
njihovih hiperbolnih ekvivalenata. U slucaju slabog guSenja mozZemo izraCunati ponasanje
energije sustava pod pretpostavkom da se tijekom jednog titraja amplituda titranja nije bitno
promijenila. Ova pretpostavka nam pomaze 1 da odredimo vrlo poznati i1 ¢esto upotrebljavani
Q faktor gusenog oscilatora.

6.2 Energija gusenog slobodnog oscilatora za malo gusenje.

Gore je opisan uvjet malog gusenja, a tijekom izvoda izraza za prosjecnu energiju vidjet ¢emo
direktno i mjesto na kojem se ta pretpostavka koristi. Izraz za energiju oscilatora dobivamo
pocevsi od zbroja njegovih trenutnih iznosa kineti¢ke 1 potencijalne energije:

E=Lmi?+ L1k ili ckvivalentno E = Lmi +Lmao,’x’ (6.20)
2 2 2 2

Ako za opis gibanja upotrijebim varijantu (6.8) deriviramo je po vremenu i kvadriramo
koordinatu i brzinu, te nakon toga izvr§imo uprosjecivanje po periodu titranja te koristimo

v . . ... . . 1 .
ginjenice da prosje¢ne vrijednosti sin’ i cos® po periodu iznose 5 dobit ¢emo:

| 1 1. 1 1 1 rt
<E>=_me i (Agza)gzE+Bg2wg25)+5mw02(EAg2 +53g2)e i (6.21)
Oznaka <E> predstavlja prosjecnu vrijednost energije tijekom jednog perioda titranja s
frekvencijom @, i dobivena je uz pretpostavku da je faktor e priblizno stalan tijekom
perioda! (To je pretpostavka slabog guSenja). Vidimo da energija ovakvog gusenog oscilatora,
kojeg ne tjera vanjska sila, opada u vremenu eksponencijalno gdje je 7 iz (6.7) u stru¢nom

rjecniku relaksacijsko vrijeme.(Kada god neki fizikalni fenomen trne eksponencijalno na
t

nadine © 7 je relaksacijska konstanta). Mozemo (6.12) opisati i s pokratom:

t

<E>=E,e * (6.22)

gdje smisao 1 vrijednost £, vidimo iz (6.21). To je energija oscilatora u vrijeme t=0.

E, = %m(a)gz +@,") (4, +B,”) (6.23)



6.3 Q faktor kvalitete guSsenog oscilatora.

Dio literature o titranju istice kombinaciju karakteristicnih vrijednosti oscilatora @, i I’
koja ima vrlo intuitivno znacenje:

@y
0= (6.24)

Pokazat ¢e se da ova kombinacija kruzne frekvencije oscilatora i konstante njegovog gusenja
pomaze boljem razumijevanju svojstava konkretnog oscilatora. Veli¢ina (6.24) je ocito
bezdimenzionalan broj. Nadalje uvrStenjem (6.24) , definicije Q faktora, u (6.6) izraz za
kruznu frekvenciju gusenog oscilatora imamo:

1
40?
Ako je Q velik u usporedbi s jedinicom , Sto je ispunjeno u brojnim uredajima u realnoj
upotrebi, w, = @, , tada se oblik ponaSanja amplitude guSenog oscilatora moze pisati i kao:

2 2
o, =, (1-

) (6.25)

oyt

x, (1) = de % cos(@,t + ) (6.26)
¢ime mozemo uociti da Q odreduje broj oscilacija kruzne frekvencijew, potreban da se
amplituda titranja smanji za faktor e . Prema (6.26) svaki vremenski period t~ £ se moze

@,

opisati i pomoc¢u n , gdje je n broj proteklih perioda. Time je amplitudu titranja moguce pisati
kao funkciju broja titraja:

nr

A(n) ~ de © (6.27)
Ocito da bi amplituda pala za faktor e potrebno je :
n~ Q (6.28)
V4

oscilacija. U dijelu literature o vibracijama posvecenom upravo situaciji sa slabim gusenjem,

cak se 1 poCetna diferencijalna jednadZzba (6.4) piSe u obliku:
i+ 20 x=0 (6.29)

Pri studiju rezonantnih fenomena dio literature upotrebljava upravo Q kao mjeru uskoce
rezonancije umjesto veli¢ine I koja ¢e se tamo inace prirodno pojaviti.



6.4 Prisilno titranje guSsenog harmonic¢kog oscilatora jedne frekvencije

U ovom dijelu poglavlja obavljamo analizu na relativno transparentnom slucaju odziva
oscilatora na djelovanje harmonijske sile jedne frekvencije. Poznavanje toga rjeSenja ima
dalekosezne posljedice. Naime , radi linearnosti diferencijalne jednadzbe problema, rjeSenja
razlicitih frekvencija se mogu superponirati ako se vanjska sila sastavlja superpozicijom sila
raznih frekvencija. To na primjer znaci da u slucaju svake periodicke prisile mozemo za tu
prisilu (radi periodi¢nosti) naciniti Fourierov razvoj. Znanjem rjeSavanja prisilnog titranja za
jednu frekvenciju znamo rjeSenje 1 za sve ¢lanove Fourierovog razvoja. Tako ¢e se ukupno
rjeSenje sastojati od Fourierove superpozicije rjeSenja za pojedine frekvencije s istim
koeficijentima s kojim je izgradena periodicka sila. Kako ne bismo upotrebljavali simboliku
linearnih diferencijalnih operatora pokazat ¢emo temelj gornje tvrdnje o superponiranju na
najjednostavnijoj situaciji. Pretpostavimo da poznajemo dva specijalna rjeSenja jednadzbi:

d’x dx F

dtzl +1"d—t1+a)02x1 =Z'cos(a)1t) (6.30)
d*x dx F

dt22 +F7t2+a)02x2 =jcos(a)2t) (6.31)

gdje je masa u oscilatoru, F-ovi su snage dviju sila: 112 a @, i ®, sukruzne frekvencije
djelovanja tih sila. Zbrajanjem jednadzbi (6.30) 1 (6.31) i grupiranjem posebno ¢lanova s istim
stupnjem deriviranja te uzimajuci u obzir da je derivacija sume jednaka sumi derivacija te da
operacija mnozenja brojem ima svojstvo distributivnosti u odnosu na zbrajanje, slijedi:

F F
+ @, (x, +x,) = —Lcos(w,t) + —=cos(w,t) (6.32)
m m

d,(x, sz) +Fd(xl +x,)
dt dt

JednadZba (6.32) pokazuje da je odgovor oscilatora na silu dobivenu superponiranjem sila

rjeSenje koje je rezultat superponiranja odgovora na te individualne sile! Tako se pitanje

rjeSavanja problema prisilnog titranja s periodickim oblikom prisile svodi na rjeSavanje

diferencijalne jednadzbe u kojoj prisila ima jednu frekvenciju.

Prije primjene matematickog algoritma moZemo formulirati fizikalna o¢ekivanja o ponaSanju

gusenog harmonickog oscilatora kojeg se prisiljava na titranje frekvencijom razli¢itom od
vlastite. U problemu su upletena tri aspekta istovremeno:

1) slobodni bi oscilator pokrenut titrao vlastitom frekvencijom @, .

2) Gusenje kroz parametar I" uklanja to titranje kako vrijeme tece.
3) Oscilator je prisiljen titrati frekvencijom vanjske prisile kako ¢emo sada objasniti.

Zapoc¢nimo stanjem u kojem je samo efekt 1) to jest jednom pokrenut oscilator titra zauvijek
frekvencijom ,. Ako sada uklju€imo 1 prisilu frekvencije , oscilator ¢e prihvatiti titrati i

njenom frekvencijom (to se lako potvrduje i1 inspekcijom nehomogene jednadzbe u kojoj
nema gusenja: rjeSenju homogene moze se pridodati rjeSenje nehomogene; svako titra svojom
frekvencijom). Konac¢no, uklju¢enje guSenja parametrom I', uklanja titranje frekvencijom o,

nakon dovoljno dugo vremena. Kako rjeSenje koje titra s@ preostaje nakon dugo vremena,
naziva ga se opravdano stacionarnim i obiljeZava indeksom S. To je jo§ viSe podrZano
¢injenicom da je to Specijalno rjesenje koje nam jedino treba da bismo preko opéeg rjesenja
homogene diferencijalne jednadzbe dodatkom specijalnog rjeSenja dobili opce rjeSenje
nehomogene diferencijalne jednadzbe.



POKUSI Demonstrira se pojava udara izmedu @ i @, .

Sada imamo razlog zaSto trazimo rjeSenje jednadzbe prisilnog titranja guSenog oscilatora koje
titra samo frekvencijom prisile @ :

F
X +Thg + @, xg = —cosat (6.33)
m

Postoje dvije notacije za rjeSenje:

xg = Acos(wt + @) (6.34)

Xy = asin ot +bcos wt (6.35)

Svaka od notacija ima svoje prednosti pri interpretaciji i obadvije ¢emo upotrebljavati.
Adicijski teorem za cos(wt + ¢) nam omogucuje uspostaviti veze medu konstantama:

a=-Asing b=Acosp A =a>+b tg¢=—% (6.36)

Ako poc¢nemo od notacije (6.35) nac¢inimo potrebne derivacije po vremenu i rezultate
uvrstimo u (6.33) te grupiramo ¢lanove uz sinus i kosinus, imat ¢emo:

sin wt(—aw* —bal +, a) +cos wt(~bo* + awl + w,’b— E) =0 (6.37)
m

Radi linearne nezavisnosti sinusa i1 kosinusa, faktori u zagradama moraju iS€ezavati pa se
e g . 2 .
dijeljenjem prvog faktora s @l a drugog s (®,” — @) dobiva:

2 2

a(@) —o7) h=0 (6.37a)
ol’
w, — m @, —

¢ijim zbrajanjem dobivamo najprije a, a onda i b:

PP — (6.38)
m(w, -0’ ) +I'"o

2 2

pf_ @ o (6.39)

m(w," —0*) +Tw’
Funkcionalna zavisnost koeficijenata o frekvenciji se 1 graficki prikazuje.
Koeficijent a ima karakeristicno zvonoliko ponasanje u blizini @,, dok b ima nultocku 1 oblik

jednog sinusnog titraja. Obadvije amplitude, medutim ostaju konacne i trnu izvan rezonantnog
podrucja. Fazni kut ¢ se preko (6.36) i izraza za amplitude (6.38) i (6.39) moze takoder

pratiti 1 graficki prikazati. U notaciji (6.34) on ima vrijednosti po¢evsi od 0 do — z. Takoder
je jasno da za male frekvencije pomak samo malo kasni za silom. U rezonanciji to kaSnjenje

dosiie% da bi na velikim frekvencijama to kaSnjenje dosegnulo =; to jest pomak je

suprotnog predznaka od sile.

POKUSI
Nizom matematickih njihala raznih frekvencija tjeranih s jednom wilustrira se gornje
rezultate. (Bartonovo njihalo)



Koeficijent a ¢esto se naziva apsorpcijskim ; koeficijent b ,pak, elasticnim dijelom ukupnog
rjeSenja problema. Porijeklo ovih naziva bit ¢e jasnije nakon $to ustanovimo kako se tro$i rad
vanjske sile tijekom jednog perioda titranja. Pogledat ¢emo prosjecnu snagu po titraju:

< P >=< F cos(wt)x4(t) > (6.40)

Nakon deriviranja 1 usrednjavanja uz poznate rezultate o srednjim vrijednostima kvadrata
harmonijskih funkcija slijedi:

< P>=%Faa) (6.41)

¢ime jasno pokazujemo da amplituda a odreduje iznos energije koju oscilator prima i za svoje
trenje troSi od vanjske sile. To je apsorpcijski dio karakteriziran apsorpcijskom amplitudom
a.. Amplituda b uopce ne sudjeluje u potrosnji. Opcenito takve procese, u kojima se ne trosi
energija zovemo elasticnim pa ¢e se u literaturi naci i odgovarajuc¢e ime za koeficijent b,
elasticna amplituda. U proucavanju slobodnog harmonic¢kog oscilatora smo naucili da je u
njemu ukupna mehanicka energija stalna. Kako nam (6.41) kaze, guseni harmonicki oscilator
prisiljen na titranje upija energiju. Ona se naravno tro$i na trenje . Dio opisa dinamike
prisilnih oscilacija u (6.33) koji poti¢e od trenja je —mI'x; sila trenja. Pokazat ¢emo sada da
snaga troSena na trenje upravo odgovara snazi koji je utrosila vanjska sila!

Prosjecna snaga sile trenja:
: 1
<Ptrenje>=< mlx i, =ml < (awcosat —bwsinwt)’ >=ml o’ (a’ + bz)a 6.42)

(a)o2 _ a)Z )2
a)ZFZ
Gdje smo pri izlu€ivanju a iz zagrade za omjer b i a koristili (6.38) 1 (6.39). Ako nadalje za a

koristimo jo§ jednom (6.38) dobit ¢emo

<P trenje>=%ml“a)2a2(1 + ) (6.43)

< Ptrenje >= %Fa)a (6.41a)

identi¢no izrazu (6.41).

Prosjecna energija tijekom perioda titranja:

< B >=< L ms? +lma)02x2 L l(a2 +bz)+lma)02 l(a2 +b%)
2 2 2 2 2 2 (6.44)
<E >:%m(a)2 +w,”)(a* +b?)

Dio koji je uz @’ je ¢lan kineti¢kog dijela a onaj uz a)02 ide kao potencijalna energija.
Radi rezonantnog dijela amplituda jasno je da i energija kao 1 amplitude ima rezonantni oblik.
Rezonancija i njena svojstva:

Zbog pojave razlike kvadrata kruznih frekvencija u nazivnicima izraza snage i energije sve
navedene veli¢ine imaju maksimum u podru¢ju u kojem o dosize w,. To je pojava

rezonancije: sustav 1 prisila su u takvom odnosu da je rezultat njihovog zajednickog
djelovanja u maksimumu ; dosize se rezonantna vrijednost. Ponasanje u rezonantnom dijelu
¢emo pazljivije razmotriti. Naime na njemu uc¢imo standardno izrazavanje u jeziku fizike za
pojave s maksimumima. Takvu pojavu je zgodno opisati kvantitativno pojmovima/brojevima.



Rezonantna (kruzna) frekvencija na kojoj se deSava fenomenw, se ne treba dalje

karakterizirati. Visina maksimuma je visina rezonancije. Sirinu maksimuma se opisuje
terminom puna Sirina na polovici visine ( Full Width at the Half Maximum-FWHM). Krasan
je rezultat da je ta veli¢ina u slucaju gornje rezonancije upravo I'. Krenut ¢emo od rezultata
(6.41) koji daje po periodu usrednjenu vrijednost snage potroSene od vanjske prisile i uvrstiti

eksplicitni izraz za amplitudu a (6.38)

1 . F Tw e’
<P>=_-Fo— 2 232 2 2 :PO 2 242 2 2 (6.45)
2 m(w, -0 ) +Tw (w,” —0*) +T" 0

gdje je P, snaga na ®=w®,. Da bismo nasli FWHM ocito treba na¢i tocke na kojima
rezonantni faktor uz P, u (6.45) padne na vrijednost 0.5 :
e’

1
(0, —0*) +T*0* 2

(6.46)

Rjesavanjem gornje bikvadratne jednadzbe za kruznu frekvenciju dobivaju se dvije fizikalno
prihvatljive vrijednosti za kruznu frekvenciju:

r /rz r /r2
a)vlfa:E—l_ T‘i‘a)oz a)niz“a:_a—'_ T+C{)02 (647)

Ocito je FWHM, puna Sirina rezonancije na mjestima na kojima vrijednosti padaju na
polovicu (razlika frekvencija iz (6.47) ), upravo I'. U jeziku faktora kvalitete ta je Sirina

1)
Aop=T=2 6.48
10} 0 ( )

Imamo i drugu vaznu relaciju koja povezuje Sirinu rezonancije s relaksacijskim vremenom
neprisiljenog oscilatora 7 preko (6.7)

Aw=T = 1 to jest: Awt =1 (6.49)
T

Ova relacija ima u kvantnoj fizici ogromnu vaznost, njen analogon reflektira neodredenosti u
energiji 1 neodredenost u trajanju koje su povezane na upravo analogan nacin.

Diskusija relativne tezine amplituda titranja

Pokazuje se da izvan podrucja rezonancije dominira amplituda b, elasti¢ni doprinos. Naime
omjer b i a mozZe se procijeniti preko njihovog omjera na¢injenog prema (6.38) 1 (6.39):
b (0,-w) o, +w

Z - 6.50
a I 0] ( )

Za velike vrijednosti @ dominira lijevi faktor (desni je reda veli¢ine 1) a slican je i rezultat za
male vrijednosti @ . ElastiCan doprinos u rezonantnom podrucju prolazi kroz nulu; jasno je da
mu je samo u tom podruc¢ju uloga malena!

Alternativni oblik rezonantnog nazivnika

U rezonantnom podrucju se @kreée u blizini vrijednosti @, pa se rezonantni nazivnik u
(6.45)



.. o 1 ) .
moze pisati aproksimativno: 4a)o2 {(a)o —w)’ + ZFZ} ¢ime se za desni faktor u (6.45)

dobiva novi analiti¢ki oblik

<P>:PO 4 (6.51)

Fz
(@, — a))z +T

U nuklearnoj fizici je to poznati Breit-Wignerov oblik rezonancije za udarni presjek
nuklearnih reakcija.

6.5 Prijelazne pojave (tranzicijski fenomeni; tranzijenti) kod prisilnog
titranja gusenog harmonic¢kog oscilatora.

Do sada smo egzaktno obradili ponaSanje jednostavnog (slobodnog) harmonickog titranja
ukljucujuéi 1 pocetne uvjete. Pocetne smo uvjete eksplicitno ukljucili 1 u izraz za titranje
guSenog oscilatora. Sada ¢emo proci kroz nekoliko tipicnih situacija prisilnog titranja guSenog
oscilatora s jednostavnim pocetnim uvjetom za pomak x: x(0)=0 1 x(0) =0. Dakle tijelo

pocetno miruje u ravnoteznom polozaju. Zanima nas prijelazno ponasanje dok ne dode u
svoje stacionarno stanje. Otprije je jasno da se superponiraju rjeSenje homogene jednadzbe
(guseni oscilator) i stacionarno (ili specijalno) rjesenje nehomogene jednadzbe:

x(t) = asinwt + bcos wt + e (4, sinw,t+ B, cosw,t) (6.52)
U izrazu (6.52) treba uociti da postoje samo neodredene integracijske konstante u guSenom
dijelu rjeSenja dok su konstante stacionarnog rjesenja odredene s (6.38) 1 (6.39).
Iz uvjeta x(0)=0 slijedi:
b+B,=0 B, =-b (6.53)

a iz pocetnog mirovanja x(0) =0
r
aa)—EBg +4,0, =0 (6.54)
Sto daje:

A =L(—aa)—b£) (6.55)
0] 2

g
4

S (6.53) i (6.55) imamo egzaktno rjeSenje titranja guSenog oscilatora s prisilom koja
ukljucuje pocetne uvjete nultog polozaja i brzine. Medutim , ve¢ iz (6.52) mozemo naciniti
zakljucke o kvalitativnom izgledu opceg rjesenja.
1) Slucaj bez gusenja. U (6.52) imamo superpoziciju dva titranja frekvencija titranja
frekvencija @ i ,, $to vodi na poznati slu¢aj udara.
i) Postojanje slabog guSenja i frekvencije wbliske ®,. Tada je u tranzicijskom

vremenu prisutan fenomen udara , koji se u vremenu gubi da bi prevladalo
stacionarno stanje.



iii)

Situacija s guSenjem ali @ = @, . Tada u rezonantnom podru¢ju dominira a dok iz

(6.49) vidimo da je 4, = a, ¢ime (6.52) poprima oblik:
r
x(t)=(~1-e 2t)xs. To zna¢i da umjesto faktora guSenja imamo faktor koji

postepeno dozvoljava sve vece amplitude kona¢nog stacionarnog titranja.
Vrijedno je jo§ uociti situaciju rezonancije u limesu iS¢ezavajuceg guSenja blizu
rezonancije I' >0 @®—>®,. U toj situaciji amplitude titranja odlaze u

beskonacnost. Primjer tog ponasSanja je ¢uveni raspad Tacoma mosta koji se raspao
kada je titranje dosegnulo vlastitu frekvenciju mosta.

POKUSI
Prisilne oscilacije rade se s raznim frekvencijama radi opaZanja raznih tranzijenata.

(Pogon prisile je rotacija elektromotora varijabilne frekvencije koji se Stapicem
povezanim s oprugom pretvara u sinusoidalni pogon)



7. Prisilno titranje sustava s dva i viSe stupnjeva slobode

U naSem napredovanju prema cjelokupnoj slici koja ukljucuje: izvor emisije ( u mehani¢kom
sluc¢aju silu koja djeluje na bar jedan element slozenog sustava) , medudjelovanje dijelova
sustava 1 objekt ¢ije rezultantno ponaSanje proucavamo , sada smo spremni pogledati u¢inak
prisile na dio sustava koji s prisilom nije u direktnom kontaktu. Naucit ¢emo razlikovati dva
bitno razliéita faktora koji oslabljuju napredovanje utjecaja prisile na objekt unutar sloZzenog

Pri proucavanju prisilnog titranja jednostavnog harmonic¢kog oscilatora naucili smo da
guSenje (na primjer nadkriti¢cno) moze kompletno eliminirati titranje. Kod transmisijskih
medija (onih koji dopustaju propagaciju/Sirenje titranja) ovaj faktor nije velik. S druge strane,
kada smo studirali disperzijsku relaciju za sustav vezanih njihala nas$ je rezultat pokazao da
su vrijednosti frekvencija titranja, koje se mogu uspostaviti na sustavu, u prostornom smislu
na oscilatoran nacin, ograni¢ene. Vidi na primjer disperzijsku relaciju (5.17). Frekvencije
dozvoljenih titranja nalazile se u pojasu izmedu o . i @ Fizikalno znacenje tog

maks *
rezultata mozemo sada posebno istaknuti: odredenim sustavom , ¢ak ako u njemu ne postoje
gubici energije (na primjer trenjem),nisu dozvoljena Sirenja signala sviju frekvencija ; postoje
frekvencijski pojasevi za transmisiju. Izvan tih pojasa Sirenje titranja nije dozvoljeno.
Razmotrit ¢emo sada relativno jednostavan model gusenog titranja dvije povezane mase od
kojih na jednu djeluje i vanjska harmonicka sila kruzne frekvencije w .

7.1 Prisilno titranje sustava od dvije mase povezane trima oprugama uz
prisutnost trenja

Prosirimo razmatranje sustava opisanog s (2.5) i (2.6) koji opisuje dvije mase povezane s tri
opruge bez trenja na realniju situaciju u kojoj postoji i trenje masa (na primjer s podlogom).

\¥ q r"t L ‘ .l 7
g ey \
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Dodatno na tijelo (1) djeluje 1 harmonicka sila. Fcos ot . Tada su vezane jednadzbe gibanja:
my/, ==2ky, —ml'y, +ky, + Fcoswt (7.1)
myr, = 2ky, —ml'y, +ky, (7.2)
Uvodenjem novih koordinata:
v, Ty, Vi—¥,
== , =—" 7.3
7 2 Wi > (7.3)
nakon najprije zbrajanja a potom odbijanja relacija (7.1) 1 (7.2) upotrebom (7.3) dobivamo:
v, +Ty, + a)l.zt//,. = icos wt (7.4)
2m
., . 2 F
W +ly, +o, v, =_—cosat (7.5)
2m

gdje su vrijednosti kruznih frekvencija identi¢cne onima u (2.7a) i (2.7a) . Dobili smo da i
teziSte 1 razmak medu masama dozivljavaju prisilno titranje uz prisutnost gusenja s time da



rezonantni efekti nastupaju na razli¢itim frekvencijama za razlicite stupnjeve slobode (i) i
(i1). Posebna titranja pojedinih masa imamo obratnim transformacijama:

V=V, TV, Vo=V, V¥, (7.6)
Posebna rjesenja jednadzbi (7.4) i (7.5) koja se realiziraju nakon dugog vremena titranja
mozemo razdijeliti u apsorpcijski dio s indeksom a i elasticni dio koji smo ve¢ prije
karakterizirali s indeksom b.
W, =a,sinwt +b, cos wt (7.7)
v, =a,;sinot+b, coswt (7.8)
pri ¢emu su koeficijenti u gornjim relacijama analogoni onima iz prethodnog poglavlja pri
prisilnim oscilacijama guSenog titranja:

F r F -’

@ =7 az) b =——— a)lz 2(0 2 2 (7.9)
2m (a),z—a)z) +Te’ 2m (0] ~0°) +Mo
F r F -0’

a; =5 a; by =-—— a)uz 260 2 2 (7.10)
2m (m?_af) +T2w? 2m (0, -0’ ) +I"w

Poucno je upoznati se s grafovima apsorpcijske i elasticne amplitude kako za titranje tezista i
razmaka masa, tako i za amplitude titranja pojedinih masa:

AWFL{‘ILMQ!Q ‘MA[KM(«'{Q Fojed/kmlx\ Wang 4 A 2
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Koeficijenti @, i b, odnose se na titranje prve mase a koeficijenti a, i b, na titranje druge

mase. Signifikantno je uociti da u podrucju prve rezonancije (i) tijela titraju simultano u fazi.
U slucaju druge rezonancije (ii) drugo tijelo je u protufazi. Takoder je amplituda titranja
drugog tijela reducirana u odnosu na prvo tijelo. Postoji obilje primjera sustava dva, u
prilicnoj mjeri elasti€éno povezana, oscilatora koji imaju dvije rezonantne frekvencije. Ovdje
isticemo kao kuriozitet (neoCekivani slucaj) Wilberforce-ovo njihalo. Ono se sastoji od
elasticne spiralne opruge koja svojom gradom omogucuje i longitudinalno titranje i rotaciju
tijela pricvrséenog za kraj opruge kao oblik torzijskog titranja. Varijacijom frekvencije koja
prisiljava Wilberforce-ovo njihalo na titranje moZemo dobiti dominantno longitudinalne a za
drugu rezonantnu frekvenciju dominantno torzijske titraje. Uskoro ¢emo u analizu ukljuciti i
prisilno titranje dva LC kruga sa sli¢énim rezultatom. Jasno se vidi kako sustav propusta neke
frekvencije lakSe dok su druge na kraju sustava bitno atenuirane (oslabljene). Tako nam gornji
sustav daje prvu naznaku moguc¢nosti filtriranja podrucja frekvencija titranja koje mogu proci
sustavom . Obratimo paznju na stacionarne amplitude koje se uspostavljaju nakon dovoljno
dugo vremena. Ako trenje nije preveliko, tada su apsorpcijske amplitude, osim na
rezonantnim frekvencijama vrlo male. U sustavu (7.9) i (7.10) preostaju samo desni ¢lanovi.
Ako prema (7.6) nacinimo u toj aproksimaciji omjer amplituda prakticki elasti¢nih titranja,
dobivamo:

Vo, V.~V L F 1 : . F 1
“E=t L quzy, = iy, = —————
v, WY, 2m o, - 2m o, - o
slijedi:
1 1
0 -0} o] o o, -’
Y2 . % i =0 (7.11)
v, 1 " 1 ;; +Cl)i 2w
2 2 2 2

Razmatranjem podrucja frekvencija ispod rezonantnog (to jest onog u kojem je
zanemariv), jasna je dominacija amplitude prvog oscilatora, y,. Ako je pak frekvencija

prisile mnogo veca od rezonantnih ocita je ponovna dominacija amplitude titranja prvog
oscilatora. Jasno je dakle da usprkos malim gubicima na trenje (mali I") kroz sistem bez
mnogo atenuacije (oslabljenja) prolaze frekvencije prisile koje se nalaze izmedu vlastitih
frekvencija sustava.

POKUSI

Demonstrira se na sustavu dviju masa s tri opruge odnose amplituda za razne
frekvencije

Fenomen filtriranja mehanickih vibracija nema tako mnogo dnevnih upotreba, iako one mogu
biti vazne kad na primjer neki osjetljivi uredaj zelimo zastiti od tresnje u nekom podrucju
frekvencija bez da to ¢inimo guSenjem oscilacija. S druge strane u upotrebi elektromagnetskih
fenomena pa 1 u optici filtriranje (propustanje samo pojasa frekvencija) je vrlo vazan
fenomen. Kasnije ¢e studenti upoznati elektromagnetske valovode koji se mogu konstruirati
tako da njima mogu prolaziti samo vrlo specijalni nacini titranja. U ovom trenutku izabrat
¢emo puni analogon mehanickom titrajnom sustavu dva oscilatora 1 dobiti identiCan izraz za
omjer amplituda kao u (7.11).



7.2 Prisilno titranje elektromagnetskog sustava s tri kapacitora i dvije
zavojnice.

Na izmjeni¢ni napon serijski su prikljuceni najprije L i C, zatim se linija grana na jos jedan L
1 C priljucak u seriji; u tocki grananja je jos paralelni prikljucak jednog C.

LA N Lo
YTV |0 ‘L'“y
L .ﬁl .‘ 3
L v, | T&? ._-l—f-’? %
(‘a‘) : C__:- v"""_”
1 | - C

Uosina)t—Lﬂ—%—gzo (7.12)
da C C
A za drugi krug:
g—L&—&:O (7.13)
C d C

Deriviranjem obadva izraza po vremenu (to je razlog zasto smo prisilu oblikovali iznimno
preko sinusne zavisnosti) te uvrstavanje ocitih relacija (7.14)

a9, 4 40 (7.14)
dt dt dt
Sustav vezanih jednadzbi (7.12) , (7.13) prelazi u sustav:

d*r 20, I,

I, =

=+ @Uy cos ot (7.15)
dt LC LC L
d’I, _ 21, A
dt LC LC
Usporedbom sa slobodnim sustavom dvije mase s tri opruge bez trenja i bez prisile vidimo da
je matematicka analogija popuna; sada ¢e vlastite frekvencije biti:

2 1 2 3
w;, =—= w; ==
LC LC
gdje prva frekvencija odgovara titranju dviju struja u fazi a druga frekvencija u protufazi. S

druge strane usporedba s tretmanom istog sustava proSirenog guSenjem i1 harmonijskom
prisilom (7.1) i (7.2) ponovno uo¢avamo potpunu analogiju.

(7.16)

(7.17)

To znali da se 1 diskusija omjera strujnih amplituda moZe potpuno preuzeti. UvrStenjem
konkretnih vrijednosti vlastitih frekvencija (7.17) u ve¢ pripremljeni omjer (7.11) dobivamo:

2o LC ! (7.18)



Potiskivanje titranja druge struje, narocito za velike vrijednosti frekvencije titranjaw, je ocito.
Da smo u prou¢avanom krugu umjesto uzbude sinusoidalne vrste dodali transformatorsku
vezu izvora titranja i da su krajevi transformatora snabdjeveni diodama koje propustaju struju
u samo jednom smjeru te da smo sredinu transformatorskog sekundara uzeli kao povratnu
granu naSeg prijasnjeg sustava imali bismo principijelnu shemu pretvaraa izmjeni¢nog u
istosmjerni napon. Naime dodani transformator s diodama osigurava ispravljanje struje u
jedan smjer, no ona jos uvijek titra. Ako se medutim u (7.17) odabere dobar odnos frekvencije
titranja 1 LC vrijednosti izlazna struja koja titra bit ¢e vrlo slaba, dok ¢e napon biti ispravljen u
jedan smjer.

7.3 Filtriranje sustavom oscilatora:

Kao S$to je spomenuto u uvodu , sustav s viSe vezanih oscilatora u svojim disperzijskim
relacijama moze imati ugradene najnizu i najvisu frekvenciju svojstvenog titranja. U pravilu,
pri titranju najviSom frekvencijom njegovi konstituenti titraju sa suprotnim fazama. Kako je
to, prostorno gledajuci, najguséi moguci oblik periodi¢nosti u kojem sudjeluju konstituenti
vise frekvencije bi zahtijevale prostorno gusée pakirane prostorne rasporede no oni se
zadanim geometrijskim rasporedom konstituanata ne mogu realizirati. Stoga sustav nema
mogucnost periodickog titranja frekvencijom viSom od grani¢ne ¢iji bi raspored u prostoru
bio sinusoidalan. Disperzijske relacije oblika (5.7a) 1 (5.17) jednostavno postavljaju
ogranicenja na realne frekvencije koje se mogu formirati kao stojni valovi. Izvan toga
frekvencijskog podruc¢ja nema titranja koje bi konstituenti izmedu sebe mogli ,,rezonantno*
prenositi jedan na drugog. Dobra intuitivna poruka o tome $to se mora dogadati kada
frekvencijom prisile izidemo izvan granica disperzijskih relacija vidi se na primjeru prisilnog
titranja dva objekta s koja proizlazi iz relacija (7.11) i/ili (7.17). Omjer amplituda titranja
drugog oscilatora prema prvom , izvan podrucja [a)i,a)ﬁ] , je po iznosu manji od jedinice.
Odmabh je jasno da isti zaklju¢ak mora vrijediti 1 u sloZenijim sustavima; uvijek se prethodni
oscilator moze razumjeti kao prisila koja diktira ponasanje sljedbenika. Ocito da u tom
podrucju frekvencija amplitude sukcesivnih oscilatora padaju. Time nas se priprema na
prostorni raspored amplituda koji duz sustava ne ¢e vise biti cikli¢an nago trnu¢i. Stoga je
transport prisilnih oscilacija kroz sustav oscilatora ogranicen frekvencijama iz disperzijskih
relacija.

POKUSI

Demonstrira se na valostroju atenuacija amplituda izvan podrucja granicnih
frekvencija.

Ispod donje grani¢ne frekvencije, kako ¢e biti kasnije teorijski obrazloZzeno amplitude titranja
eksponencijalno u prostoru padaju. Izmedu donje i gornje grani¢ne frekvencije moguce je
ostvariti stojne valove. Iznad gornje grani¢ne frekvencije amplitude ne samo da padaju
eksponencijalno nego i alterniraju u predznaku!

Isto tako( iako je slijedeca tvrdnja joS nedokazana, mi ¢emo pokazati da je istinita.), svako se
stacionarno rjeSenje (stojni val) moze prikazati kao superpozicija dva putujuéa vala suprotnih
smjerova po mediju. Znaci, prisilno titranje jednog kraja medija koje svojim rasporedom
amplituda po prostoru (to jest svojom frekvencijom) jest u skladu sa svojstvima medija, moc¢i
¢e se kauzalno (uzrocno-posljedi¢no) pronositi medijem.



7.4 Klein-Gordonova jednadzba; inspiracija za opis dinamike izvan
frekvencijskog pojasa disperzijskih relacija

Kao 1 pri traZenju prostornog opisa amplituda unutar dozvoljenog pojasa disperzijskih relacija
pogledat ¢emo $to moZemo nauciti iz ponasanja kontinuuma kad izidemo izvan tog podrucja.
Pogledajmo jo§ jednom prijelaz s diskretne na kontinuiranu jednadZbu titranja:

2
na—x , v () wxt) 1/'},1—)% (7.19)
2
Vo > W+ an) =y +a 0D L2 OVE6D | (7.20)
ox 2 ox
2
¥, —)1//(x—a,t)=1//(x,t)—aM+la2m+... (7.21)

Ox 2 ox’
Ako bismo poceli s jednadZbom gibanja poput one (5.12) za n-to tijelo u nizu oscilatora i
ukljucili u (5.12) i titranje n-tog tijela kao njihala koje bi u (5.12) na desnoj strani doprinijelo

term — %t//n , imali bismo:

.. K
l//n = _§W)z +;(‘/jn+l +Wn—l _2l//n) (722)

Uvrstenjem sustava (7.19), (7.20) 1 (7.21) u (7.22) dobivamo:

0w (x,t) 2 Ka® 0*y(x,t)
— = =—-@ M)+ ——————= 7.23
51‘2 0 W('x ) m axz ( )

gdje je a)02 =g/l dobili smo Klein-Gordonovu jednadzbu koja opisuje titranje kontinuuma ,

koji uz vlastiti elasticitet ima u svakoj tocki ugradenu dodatnu povratnu silu. U ovom slucaju
to je gravitacijska. Potrazimo li stacionarno stanje titranja frekvencije @ ( kojom bi na primjer
prisila mogla tjerati pocetak sustava) to jest pretpostavimo:

v (x,t) = A(x)cos(wt + @) (7.24)
dobiti ¢emo:
d’A(x) m 2
o = Xa (@, —®”)A(x) (7.25)

Ova jednadba koincidira s nama poznatom vrstom tako dugo dok je @’ >w,” jer se
jednadzba moze odgovaraju¢im supstitucijama pisati kao:

d* A(x)

2
X

+k*A(x)=0 (7.26)

Sto nas vodi na nama poznatu prostornu sinusoidalnu ili kosinusoidalnu raspodjelu amplituda
kakvu imamo unutar granica disperzijskih relacija. Medutim, ako je odnos frekvencija

suprotan, to jest @” < a)oz, tada (7.23) poprima oblik:
d* A(x)

2
X

— k2 A(x) =0 (7.27)



KX

¢ija su rjeSenja proporcionalna s e i/ili e*. U neograni¢enim sustavima realno je samo

eksponencijalno trnjenje; rjeSenje s negativnim eksponentom. Kada fizikalna veli¢ina ima
takav u prostoru trnuci oblik, definira se atenuacijska duljina o .

Sk =1 (7.27)

s oc¢itim fizikalnim znacenjem da na taj udaljenosti eksponencijalna funkcija pada na 1/e
svoje vrijednosti. Podruc¢je s opadaju¢om amplitudom titranja jo$ se naziva i reaktivnim
podru¢jem. Definicije k ix su ocite iz usporedbi jednadzbi (7.25) 1 (7.26) te (7.25) 1 (7.27)
respektivno. Stoga za Klein-Gordonovu jednadzbu mozemo pomocu njih napisati disperzijske
relacije:

Ka?
o’ =w, + k* 7.29
;e (7.29)
2
PRI S CpE (7.30)
m

7.5 Sastavljanje zajednic¢kog rjeSenja oscilatornih i trnuéih titranja Klein-
Gordonove jednadzbe

Za mnoge je primjene , a posebno u kvantnoj fizici poucno razmotriti situaciju u kojoj a)o2
dozivljava skok a trazi se vremenski oscilirajuée rjeSenje za titranje u cijelom sustavu.
Razlikujemo dakle dva podrugja: x<0i @’ — a)02 >0 te podrugje : x>0 i @’ —a)02 <0 . Do
pozitivnih vrijednosti x imamo oscilatorno ponasanje a iza toga prostorni raspored amplituda
trne. Imamo dakle:

x <0—>4,(x) = Asinkx + Bcos kx (7.31)

x>0->4,(x)=Ce™ (7.32)
Na spoju x=0 ocekujemo neprekinutost i funkcije A(x) 1 njezine prve derivacije. Ovo svojstvo

¢e se Cesto 1 na identi¢an nacin iskoriStavati u kvantnoj fizici. Prvi zahtjev primijenjen na x=0
rezultira u

B=C (7.33)

A drugi , poslije deriviranja po x daje:

kd=-xC  odnosno A= —%c (7.34)
Tako prihvac¢anjem (7.32) kao rjeSenja koje daje ponasanje u pozitivnom dijelu x , u
preostalom dijelu je prostorni raspored amplituda oscilatoran :

x<0—>4,(x)=C(coskx —%sin kx) (7.31a)

KOMENTAR

Analogoni ove situacije u kojoj se s oscilatornog prelazi na trnu¢e ponasanje su vrlo rasireni u
fizici. U optici to su na primjer prijelazi medu sredstvima razliCitog indeksa loma, a u
kvantnoj fizici tim mehanizmom nastaju vezana stanja. Naime, prostorno osciliranje drzi
titranje pri istom intenzitetu fenomena. Trnjenje implicira postepeno gubljenje fenomena.
Cestica zarobljena u potencijalu nema izgleda iziéi iz potencijalne jame bez dovoljno energije
1 giba se unutar njega (kvantno-mehanicki njezina valna funkcija oscilatorno titra u
prostornom dijelu). Eksponencijalni pad amplitude reprezentira trnjenje vjerojatnosti da je u



tom podruc¢ju nademo. Tu je i indikacija bitne razlike klasi¢nog i kvantnog ponaSanja. Postoji
vjerojatnost da se objekt nalazi i u domeni klasi¢no zabranjenoj zakonima energije, ali ta se
vjerojatnost smanjuje to jace Sto je povreda zakona energije veca!!!

7.6 Opéa analiza sustava elasticho povezanih oscilatora, koji su
nezavisno o medusobnoj vezi dodatno elasticho povezani sa svojim
ravnoteznim polozajem

Napomena: u gornjem slucaju jedan od jednostavnih modela je model vezanih njihala, no
istom formalizmu podlijeze i1 sluc¢aj u kojem bismo svakom tijelu dodali i oprugu koja ga
harmonicki veze uz ravnotezni polozaj uz ve¢ postojece opruge medu tijelima. U obadva od
ovih slucajeva jednadzba gibanja n-tog tijela jest:

. K
V==V, 4 — W+, = 20,) (7.35)

U (7.35) su oznake: K je jedinstvena konstanta za sve opruge koje povezuju susjedna tijela, m
je masa individualnog tijela, a)oz je kvadrat kruzne frekvencije za elasti¢nu silu koja nezavisno
veze tijelo za ravnotezni polozaj. U slucaju vezanih njihala to je g/l . U slu¢aju dodatne

elasti¢ne sile - K, ,. v toje K, .../ m.Sada ponovno trazimo stacionarna rjeSenja oblika
v, (t)=A, coswt (7.36)
Nakon uvrstenja (7.36) u (7.35) uz deriviranje i kra¢enje vremenske zavisnosti imamo:
A,.,+4
o =w, +£(1 — Dl - Pty (7.37)
m 24,

Sada se uspjesno dobivanje stacionarnog titranja svodi na pogadanje dobrog analitickog opisa
razlomka u okrugloj zagradi jednadzbe (7.37).

7.6.1 Oscilatorno ponasanje prostorne raspodjele amplituda
Najprije mozemo ponoviti i pro$iriti nase razmatranje situacije s disperzivnim podrucjem
pretpostavljajuci:

A, = Asinkna + B coskna (7.37)

k je kao 1 prije valni broj titranja; razmak medu oscilatorima je a. Ako izraze za A4,,,i A4, ,

prema (7.39) napiSemo i na razdijeljene argumente knatka funkcija sinusa i kosinusa
primijenimo adicione teoreme dobiti ¢emo nakon sredivanja:

o’ =w, +£(l — coska) (7.39)
m

NAPOMENA: kako su sinusoidalna i kosinusna ovisnost lako prilagodljive suprotnim rubnim
uvjetima (Cvrstog 1 slobodnog kraja), (7.40) zapravo dokazuje da je analiticka forma
disperzijske relacije neovisna o rubnim uvjetima!!! Rubni uvjeti ¢e samo odrediti na kojim
diskretnim vrijednostima valnog broja k, treba uzeti vrijednost (kruzne) frekvencije u skladu

s op¢im izrazom (7.40) to jest disperzijskom relacijom. S druge strane nacin diskretizacije
valnog broja zavisi o rubnim uvjetima!!!



7.6.2 Eksponencijalno trnjenje ili poveéanje prostorne raspodjele
amplituda

Inspirirani (potaknuti) idejom gasenja prostorne raspodjele ili njenog povecéanja kao u Klein-
Gordonovoj jednadZbi pretpostavimo:

A, = Ae™ + Be™ (7.40)

Tada razlomak iz zagrade u (7.37) poprima oblik:

A A
n+l + n—1 — 1 (Ae—mae—m +Bemaem + Ae—maem +Bemaem) —
24, 24
1
=——(Ae™ + Be™)(e™ +e™) = 7.41
Y ( X ) (7.41)

n

Prva zagrada gore je prema (7.41) upravo A, a druga uz faktor % ispred zagrade daje chxa

tako da je kona¢na forma za cijeli (7.41)
=chka (7.42)
Time za pretpostavljene eksponencijalne zavisnosti (7.40) imamo novu disperzijsku formu:

4K sh? 2

o’ =, + 25(1—chm) =0, —— (7.43)
m m 2



7.6.3 Eksponencijalno ponasanje s alterniranjem predznaka za susjedne
oscilatore

Ve¢ smo kod sustava dva prisilno tjerana oscilatora vidjeli da se iznad gornje vlastite
frekvencije slobodnog titranja dva tijela ponasSaju protufazno. Stoga se pretpostavka (7.41)
moze prirodno pro§iriti i na na oblik:

A, =(=D"(Ae™™ + 4e™) (7.44)
Sada postupkom koji je kopija onog kojim smo i8li od (7.41) do (7.43) dobivamo novi
rezultat:

4K hzﬂ

0’ = w, +£(1+chm) =0, +—c (7.45)
m m

Uputno je graficki pokazati graficki meduovisnosti frekvencije 1 valnog broja:
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Takoder je dobro upoznati prostorne rasporede amplituda stacionarnog titranja y, kao
funkcije polozaja (ovisnosti o n).
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Upoznati s gornjim prostornim raspodjelama amplituda titranja lako ¢emo prihvatiti da se
putuju¢i harmonijski valovi, koji su u sustini vremenski zavisna translacija prostorne
sinusoidalno-kosinusiodalne raspodjele, S$ire isklju€ivo izmedu granica odredenih
disperzijskim relacijama. U podru¢jima izvan tih frekvencija translacija stacionarnog rjeSenja
ne moze rezultirati putuju¢im oscilatornim valom.



8. Putujuéi valovi

Oscilatorni fenomen koji se u vremenu Siri medijem nosec¢i impuls i energiju ¢esto ¢emo
nazivati putuju¢im valom. Da bi val po€eo svoje Sirenje po mediju, koji moze imati od jedne
do sve tri dimenzije, potreban je izvor koji generira (stvara) titranje. Ako je trenje zanemarivo,
putyjué¢i val u jednoj dimenziji ne ¢e gubiti energiju; ako je dozvoljen disperzijskim
relacijama, njegova ¢e amplituda biti stalna. U vise dimenzija u sliénim uvjetima amplituda
moze opadati tijekom Sirenja vala.

8.1 Putujuc¢i mehani¢ki harmonicki val u jednodimenzionalnom modelu
sa faznom brzinom neovisnom o frekvenciji

Mozemo se podsjetiti valne jednadzbe kakvu smo izveli za transverzalna i1 longitudinalna
titranja : (4.2) 1 (4.6) za navedeni slu¢aj koju je ovdje dobro ponoviti:
Iyt 1 'p(xb)
2 2 ;=0
OX v ot
Lako se mozemo uvjeriti parcijalnim deriviranjem po vremenu i po prostornoj koordinati da
izraz :

(8.1)

w(X,t) = Acos(kx — at) (8.2)

zadovoljava valnu jednadzbu (4.2) pod uvjetom da su ki @ povezani relacijom (4.14) koju
¢emo ovdje takoder ponoviti:

@
Vv = (8.3)

Treba pazljivo razumjeti $to rjeSenje (8.2) sve opisuje. Za odredeni vremenski trenutak na
primjer t=0 to je beskonacna kosinusna funkcija. No kako vrijeme teCe ona se pomice
brzinom v prema veéim vrijednostima argumenta x . To lako potvrdujemo opazanjem da se
ista vrijednost kosinusne funkcije nalazi na mjestima gdje je argument kosinusa stalan: znaci
const

kx — wt = const. to jest x = %t + ili uz (8.3)
X=Vt+¢, (8.4)
. const. . ce . . . . . v
gdje je ¢, = . Drugim rije¢ima isti odmak od ravnoteZnog poloZaja ostvaruje se duz

medija slijedeéi relaciju (8.4) koja je jednoliko gibanje brzinom V. Mi smo se upravo uvjerili
da, formalno gledaju¢i, od stacionarnog titranja stojnog vala dobivamo putujuéi val
jednostavnom zamjenom (Asin kx + B cos kx) cos ot — A cos(kx — at) .

DEMONSTRACIJE Sirenja putuju¢eg harmonickog vala na velikom modelu u uvjetima
»savrsenog zavrsenja“ (ovaj uvjet ,,savrSenog zavrsenja bit ¢e uskoro preciziran; zasad student
treba upamtiti da se na takvom kraju putujuci valovi ne refelektiraju natrag.)



8.2 Moguénost mehanic¢kih harmonickih putujuéih titranja u mediju u
kojem postoje grani¢ne frekvencije

Do sada smo ustanovili da analiticki oblik disperzijskih relacija ne zavisi od rubnih uvjeta.
Kako druga parcijalna derivacija po vremenu bilo stacionarnog oblika titranja bilo onog
oblika (8.2) rezultira istim rezultatom, jasno je da iste disperzijske relacije vrijede i za
putujuce valove. Dok u slucaju disperzijske relacije (8.3) nemamo grani¢nih frekvencija, pri
svim vrstama titranja elasti¢no vezanih objekata imali smo donju i gornju grani¢nu (kruznu)
frekvenciju titranja. Samo izmedu njih mogla su se uspostaviti stacionarna rjeSenja oblika:

w(X,1) = (Asin kx + B coskx) cos(at + @) (8.5)

Prema tome je isto tako razumljivo da se sustavom, za koji u disperzijskim relacijama postoje
ograni¢enja na frekvencije, mogu se Siriti putujuéi valovi oblika (8.2) samo ako je kruzna
frekvencija titranja iz dozvoljenog podrucja kruznih frekvencija. Kada harmonijski putujuci
val frekvencije @ naide na dio medija u kojem je @’ < a)donjaz, u nastavku medija ¢e nastati

stacionarno titranje u kojem su vremenska i prostorna zavisnost odvojene i imat ¢e oblik na
primjer:

w(X,t) = Ae™ cos wt (8.6)

Naravno za diskretno razmjeStene oscilatore koordinata n-tog oscilatora postaje diskretna
sukladno izrazu x=na. U slucaju da smo iznad gornje grani¢ne frekvencije ;uzmimo opet kao
primjer diskretne rezonatore imat ¢emo :

w,(t)=A(=1)"e ™ cosmt (8.7)

Podsje¢amo da smo potankosti stacionarnih titranja izvan disperzijskih granica prosli u
poglavlju 8. Takoder se mora specificirati da se prostorne koordinate koje se pojavljuju u
(8.6) 1 (8.7) pocinju brojati (ishodiSnja tocka) je mjesto na kojem su se u mediju promijenile
vrijednosti od @, koja je promjena izbacila @iz dozvoljenog podrucja. PodsjeCamo studenta
da smo do sada za niz raznih medija (zZice, zvuk u zraku, sustave oscilatora raznih
konfiguracija i nacina titranja nasli razne oblike disperzijskih relacija. Preko veze (fazne)
brzine (8.3) s @ i k, mozemo za sve te sluCajeve naci i ovisnost brzine Sirenja faze titranja o
o1 K. Zapravo istiCemo porijeklo naziva fazne brzine. To je brzina kojom jedna te ista
vrijednost faze argumenta kosinusa (kx — t) napreduje, kako je diskutirano oko relacije (8.4).

8.3 Elektromagnetska titranja u slobodnom prostoru i u plazmi

Ve¢ u drugom semestru izveli smo valnu jednadzbu za elektromagnetske valove u vakuumu.
Ponoviti ¢emo najvaznije elemente izvoda da bismo vidjeli utjecaj koji se pojavljuje
postojanjem ionosfere to jest dijela Zemljinog omotata u kojem radi zracenja postoji
mjesavina ,,slobodnih“ elektrona i iona molekula zraka. Maxwellove jednadzbe su:

rotE = -8 divE =~ (8.8)
ot &
_ . 1 6E -
rotB = +—— divB=0 8.9
IUOJ Cz 8’[ ( )

Lijeva strana lijeve jednadzbe (8.9) standardno se obraduje deriviranjem:

_ 5 . . . . 8.10
%rotB = rot% = rot(-rotE) = -V x(VxE)=V?*E -V(VE) (8.10)



Kako u plazmi radi neutralnosti divergencija elektricnog polja iSCezava , preostaje samo prvi
¢lan rezultata (8.10). S desne strane deriviranog izraza (8.9) pojavljuje se uz poznatu drugu
derivaciju po vremenu elektriénog polja i vremenska derivacija gustoée struje j . Naravno da
u neutralnoj mjesavini naboja mogu postojati elektricne struje. Iz proucavanja mikroskopskog
(Drudeovog ) modela struja znamo: ] = NgV gdje su N prostorna gusto¢a naboja, q naboj
nosioca naboja, a V njegova brzina. Time potrebni izraz:

- = F E
Ho§ = peNQV = 12yNg— = 11,Ng* — (8.11)
m m
Kombiniranjem rezultata (8.10) i (8.11) u deriviranu jednadzbu za rotor magnetskog polja iz
(8.9) slijedi:

- 1 3*E 1 Ng® =
— E 8.12
¢’ o> ¢ egm (8.12)

Ovako dobivena jednadzba za ponasanje elektri¢nog polja u ionosferi u matematickom je
smislu samo proSirenje Klein-Gordonove jednadZzbe iz proslog poglavlja. (8.12) je doduse
prosirenje na ponasanje s jednodimenzionalne veliine y na ponaSanje vektora elektricnog
polja s tri prostorne komponente ali strukturno imamo uz drugu derivaciju po vremenskoj
varijabli i uz drugu derivaciju po prostornoj varijabli i ¢lan s desne strane (8.12) koji j u

Klein-Gordonovoj jednadzbi do na faktor proporcionalnosti odgovara ¢lanu a)ozt//. Stoga

1)
¢emo sveukupnu konstantu s desne strane (8.12) slicno imenovati: —2p gdje je o, frekvencija
C

titranja slobodne plazme. Na ovo ime nas navode dvije ve¢ naucene stvari. Prva je analogija s
Klein-Gordonovom jednadzbom. No jo§ intuitivniji osjecaj stjeCemo podsjecanjem na studij
prisilnih oscilacija sustava oscilatora; tamo smo imali frekvenciju onih posebnih oscilatora
koji vezu oscilatore uz ravnotezni polozaj paralelno oprugama za medusobno povezivanje
oscilatora. Da oscilatori nisu medusobno bili povezani, frekvencija njihovog vlastitog

slobodnog titranja bi postojala i to je veli¢ina ¢iji je analogon @, .

Ako u (8.12) uvrstimo pretpostavku stacionarnog titranja elektricnog polja:

E(F,t) = E, cos(kx — at) (8.13)
za §irenje polja duz x osi, imat ¢emo poslije kracenja vremenske zavisnosti:
o' =0, +c°k’ (8.14)

za disperzijsku relaciju Sirenja elektromagnetskog vala ionosferom. Jasno je da ¢e kroz
ionosferu penetrirati valovi s frekvencijom iznad grani¢ne dok oni ispod toga ne ¢e. Ovo ima
fundamentalne posljedice u komunikacijama radiostanicama. Za velike valne duzine emisija
dugovalnih radiostanica obilazi globus, jer se radi premale @ valovi ne mogu transmitirati
ionosferom; oni se na njoj reflektiraju. S druge strane UKW emisija prolazi ionosferom i
njezinu emisiju ne opazamo iza linije horizonta!

8.4 Frekvencija titranja slobodne plazme

U ovom odjeljku direktno opravdavamo ime za veliinu @, . U plazmi , koja je mjeSavina

pokretnih elektrona i prakticki nepokretnih iona mogu se spontano razviti stojni valovi
slijede¢im mehanizmom. Neka se u jediniénom volumenu nalazi N elektron-ion parova.



Zamislimo da su svi elektroni pomaknuti od iona za odmak od ravnoteze x.. Njihova
povrsinska gustoca stvorena tim odmakom je:

o= NgxA
A

Naboj elektrona q i gusto¢a N su kao i u prethodnom odjeljku. Pretpostavljena povrsina po
kojoj su smjesteni po pomaku je A. Time je nastalo (povratno) elektri¢no polje:

(8.15)

E=—= (8.16)
& &
1 povratna sila:
2
mx = — N9y (8.17)
€
Odavle je jasno da je vlastita frekvencija kojom bi plazma spontano titrala:
2
0, =N (8.18)

me,

Sto je upravo vrijednost koju smo upotrijebili tijekom izvoda od (8.12) do (8.14).

8.5 Transmisijska linija koja je kombinacije kapacitora i zavojnica

Promatranjem dijagrama takve transmisijske linije 1 pisanjem diferencijalne jednadZbe
elementarnog titrajnog kruga unutar transmisijske, linije ubrzo vidimo punu analogiju sa
sustavom masa povezanih elastiénim oprugama.

—= 41, M | 1!\/1&:/ i 1
7 1Y I N . 8
e 1 L&
— e \
C C C

Naime za petlju koja sadrzi struju |, vrijedi:
o d, Q
C dt C

1z Cega deriviranjem po vremenu i oCitih veza vremenskih derivacija naboja na kapacitorima
sa strujama koje pune te kapacitore slijedi:

=0 (8.19)

I, -1 d’l I, -1
n- n _ L n_'n n+lo_ 0 8.20
C dt? C (8:20)
Sto nakon sredivanja daje:
= 1, -21,) (8.21)



Ova diferencijalna jednadzba je pojednostavljena varijanta mehanickog ekvivalenta (8.35) s
time da nema ni dodatnih opruga osim onih koje povezuju tijela medusobno niti su tijela
objesena da budu i njihala. Punom analogijom trazimo rjeSenje u obliku putujuceg vala
oblika:

I, = Asin(nka — wt) (8.22)

gdje je kao i u mehanic¢kom sluc¢aju a prostorna dimenzija duljine elementarnog kruga.
Dvostrukim deriviranjem (8.22) po vremenu i uvrStavanjem u (8.21) te kra¢enjem vremenske
zavisnosti slijedi:

2 I, +1
2 n+l1 n-1
I, =—1(

"TLC 21,

—w -1 (8.23)

odakle se primjenom adicijskog teorema pogodnom separacijom argumenta sinusa iz (8.22)

kakvu smo ve¢ vidjeli u proceduri od (8.37) do (8.39) dobivamo:

®’ = i(1 —coska) = 4 sin? ka (8.24)
LC LC 2
Odmabh je jasno da ¢emo mo¢i imati putujuce valove samo uz uvjet :
4
o’ < e (8.25)
Za frekvencije iznad te granice moZe proc¢i samo rjeSenje oblika:
I, =(-D"e "™ cosat (8.26)

koje viSe nije putujuci prostorno oscilatorni val, nego niz stacionarnih titranja struja koje
amplitudom u prostoru eksponencijalno trnu a smjerom su jedna suprotne. Prostorno
oscilatorni val putujuéi val nije mogu¢ u tom frekventnom podrucju. Procedurom analognom
onoj od (8.44) do (8.45) disperzijska relacija je sada:

4 Ka

2 2
0" =——=ch™(— 8.27

C ( 5 ) (8.27)
Ako se vratimo na propusni dio frekvencijskog spektra i disperzijsku relaciju (8.24) mozemo
za male vrijednosti k valnog broja (dugovalna aproksimacija) sinus zamijenit argumentom, to
jest:

2 4 2

o =——2:(ka/2 8.28

T (ka/2) (8.28)
¢ime fazna brzina postaje:

1

Ve —— 8.29
Lc (8.29)
aa

Ovo je kljucni izraz za proracun faznih brzina transmisijskih linija za ,standardne
frekvencije®, to jest za one iz dugovalne aproksimacije. Takoder je odmah ocito da u tom
dijelu frekvencijskog spektra sve frekvencije putuju istom brzinom. Znaci nema disperzije po
frekvenciji!



UMETAK I KOMENTAR O STRUKTURI I ULOZI DISPERZIJSKIH RELACIJA
Disperzijske relacije povezuju kruznu frekvencijuw i k valni broj koji se pojavljuju i u
stojnim valovima i u putujué¢im valovima. Struktura ovih valova ima slijede¢e forme:

STOJNI— (Asin kx + B coskx) cos wt

PUTUJUCI — Acos(kx — at)

Mi smo disperzijske relacije racunali za stojne valove. Tipi¢ni izraz koji je prethodio
konac¢noj formi za disperzijsku relaciju je bila diferencijalna jednadzba za titranje n-tog
oscilatora koja ga je povezivala s okolinom (na primjer (8.35))

Vo tWo, — 2Wn

Yn

Ponavljamo argument da disperzijske relacije ne zavise o rubnim uvjetima; rubni uvjeti se
manifestiraju kod stojnih valova formom koja je ili sinusoidalna ili kosinusna u prostornom
dijelu, no mi smo u analizi izmedu (8.35) 1 (8.40) pokazali da je rezultat za razlomak u
gornjoj relaciji uvijek isti i iznosi 2(coska-1). Ako u analognoj proceduri uz prostornu
zavisnost amplitude o kx dodamo i zajedni¢ku fazu -wt (kada sa stojnih prelazimo na
putujuce valove) rezultat za razlomak se ne¢e promijeniti. S druge strane druga derivacija po
vremenu amplitude y, daje isti rezultat bilo da se radi o obliku stojnog ili putujuceg vala.

.. 2 K
Wy =—0, ¥, + v,
m

Znaci da disperzijske relacije vrijede 1 za putujuée valove! Kako se , pak, prostorno titrajuci
(stojni val) mozZe uspostaviti samo u frekvencijskom pojasu zadanom disperzijskim
relacijama, jasno je da i putujuci valovi jesu moguci samo u tom istom frekvencijskom
podru¢ju.  TEMELJNA ULOGA DISPERZIJSKIH RELACIJE JEST ODREDENIJE
FREKVENCIJSKOG POJASA UNUTAR KOJEG JE MEDI J TRANSPARENTAN ZA
PUTUJUCI VAL. Moze se jo§ dodati da ¢emo otkriti vaznost disperzijskih relacija i pri
Sirenju superpozicije valova raznih frekvencija koji na primjer predstavljaju ,,puls“. Pojava
disperzije (ovisnosti k o @ ) mijenjat ¢e oblik tog pulsa u vremenu.

8.6 Primjer proracduna fazne brzine Sirenja elektromagnetskog vala duz
linije koja se sastoji od dvije paralelne vodljive trake

Na crtezu su paralene trake Sirine § razmaknute za razmakr .

e
2l

v
A

\ -

Segment duz kojeg razmatramo pojavu struja je dugacak a. Kapacitet ovako definiranog
kapacitora je:



C=g— (8.30)

Tok magnetskog polja prouzroCenog strujom koja tece po trakama je :
raB = LI (8.31)
gdje je B magnetsko polje, L je trazeni induktivitet a I je struja koja teCe trakama.

B se nadalje moze izraziti ploSnom strujom dobivenom dijeljenjem struje i Sirine .

Time je :
rag, l = LI (8.32)
S
(8.30)1(8.32) sadrze omjere L/a i C/a potrebne u (8.29) pa imamo:
VS S (8.33)
\/ﬂor S \/;Uogo
v G0
S r

Student moze provjeriti da se analognim prora¢unom moze dobiti ista fazna brzina i1 za
geometriju koaksijalnog kabla (jedna tanka vodljiva Zica ide kroz os vodljivog cilindra).

Naravno gornji proracun je nacinjen u vakuumskim uvjetima medu trakama. Identi¢ni rezultat
se dobiva i za koaksijalni kabel kad bi u unutrasnjosti cilindra bio vakuum. No tamo se nalazi
dielektrik tako da je brzina svjetlosti znacajno reducirana. Anegdotsko-profesionalni standard
nuklearnih fizicara je 10 ns koaksijalni kabel za kasnjenje. Kako svjetlo u nanosekundi prevali
30 cm jasna je duljina takvog kabla u vakuumskim uvjetima. Komercijalni koaksijalni kabel
za kaSnjenje je medutim reda veli¢ine duljine 1 m!!!

MOGUCI POKUS

Na osciloskopu opaziti stvarno kaSnjenje od 10 ns produznog kabla; izmjeriti mu
duljinu!



9. Sirenje elektromagnetskih valova u tvarima

Kao §to je upravo indicirano gore, elektromagnetski valovi se u sredstvima kre¢u brzinama
razli¢itim od one u vakuumu. Elementarna posljedica toga jest pojava promjene smjera Sirenja
valne fronte elektromagnetskog vala, pri prijelazu medu razli¢itim optickim sredstvima,
nazvana lomom svjetlosti. Kako lom u biti ovisi o valnoj duzini elektromagnetskog vala, to se
u disperzivnim sredstvima u kojima frekvencija titranja vala i njegov valni broj nisu
proporcionalni, javlja rasap smjerova Sirenja svjetla po frekvencijama. Student je mnogo puta
morao vidjeti taj efekt pri ulasku bijele svjetlost u, na primjer, staklenu prizmu. U ovom
poglavlju ¢emo obraditi najprije fenomenloski a potom i malo bolje obadva fenomena.

9.1 Lom svjetla i Snellov zakon

Pretpostavimo da paralelan snop svjetla pada pod nekim kutom na kontakt dva prozirna
sredstva. Ocekuje se da je student familijaran s ¢injenicom da su valne fronte Sirenja svjetla
(mjesta identi¢ne faze u titranju) okomite na smjer Sirenja svjetla. Stoga su na primjer pozicije
maksimuma titranja razmaknute za valnu duljinu 4. No u raznim sredstvima vrijednosti A su
razliCite.

A
o 1 by
¥ i
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Na slici imamo oznake: indeksa lomova za prvo 1 drugo sredstvo n, i n, gdje je

v=S=0 9.1)
n
definicija indeksa loma n preko fazne brzine v. Time je dobivena i veza valne duljine

A u sredstvu s A :

vakuum

aode_ 1.
nv n

Upadni kut (mjereno od okomice na granicu sredstava) oznaCavamo s 9, a izlazni s 9,.

(9.2)

vakuum

Koncentrirajuci se samo na one valne fronte koje prema crtezu prelaze iz sredstva u sredstvo i
¢iji broj je isti u obadva sredstva imamo :
) mA, m c . . m
sing, =——+=—— tojest  n sing =—cv (9.3)
[ nv /

Kako identi¢ni rezultat mozemo dobiti i u sredstvu 2, slijedi Snell-ov zakon:

n,sin$, =n,sin G, 9.4)



POKUS

9.2 Disperzija svjetlosti

POKUS

Ve¢ u djetinjstvu studenti su vidjeli fenomen duginih boja koje je najlakSe objasniti na
prolazu viSebojne svjetlosti kroz prizmu. Geometrija prizme je bitna ; da su povrSine ulaza i
izlaza svjetla paralelne, rasap svjetla koji se deSava unutar sredstva (na primjer stakla) bi se
pri izlasku kompenzirao i sve bi boje izasle pod istim kutom. Pri ulasku u gusc¢e sredstvo (veci
n), plava se svjetlost lomi jace od crvene. Pri izlasku se fenomen ne kompenzira jer se izlazna
povrsina i1 ulazna sijeku pod kutem prizme. To pak povlaci ¢injenicu da su pri izlasku kutevi
pada na kontaktnu povrSinu razli¢iti od onih nastalih za slomljene zrake pri ulasku, Sto
uzrokuje razli¢itost kutova raznih boja pri izlasku.

Ovo razdvajanje svjetlosti na boje posljedica je ovisnosti fazne brzine o valnoj duljini. Tako je
10 . ) .. . . .

fenomen: v = T # const. iz optike preSao i1 u druga valna podrucja. Prakticke potankosti

funkcioniranja prizme u razlaganju svjetla ¢emo naciniti u poglavlju o geometrijskoj optici.

9.3 Modeliranje funkcionalne zavisnosti indeksa loma o frekvenciji
elasti€no vezanim elektronom

Glavnina zavisnosti indeksa loma o frekvenciji potjece od faktora &, iz izraza
C C

== 9.5)

vsredstvo - [
n gr #r

PonaSanje &, mozemo modelirati prema naSem znanju o ponaSanju dielektrika iz proslog

semestra. Pretpostavit ¢emo da vanjsko titrajuce elektri¢no polje prisiljava elektron na titranje,
dok elektron sam ima s teSkom molekulom, ¢iji je dio, interakciju elasticnom silom c¢ija je
,konstanta opruge K. To rezultira u slijedecoj jednadzbi prisilnog titranja:

my =—Ky —ml'y + E, coswt (9.6)
Strukturu (9.6) poznajemo kao i stacionarno rjesenje u obliku:

v (t) = asin ot + b cos wt 9.7)

U transparentnim tvarima je atenuacija svjetla minimalna stoga ¢emo za pocetak zanemariti
guSenje 1 konstantu gama. Time se titranje svodi na

E
w(t)=bcosawt = q—o%cos ot = 9E(@) 5 ! 5 9.8)
m w, —o m o, —

Nasli smo, dakle, da je elektronovo odstupanje od ravnoteznog polozaja — y proporcionalno
1 sinkrono s prisilom; elektricnim poljem. Iz ProSlog semestra moZemo iskoristiti vezu &, s
elektri¢énim poljem i polarizacijom kada su polje 1 polarizacija paralelni:

£ :1+L&

’ g, E(t) ©-9)

Za dipol naboja q 1 razmaka naboja y dipolni moment je gy a polarizacija je:

P(t) = Nqy (1) (9.10)



gdje je N prostorna gustoc¢a broja molekula .

Time je indeks loma n moguce izraziti kombiniranjem (9.5), (9.9) 1 (9.10):

2
=g =14+ % (9.11)
Em @," —

Preko makroskopskih veli¢ina: naboja i mase elektrona te elektronove vlastite frekvencije
titranja u molekuli! Kako su elektronove vlastite frekvencije duboko u ultraljubicastom
podrucju, za vidljivu svjetlost frekvencije @ to zna¢i << @, . Indeks loma u ,,normalnoj*

disperziji svjetla raste s frekvencijom. To je u skladu s eksperimentalnom ¢injenicom da se
plava svjetlost lomi jace od crvene. NaSa razmatranja mozemo prosiriti i u nevidljivo podrucje
ultraljubicaste svjetlosti pa i iza rezonancija a na temelju naseg poznavanja oblika apsorptivne
1 elasti¢ne amplitude iz poglavlja 6. posebno promatrajuci izraze (6.38) 1 (6.39) . U podrucju u
kojem elasticna amplituda raste s frekvencijom (normalna disperzija) imamo uobicajeno
ponasanje indeksa loma s frekvencijom. Kada se priblizimo rezonanciji vrlo blizu, kako
frekvencija raste , indeks loma pada. To je fenomen anomalne disperzije. Istovremeno
apsorpcijska amplituda nadjacava i svjetlost viSe ne moze putovati medijem jer se u njemu
apsorbira. Nakon §to smo prosli rezonanciju postoji neprozirno podrucje (vidi izraz (9.11)) u
kojem je kadrat indeksa loma negativan. O¢ito imamo neprozirnost. Nakon izlaska n” iz tog
negativnog dijela indeks loma ponovno raste i mi smo opet u podrucju normalne disperzije.
Moze nas dodusSe zabrinjavati pojava n <1, $to znaci da je fazna brzina veca od c! Kasnije

¢emo pokazati da je grupna brzina, brzina kojom se Salju informacije i koja ima kauzalni
smisao, ipak prema nasim ocekivanja to jest manja od brzine svjetla u vakuumu. Za ovu
apsurdnu situaciju ilustrirat ¢e se studentima kako se isto stanje titranja moze jednostavno
realizirati duz prostora na nacin koji nije kauzalna propagacija signala nego na primjer lukava
,konspiracija“ okolnosti brzinom koja je proizvoljno velika!

Takoder vidimo da je faza titranja elektrona u tom podrucju frekvencija suprotna fazi titranja
uzbudnog vala §to ima poznate posljedice za niz oscilatora!

POKUSI
Uz poglavije 9 demonstrira se pokuse s granicnim kutom; ako iz opticki gusceg
sredstva zraka upada na kontaktnu povrsinu pod kutom (s obzirom na normalu) veéim

od sin$, =L, ona se reflektira natrag u sredstvo 2. Na tom su se principu temeljili
n,

svjetlovodi za razlicite svrhe. Danas je na tome utemeljena tehnologija optickih

viakana kroz koje se transmitira laserske modulirane signale zahvaljujuci upravo

Cinjenici da svjetlost ne moze izaci iz vlakna ako se reflektira pod kutom vecim od

granicnog!



10. Definicija i uloga impedancije pri Sirenju valova

Do sada smo zapravo istrazivali podrucje titranja i valova sluze¢i se pojmovima iz mehanike 1
elektromagnetizma. Pojam impedancije pri Sirenju valova je zapravo prvi novi fizikalni
koncept u kolegiju. Uvodno pocinjemo s ¢injenicom koju je student do sada treba ve¢
prihvatiti. Pri Sirenju valova ne prostire se neko tijelo, ne Siri se dio medija, mice se duz
medija stanje titranja. To vrijedi za sve do sada razmatrane valove: mehanicka titranja,
akusti¢ne valove i titranja elektromagnetskih polja. Kao §to ¢emo uskoro vidjeti, pri tome se
duz medija transportira (pronosi) impuls i energija. No zapravo mozemo govoriti i 0 pronosu
sile kroz medij.

10.1 Definicija impedancije za mehanic¢ke valove na
jednodimenzionalnom mediju

Ovdje ¢emo pokusati izbjeé¢i zbrku s konvencijama u oznakama sile i dok se druk¢ije ne
izre¢e razmatrat ¢emo sinusoidalne (ukljucujuéi naravno i kosinusnu ovisnost o vremenu) koji
se krecu u pozitivnom smislu orijentacije medija. Razmatramo dakle titranje oblika:

w(X,t) = Acos(kx — at) (10.1)

AN i
7

Potrebno je dobro se koncentrirati na crtez i razmotriti silu koja prema crtezu tjera
pretpostavljeni oblik u pozitivnom smjeru orijentacije medija. Ocito da bismo pozitivni nagib
medija tjerali u pozitivnom smjeru x osi treba nam pogonska sila u negativnom smjeru y osi.
Ako je ukupna napetost u mediju F 1 modul napetosti u x smjeru F,, tada je ta pogonska sila:

ﬂz_pgng:_amgz_aég (10.2)

[zmedu parcijalnih derivacija po x i po tiz (10.1) slijedi:
dy __koy _ 1oy (10.3)
OX w ot v ot
Napomena: i ova relacija kao i gornja oslanja se na konvenciju Sirenja opisanu s (10.1).
Za suprotan smjer Sirenja, predznaci se mijenjaju!
Time nam je pogonska sila postala:
1 oy oy
F =F 2~ =727 10.4
G ot (104
Tako je impedancija Z definirana kao konstanta proporcionalnosti izmedu pogonske sile koja
se pronosi medijem 1 brzine koju kao rezultat te sile ima trenutno promatrana tocka medija.

POKUS
Demonstrira se na valostroju da se pri promjeni impedancije tijekom putovanja pulsa
lokalna brzina titranja mijenja na mjestu promjene impedancije.



Kako Ohmov zakon daje slicnu vezu izmedu napona (prisile ) i struje (rezultata), Cesto se
govori o rezistivnosti medija. Naime, ocito §to je impedancija veca, to je postignuta brzina
micanja medija manja. Treba strogo razlikovati ovu transverzalnu brzinu micanja medija od
uzduZzne brzine Sirenja vala: v!!! Jo§ jednom upozoravamo da se relacije (10.2) 1 (10.3)
odnose na Sirenje vala u pozitivnom smjeru orijentacije medija i da razmatramo pogonsku silu
koja se pronosi kroz medij. Ovdje smo izveli izraz (10.4) za slucaj transverzalnih oscilacija.
Identi¢na veza onoj u (10.4) vrijede i u slucaju longitudinalnih putujuéih valova. Jedina se
promjena odnosi na izraz za brzinu Sirenja vala v koja drukcije zavisi o svojstvima medija
nego izraz za v u transverzalnom slucaju. Radi kompletnosti izlaganja i kasnije potrebe mora
se kompletirati popis sila koje se javljaju pri transportu valnog fenomena. Jasno je iz treceg
Newtonovog zakona da dok dio medija iz kojeg val dolazi tjera medij na titranje pogonskom
silom (10.4) u tocki promatranja, istovremeno medij djeluje na dio iz kojeg dolazi val silom
koja je po iznosu jednaka a predznakom suprotna sili u (10.4). Ovu silu iz tre¢eg Newtonovog
zakona spominjat ¢emo samo kada moramo kako bismo maksimalno standardizirali
predznake i smisao koncentrirajuci se na pogonsku silu vala, a ne na reakciju na tu pogonsku
silu (preuzimamo aktivno glediste).

10.2 Snaga koja se pronosi kroz medij za mehanicke valove

Uobicajeni produkt sile i brzine ovdje uzima oblik:

2
P-F, 2 - z(i_‘t”j (10.5)

I ovdje se vidi puna analogija Z s ohmskim otporom.

10.3 Zvucni valovi i njihova impedancija

Frekvenciju akusti¢kog rezonatora smo izveli ve¢ u (1.11). Koristit ¢emo dio rezultata iz tog
razmatranja da bismo izveli i valnu jednadzbu valova zvuka u plinu 1 pokazali izraz koji
jedinstvenu definiciju impedancije (10.4) (doduse bez oznake za transverzalnost y) povezuje
sa specifiénim svojstvima plina kojim se zvuc¢ni valovi Sire. U prvom poglavlju je na$ stupi¢
zraka titrao na racun adijabatskih promjena u rezonatorovom cilindru.

| 5 ‘ -
S Wrax)
i Kid

} ‘l

I sada ¢e nam koristiti adijabatske veze tlaka i volumena no u ovom izvodu zvu¢nog vala
unutar Supljeg cilindra stupi¢ zraka sam nema stalni volumen. On se pri titranju rasteZe
imaju¢i na koordinati x odstupanje od poloZaja ravnoteze w(X), a na polozaju X+ AX je

njegovo odstupanje od ravnoteze (X + AX).



Ve¢ smo spominjali da je zvuk u sustini titranje akusti¢kog nadtlaka (tlaka iznad ravnoteznog
tlaka ). Taj se pak nadtlak pojavljuje kao drugi pribrojnik u slijede¢oj relaciji za ukupni tlak:
op op dv.
+—dV =p, +V 10.6
P=1DP, qv Po vV (10.6)
Uzimajuéi u obzir adijabatsku relaciju izmedu tlaka i volumena iz prvog poglavlja mozemo
analogno izvodu relacije (1.11) pokazati da je

op . av 81//
V—=- dok je — 10.7
v - P BN (107
radi stalnosti presjeka cilindra. UvrStavanjem u (10.6) dobiva se:
oy
=P, — Wy — 10.8
P= Py~ o (10.8)

Sila koja stupi¢ plina tjera na titranje je najprije razlika sila na krajevima. Svaka sila na kraju
stupica je umnoZzak lokalnog tlaka i povrSine cilindra S:

p Oy (x.t) Jw(x+AX) o’y
F(X,t)—F(X+Axt)=SV SV AX 10.9
(x,t)—F( )= aV( o o )= ( 62) (10.9)
S druge strane ta pogonska sila rezultira po drugom Newtonovom Zakonu u:
2
F(X,t) = F(X+ AX,t) = SAxp aat‘/z’ (10.10)
Izjednacavanjem dviju posljednjih relacija uz uvazavanje prve relacije iz (10.7) imamo:
o'y 0° oy _
Sto je valna jednadzba za zvuk u phnu iz koje oc¢itavamo brzinu zvuka:
Vi = (10.12)
P

Da bismo dobili impedanciju plina u odnosu na valove zvuka ocitamo silu akustickog
nadtlaka iz 10.6:

op oy 1oy oy
Sila nadtlaka = SV — =S, ———=S, 10.13
oV ox o ot oP ot ( )

Ako se (10.13) podijeli s povrSinom S dobiva se nadtlak koji igra ulogu pogonske sile i u
definiciju akusti¢ke impedancije prirodno ne ulazi nebitna veli¢ina povrSine cilindra.

PP (10.14)

10.4 Intenzitet zvuka

Sada je prilika iskoristiti izvedene relacije za mjeru intenziteta zvuka: Ako se pomnozi

pogonski akusticki nadtlak: V 25 o s brzinom %// dobiva se snaga na jedinicu povrsSine

OX
koja medijem trenutno prolazi dok kroz njega putuju akusticki val:
2 2
—Snavg_a =V o 1foy =7 v (10.15)
Povrsina oV v\ ot ot

Jasno je da postoje SI jedinice za intenzitet zvuka (w/kvadratni metar). No ljudsko uho ima
logaritamsku osjetljivost 1 k tome je najosjetljivije oko 440 Hz. Stoga se uzima kao pocetak
skale granica ¢ujnosti ljudskog uha (na 440 Hz) od 10">W /m®. Logaritam omjera stvarnog
intenziteta i ovog standarda je intenzitet u belima. Bel pak ima 10 decibela, $to je prakticirana
jedinica za mjerenje intenziteta zvuka. Tako je normalna ¢ujnost negdje oko 100 db (odgovara
10*Wm™ . Granica bola nastupa u blizini 130 db (oko 10 W/m™). Edukativno moramo



spomenuti da pri ovim intenzitetima u uhu nastaju trajna ostecenja koja se vise ne mogu
izlijeciti.

10.5 Impedancije LC prijenosnih linija

Pretpostavimo da LC prijenosnu liniju progonimo naponom U, cos @t koji niz liniju Salje

napon U cos(awt —kx) u skladu s naSim poznavanjem takvog titrajuceg sustava.

- /-
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Op¢eniti strujni odgovor je oblika:

[(x,t) =1, cos(awt —kx) + I, sin(at — kx) (10.16)

Analogon mehanickoj impedanciji bi se pojavio kao vremenski stabilan omjer napona i struje;
to znaci da bi trebalo dokazati |, = 0. Na svakom kapacitoru je odnos napona 1 naboja isti:

Q(x,t) =CU (x,1) (10.17)

¢ijim deriviranjem po vremenu i uvodenjem razlike struja koje hrane/prazne isti kapacitor :
Al imamo:
Cy:@:AI :—ﬂa (10.18)
ot ot OX
gdje je a prostorna dimenzija jedne LC petlje. Deriviranjem struje po prostornoj koordinati
dobiva se pak:

- 2—Ia = —ak sin(awt — kx) + ak cos(awt — kx) (10.19)
X
Uvrstenjem pocetne pretpostavke o obliku napona i njenim deriviranjem u (10.18) 1
unoSenjem rezultata (10.19) imamo:
— wCU , sin(wt — kx) = —al ,k sin(wt — kz) + al |k cos(awt — kz) (10.20)

Sto je jedino moguce uz |, =0. Takoder dobivamo da je trazeni faktor proporcionalnosti

‘/ \/7 Takoder i Z = Lia (10.21)
Ca) C\Vaa C/a

Impedancija prijenosne linije jeu Q.
Za prenesenu snagu imamo takoder ocekivani rezultat:

P=Ul=2ZI° (10.22)
Analogija mehanickih odnosa pogonske sile i brzine s odnosima u Ohmovom zakonu ide eto i
u LC titrajne linije.

napona i struje Z:



11 Refleksije

Sve do sada, narocito za putujuce valove, nismo razmatrali §to se dogada kada val naide na
kraj sustava ili se u sustavu promijeni reakcija sustava na putujuc¢i val = promijeni se
impedancija. Vrlo ¢esto na takvom mjestu dio vala nastavi svoje napredovanje, no dio se i
reflektira, to jest krene u protivnom smjeru.

11.1 Savrseni zavrSetak valnog sustava.

Kada putujuéi val naide na ¢vrsti kraj, pogonska sila vuce taj kraj. Iako se taj kraj ne mice, on
mediju predaje silu iz treCeg Newtonovog zakona i pogoni val sada u suprotnom smjeru kao
Sto ¢emo uskoro analizirati. U mnogim primjenama, a narocito u brzoj elektronici cilj nam je
medutim osigurati da val doSavsi do kraja linije ne izaziva dodatne efekte, pucki receno da
nestane s linije. Ideal takvog kraja je model prijemnika koji se ponasa kao ostatak linije koji bi
trebao postojati iza kraja medija. Sada se vracamo sili iz tre¢eg Newtonovog zakona kojom se
dio sustava u koji val dolazi odupire dolasku vala; ako ,,organiziramo* da u krajnjoj tocki
sustava djeluje upravo takva sila, dolazec¢i dio sustava je u istim uvjetima u kojima je kad i val
prolazi krajnjom to¢kom i tom ,,prijevarom™ izbjegnuta je refleksija. Potrebno je znaci u
krajnjoj to€ki sustava ostvariti silu koja je jednaka po jakosti a suprotnog predznaka
pogonskoj sili: znac¢i prema (10.4)

F =— ov (11.1)

na kraju a
4

U tom slucaju smo postigli savrSeni zavrsetak valnog sustava. Kako je u praksi ovo najvaznije
u elektronickim transmisijskim linijama upoznat ¢emo se s metodom korektnog zaklju¢nog
otpora na fizickom kraju transmisijske linije.

11.2 Zakljuéni otpor LC prijenosne linije

U transmisijskoj liniji vrijedi:

U(x,t)=ZI(x,t) (11.2)
Ako na kraju takve linije izmedu dvije osnovne linije postavimo Ohmski otpor s vrijednosti
R=Z7 (11.3)

mozemo govoriti 0 dodatnoj elektromotornoj sili: -ZI(x,t) koja upravo ¢ini ono §to smo prije
opisali. Alternativno intuitivno mozemo prihvatiti da se napon umjesto na tjeranje ostatka LC
linije utroSio na tjeranje takve struje kroz otpornik kakvu bi tjerao u ostatku linije. Svi studenti
koji ¢e u kasnijim aktivnostima upotrebljavati brzu elektroniku moraju znati da je na$
standard Z= 50 Ohma. To je razlicito od TV koaksijalnih kablova. Posebno pri ocitavanju
jakosti brzih signala na osciloskopu osciloskopski prikljucak treba dio signala uvoditi u
osciloskop a ostatak zakljuciti zaklju¢nim otporom.



11.3 Pojave na mjestu promjene impedancije:

Uzmimo kao model promatranja napetu Zzicu koja na koordinati x=0 ima promjenu
impedancije od Z, na Z,. U kontaktnoj tocki x=0 postoji jedna jedinstvena vrijednost

transverzalne brzine titranja: aa_'// To ima vrlo dramati¢nu posljedicu. Na kontaktnu tocku
4
nasrc¢e pogonska sila :
oy
Z, — 11.4
12, (11.4)

. . .. 0 y . . ..
A nastavak medija uzvra¢a sa reakcijom: —Zza—w, Sto nije odgovor koji se trazi za
t

jednostavni prolaz signala kroz tocku x=0. Stvorena neravnoteza sila pokrece refleksiju vala u
dijelu medija impedancije Z,.( Ovdje se standardno preSucuje Cinjenica da se dio medija s
impedancijom Z, proteZe u beskonac¢nost, tako da u njemu nema reflektiranih valova.) Opisat

¢emo preko sila u kontaktnoj tocki gore opisanu situaciju.
U pozitivnom smjeru medija sa strane medija 1 ulazi putujuci val oblika

v, (x,t) =y, cos(kx — wt) (11.5)
kojeg pogoni sila koja se izracunava s (11.26):
7, &) (11.6)
ot

Dio te sile se trosi na pogon reflektiranog vala.
Taj val ima opis :

v, (x,t) =y, cos(kx + art) (11.7)
a pogonska sila za njegovu realizaciju jest
oy, (x,1)
Z,—== 11.8
I (11.8)

Pogonska sila ulaznog putujuceg vala trosi se u kontaktnoj tocki na dva efekta: pogonsku silu
vala (11.30) reflektiranog vala i pogonsku silu vala u podrucju 2. U tocki kontakta gledano s
glediSta medija 2, pomak je zbroj pomakay, i v, .

7 WD _, 8‘//28(tx’t)+Zz(a%(0’t)+a%(o’t)] (11.9)

ot ot ot
Sredivanjem (11.31) dobivamo vezu medu vremenskim derivacijama titranja vala 1 (upadni )
i vala 2 (reflektirani).
oy, (0,1) _ Z,-7, 0y,(0,1)
ot Z,+Z, ot
Tako smo dobili refleksijski koeficijent za brzinu za prijelaz iz sredstva 1 u sredstvo 2:
R P Z,-Z,
Z +Z,

(11.10)

(11.11)

POKUS
Demonstrira se na valostroju da ulazni puls istovremeno pokrece i reflektirani puls i
nastavak pronosa vala iza tocke promjene impedancije.



Razmatranjem svih mogucih kombinacija vrijednosti za impedancije vidimo da se vrijednost
navedenog refleksijskog koeficijenta krece izmedu -1 i +1. Uskoro ¢emo vidjeti da su ove
ekstremne vrijednosti refleksijskih koeficijenata u korespondenciji s refleksijom na ¢vrstom i
slobodnom kraju. U svrhu dobivanja izraza za refleksijski koeficijent za amplitude uvrstimo
(11.10) u (11.9) zajedno s rezultatima deriviranja (11.4) 1 (11.6) :

—y,osinot = R,y (~w)sinat  §to rezultirau w, = R," "y, (11.12)
To znaci da reflektirani val ima eksplicitni oblik:
W,(x,t) =R,y cos(kx + art) (11.13)

Refleksijski koeficijenti brzine i pomaka su identi¢ni pa smo superskript brzinski u (11.14)
izostavili.

NAPOMENA O KONVENCIJAMA PREDZNAKA | POGONSKOJ SILI:

Povratkom na relaciju (11.4) student se moZe uvjeriti da za razliku od drugih konvencija i
drugih udZzbenika naSa definicija pogonske sile ne zavisi o smjeru Sirenja valova. S druge
strane ona je u skladu i sa smjerom S$irenja vala prema veé¢im vrijednostima koordinate
(pozitivni smjer). Kako je u (11.4) pogonska sila povezana s pozitivhim predznakom
parcijalne derivacije pomaka po vremenu, jasno je da je refleksijski koeficijent za pogonsku
silu isti kao 1 refleksijski koeficijenti za brzinu lokalnog pomicanja R,,. Ovo je u suprotnosti s
Berkleyskom konvencijom; tamo se bez obzira na akciju i reakciju sile definiraju prema tome
s koje strane medija djeluju. U svakom slucaju, u ovom kolegiju, kako bi se izbjeglo
zbunjivanje studenata, koncentrirat ¢emo se prvenstveno na pojmove koji nisu predmet
konvencija: pomake i brzine pomaka.

Refleksija na ¢vrstom kraju:

Rubni uvjet u krajnjoj tocki medija (x=L) jest:

w(L,t)=0 %:o F (L,)#0 (11.15)

Radi veze parcijalne derivacije po vremenu sa silom (11.4), jasno je da je to moguce samo u
sluaju Z, =00 Sto povlaci da je refleksijski koeficijent u uvjetima ¢vrstog kraja:
R,=-1 (11.16)
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Refleksija na slobodnom kraju:

Na slobodnom kraju nema zavrine sile, ali postoji brzina micanja (niSta ne drzi kraj medija u
mirovanju). Tako su uvjeti:

W 40 dokje F, =0
o

Sto je prema (11.4) moguce samo uz Z, =0, a to povlaci :
R, =1
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POKUS
Pokazuje se na razapetoj opruzi s koje strane puls po opruzi rusi postavljenu kredu
nakon Sto se reflektirao na a) ¢vrstom kraju b)slobodnom kraju.

Transmisija
U mediju 1 imamo titranje:
v, (x,t) =y, cos(kx — wt) + y,R,, cos(kx + wt) (11.17)
U mediju 2 je titranje
Ty, cos(k x — wt) (11.18)

Ako je tocka spoja x=0 1 ako pokratimo vremenske dijelove imamo temeljnu relaciju medu
transmisijskim 1 refleksijskim koeficijentom:

T=1+R (11.19)
SavrSeno uskladene impedancije
Iz gornjeg je jasno da pri prijelazu iz sredstva u sredstvo uvjet kontinuiranog transporta
energije 1 impulsa putujuc¢eg vala jest R=0 odnosno T=1 (niSta se ne reflektira; sve se
transmitira). Jasno je da se fazna brzina pri tome smije mijenjati, ali ne i impedancija. Ako je
impedancija ista u obadva sredstva, nema refleksija. Pri vodenju televizijskih signala od
antene do prijemnika koristi tipi¢no koaksijalni kabel s impedancijom od 70 ohma. Pri
vodenju signala brze elektronike u (nuklearnim ) pokusima standard je 50 ohma. Zaklju¢ni
otpori na krajevima linija s kojih ne zelimo refleksije imaju upravo te vrijednosti radi
savrSenog zavrs$avanja linije.
Uspostavljanje stojnih valova u mediju kojim signal dolazi:
Kako je opisano s (11.38) posljedica nailaska putujuc¢eg vala je povrat reflektiranog vala
(osim ako je R=0). Ako se (11.38) raspise po adicijskom teoremu za kosinuse rezultat je:

v, (x,t)=w,(1+ R,)coskxcoswt +y (1 - R,,)sin kxsin ot (11.20)

Znaci, opcenito je rezultat dva putujuca vala suprotnih smjerova titranje dva stojna vala.
Koriste¢i mogu¢nost R, =1 vidimo takoder da se svaki stojni val moze opisati kao
superpoziciju dva putujuca vala koja putuju suprotnim smjerovima a imaju iste amplitude.
Time dajemo 1 odgovor na problem postavljen prije: Sto se deSava ako na¢inimo deformaciju
medija prema unaprijed zamisljenom modelu i iz stanja bez brzine dijelova medija ga
oslobodimo. U suprotnim smjerovima ¢e krenuti dva pulsa svaki s polovicnom amplitudom a
s brzinom koju daje valna jednadZzba.
Akusticke refleksije
Uvodno mozemo re¢i da su studenti iskusili u dnevnom Zzivotu refleksije akustickih titranja
kroz fenomen jeke; odziva na zvucni puls od velikih ¢vrstih povrsina. Kod fenomena groma
ili eksplozije takoder se ¢ije viSestruke praske od jednog dogadaja zahvaljujuci refleksijama s
raznih povrSina. I u akustickoj analizi mozemo govoriti o dva medija. Signal dolazi medijem
1 a medij 2 je druk¢ije impedancije. Zanimljive su refleksije i ovdje na ¢vrstom i slobodnom
kraju. I ovdje ¢emo uzeti aktivno glediste 1 pratiti najprije pogonsku silu.
Pogonska je sila ovdje tlak za koji vrijedi:

oy oy
Ap=—1p 22 — 757 11.21
\p Do o o ( )
Pogonska sila (tlak) na zavrSetku medija 1 i pocetku medija 2 jest:
Apzavrﬁ. = _Z a_l// (1 1 22)

2
ot
Ako je kraj medija ¢vrst i ne dopusta titranje lijeva strana (10.22) ne i§¢ezava no vremenska
derivacija je jednaka nuli. O¢ito je jedina moguénost Z ,= o , §to nas prema (11.10) vodi na
refleksijski koeficijent za amplitudu 1 brzinu micanja:



o =—1 (11.23)
cvrsti kraj
Na slobodnom kraju lijeva strana (11.43) iSCezava a vremenska derivacija s desne strane je
razli¢ita od nule $to povlaci Z, =0 1prema (11.33)
slobodni kraj = +1 (1 1 24)

u potpunom slaganju s rezultatima za transverzalno titranje Zice.

POKUS
Svirala proizvodi razlicite tonove ovisno o otvorenosti ili zatvorenosti kraja svirale.

Refleksije u elektrickim prijenosnim linijama

Neka prvom prijenosnom linijom dolaze napon i struja U, (x,t) =U, cos(kx —wt) i
1,(x,t) =1, cos(kx — wt) povezani s
U,(x,t)=Z,1,(x,t) (11.25)

Za reflektirana titranja imamo U, (x,t) = R,,"U, cos(kz + t) i I,(x,t) = R,,1, cos(kx + ort)
no sada je veza reflektiranih napona 1 struje drukcija:

U,(x,t)=—-Z1,(x,t) (11.26)
Ovaj obrat u predznaku podrzava intuicija: struja koja se reflektira proizvodi napon suprotnog
predznaka od U, (x,t). Porijeklo ovog predznaka moze se naci u ve¢ viSe puta spominjanoj

o _ (:)la_%” {2} (11.27)

ox +)v Ot | «

gdje su predznaci u (11.48) povezani sa smjerom kretanja vala oznacenog strelicama. Kao i u
izvodu refleksije mehanickih refleksijskih koeficijenata imamo u prvom mediju:

relaciji:

U=21,-21, (11.28)
a u drugom:
U=2,1+271, (11.29)
Tako kombiniranjem relacija (11.49) 1 (11.50) imamo:
1,(Z,+2,)=1(Z,-Z,) tojest R, L4, (11.30)
Z,+7Z,
S druge strane prema (11.47)
U,=-Z1,=-ZR,'I, =-R,'U, (11.31)
dakle:
R, =-R,’ Zy, =2, (11.32)

Z+Z,
Refleksijski koeficijenti struje i napona su suprotnog predznaka.
Refleksijski koeficijent za elektricno polje je isti kao i za napon radi njihove
proporcionalnosti.

Refleksijski koeficijent napona i polja ako se u elektri¢noj transmisijskoj liniji promijeni &, .
Za transmisijsku liniju smo izveli:

/ Z
Z = L / - = &Zvakuum = vl (1 1 33)
Cla g, n




Posljednja jednakost je proSirenje transmisijske linije na elektromagnetske fenomene u
prozirnim medijima. Tako moZemo izracunati transmisijski koeficijent elektricnog polja pri
prijelazu medu sredstvima razli¢itog indeksa loma:

Z[l 1j

(-t

n n —

R, = S PAR B (11.34)

Ovaj odnos vrijedi i pri refleksiji svjetlosti
POKUS
Laserska zraka se reflektira sa stakla amplitudom odredenom indeksima loma
sredstava 1 i 2.

11.4 Prilagodba impedancija tankim meduslojem

Postoji vise tehnika kojima se moze izbjeci reflektiranje signala tijekom (neizbjeznog) skoka
u impedanciji. Jedna od tehnika se koristi na primjer u optici a postize se Naparavanjem
tankog sloja medija izmedu medija impedancija Z, i Z,, koji sloj ima impedanciju Z, . U
pravilu numericka vrijednost impedancije naparenog sloja je izmedu vrijednosti impedancija
Z,i Z,. Ideja ovog postupka jest da se relativno mala, ali ipak postojeca refleksija na

prijelazu 1-medusloj ponisti valom koji negativno interferira s tim reflektiranim valom, a
potjece od refleksije na kontaktu medusloj-2. Napisimo izraze za refleksijske koeficijente:

1_ Zm
Z, -7 Z,
= mo— 11.35
1m Zl+Zm 1+27m ( )
1
-
R, =—2nm (11.36)
ZZ
1+—=

m

Lako je ustanoviti : ako je numeri¢ka vrijednost impedancije umetka izmedu impedancija
sredstava 1 1 2, tada su koeficijenti R,, i R, istog predznaka. Da bi se dva reflektirana vala

ponistila u podru¢ju 1, potrebno je da ti valovi u sredstvu 1 negativno interferiraju s
amplitudama iste jakosti. Prou¢imo $to je rezultat ulaznog vala podrucja 1:

w,"“ =y, cos(kx — or) (11.37)
' =R, w, cos(kx+ ot) (11.38)

U gornjoj relaciji se pretpostavlja da je kontakt medija 1 i medusloja m u x=0 tocki.
wy =T, R T w, cos(ks+ ot —2k, L) (11.39)

Gornja relacija opisuje val koji je prodro iz 1 u m, reflektirao se na granici mi 2 te je ponovno
prodro iz m u 1 ali sada sa suprotnim smjerom propagacije. U tom dvostrukom prolasku kroz
medij m dobio je fazni dodatak :—2k, L, gdje je k, valni broj u mediju m a L je debljina
sloja naparenog medija m. Ve¢ smo prije uocili da je refleksijski koeficijent za kontakt zrak
staklo relativno mali ( 0.2 na primjer). Tada je produkt transmisijskih faktora:

7,7, =0+R, )1-R,)=1-R > ~1 (11.40)

1m~ ml

Tako je zbroj reflektiranih valova u sredstvu 1, to jest zbroj (11.59) 1 (11.60) oblika:

1m



v +y'y =R, w, cos(kx + wt) + R, ,y, cos(kx + wt — 2k, L) (11.41)

Da bi ta suma iS¢eznula trebaju faktori ispred kosinusa biti jednaki i faze kosinusa pomaknute
za . Tako se uvjet ponistenja refleksije pomoc¢u medusloja svodi na dva uvjeta :

2k, L= ->L=4,/4 (11.42)

Duljina medusloja je cetvrtina valne duljine u sredstvu i uvjet: R, =R ,, Sto se preko

1m m2°

eksplicitne veze refleksijskih koeficijenata i impedancija svodi na:

Z =77, (11.43)

Ovom se tehnikom koristi opticka industrija. Naime u optickim instrumentima ima mnogo
kontakata zraka i stakla duz putanje optickih zraka. Time se velikim brojem malih efekata
smanjenja amplitude refleksijom moze izgubiti dosta svjetlosnog intenziteta. Naparavanjem
meduslojeva prave debljine i impedancije (indeksa loma) izraCunane preko (11.43), ti se
gubici spreCavaju. MoZzemo dodati da uz ovu tehniku postoje i1 tehnike koje variraju indeks
loma kontinuirano no ovdje to ne¢emo detaljnije razradivati.

11.5 Boje tankih slojeva / opéenitije o refleksijama na tankim slojevima

MozZemo zapoceti s demonstracijom boja vidljivih pri obasjavanju mjehura sapunice
bijelom svjetlos¢u. Ovome slicni efekti javljaju se na raznim mjestima poput Newtonovih
kolobara, pri zraénom klinu i pri promatranju tankih listi¢a. Pogledajmo Sto se deSava sa
svjetlosnim valom koji pada okomito iz zraka (indeks loma je jedinica) na listi¢ debljine d
indeksa loma n, . Na kontaktu zraka 1 listi¢a javlja se prva refleksija, a na izlaznom kontaktu

listi¢a 1 zraka je druga refleksija. Promatramo refleksijske koeficijente elektrickog polja koje
smo odredili unutar ovog poglavlja :

R12E = L=, ) R21E = =

1+n, n, +1

Ocito su dva vala u protufazi ve¢ samim aktom refleksije. Ako se sada debljina tankog listic¢a
poklopi s cetvrtinom valne duljine svjetlosti, dva vala ¢e biti u fazi (efekt pozitivne
interferencije). OcCito se ovakvi maksimumi pojavljuju u zavisnosti o valnoj duljini svjetlosti.
Gledaju¢i pod raznim kutovima tanki sloj, vidjet ¢emo s raznih mjesta razne boje. Studenti su
mogli opazati ovakve boje na vodi na kojoj plivaju tanki slojevi benzina ili nekog drugog
sredstva sli¢nih svojstava.
Proracun rezultata interferencije za jednu frekvenciju svjetlosti

n,—1 _

R, (11.44)

w," +y,"" =y R, |[cos(kx + ar) — cos(kx + et — 2k, L)] (11.45)
Gornji izraz dobivamo uobiCajenom superpozicijom reflektiranih valova koriste¢i
aproksimaciju (11.60) odnos refleksijskih koeficijenata (11.65).
Preko relacije za razliku kosinusa imamo:

v, +y,"" = 2y R, sin(kx + ot — k,L)sin k, L (11.46)
Tako omjer intenziteta reflektiranog i upadnog vala postaje:
2
lr//re .
~-=4R,’sin’ k,L (11.47)

v,



12. Moduliranje harmonijskih titranja

Do sada smo razmotrili kako putujuci valovi nastaju , kako prolaze transmisijskim linijama 1
Sto se deSava kada u svojem Sirenju naidu na promjenu svojstava medija. Medutim, u samom
harmonijskom titranju nema bitnog sadrzaja: u obliku oscilacija pronosi se (periodic¢ki , ako se
usrednji po periodu tada i ravnomjerno) energija. Ako , medutim, amplituda tog titranja
varira, tada Saljemo poruke. Takav nacin rada koriste na primjer radiostanice, TV odasiljaci,
radarski sustavi a u najnovije vrijeme stvaraoci kratkotrajnih pulsova (femtosekundna
tehnika). Najjednostavniji oblik moduliranja ve¢ smo sreli kod fenomena udara pri
superponiranju dva titranja bliskih frekvencija kada intenzitet titranja pulsira razlikom
njihovih frekvencija. U ovom poglavlju ¢emo razmotriti potankosti fenomena koji nastaju
superpozicijom veéeg broja, a ponekad i kontinuuma doprinosa raznih frekvencija
rezultantnom titranju.

12.1 Fazna i grupna brzina na primjeru dva harmonijska titranja:

POKUS

Demonstriranje akustickih udara
Zapocinjemo s medijem na ¢ijem pocetku imamo dvije pogonske sile koje titraju s razli¢itim
frekvencijama, ali istim amplitudama. Odmah u izvoru imamo tipi¢nu situaciju udara:

@ DD, (12.1)

w(0,t) =w(cos w,t + cos w,t) = 2y cos ; D2 {cos

Drugi kosinus titra usrednjenom, frekvencijom. U komunikacijskom Zargonu taj se dio naziva
valom nosiocem. Sve ostalo predstavlja modulacijski faktor.

w(0,8) =y 4 (¢)cos (- (12.2)
Nas zanima opceniti slucaj u kojem titranja razli¢itim frekvencijama imaju preko disperzijske
relacije razli¢itu brzinu Sirenja pojedinih frekvencija. Ve¢ znamo analiticki opis putujuceg
vala , na primjer, (9.2) 1 vezu fazne brzine pojedine komponente s kruznom frekvencijom i
valnim brojem (9.3) i to mozemo kombinirati da bismo dobili njihov zajednicki rezultat na
koordinati x:

w(x,t)= l//{cos(a)lt — &x) + cos(@,t — &x) (12.3)
Vi V2

U gornjoj relaciji nacinili smo inverziju poretka vremenskog i prostornog dijela argumenta

(dozvoljeno radi parnosti kosinusa) kako bismo naglasili da u tocki x iz izvora dolaze titranja

dviju komponenti s dvije RAZLICITE faze. Vratit ¢emo se na uobicajenu notaciju prostornog

dijela opisanu s valnim brojevima i napisati relaciju ekvivalentnu (12.1) proSirenu prostornim

dijelom:



w(x,t)= 21,1/cos{w1 ;a)z [— k ;kz x}cos{w1 —;a)z t— k ;kz x} (12.4)

Radi lakSeg razumijevanja sadrzaja (12.4) napisat ¢emo je pomocu pokrata koje je lako
odgonetnuti usporedbom (12.4) i (12.4a):

W(X, t) = 2l// Cos(a)modt - kmodx) Cos(a)srednjet - ksredr;jex) (1243)
Iz (12.4a) je ocito da se medijem S§iri val nosa¢ koji brzo titra usrednjenom frekvencijom i
usrednjenim valnim brojem a njihov omjer predstavlja brzinu Sirenja brzih oscilacija.

. .
srednje (1 25)

srednje
Poruka, moduliranje vala nosaca putuje medutim drugom brzinom, koju se naziva grupnom
brzinom:

Vsrednje -

Opoa  A®
Voriome = = —— 12.6
grupno kmod Ak ( )
Bitnu razliku fazne 1 grupne brzine moze se uvidjeti s grafi¢kog prikaza u kojem je nacrtana

tipicna disperzijska krivulja s prikazom fazne i grupne brzine nainjenog prema izrazima
(12.6), (12.5), (12.4a) 1 (12.4).
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Ovdje je vrlo bitno uociti da poruka (a ne stalno harmonijsko titranje ) stize grupnom
brzinom. Nemamo spoznaje da bi grupna brzina Sirenja bilo koje poruke ili titranja prelazila
brzinu svjetlosti u vakuumu: c !

12.2 Amplitudna modulacija

Amplitudna modulacija je najjednostavniji oblik modulacije ; kako takozvano AM podrucje
radiostanica funkcionira na tom temelju nastojat ¢emo objasniti temelje rada. Pri biranju koju
stanicu sluSamo, mi variramo rezonantnu frekvenciju radioprijemnika na kojoj on prima
signal t.j. val nosa¢. U AM tehnici taj val nosac¢ se sada amplitudno modulira. Na primjer kod
prijenosa zvuka glazbala ili govornika, zavisno o akustickom nadtlaku preko mikrofona (kao
transducera-pretvaraca) pojacava se ili oslabljuje amplituda vala nosaca. Tako nastalo titranje
emitira se preko antene u prostor. Radi stjecanja intuicije izabiremo nedisperzivni primjer,
znaci situaciju u kojoj su fazna i grupna brzina jednake, pa je signal slusaoca identi¢an onom
emitiranom. To jest situacija s AM frekventnim podru¢jem. Pretpostavimo tom slucaju da
pozitivno definitna funkcija vremena A(x-ct) modulira uobi¢ajeni val nosa¢ valnog broja k, i
kruzne frekvencije @, . Rezultantno titranje ima oblik:
w(x,t) = A(x —ct)cos(k,x — w,t) (12.7)
U sluc¢aju AM valova stanje titranja u izvoru prenosi se brzinom c,bez deformacija koje ¢emo
sresti kod disperzivnih sredstava, kroz prostor brzinom svjetlosti. Stoga je dovoljno promatrati
samo rezultat modulacije u izvoru. Pogledajmo rezultat dobiven najjednostavnijom
modulacijom vala nosaa modulacijskom frekvencijom @, amplitudom koja je manja 1
maksimalno jednaka osnovnoj amplitudi opisanoj upravo relativnim odnosom dviju
amplituda: m
A{t)=4,(1+msinw,t) (12.8)
Ocito je u gornjem primjeru A'(¢) pozitivno definitna funkcija. Ba§ m moze biti vremenski

zavisan 1 odreden na primjer strujom proizvedenom u mikrofonu.
Rezultat te modulacije jest:

w(t)=A'(t)cosw,t = A, {cos Wyt + %m sin(w, + o, )t — %m sin(w, — o, )t} (12.9)

Vidimo da je wukupno titranje razdijeljeno u tri harmonijska titranja frekvencija
w,,0,+0,,0,—00, . Titranja imaju centralnu frekvenciju i1 dvije bo¢ne frekvencije. Val

L . : : e : : 1
nosa¢ ima temeljnu amplitudu a boc¢na titranja imaju amplitude reducirane faktorom Em S

druge strane mozemo s pojasom frekvencija @, pokriti najvazniji dio spektra ljudskog sluha
(znaci otprilike 10-20 kHz) da bi se u modulaciju vala nosaca svaka akusti¢na frekvencija @,

utiskivala svojom trenutnom amplitudom .To podruéje frekvencija uz val nosa¢ zove se
bo¢nim pojasom. Tijekom stvarnog emitiranja glazbe ili govora moduliraju¢i faktor (12.8)
ima , dakle ,mnogo kompleksniji i vremenski ovisan sastav i moZzemo ga kao primjer
predstaviti Fourierovim redom u jednom trenutku ¢iji dijapazon frekvencija ide od jedne
bo¢ne frekvencije do vala nosaca. ( Ocigledno je da se frekvencije emisije ne mogu
proizvoljno odabirati; pozicije emitiranja stanica 1 njima dozvoljenih pojasa reguliraju se
planetarno dogovorenim sustavom.) . Da bi studenti imali osje¢aj o Sirinama bo¢nih pojasa,
ukupna Sirina izmedu o@_, i ®_ . je 10 kHz. To znali da je zapravo vjerno transmitirano

max

podru¢je od 5 kHz.



12.3 Frekventna i fazna modulacija

Tehnicki detalji ovih metoda nece se ovdje razradivati; fazna modulacija na primjer uvodi u
pomo¢ unutar Fourierove analize i Besselove funkcije. Dat ¢emo samo slijedece ideje: pri
frekventnoj modulaciju modulacijska se amplituda ne ,,utiskuje* u val nosa¢ kao varijacija
faze nego kao odstupanje od frekvencije vala nosaca. Kod fazne modulacije modulacijska
amplituda ulazi u varijaciju trenutne faze vala nosaca. Neocekivano, frekventna modulacija
(FM) i fazna modulacija su dosta bliske

12.4 Multipleksno komuniciranje

Cesto postoji potreba prenosenja mnogo kanala komunikacije istovremeno. U staro doba
transoceanski kablovi za prijenos telefonskih razgovora ovaj su problem rjeSavali paralelnom
transmisijom kroz razli¢ite Zice kompleksnog kabla. Druga je moguénost da postoji jedan val
nosilac s mnogo modulirajucih frekvencija @, svaka sa svojim bo¢nim pojasom Aw, s tim da
se svi navedeni pojasevi ne preklapaju. Tako se jednim medijem, na primjer jednim opti¢kim
vlaknom, moZe pronositi mnostvo paralelnih komunikacijskih linija.

12.5 Intuitivna priprema za razumijevanje nastanka pulsova.

Pod pulsom podrazumijevamo signal vrlo ograni¢en u trajanju. Pulsovi se izgraduju
superponiranjem titranja razliCitih frekvencija na nacin koji ¢emo ovdje nastojati intuitivno
pribliziti. Podimo od najjednostavnije situacije superponiranja dvaju valova bliskih
frekvencija o, i w, 1iste amplitude za koje znamo da rezultiraju u fenomenu udara. Fenomen

udara se moze smatrati modelom stvaranja pulsa jer se u titranju u trenutku maksimuma
modulirajuée amplitude taj trenutni fenomen moZze opisati i kao najjednostavniji oblik pulsa.
No pravi pulsovi nastaju superpozicijom mnogo frekvencija. Kroz slike ¢emo prolaziti
superpoziciju dva , a zatim vise valova kako bismo stvaranje pulsa pribliZili intuiciji.
Vremensko ponasanje :

w(t) = Acoswt + Acos w,t (12.10)
mozemo graficki reprezentirati kao projekciju dva vektora modula A koji razli¢itim brzinama
kruze oko ishodista. No izvanredno je pou¢no promatrati ponasanje tih vektora u sustavu koji
ROTIRA srednjom kruznom frekvencijom. U njemu (pretpostavimo @, < @,) prvi vektor

rotira u negativnhom smjeru s kruznom frekvencijom koja je polovica razlike srednje
frekvencije 1 njegove frekvencije. Drugi vektor rotira pozitivnim smjerom isto kruznom
frekvencijom. Rezultanta njihovog zbroja je duz osi x 1 oscilira sukladno moduliraju¢em
faktoru iz (12.2) 1 (12.1). Sada imamo izvrsnu grafi¢ku predodzbu kako nastaje modulirajuci
faktor u najjednostavnijem slucaju. Rezultantni vektor titra izmedu vrijednosti 2A 1 -2A s
kruznom frekvencijom (@, —®,)/2. Poop¢imo ovu sliku na situaciju u kojoj je Sest

frekventnih komponenti koje se medusobno razlikuju za stalni iznos Aw@. Imamo znaci
frekvencije
o =0, -25Aw,0, =0, -1.5Av,0, =0, -05A0,0, =0, +05A0,0, =0, 1.5Aw,

0, =0, +2.5Ao koje sve titraju amplitudom A.

Ako ponovno pogledamo prikaz svih Sest vektora koji rotiraju navedenim frekvencijama u
sustavu koji rotira srednjom frekvencijom vidimo njihov rasap po kutovima stvoren razlikama
u frekvenciji. Njihova pocetna rezultanta je 6A 1 nakon vremena:

2z _ 7 (12.11)

At = =—
6A®w 3Aw



vektori ¢e biti jednoliko rasporedeni po kruznici. To je prva nultocka modulacije.
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Crtezima se moze ilustrirati da se nultocke dobivaju za jo$ Cetiri viSekratnika od (12.11). No
nakon vremena:

727 (12.11a)
Aw

nw
t‘*" Aw
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svi vektori u rotirajuéem sustavu imaju istu fazu:+ 7, tako da je rezultanta -6A. Izmedu
nulto¢aka se javljaju 1 maksimumi koji su relativno mali radi negativnih interferencijskih
efekata. Ovdje je vrijedno razumjeti da je veza vremena At koje protjeCe od maksimuma
modulacijske amplitude do njenog pada na nultu vrijednost vezano za veli¢inu intervala u
kojem se krecu frekvencije ¢lanova ove superpozicije (12.11).
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Studenti mogu sami racunati vremensko ponasanje superpozicije navedenog oblika i uociti da
se za razliku od fenomena udara sada javljaju mnogo istaknutiji vrhovi. Modulacijski faktor
izvan glavnih vrhova i dalje titra , ali s mnogo manjim amplitudama. (Naravno ne treba
zaboraviti da joS uvijek postoje( unutar anvelope modulacijskog titranja) i titranja srednjom
vrijednos¢u kruzne frekvencije.)

12.6 Proracun oblika pulsa proizvedenog ¢esljastim frekventnim
spektrom

Polazimo od frekventnog spektra u kojem je N kosinusnih titranja; svako od njih pomaknuto u

;\ &) l'..k::‘
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N l};\ﬂwﬂ\f‘
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frekvenciji za ow razmak medu frekvencijama, koji je razmak povezan s ukupnom Sirinom
spektra:
Aov=0, -0, (12.12)
Relacijom:
Aw = (N -1)ow =~ Now (12.13)
Sumiranje kosinusnih titranja najlakSe je izvesti u kompleksnom podrucju i zatim rezultat
vratiti u realno podrucje:

min min min

w(t) = A[cos ..t +cos(w,, +ow)t+cos(w,,, +20w)t+...cos(w,. + (N - 1)5a))t] (12.14)
w(t) = ARe[eiwt 4 pil@ron) | pior2ow): +m+ei(m+(N—1)5wz] (12.15)

U gornjem izrazu smo u iz grafickih razloga ispustili indeks min uz kruznu frekvenciju. Kako
(12.15) predstavlja geometrijski red moZemo ga zbrojiti prema pravilima sume takvog reda:



oo oW 12 NGt 12 _ ,=iNsot /2
w(t)= ARe| e’ ——— | = ARe| ' i u nastavku
e

ioot eié'wt/Z eib‘a)t/Z _ e—iﬁ(ut/Z

() = ARe{e"“"“N‘”‘s“”/z 2isin(N5a)t/2} sin(NSwt / 2)

=4 CoS(@,, ot 12.16
2 Sln(5wt/2) Sln(é’wt/z) ( srednje ) ( )

Naravno @, je srednja vrijednost kruzne frekvencije u intervaluAw. Fizikalni sadrzaj

rezultata (12.16) jest modulirano titranje ; ,,val nosac* titra frekvencijom @

srednje ° a njegOVO
titranje je modulirano faktorom razlomka. Taj pak faktor ima vrlo naglasena povecanja na
mjestima gdje argument sinusa u nazivniku poprima vrijednost nula. Jasno je da vrijedi za

period ponavljanja tog maksimuma, 7 __ :

>~ max
2

max %
Uz ove glavne maksimume postoje i mnogo manji modulacijski maksimumi od titranja
brojnika od kojih je prvi vremenu odmaknut od glavnog maksimuma A¢ :

T, 6w/2=rx il (12.17)

NowAt 7 . V4
=— to jest At

2 2 OowN
Unutar te ovojnice nalaze se joS sicusni titraji nainjeni srednjom frekvencijom titranja.
Mozemo jo§ spomenuti da je ovaj formalizam temelj za proizvodnju vrlo uskih vremenskih
pulsova; ti si su pulsovi sada usli u femtosekundno podrugje.
S druge strane, isti formalizam se upotrebljava za opis prostorne raspodjele zracenja
emitiranog s difrakcijske reSetke. Geometrijski red koji nastaje superpozicijom valova
jednakih sukcesivnih pomaka u fazi zbraja se upravo navedenim postupkom.

(12.18)

12.7 Proracun oblika pulsa proizvedenog pravokutnim frekvencijskim
spektrom

Jasno je da taj problem moZzemo prakticki rjesavati prijelazom gornjeg formalizma u limes s
N >,
Promotrimo vrijednost amplitude titranja u trenutku t=0
w(0) = N4 (12.19)

Time je prije odlaska u limes s beskonacnim brojem frekvencija:

w(t) = w(0) si1.1(N5a)t /2) cosm,,t (12.20)

N sin(owt/2)

Kako ow — 0 to se za male vrijednosti argumenta sinusa u nazivniku moze znak sinusa
ispustiti 1 argumentu pridodati faktor N. Time gornji izraz prelazi u:

. Aot
sm(T)
w(t)= W(O)Wcos .t (12.21)

2
gdje smo iskoristili relaciju (12.13) koja povezuje razmake medu frekvencijama sa ukupnom
Sirinom frekventnog pojasa.
Ovaj se rezultat jednostavno dobiva i preko metode Fourierovog integrala i student ga moze
naciniti kada i postupak Fourierovog integrala prodemo.




12.8 Valni paket i dinamika njegovog Sirenja

Ako smo u izvoru emitirali pravokutni spektar frekvencija, vidimo da je rezultat puls oblika
(12.21). Postavlja se medutim pitanje Sto se dalje deSava s takvim pulsom tijekom njegove
propagacije duz medija. Puls moze biti i nekog drugog oblika. Jedan intuiciji bliski model jest
valni paket u kojem je izvor emitirao jednu frekvenciju konacan vremenski interval. No bez
obzira o kojem se modelu paketa radi, pitanje je Sto se dalje s njim deSava. Pri studiju grupne
brzine smo zakljucili da se grupa valova §iri grupnom brzinom koja je dana preko (12.6)
y _Aw

grupno Ak
Ukoliko se radi o nedisperzivnom sredstvu, to jest ako je veza kruzne frekvencije i valnog
broja linearna to koincidira s faznom brzinom; posljedica za valni paket je jo§ dramati¢nija.
Kako sve frekvencije putuju istom brzinom, isti valni paket se bez promjena oblika Siti
medijem. Njegova je pak prostorna duljina jednostavna za izracunati. Ozna¢imo s Ax put koji
pocetak vala prode dok se ne zavrsi emitiranje valnog paketa u izvoru. Trajanje emisije je Af.
Jasno je da je predeni put:

Aw
Axy =V o AL = A—kAt (12.22)
Odatle dalje slijedi:
AxAk = AwAt =27 (12.23)

Druga jednakost u (12.23) je o€itana iz (12.18) kao veza izmedu trajanja glavnog maksimuma
i Sirine spektra kojim je kreirana. Pred nama je izvor jedne od najvaznijih relacija u kvantnoj
fizici. Tamo se polozaj Cestice identificira s podru¢jem u kojem postoji jako titranje valnog
paketa koji Cesticu reprezentira ( u ovom slucaju to je Ax). S druge strane Akje direktno
proporcionalan s neodredenoscu impulsa Cestice Ap . Tako prvi i treci dio (12.23) jesu relacije

neodredenosti koordinate i impulsa. Kako su u kvantnoj fizici energija i frekvencija
proporcionalne imamo 1 relacije neodredenosti energijska Sirina zraCenja s vremenom
emitiranja zracenja kroz vez drugog i tre¢eg dijela (12.23).

Gornja je diskusija za valove opcenito ograni¢ena na medije bez disperzije. No u principu
smo vidjeli da postoje situacije u kojima postoji kompliciraniji odnos @ 1 k nego Sto je
proporcionalnost. U tom slu¢aju postoji i pojas grupnih brzina:

_ dvg A — d*o
¢ dk dk*

Radi Sirine grupne brzine proSiruje se i valni paket koji je u vrijeme ¢ = 0imao dimenziju
Ax, (12.22).

Av

Ak (12.24)

AX(t) = Ax, + (Av, )t (12.25)

12.9 Prikaz funkcije pomocéu Fourierovog integrala

U modulacijskim razmatranjima vrlo snazan alat dobivamo upotrebom Fourierovog integrala.
Fourierov integral se razlikuje od reda kako mu ime kaze : umjesto sumiranja po indeksu vrsi
se integriranje po kontinuiranoj varijabli. Ponovimo izraze Fourierovog reda za opis
vremenske funkcije F(t) zadane na intervalu ¢, do t, +7, Cija je osnovna frekvencija time

zadana kaow, =27 /T,

F(1)= B, + YA, sin(nwt)+ Y B, cos(net) (12.26)
1 1



S time da vrijede:

1 to+T; 2 to+T;
B, =— | F(H)dt B =— | F(t)cos(nw,t)dt 12.27
OTIIJ()() nTltjoo(l) (12.27)
th+T
4, == [F@)sin(near (12.28)

[IA
I¢i ¢emo na limes u kojem vremenski interval prikaza 7, — c. Ako je impuls ograni¢enog
trajanja 1 ne penje se u beskonacne vrijednosti, ocito u tom limesu B, postaje jedak nuli.

Vrijednost @, u limesu postaje sve manja, no s velikim vrijednostima indeksa n to se moze

kompenzirati tako da se definira gotovo kontinuirana varijabla :

w=no, injen prirast oJow=won tojest on=ow/w (12.29)
Uz ove napomene prikaz funkcije F postaje:
F(t)=>"[ A,sin(nw)+ B, cos(nat) on (12.30)
A B
F()= Z[ —=sin(nw,t) + —cos(nw,t) ]5&) (12.31)
@ @

1 1
Na kraju procedure limesa omjeri malih veli¢ina uz sinus i kosinus se zovu novim imenima:

F(1) = T[ A(w)sin(ar) + B(w)cos(at) Jdo (12.32)
U istom limesu je ocito

Aw)=——2 [F(@)sin crdt = 1 [F(0)sin crdt
a) T‘l —00 7[ —00

1
1 0
B(w)=— IF(t) cos wtdt
7[ —00

Prikazi preko Fourierovog integrala ¢e biti koriSteni pri upotrebi kontinuiranih spektara bilo
frekvencijskih bilo vremenskih!

12.10 Prora€un rezultata aktivnosti pravokutnog frekvencijskog spektra
Fourierovim integralom

Na djelu je emisija pravokutnog frekvencijskog spektra oblika:
B
Bw)=—"— za o, <0<,
@, —O
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Izvan tog intervala B(w)=0 . A(w)=0 svugdje MozZzemo pri¢i smjesta konstrukciji
rezultantnog vremenskog pulsa upotrebom (12.32) :



Drmax

w(t) = j B—_Owcos wtdw (12.33)

@Dpjin max min

Nakon $to podintegralni izraz proSirimo faktorom t (brojnik i nazivnik), lako mozemo
integrirati funkciju kosinusa i uvrstiti vrijednosti primitivne funkcije na krajevima podrucja
integracije:
Sin a)max B a)min ¢
B sinw__ t—sinw,. t
0 max min® _ BO 2 COS @
— . . t . - ..

max min max min t

2
Ako student ovaj rezultat usporedi s (12.21) jasno je da (osim druk¢ije notacije) ovo
predstavlja isto rjeSenje istog problema. Takoder je jasno s koliko manje rac¢unskog napora je
ovo izvedeno!

w(r) = t (12.34)
w

srednje

12.11 Proracun frekventnog spektra za vremenski pravokutan puls
Fourierovim integralom

Ako vremenski pravokutni spektar postavimo simetricno obzirom na vremensku nulu imamo
dvije raCunalne prednosti. UvrStenjem tako smjeStenog spektra u (12.34) dobivamo da je
ovisnost funkcije A o kruznoj frekvenciji jednaka nuli , jer u (12.34) trebamo provesti integral
antisimetri¢ne funkcije po simetri¢no postavljenom intervalu, $to mora dati nulu za sve kruzne
frekvencije! S druge strane za puls opisan u vremenu kao :

B
w(it)=—"L za —At<t<At
At

a izvan toga jednak nuli imamo za spektralnu funkciju B:

At

sin( )
B(w )_l— j cos(awr)d _lB——[ (ﬂ)—s (—ﬂ)} B2 7 (235
T A 7w At At

- (7 )
Ako usporedimo (12.34) i (12.35) vidimo i drugu prednost naSeg izbora vremenskog pulsa
simetricnog s obzirom na vremensko ishodiste. U rezultatu je samo modulacijska obujmica
(anvelopa) , dok faktora sitnog titranja funkcije B nema , jer je taj titrajuci faktor izbjegnut
smjestaju¢i srednje vrijeme vremenskog pulsa u nulu!!! Iz ovog egzaktnog rezultata jo§ se
bolje vidi klasi¢na relacija neodredenosti. Vrijeme trajanja pulsa je Az, a njegovu frekventnu
Sirinu mozemo procijeniti iz (13.35). Naime frekventna Sirina ide od nule do prve nultocke
(12.35) a ona nastupa na mjestu:

AtAw

2

zakljucak kojeg smo ve¢ dobiliu (12.11)1(12.18).

Berkeleyski udzbenik na ovom mjestu nudi zanimljivu ilustraciju mjerenja vremenskog
trajanja pljeska ruku. Otvorimo poklopac glasovira tako da ¢e proizvedeni pljesak imati
maksimalni ulaz u glasovirski rezonator. Pritisnimo papucicu glasovira koja oslobada Zice od
dijelova koji svojim mekim poklapanjem prigusuje titranje Zica. SnaZno pljesnimo.
Ustanovimo koji podrucje zica (dijapazon) je uzbudeno u titranje. (MoZe se ustanoviti
opipom). Upotrebom (12.36) mozemo u pogodnim vremenskim intervalima tako odredivati
trajanje puls u vremenu. Student moZe vjeZbati ustanoviti koliko je ova metoda dobra za
gitaru ili tamburu!

POKUS

=rx  Stopovlaci AtAw=2r (12.36)



12.12 Analiza putujuéeg valnog paketa uz pomoé metode Fourierovog
integrala

Neka je izvor valnog paketa smjeSten u ishodiStu (x=0) zatitrao na nacin opisan svojim
spektralnim komponentama A 1 B na nacin opisan Fourierovim integralom:

w(0,t) = ]g[A(a)) sin(at) + B(w) cos(a)t)]da) (12.37)

Ako pretpostavimo sistem s disperzijom to jest situaciju da fazna brzina nije stalna,
@
v:zi kons tanta (12.38)

u polozaju x u kasnijem vremenu t' razlicite frekvencijske komponente daju svoje doprinose
¢ije su tezine u izvoru bile odredene faktorima A(w) i B(w) u razli¢itim vremenima

X
t'=t-

o (12.39)

Time u tocki x u prikazu (12.37) treba voditi ratuna da tamo titranje nije jednostavna
prostorna translacija izvornog titranja; sada na mjestu vremenske varijable t treba uvrstiti t'
dan s (12.39), pa je konacan rezultat

w(x,t) = T[A(a)) sin(wt — k(w)x) + B(w) cos(wt — k(w)x) do (12.40)

¢ime je izvorni puls promijenjen!!! Valni se oblik mijenja kako puls putuje sustavom.
Potpuno je drugi zakljucak za nedisperzivni sustav. Tamo radi proporcionalnosti u analogonu
omjera iz (12.38) vremensko prostorni opis sustava postignut identi¢nim koracima u analizi
ima oblik:

w(x,1) = T[A(a)) sin(t —2) + B(w) cos ot — f)}da} (12.41)
0 1% \%

Sto nije niSta drugo nego brzinom v (konstanta za sve frekvencije) translatirano originalno
titranje izvora opisano s (12.37).

12.13 Kako iz poznatih rjeSenja valne jednadzbe rekonstruirati valnu
jednadzbu?

Pretpostavimo da nam je dan analiticki oblik rjeSenja valne jednadzbe:

v(x,t) =y, cos(at — k(w)x) (12.42)
Dvostrukim parcijalnim deriviranjem po t i x varijablama nalazimo:
2 2 2

ot k)] &
Nedisperzivne sustave karakterizira konstantnost omjera w/k=vu (12.43) pa je opce
rjeSenje u tom slucaju: oblika f(x —vf)+ g(x+vt) gdje su f'i g proizvoljne funkcije.



13. Valovi u dvije dimenzije

Radi postepenog razvoja intuicije posebno za ravne valove, poopcit ¢emo nasa razmatranja
titranja jednodimenzionalnog medija na dvije dimenzije. Umjesto tanke napregnute zice
razmatrat ¢emo tanku membranu bez utjecaja gravitacije i bez utjecaja okolnog zraka.

13.1 Valna jednadzba za titranje membrane

Polazimo od membrane u kojoj postoji povrSinska napetost f,. (Ponovi pojam povrSinske

napetosti iz prvog semestra kao sile koja djeluje na jedinicu Sirine sloja). Membrana je u
poloZzaju ravnoteze dio ravnine x-y. Odstupanje tocke membrane na koordinatama x i y od tog
polozaja ravnoteze oznacavamo s y(x, y,t) gdje je t viemenska varijabla. Napetost postoji i u

smjerovima X 1 y. Promatrajmo element membrane povrSine AxAy smjeSten izmedu
koordinata x i x+Ax te yi y+Ay. Sile koje zateZu membranu su: u y smjeru f,Ax au
smjeru x to je f,Ay. Ako smo povrSinu pomakli iz ravnoteze kako je opisano s w(x,y,t),

tada u punoj analogiji s izvodom rezultantne sile na element zice nacinjen u tekstu 4.1 za
rezultantnu silu (4.1) mozemo pisati za smjer y:

1% 1% o'y
A (-, | = il 13.1
S {( 8y) ( } J & Y (13.1)
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To je sila koja potjeCe od deformacije elementa membrane AxAy promatrane u y smjeru a
rezultira kao i u jednodimenzionalnom mediju u transverzalnoj sili (ovdje u smjeru z osi). U
punoj je analogiji rezultantna sila, koja potjece od deformaciji istog elementa promatrane duz
smjera x ( sila je usmjerena takoder duz z osi):
2
foAy|:(aa_Z)x+Ax - (aa_l)/:)x:| = fohy Zx
Time je sveukupna sila duz osi z zbroj (13.1) 1 (13.2) i moze se prema 2. Newtonovom
zakonu napisati (uz o, kao povrsinska gusto¢a mase):

"~ Ax (13.2)

o'y o’y o'y
fOAX ayz Ay + fOAyax—zAX:O'OAXAy 6t2 (133)
Sto je nakon pokrata:
0’ 0’ 1 o
ay"z’ + 6x‘/2’ - atlé/ (13.4)
gdje je naravno:
v’ =i (13.5)

Tako smo dobili dvodimenzionalnu valnu jednadzbu kao generalizaciju jednodimenzionalne.
Ovo nam je poucno iz viSe razloga. Najprije je jasno kako se sada od dvije ide na tri dimenzije
ako imamo elastiCan medij koji se lokalno deformira, $to bi dalo objasnjenje 3D zvucnih
valova. Nadalje, u dvije dimenzije je lakSe zamisljati ravni val i to ¢emo upravo Ciniti.

13.2 Ravni val u dvije dimenzije

Student ¢e lako provjeriti raCunanjem drugih derivacija po prostornim i vremenskoj koordinati
da titranje oblika:

w(x,y,t) =y, cos(k x+k,y—ar) (13.6)

zadovoljava dvodimenzionalnu jednadZbu (13.4) pod uvjetom da je ispunjeno da je
2

2 2 O
kx +ky —v—2=0 (137)
Ocito se k, i k, mogu interpretirati kao komponente vektora :
k=ki+k D (13.8)

pase (13.8) moZe elegantnije napisati u obliku vrlo ¢estom u fizici:
w(7,1) =, cos(kF — ar) (13.9)

Ovo je analiticki prikaz dvodimenzionalnog ravnog vala. Na njemu ¢emo ilustrirati svojstva
ravnih valova koja student moZe kasnije lako generalizirati na 3D prostor. Sto predstavlja
izraz (13.10)? Podimo od trenutka t=0 i obratimo paznju samo na opis kosinusnog titranja u
prostoru. Gdje su smjeStene nulto¢ke izraza (13.10) koje korespondiraju vrijednosti

- T
argumentakr = 2 ?



Student ¢e lako provjeriti da je najbliza tocka koja ispunjava taj uvjet udaljena od ishodista
v, = w/(2k). No isti uvjet ispunjavaju 1 sve tocke na pravcu okomitom na k koji prolazi

tockom udaljenom od ishodista za onu vrijednost r. To znaci da se u trenutku t=o cijeli taj
pravac tocaka nalazi u nultom polozaju (¢vorovi ravnog vala). Trbusi ravnog vala

(maksimalne vrijednosti i) su na pravcu koji prolazi kroz ishodiste, a okomit je vektork .
Geometrijsko mjesto tocaka gdje je slijedeci trbuh ravnog vala je ponovno pravac okomit
nak koji je od ishodiSta odmaknut za iznos r,,,,, =27 /k Razmak pravaca s trbusima je

upravo ta udaljenost jer prvi pravac tocaka s trbusima prolazi kroz ishodiste. razmak pravaca s
trbusima je prirodno zvati valnom duljinom vala:

A=2rnlk (13.10)

Sada znamo da titranje opisano s (13.9) u vrijeme t=0 predstavlja kosinusno ponaSanje dok se
kreéemo u smjeru paralelnom s valnim vektoromk . Obratno ako se kreéemo okomito na
valni vektor, nalazimo isto stanje odmaka od ravnoteZze.

To je razlog tvrdnji da su valne fronte ( sinonim za tocke istog stanja titranja) okomite na
valni vektor k iz izraza (13.9). Kada sad uklju¢imo i vremensko variranje, jasno je da se isto
stanje titranja nalazi na mjestima za koja vrijedi:

kF — wt = kons tan ta (13.11)

K-Ty=¢ +wt +2%

K1, =0, +wt;

To pak znaci da isto stanje gibanja putuju u smjeru valnog vektora brzinom koju smo ve¢
izraCunali u (13.7) a ovdje je ponavljamo u otprije poznatoj formi iz jednodimenzionalnog
harmonijskog vala:

@
v=— 13.12
p (13.12)



13.3 Stojni valovi na membrani

U gornjem smo odjeljku obradili ravne valove koji putuju u smjeru valnog vektora u 2D
slucaju. Zbog opce fizicarske kulture spominjemo valove koji su rjesenja iste valne jednadzbe
(13.4) ali predstavljaju stacionarna rjesenja; to jest ne napreduju prostorom. Takva rjesenja,
kao 1 u jednodimenzionalnom slucaju dobivamo separacijom prostorne 1 vremenske
zavisnosti:

w(r,t) =w(r)cos(wt) (13.13)

Ovakva rjesenja su rezultat rubnih uvjeta; na primjer da se ¢vor vala nalazi na rubu membrane
koja ima zadani oblik. Najjednostavniji slucaj za obradu je pravokutna membrana u kojoj
mozemo nadalje naciniti daljnju separaciju i dobiti sinusna i/ili kosinusna titranja posebno za
x varijablu 1 posebno za y varijablu. Studenti ¢e tokom ove godine studija upoznati i
Besselove funkcije. One su stacionarna rjeSenja titranja (stojni valovi) za slucaj kruzne
membrane kada se (13.4) piSe u obliku prilagodenom toj geometriji to jest preko polarnih
koordinata r i ¢.

POKUS

Demonstrirat ¢e se Chladny- jeve figure koje nastaju titranjem 2D profila.
Bubnjevi i timpani proizvode zvuk koji je rezultat stacionarnih rjesenja jednadzbe
(13.4)



14. Valovi u tri dimenzije

U tri dimenzije moZemo imati veliko bogatstvo moguénosti; na primjer putujuci val u jednom
smjeru, stojni val u okomitom smjeru i eventualno eksponencijalni val u tre¢em okomitom
smjeru. No nas najprije zanima generalizacija ravnog vala iz poglavlja prije ovog

14.1 Harmonicki ravni val u prostoru

Promotrimo sinusoidalno/kosinusoidalno koje se Siri u smjeru opisanim valnim vektorom k
koji za razliku od prijasnjeg poglavlja ima i z komponentu. Ravnine istog stanja titranja su
polozene okomito na smjer valnog vektora. Student ¢e lako provjeriti da titranje :

v(F,H) =y, cos(kF — wt) (14.1)
opisuje za t=0 slijedecu situaciju. Val ima maksimum u ishodi$tu, a istu vrijednost val ima za
sve totke u kojima je k7 =0. To je ravnina koja ide ishodistem a okomita je na vektor k.
Sada moZemo ponoviti argumentaciju iz proslog poglavlja. Podimo u smjeru valnog vektora

. 2r . : . o y .
7a iznos r = - Ta tocka ima ponovno maksimalnu vrijednost u titranju. Sve tocke koje su

u ravnini okomitoj na valni vektor k a ukljucuje navedenu tocku imaju slijedeci trbuh vala.
To znaci da je razmak dvije paralelne ravnine trbuha:

27
1= 14.2
. (14.2)

Tako izraz (14.1) opisuje za t=0 kosinusoidalni oblik raspodjele amplituda u prostoru
smjesten tako da je maksimum u ishodistu i u cijeloj ravnini koja ide ishodistem te u svim
ravninama koje su za viSekratnik od (13.2) udaljene od ravnine trbuha koja ide ishodiStem.
Ako sada pocnemo ukljucivati i vremensku zavisnost jasno je da se ove ravnine trbuha, a tako

1 sve druge ravnine istog stanja titranja mic¢u u smjeru valnog vektora k koja se dobiva iz
zahtjeva:

kF — ot = kons tan ta (14.3)
Iz (14.3) je jasno da je brzina napredovanja tih ravnina v = % (kao 1 u jednodimenzionalnom

i dvodimenzionalnom slucaju!!!)

14.2 Veza disperzijske relacije i valne jednadzbe u sluéaju
elektromagnetskih valova u vakuumu

U vakuumu nema plazme pa frekvencija plazme u disperzijskoj relaciji (9.14) isCezava.
Tako je disperzijska relacija elektromagnetskih valova u vakuumu:

o' =’k =7 (k] +k,+k) (14.4)
Ovu relaciju moZzemo mnoziti s amplitudom y 1 rezultat usporediti s drugim derivacijama
putujucih valova (14.1)):



2

2 2 2
OV oty SV 2y SV g2, OV oy, (14.5)

o OV g T TV G TRV T
Ocito rjeSenja oblika (14.1) zadovoljavaju jednadzbu dobivenu iz disperzijske relacije; s
druge strane diferencijalna jednadzba koje je nastala iz disperzijske relacije (14.4) jest:

2 2 2 2
v, 0w, oy 10y (14.6)
Ox oy 0z" ¢ ot
Tako za dobivanje valne jednadzbe za komponente elektricnog i magnetskog polja imamo
osim Maxwellovih jednadZzbi i kraticu preko disperzijskih relacija! Naravno da isti pristup
mozemo primijeniti i pri nalazenju valne jednadzbe za valove u plazmi polazeéi od originalne
disperzijske relacije za valove u plazmi: (9.14) .

14.3 Elektromagnetski val unutar pravokutnog valovoda (u vakuumu)

Disperzijska relacija (14.4) i valna jednadzba (14.6) mogu biti pocetna tocka i za razmatranje
putuju¢ih valova duz valovoda konstruiranog od vodickog materijala formiranog iz
pravokutnog profila Sirine § 1 razmaka r, ¢ije su duzinske dimenzije daleko vece tako da u
smjeru osi z uzimamo da su beskonac¢ne. Kako u x smjeru visine i1 y smjeru Sirine imamo
rubni uvjet postojanja vodica, u tim smjerovima se formira stojni val, dok se elektromagnetski
val Siri duz osi z. Tako je rjeSenje(*) =za ponasanje elektromagnetskog titranja u ovom
valovodu:

w(x,y,z,t) =y, sink xsink ycos(k .z — wr) (14.7)

Radi rubova imamo diskretizaciju spektara k, i k, vrijednosti:
kr=n2r,..mr.. ks§=r2r,.nr.. (14.8)

Time se disperzijska relacija svodi na:
®,," = c{(ﬁf HEY +kf} (14.9)
r §
Iz (14.9) je jasno da svaki mod (m,n) ( rasporeda v, , po x—y ravnini) Koji prema

(14.7) putuju duz valovoda ima grani¢nu frekvenciju :

0] 2(graniém):c{(ﬂ)2 +(M)2} (14.10)
r

m,n v

Dok @ nije veéi od @ , mod (m,n) [ to jest povrSinska raspodjela amplitude zadana

m,n

kvantiziranim vrijednostima k, i k,, sukladno uvjetima (14.8), a koja se pojavljuje u

“ v el v . . . .. . o . 2 ..
(14.7) ] ne moze se Siriti duz z smjera. Naime da bi se mod Sirio duz osi z , mora k.~ biti

pozitivan. Vratimo se jo§ jednom stvaranju slike o valu (14.7). On za t=0 i z=0 predstavlja
produkt sinusne raspodjele 1 u x i u y koordinati. Kad uklju¢imo vrijeme i os z, vidimo da taj
profil koji smo upravo razmatrali putuje duz osi valovoda. To je nacin transporta titranja
visoke frekvencije bez gubitaka na zraCenje.



Naime elektri¢na 1 magnetska polja su zatvorena unutar vodickih zidova valovoda. Kada bi ta
polja u znac¢ajnom iznosu prodirala izvan valovoda, valovod bi se ponasao poput radio-antene
1 postojali bi radi toga veliki radijativni gubici.

(*) Korektnosti radi moramo spomenuti da postoje i rjesenja v, koja u x i u 'y smjeru zavise
kosinusno o polozaju. Odluka o kojoj se raspodjeli radi zavisi o rubnom uvjetu koji Zelimo
ispuniti. Diskusija rubnih uvjeta na valovodu, medutim, trazila bi mnogo opsirniji tekst i nije
na direktnoj liniji sadasnjeg razmatranja. U jednom od kasnijih kolegija tome se posvecuje
veca paznja kada se valovod diskutira u kontekstu mikrovalne tehnologije.

14.4 Potankosti prijelaza elektromagnetskih valova iz jednog sredstva u
drugo

U naSem prvom susretu s lomom svjetlosti sreli smo pojam grani¢nog kuta u smislu da
svjetlost ne moZze prijeci iz opticki guSceg sredstva u opticki rjede sredstvo ako dolazi pod
kutom veé¢im od grani¢nog. Taj smo zakljucak izveli iz Snellovog zakona ; zakljucak je
makroskopski to¢an no ne i mikroskopski kako ¢emo sad pokazati. Promatramo opticka
sredstva 1 1 2 s odgovaraju¢im indeksima lomova. Apsolutne vrijednosti valnih vektora se
mogu proracunati standardnom vezom s kruznom frekvencijom i brzinom Sirenja svjetla u
sredstvu, koja je povezana s indeksom loma.

k=2 =n? (14.11)
v c

=2 =n% (14.12)
v, c

Razdijelimo valne vektore u komponente: n-normalna na povrsinu i p-paralelna s povrSinom
kontakta. Kao i prije kut theta se mjeri u odnosu na normalu na povrsinu kontakta. Imamo
Cetiri relacije za te komponente dobivene projiciranjem
k,, =n, 2003191 k,, =n, Qcosgz ki, =mn @ sing, k,, =n, 2 sin 9, (14.13)
c c c c
Broj valova na kontaktnoj povrSini mora biti stalan to komponente valnih vektora paralelne
kontaktnoj povrSini moraju biti jednake
k

=k (14.14)

1p 2p

Sto iz (13.26) povlaci:
n ZLsing =n, Zsin 9, (14.15)
c c
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Ovo je poslije kracenja zajednickih faktora zakon loma koji smo ve¢ izveli. Mozemo sada
krenuti od disperzijskog izraza u sredstvu 2, za koje pretpostavljao da je rjede (n, > n,):

2
2
D _k

n ,,) +hy,' = prema (14.14)i(14.13):(n1§sin191)2 +k,’ (14.16)

odakle proizlazi:

2
[

k' =—(n"-n’sing?) (14.17)
C

Dok vrijede uvjeti prije granicnog kuta kvadrat komponente (14.17) je pozitivan i titranje se
nastavlja u drugom sredstvu. Povecanjem kuta iza veli¢ine grani¢nog kuta je kz,,2 negativan *
(* Naime kod grani¢nog kuta, uz uvjet da je sredstvo 1 veceg indeksa loma od sredstva 2,

NPT . . . O . . @
vrijedi n, sin$, = n,. Za veci upadni kut 9, izraz n, —sin 9, u (14.15) premasuje n, — Sto
c c

je modul valnog vektora k, i time automatski k,,” postaje negativan.)

To znaci da smo u situaciji eksponencijalnog vala! Dalje je ponasanje: e ™ ako s x oznac¢imo
koordinatu u smjeru normale na kontaktnu povrSinu. To je veoma vazno. Val se ne prekida
smjesta kontaktom s drugim medijem. On se u njemu nastavlja ali ne kao putujuci val nego
kao stacionarno titranje koje eksponencijalno zamire. Ova pojava ima fundamentalne
posljedice: Mi mozemo modulirati jakost reflektiranog elektromagnetskog signala mijenjajuci
razmak raspora izmedu ploca istog prozirnog materijala ako zracenje dolazi pod kutom ve¢im
od grani¢nog. Naime mijenjanjem tog razmaka mi odlucujemo debljinu kojom u rasporu
upadni signal trne. Domogavsi se ponovno sredstva indeksa loma prve ploce, signal se dalje
transmitira kao putujuci val oslabljen eksponencijalnim faktorom trnjenja.



14.5 Tuneliranje

Izvadili smo ova razmatranja u posebni pasus iako su ona samo nastavak gornje materije.
Gore opisani efekt je oslabljenja signala prolaskom kroz sloj materijala s indeksom loma
manje vrijednosti od materijala kroz koji se signal normalno S§iri kao putujuéi val kada
zracenja pada na grani¢nu plohu pod kutom ve¢im od grani¢nog kuta. Tada se u tom
medusloju javlja eksponencijalni atenuirajuc¢i val. Spoznajno je ova mogucénost strahovito
bitna. Naime ona ima pandan u kvantnoj mehanici kada val materije (slikovito Cestica) nailazi
na potencijalnu barijeru koja je visa od njene kineticke energije. Klasi¢na bi se Cestica odbila
od barijere. No u punoj analogiji s gornjim primjerom, u kvantnoj fizici se javlja
eksponencijalno trnjenje vjerojatnosti da ¢e se Cestica naci u ili iza barijere ali situacija nije
kompletno determinirana. Kako se ide dublje u barijeru, vjerojatnost penetracije
eksponencijalno opada ali nije automatski jednaka nuli. Slikovito se kaze da Cestica tunelira
kroz barijeru .

POKUS

Pokazuje se studentima kako mikrovalovi bivaju reflektirani ako naidu pod kutom
veéim od granicnog. Stovise rezanjem parafinske ploce i mijenjanjem razmaka medu
tim dijelovima pokazuje se da val doista mozZe proci kroz zracni raspor ako moze
nakon njega nastaviti u istom sredstvu i ako taj razmak nije prevelik s obzirom na
brzinu atenuacije.



15.1 Osnovni opis putujuceg linearno polariziranog elektromagnetskog
(EM) vala

U poglavlju 9. ponovili smo (9.8) i (9.9) kako izgledaju Maxwellove jednadzbe 1 za specijalni
slucaj plazme izveli diferencijalnu jednadzbu za druge derivacije elektriénog polja (9.12).
Ako iz tog izvoda ispustimo dio koji dolazi od mogucih struja u plazmi, a kojeg nema u
vakuumu, slijede valne jednadzbe za komponente elektriénog i magnetskog polja u obliku
poznatih valnih jednadzbi:

= 1 0E
VE-— =0 15.1
c’ or’ ( )
Polaze¢i od rotora elektri¢nog polja iz Maxwellovih jednadzbi analognim postupkom slijedi:
- 10°B
VB-———= 15.2
c’ o’ (152)

Odatle je jasno (moze se provjeriti parcijalnim deriviranjem) da je dobro rjesenje za (15.1) i
prostorni putujuci ravni val oblika:

E(#,1) = E, cos(kF — ax) (15.3)
naravno pod uvjetom da su valni vektor i kruzna frekvencija povezani uobic¢ajenom relacijom
s brzinom svjetlosti:

@

Z=c 15.4

p (15.4)
U stru¢noj terminologiji (15.3) je linearno polarizirani ravni val, $to ima specifi¢no znacenje

da elektri¢no polje koje je opisano tim izrazom titra u smjeru vektora EO s amplitudom E| .

Za linearno polarizirani ravni val ¢ije elektricno polje titra prema (15.3) pokazat ¢emo
dodatna svojstva. Bez gubitka opcéenitosti izaberimo polozaj koordinatnog sustava tako da val
napreduje duz z osi. Tako elektri¢no polje ovisi samo o vremenu i koordinati z:

E(F,t) = XE , cos(kz — awt) + YE , (kz — o) + ZE_ (kz — wt) (15.5)
Prema Maxwellovim jednadzbama u vakuumu divergencija elektri¢nog polja iSCezava:
. OE. OE, OE
divE = —+ y+8 = =0 (15.6)
ox oy 0z

Kako transverzalne komponente ne ovise o x 1y, to njihove derivacije u (15.6) iS¢ezavaju. To
znaci da iS¢ezava 1 derivacija OE_/0Oz. ( nismo zainteresirani za eventualnu stalnu vrijednost

longitudinalne komponente elektricnog polja). Znaci da elektricno polje nema longitudinalne
komponente u slobodnom prostoru. Ono je transverzalno! Pretpostavljajuéi da i magnetski dio
titra poput (15.3) s eventualnim pomakom u fazi (za koji ¢emo smjesta pokazati da u
slobodnom prostoru ne postoji) identicnim postupkom slijedi da je i1 magnetsko polje
transverzalno! No rotori polja u Maxwellovim jednadZzbama nam pokazuju da su elektri¢na i
magnetska polja medusobno povezana. Na primjer uzimanjem x komponente elektricnog
polja iz odgovaraju¢e Maxwellove jednadzbe imamo:

O0E. 0B, OB - OFE oB
LZ t=——=_—2 transverzalnost B> B_ =0 r - _? 2 (15.7)
¢ ot oy 0Oz ot 0z
Iz eksplicitnog izraza za x komponentu elektri¢nog polja u (15.5) deriviranjem imamo:
OFE ) . OF .
at’“ =FE ,osin(kz — wt) i P ~=—FE_ksin(kz — o) (15.8)
Z

odakle slijedi njthovom usporedbom:



oF OF
L = a)(—l . (15.9)
ot k™ 0z
Koristenjem (15.7) 1 (15.9) koje obadvije sadrze parcijalnu derivaciju £_po vremenu :
oE. OB E
*=—2c¢ iz Cegaslijedi B, =— (15.10)
0z 0z c

Znaci da za linearno polarizirani val koji se Siri duz z osi a Cije elektricno polje titra u x
smjeru pridruzeno magnetsko polje u y smjeru titra u fazi s elektri¢nim. Naime sli¢nim se
postupkom moze pokazati i analogna relacija:

E

B, =——- (15.11)
c

Sto u ovom specijalnom slucaju znaci da je B, =0, a to znaci da su komponente elektri¢nog i

magnetskog polja povezane sa smjerom Sirenja vala (smjer valnog vektora) relacijom:

ExB=k (15.12)
Sada znamo ukupni opis putujuéeg ravnog elektromagnetskog vala koji je linearno
polariziran. Elektri¢ni dio opisan je s (15.3) a magnetski s :

B(#,t) = B, cos(kF — ot (15.13)
s time da su im komponente povezane relacijama (15.10) 1 (15.11). Druk¢iji nacin

memoriranja jest da imaju medusobni odnos (15.12) i odnos modula u kojem je magnetsko
polje jakosti za faktor c slabije od elektricnog.

POKUS
Demonstriranje linearno polariziranog EM vala izvorom i detektorom mikrovalova i
polarizacijskim komponentama

15.2 Tok energije u ravhom putuju¢em valu

Iz drugog semestra znamo da je prostorna gustoca energije :
E 1 111
dEnerg e pry Voo _Sope 111 g po (15.14)
dv 2 24, 2 2 u,c
Kao S§to elektri¢no polje putuju prostorom brzinom c, isto se deSava i s energijom! Ako se
prostorna gustoca energije pomnozi s brzinom svjetlosti kojom se ta energija pronosi, dobiva
se snaga koja prolazi jedinicom povrSine. Znaci da je tok snage:

2
g Lnerg _ ¢ cE? - Ep- Ligjg =L Ex5 (15.15)
OtoA Hy ¢ Hy Hy
Kako je Pointingov vektor (15.16) usmjeren upravo u smjeru Sirenja ravnog vala,
S-L ExE (15.16)
Hy

to je upravo Pointingov vektor puni opis toka snage po jedinici povrSine. Nesto stroziji izvod
toka energije nacinit ¢emo upotrebom pojednostavljenog opisa linearno polariziranog ravnog
vala iz gornjeg teksta u kojem elektricno polje titra u x smjeru a magnetsko u y smjeru. Ovo
ne smanjuje opéenitost zakljucka jer se koordinatni sustav mozemo takvom opisu prilagoditi.
Polazimo od prostorne gustoce energije elektromagnetskog polja (15.14). Promatrajmo dio
volumena povrSine A4 i debljine Azu kojem je gustoca energije (15.14). Tada je vremenska
derivacija energijskog sadrzaja tog volumena:



OB
OEnerg _ wypn O (op 2y L B,’) = AMAz(s,E, B, 1 gLy

ot o2 " 2 ot Yot
aBﬂO OE N o(E_B.) (15.17)
= MAz| g E () — +iBy(— x) = _adpr S
: z U, Oz My Oz

Pri prijelazu iz gornjeg u donji red relacije (15.17) koristili smo relacije (15.9) 1 (15.10) kao i
njihove analogone. Derivacija produkta komponenti elektriénog i magnetskog polja u (15.17)
pomnoZena s Az moZe se prikazati kao razlika funkcijskih vrijednosti primitivne funkcije
uzetih na krajevima intervala Az znadci:

0’ Energ 1 1
=7 e ____ (EB —(E B.). |=—|(E.B, —(E B.), 15.18
8t6A #O [( X y)z+Az ( X y)z] /LIO [( X y)ulaz ( X y)tzlaz] ( )
I u slu€aju specijalnog izbora koordinatnog sustava to je upravo:
52El’l€l”g 1 o D ulaz - D izlaz
e - " ((ExB) " —(ExB) - 15.19
ataA ﬂ() [( )smjerk ( )smjerk ] ( )

Odavle je takoder ocito da Pointingov vektor (15.16) predstavlja tok snage elektromagnetskog
vala ( energija na jedinicu povrSine i jedinicu vremena koja tom povrSinom protjece). Na
seminaru ¢e studenti sresti vrlo strogi izvod za Pointingov vektor (udzbenik Elmore...); on
zahtijeva dobro poznavanje manipulacija vektorskim operatorima i dobru prostornu
vizualizaciju ; taj izvod se neée zahtijevati na ispitu.

POKUS
Demonstriranje unosa energije svjetlom u uredaj koji obasjan zracenjem radi toga
pocinje vrtnju.

15.3 Impulsni tok koji nosi linearno polarizirani putujuci ravni val

Gornji tok energije se moglo egzaktno demonstrirati pomocu poznatog izraza za gustocu
energije polja. Situacija s impulsom je malo kompleksnija. Naime da bi se pokazao efekt
impulsa dolazimo na njegovu predaju materiji 1 pitanje kvalitetnog tretmana interakcije
putujuceg polja i primatelja impulsa (generalno nakupine naboja i struja). Ovdje ¢emo dati
dva nivoa indikacije impulsnog toka. Kao 1 kod Pointingovog vektora skre¢emo paznju da se
najstrozi izvod impulsnog toka moze na¢i u udzbeniku Elmore...

Najjednostavniji argument za izraz pronosa impulsa moZzemo dobiti upotrebom svojstva
fotona iz relativistickih razmatranja u prvom semestru. Kako je masa mirovanja fotona nula,
to za impuls vrijedi:

b= Energ

(15.20)
C

Relativno plauzibilno (razumljivo/prihvatljivo) objasnjenje gornje relacije dobivamo
razmatranjem efekta polja na elektron koji je elastino vezan i prisilnim titranjem prihvaca
energiju i impuls od elektromagnetskog vala. Na elektron djeluje Lorentzova sila:

F=qE+qVxB (15.21)
Kao 1 gore pretpostavljamo da je elektromagnetski val usmjeren duz osi z a da elektri¢no polje
titra duz osi x a magnetsko duz osi y. Ako smo daleko od rezonancija elasti¢na je amplituda
dominantna ali titranje elektricnog polja koje stalno mijenja predznak zapravo nema
rezultantne sile kad se efekt usrednji po periodu. Najprije podsje¢amo:

F =3XqE, +q(&%+ 3y + 22)x (PB,) = RqE, + 2qiB, — 3q:B, (15.22)



U gornjem izrazu je dobro uociti slijedeée. Rezultat titranja elektri¢nog polje u uprosjecenoj
sili je nula. xB, doprinos nije velik ali je stalnog predznaka jer brzina i magnetsko polje

titraju zajedno mijenjajuci predznak. Kako je s jedne strane z mali a s druge strane ne titra,
to uprosjecena vrijednost odgovarajuéeg Clana jest zanemariva. Tako zakljucujemo

<17“>:<§>= Zq < xB, >=£<q)'cEx > (15.23)
t c
Istovremeno je apsorpcija energije koju iz vala uzima elektron prosjecno po periodu:
E = . . .
< d Z:rg >=<FV >=<vVq(E+VxB)>=q<xE_ > (15.24)

Usporedbom (15.23) 1 (15.24) ocitavamo odnos brzine promjene impulsa 1 brzine promjene
energije:
<@>=£< dEnerg S
dt c dt
Znaci, dok elektron iz vala vadi energiju, on vadi i impuls, pri ¢emu medu energijom i
impulsom postoji proporcionalnost ve¢ indicirana kroz jednadzbu (15.20). To je ekvivalentno

izjavi da zracenje pronosi impuls i proizvodi tlak.

(15.25)

15.4 Cirkularno polarizirani ravni val pronosi i kutnu koli¢inu gibanja

Polariziranom svjetlu i manipulacijama s polarizacijom bit ¢e posveéeno posebno poglavlje.
Ovdje je dovoljno re¢i da se posebnim postupcima moze proizvesti svjetlo ¢iji elektricni
vektor a time 1 magnetski rotiraju kruznom frekvencijom @. Tada govorimo o cirkularno
polariziranoj svjetlosti. Ovdje ¢emo pokazati postupkom analognim gornjem da se u tom
slu¢aju kroz medij takoder pronosi i kutna koli¢ina gibanja (sposobna proizvesti rotaciju).
Polazi se od razmatranja naboja q koji je pod utjecajem rotiraju¢ih polja E i B. Promatranje
¢inimo u ravnini koja je okomita na smjer Sirenja vala. U istoj ravnini nalazi se i vektor
trenutne brzine naboja q : v . On rotira istom kruznom frekvencijom kao i vektori polja malo
zaostajuci za vektorom elektriénog polja. Kako su pri kruznom gibanje polozaj i trenutna
brzina okomiti, to isto tako rotira na istom radijusu v=ca@r i vektor wr takoder unutar
ravnine svih ostalih rotacija. Pogledajmo moment sile kojeg daje Lorenzova sila na naboj q
smjesten na polozaj 7 :

M =7 x(gE +qv x B) =F x qE + F x (qV X B) (15.26)



Prvi sumand stalno je usmjeren duz osi napredovanja vala (z os). Drugi sumand oscilira
periodi¢ki u x-y ravnini i1 njegova, po periodu rotacije uprosjecena vrijednost, je nula. Prvi
sumand ima zgodno svojstvo da mu je modul povezan sa skalarnim produktom elektricnog
polja i brzine naboja:

wF x E = 2VE (15.27)

Relacija (15.27) je neobi¢nog izgleda ali je od velike pomo¢i 1 lako se verificira. Da joj je
smjer korektan je izvijesno jer 7 i E kruZe sinkrono u ravnini okomitoj na z os. Jednakost

modula potjece od ve¢ gornjem tekstu spomenute relacije kutne i obodne brzine. Uz to se
dodaje da su vektori brzine i poloZaja okomiti pa se to odrazava u Cinjenici da je sinus
relativnog kuta u vektorskom produktu jednak kosinusu relativnog kuta u skalarnom
produktu. Konacni rezultat naSe diskusije jest da se uprosjecena vrijednost momenta sile iz
(15.26) moze napisati kao:

A

<A7I>:<d—L>:£<q§E> (15.28)
dt 0]

Relacijom (15.24) smo pokazali da je to s faktorom1/ @ upravo brzina apsorpcije energije.
Tako je konacni rezultat

i—6 Energ

(15.29)
w

Ova relacija nam takoder ukazuje da se apsorpcijom cirkularno polariziranog zracenja
apsorbira 1 kutna koli¢ina gibanja. To znaci da se moZe proizvesti 1 rotiranja objekata. Kada
student bude upoznat s konceptom kvanta svjetlosti: fotona, ova ¢e relacija ukazivati da
cirkularno polarizirani fotoni nose kvant kutne koli¢ine gibanja: spin.

15.5 Stvaranje elektromagnetskih valova titranjem naboja

Dok smo za mehanicke i zvu¢ne valove dali objaSnjenja kako ih se pokrece to jo§ nismo
nacinili za EM valove. Koriste¢i poznati princip vremenske inverzije (proces koji moze teéi u
jednom smjeru toka vremena treba moci te¢i 1 obratno) mozemo se vratiti procesu apsorpcije



elektromagnetskog zrac¢enja kada vezani elektron titra. Elektron prisiljen na titranje apsorbira
dio elektromagnetskog vala. Oc¢ito je mogu¢ obrat. Ako elektron titra, mora proizvoditi
elektromagnetski val. S druge strane elektromagnetski val ne moze biti posljedica jednolikog
gibanja elektrona. Naime invarijantnost fizikalnih dogadaja na jednoliku translaciju to
sprecava. U sustavu u kojem elektron miruje on ne proizvodi EM val. Kako val predstavlja
pronos energije, i tog pronosa nema dok elektron miruje, isto mora vrijediti i u svim
sustavima koji se jednoliko gibaju. Znac¢i da jednoliko gibanje ne moze proizvoditi
elektromagnetske valove. Jasno dakle , da samo akceleriranje (jednako u svim inercijskim
sustavima) moze proizvoditi zraCenje. Iz ve¢ spomenutog slu¢aja medudjelovanja naboja i
vala sjeCamo se takoder da elektron prisiljen na titranje titra okomito na smjer Sirenja vala.
Tako ocekujemo da elektronovo titranje proizvodi val usmjeren okomito na smjer titranja
naboja.

Koncept koji izvrsno pomaze u izvodu izraza za zracenje je koncept silnica elektri¢nog polja:
zamisljenih niti koje izlaze iz pozitivnog naboja i odlaze ili prema beskonacnosti ili prema
nekim drugim nabojima. U drugom smo semestru obrazlagali njihovu upotrebljivost u
slijede¢em smislu. Gustoca silnica u prostoru odrazava jakost elektricnog polja u tom dijelu

prostora. Radi divE =0 u prostoru bez naboja, silnice se ne mogu prekidati niti nastajati dok
ne naidemo na novi naboj. Sve nas to navodi na model pradenja pojave zracenja
promatranjem §to se deSava sa silnicom kada se naboj pomice. Pretpostavljamo da iz stanja
mirovanja, u ishodistu, u # =0 naboj q dozivljava kratko vrijeme A¢ snaznu akceleraciju a
koja je pod kutom ¢ orijentirana u odnosu na polozaj 7 toc¢ke u kojoj ¢emo izracunavati
efekt te kratkotrajne akceleracije; toCka s radijusvektorom 7 je vrlo daleko od ishodista.
Nakon toga naboj nastavlja jednoliko gibanje brzinom v = at. Dodatna je pretpostavka da je
brzina jednolikog gibanja zanemariva prema brzini svjetlosti ¢ . Pogledajmo $to se deSava sa
silnicom koja iz naboja q teCe prema udaljenoj tocki promatranja. Silnica se u fazi jednolikog
gibanja prakticki translatira paralelno svojoj osnovnoj orijentaciji u vrijeme ¢ =0. Vijest o
promjeni poloZaja naboja putuje puno brze ( s brzinom ¢ ) nego $to se naboj mice! Vidi sliku:
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Kljucan za nase razmatranje jest trokut koji zapocinje u toc¢ki do koje je vijest o promjeni
polozaja dosla; slijedeca toCka je na presjeku okomice spustene iz te toCke na pravac
originalne silnice i tocka na staroj silnici u kojoj informacija o promjeni u izvoru upravo stize.
Hipotenuza tog trokuta je komada silnice izmedu krajnje to¢ke nove silnice i krajnje tocke
stare silnice u koju informacija upravo stize. Student moze provjeriti da se jakost elektricnog
polja duz smjera silnice nije u sustini promijenila, cak ako se uzme u obzir relativisticki efekt
iz drugog semestra tako dugo dok je omjer S =v/c zanemariv. Trokut kojeg zatvaraju silnica
1 njezine komponente (okomito i paralelno smjeru stare silnice) sli€an je trokutu kojeg Cine
komad silnice izmedu stare i nove silnice, puta kojeg je u meduvremenu u transverzalnom
smjeru prevalio izvor (v,¢) i vremena i puta kojeg je svjetlosti trebalo da se informacija o

efektu nastalom akceleracijom proSiri od okomice iz novog polozaja do poloZaja promatranja
efekta (cAtr) duz stare silnice. 1z sli¢nosti pravokutnih trokuta komponenti polja i trokuta koji

je sastavljen od navedenih putova, slijedi:
E vt aA(ric) ar
EH cAt cAt c’
Transverzalni puls elektricnog polja mozemo sada izraunati iz longitudinalne komponente
koju znamo iz Coulombovog zakona:

(15.30)

q
E, = 15.31
I aze i’ ( )

ar a.q
E =—F L _—_ L 15.32
. I e? dre, rc’ ( )

U (15.32) treba joS pamtiti da polje zracenja opisano s (15.32) i vrijednost transverzalne
akceleracije ne potjecu od istog vremenskog trenutka. Vrijeme za koje treba vrijednost
akceleracije je ranije od posljedice u tocki r za iznos r/c. U najve¢em broju slucajeva se ovo
moze zanemariti, no studenti ¢e u kasnijim godinama sresti i posljedice ovog kasnjenja
(stru¢no nazvano retardacije). Ovdje smo izracunali posljedicu kratkotrajne akceleracije
naboja na jakost elektricnog polja u daljini. MoZemo i¢i 1 korak dalje 1 generalizirati na$
rezultat (15.32) na svako akceleriranje naboja kada se efekt promatra u vrlo dalekoj tocki.
Izraz (15.32) vrijedi 1 dalje, 1ako se akceleracija u vremenu mijenja. Odredenu vizualnu
analogiju u ponasanju silnice imamo s transverzalnim pulsom kojeg generiramo na pocetku
elasticne Zice 1 koji se brzinom odredenom uvjetima medija Siri longitudinalno kao
transverzalni puls. Analogija nije potpuna jer u mehani¢kom slucaju sva energija pulsa ide
jednim smjerom 1 stoga se ne smanjuje. U elektriénom slucaju energija odlazi u cijeli prostor
Sto se odrazava u faktoru 1/r u (15.32) . Kona¢ni rezultat naSeg razmatranja jest:

E, . (R0 ==a(Ft-)—— (1534)

¢ 4re,re

Magnetsko polje dobijemo uzimanjem u obzir relacije ste¢ene kod putuju¢eg EM vala (15.10)
i(15.11):

(15.35)



15.6 Snaga i energija koju zraci titranje elektricnog naboja

Ve¢ smo pokazali kako se tok snage (energija u jedinici vremena koja prolazi jedini¢nom
povrSinom izrazava Pointingovim vektorom:

2 2
e ~ &yq a
ExB=rtg,cE’ :r%
Hy (47ey)r c
Ovaj nam je izraz pogodan za izraCunavanje najprije snage koja prolazi povrSinom dA
okomitom na tok zracenja da bismo potom izrac¢unali totalnu snagu izra¢enu u prostor.

2 2

qa” 1 dA
dre,c’ 4 v’

(15.37)

dP = SdA =

(15.38)

U gornjem izrazu je posljednji razlomak element prostornog kuta dQ; zajedno s faktorom
prije 1/(4z) to je priprema za proracun srednje vrijednosti prvog razlomka po svim

smjerovima zraCenja. Kako je jedina o smjeru zavisna veliCina transverzalna akceleracija
(koja sinusno ovisi o kutu emisije theta) to ¢e integral ukupne snage znaciti zapravo

odredivanje srednje vrijednosti od sin* ¢ (po kugli) , koja iznosi 2/3.
q’a’(t") dQ _24%a’(1")

P(t)= |dP="——= |sin*(4
« JL drg,c’ JL ()47z 3 4zg,c’

Ovo je iznos snage koja se akceleracijom a naboja q ukupno zraci u prostor. Iz (15.38) je
jasno da ta snaga emitirana u povrSinu dA opada s udaljeno$¢u od izvora s kvadratom
udaljenosti! U (15.39) se pojavljuje za akceleraciju vrijeme ¢'=t-r/c kao i u izrazu (15.34).

Najjednostavniji 1 prvi uredaj za proizvodnju EM valova ostvario je Hertz. Za to mu je
posluzio LC krug . Kapacitor kruga je primao veliku koli¢inu naboja, dok kroz zra¢ni raspor
nije potekla struje. Kroz tako ionizirani plin struja je nastavljala te¢i 1 nakon ispraznjenja
kapacitora jer je energija uloZzena u stvaranje magnetskog polja induktiviteta to omogucivala.
Tako se kapacitor punio na obratni polaritet. Tada bi struja potekla kroz ionizirani plin u
obratnom smjeru. Nastalo titranje je bilo visokofrekventno i1 guSeno, jer se energija troSila na
tok struje kroz ionizirani plin. Prakticki poucak za studente: iskriSta su Cesto izvori
elektromagnetskih valova. Da svjeéice u automobilima ne bi ometale radioprijemnike dodaju
se u elektricki krug posebne komponente.

(15.39)

POKUS
Demonstriranje Hertzovih valova dobivenih titranjem elektricnog naboja

15.7 Primjena rezultata o energiji emitiranoj zraenjem na konfiguraciju
dipola

Rezultati koje smo izveli u osjecku 15.5 su vrlo opceniti. U praksi postoje mnogi oblici
nakupina naboja (podsjetnik: multipolni razvoj kao moguca karakterizacija). Prirodno, svaka
karakteristi¢éna konfiguracija pri prostornom titranju ima svoju karakteristicnu raspodjelu
intenziteta zracenja po prostoru. U nuklearnoj fizici, na primjer, kvadrupolna komponenta
moze postati vazna radi geometrijskih ogranicenja u raspodjeli nuklearnih naboja. Mi ¢emo se
radi  jednostavnosti ograniiti na najjednostavniju  geometriju izvora:  dipol.
Jednodimenzionalno titranje tockastog naboja q ima karakteristike dipolnog zracenja. Ako
smjer titranja ograni¢imo na x-os 1 ograni¢imo ga na harmonijsko titranje kruznom
frekvencijom @ imamo:

x(t)=x,cosmt i i(t)=-w’x(t) (15.40)



Uvrstavanjem gornje akceleracije ( 1 oznakom kuta izmedu smjera titranja i smjera
promatranja 9) u (15.38) slijedi izraz za diferencijal snage u geometriji dipola :

q2w4

3

20 2
dpzﬂsinz g(tv)d_Q: . xz(t')sinzlg(f)d_g (15.41)
4re,c Ar  4rze,c 4r

t' je naravno vrijeme koje se od t razlikuje za interval potreban da signal stigne od izvora do
toCke promatranja kao i u proSlom odsjecku. Uzimanjem prosjecne vrijednosti po periodu
titranja 1 po smjerovima emisije slijedi:

2 4

P24 S <x’(1)> (15.42)
3 4re,c

15.8 Procjena vremena zivota i spektralne Sirine zraéenja pri emisiji
atomskog elektrona. (Klasiéni pristup)

U klasi¢cnom modelu je elektron vezan elasticno na ostatak atoma ,.konstantom opruge*:
k=mao,’ (15.43)
Pri titranju frekvencijome, u (15.42) smo ustanovili snagu koja se pri tome emitira u

prostor. Znaci, ako je na pocetku atom imao energiju £ on tu energiju gubi zracenjem.

energ
Dvije su posljedice: pojavit ¢e se karakteristicno relaksacijsko vrijeme; ritam gubljenja
energije, a to znaci i1 da slijedi preko Fourierove transformacije i odgovaraju¢i spektralni
interval frekvencija koje se u zracenju pojavljuje! NapiSimo najprije izraz za prosjecnu
energiju tijekom perioda titranja:

energ

<E,  _(t)>=< %ma)ozxz(t) +%m)'c2(t) >=mo,” <x>> (15.44)

Prema (15.42) je energija koja se zraci:

dE_ 2wt <E, (t)> 0,
pP—_ energ _ g q a)O . energ (2 ) — g q 0)03 < Eenerg (t) > (1545)
dt 34, ma, 3 4re,c'm

Integriranjem diferencijalne jednadzbe (15.45) po vremenu:

<E,  (t)>=FE

energ energ (

t=0)""" (15.46)
gdje je relaksacijsko vrijemez jasno iz (15.46)

2 2
1.2 a0 _y, (15.47)
T 3 mérne,c

Jednakost pocetka 1 kraja (15.47) potjeCe iz veze neodredenosti u vremenskom trajanju
7i Aw frekventne Sirine potrebne da se opiSe eksponencijalni pad energije 1z (15.46). U

kvantnoj fizici to korespondira vremenu Zivota stanja koje emitira frekvenciju @, 1
energijskoj Sirini emitiranog spektra.



15.9 Boje vedrog neba i neba pri zalasku sunca

POKUS

Vodom u kojoj se nalaze molekularni rasprsivaci svjetla imitira se
nebo. Prati se rezultat obasjavanja mjesavine obicnom svjetloscéu
i opaza rasprsenje svjetla vece frekvencije i dublji prolaz svjetla
nize frekvencije

Zadrzimo oznake gornjeg slucaja s tim da elektron prisilno titra frekvencijom vanjskog
elektricnog polja E (f)=E,coswt koja je mnogo manja od frekvencija rezonantnog

podrucja. To znaci da jew << @, 1 da je pri interakciji svjetla 1 elektrona elektron prisiljen

titrati:
x(t) = x,coswt §to povladi X(t) = -’ x(t) (15.48)
Ako je , kao 1 prije elektron za atom elasti¢no vezan, tada je jednadzba gibanja:
mx = —ma*x(t) = —maw, x(t) + gE () (15.49)
Odatle slijedi:
x(t) = —9E:0 (15.50)

m(w,” — o)
Uvrstenjem (15.50) u izraz za emitiranu snagu (15.39) imamo:
_nga)4<x2>_2 7 o’ q

== < EC() > 15.51
3 4xeg,l’ 3 4ne,’ m(w,” —a)z)) -0 ( )

Dok smo daleko od rezonancije nazivnik u (15.51) je prakticki konstantan pa je emitirana

snaga proporcionalna s @* (Rayleigh-ev zakon). Jasno je da ¢e se plava svjetlost mnogo jace
rasprSivati od crvene svjetlosti (njih dvije simboliziraju ekstremne krajeve spektra). To
konkretno znaCi da se na elektronima vezanim uz molekule zraka plava svjetlost jako
rasprSuje dajuéi nebu obasjanom suncem plavu boju. Na zapadu suncana svjetlost prolazi
kroz debeli sloj atmosfere, mnogo deblji od onog u podne, pa do nas dopire u direktnom
smjeru samo najmanje rasprSena svjetlost crvene boje. NAPOMENA: gledanje sunca pri
zapadu moze trajno ostetiti vid. lako je svjetlo relativno mnogo slabije od onog u podne,
direktan pogled i u sunce na zapadu ugrozava vid ¢ovjeka!

16.10 Pojam udarnog presjeka i njegov iznos za rasprsenje svjetla na
elektronima (klasi¢no)

Mikrosvijet nije dostupan naSem oku. Koriste¢i znanje steceno u klasi¢énim uvjetima mi
prodiremo u podrucje nevidljivog pogodnim eksperimentima. Posluzimo se naivnim
modelom. Skriveno od naseg pogleda nalazi se zapreka kojoj ne mozemo doprijeti mjernim
instrumentima. Na zapreku medutim mozemo pustati homogene rojeve loptica koje se od
zapreke elasti¢no odbijaju. Iz omjera reflektiranih loptica i onih koje su ukupno bacene prema
zapreci (ako su loptice jednoliko rasporedene po presjeku snopa) mozemo odrediti dimenzije
zapreke. StoviSe, iz kutne raspodjele reflektiranih loptica , za elasti¢ne sudare, moZemo
odrediti 1 oblik zapreke! Tako metoda rasprSivanja snopa na objektima naSeg istraZivanja
postaje najmocnije istrazivacko orude u mikrosvijetu. (Tako je 1 napredak u akceleratorskoj
tehnici temelj naSeg prodora u mikrosvijet.



Podimo od opisa objekata naseg istrazivanja. Neka je njih N rasporedeno na povrs$ini A. Neka
je poprecni presjek svakog objekta o . Tada je omjer povrSina od kojih jedna predstavlja
zapreke (ukupno N o ) a druga ukupnu povrsinu jednak: No/ 4. Taj omjer predstavlja ujedno
1 vjerojatnost da roj upadnih projektila zanemarivih dimenzija pogodi jednu od cestica

zapreka. Stoga ¢e omjer toka rasprenih Cestica: dn/dt 1 toka upadnih Cestica dn,,,,, /dt
koji upravo eksperimentalno utvrduje tu vjerojatnost biti:
dn/dt _No (15.52)
an, . /dt A
Napisano zgodnije,
dn
NG Phupane (15.53)

dn/dt =—
A dt

Ovaj opceniti izraz mozemo sada primijeniti na medudjelovanje svjetlosti i elektrona
propitujuci elektronove efektivne dimenzije! Izraz (15.53) pomnozimo s energijom koju nosi
pojedini projektil . S lijeve strane tako dobivene relacije bit ¢e ukupno rasprSena snaga na N
objekata:

1 An,pu .. o
(N)= NO'(Z#Energya projektila) (15.54)

f)msprieno

Izraz u zagradi na desnoj strani predstavlja upadnu snagu u snopu po jedinici povrSine. Snaga
rasprSena na jednom projektilu P (1) dobije se iz izraza (15.54) dijeljenjem s brojem

rasprseno
projektila N.
Tako je iz (15.54) ocito:

Prasprienu (1) = as (1555)
Gdje je S Poyntingov vektor upadnog zracenja. Mi medutim znamo rasprSenu snagu na

elektronu iz (15.51). Vezom Poyntingovog vektora i kvadrata elektricnog polja imamo
konacno:

2 4
_Sm 4 o — (15.56)
3 Anggme” (@, - @)’
U visokoenergijskom limesu kada moZemo zanemariti @, izraz se simplificira na:
2
o= 4y 87, (15.57)

3 “dreymc’ 3

odakle je znaCenje r, jasno povezano s dimenzijom kojom zracenje ,,vidi* elektron!



16. Polarizacija valova

Globalno gledaju¢i valovi mogu biti razli¢ito polarizirani. Formalno govore¢i pitamo se koje
fizikalne karakteristike ima fenomen koji se pronosi prostorom. Zvuéni valovi,na primjer u
materijalu mogu imati i karakteristike transverzalnog i longitudinalnog. Valna funkcija, znaci,
moze biti vremenski zavisno vektorsko polje u trodimenzionalnom prostoru ¥ (#,¢). Svojstva
mehanickih valova smo, medutim, dovoljno istrazili a za svjetlosne valove u slobodnom

prostoru smo pokazali da su transverzalni. Stoga ¢emo sada posvetiti paznju transverzalnim
valovima, a posebno raznim moguénostima upravljanja polariziranim snopom.

16.1 Linearna polarizacija

Promatrajmo titranje samo za odredeni z. Pretpostavimo da titranja x 1 y komponenti imaju
istu fazu. Tada je opis linearno polariziranog vala:

W (t) = X4, coswt + yA4, cos ot = M“Af + A,” coswt = éAcos ot (16.1)
VA + 4,7
e je jedinicni vektor u istom smjeru u kojem je vektor ¢ije su komponente A4, i 4,. A je
modul istog vektora a ostatak je harmonicko titranje u vremenu. OCito titranje je u jednom
smjeru odredenom jedinicnim vektorom, a projekcije titranja na koordinatne osi titraju
sinkrono u fazi.
Linearno polarizirani stojni val koji titra u x-y ravnini, a prostire se duz z-osi ima oblik:

W (z,t) = (x4, + yA,)sin kz cos ot (16.2)
Linearno polarizirani putujuéi val koji titra u x-y ravnini u smjeru € ,a putuje duz z-osi:
v (z,t) =eAcos(kz — wt) (16.3)

16.2 Cirkularna polarizacija

Za pocetak promatramo ponovno samo titranje u X-y ravnini. Za opis rotiranja vektora modula
A imamo dvije moguénosti:

w(t) = xAcos @t + yAsin ot = XA cos wt + yAcos(wt — 7 /2) (16.4)
w(t) = xAcoswt — yAsin wt = XAcos wt + yAcos(wt + 7 /2) (16.5)

Vektor rotacije za (16.4) je u smjeru osi +z, a u (16.5) u smjeru —z. Cirkularno polarizirano
oznac¢avamo kao CP. Imamo ove moguénosti:

CP stojni val duz z osi, rotira u +z smjeru ¥ (z,t) = (Xxcos wt + ysin wt) Asin kz (16.6)
CP stojni val duz z osi, rotira u —z smjeru y(z,t) = (xcos @t — ysin wt) Asin kz (16.7)
CP put. duz z osi rotira u +z smjeru y(z,t) = [ xcos(wt — kz) + ysin(wt — kz) ]A (16.8)
CP put. duz z osi rotira u -z smjeru y(z,t) = [ xcos(wt — kz) — ysin(wt — kz) ]A (16.9)

Oznaka put. u (16.8) 1 (16.9) oznacava putujuce valove.

Postoje dvije razli¢ite konvencije opisa cirkularne polarizacije. Jednu smo konvenciju ve¢
upotrebljavali kod promatranja impulsnog momenta svjetlosti u proslom odlomku. Tamo je z
bio stalan a gledali smo smjer rotacije u odnosu na smjer osi z. To je notacija impulsnog
momenta. Opticka konvencija promatra smjer vijka za stalno vrijeme t. Student ¢e lako
provjeriti: §to je pozitivno polarizirano u jednoj je suprotno polarizirano u drugoj.



Cirkularna se polarizacija razlikuje od linearne u slijede¢im aspektima. Vektor elektrickog
polja kruzi umjesto da titra (promatrano u jednoj to€ki polja). Vektor elektrickog polja
cirkularno polariziranog vala nigdje i nikad ne iS¢ezava potpuno.

16.3 Prikazivanje cirkularne polarizacije kompleksnim veliéinama

U ovom tekstu mi ¢emo koristiti konvenciju da je desno CP opisano s (16.8) a lijevo s (16.9)
Promotrimo sada kompleksne veli¢ine:

- )Ac+i)’> i(kz—ot)

7. = . (16.10)
V2

s D e (16.11)

NG

One ocito imaju svojstvo ortonormiranosti jer njihovi skalarni produkti i§¢ezavaju dok se radi
o razli¢itim vektorima a skalarni produkt istih veli¢ina daje jedinicu. Skalarni produkt u
kompleksnom vektorskom prostoru je naravno definiran kao i obic¢an skalarni produkt, samo
se prvom vektoru skalarnog produkta u definiciji uzima kompleksno konjugirana vrijednost:
S XX 16.12
..y )=y, -y 7 5 (16.12)
Ovakvim se postupcima mogu provjeriti sve tvrdnje o ortonormiranosti vektora (16.10) i
(16.11). Oni ¢ine jednu od mogucih baza dvodimenzionalnog prostora. S druge strane studenti
mogu provijeriti da realni dijelovi vektora (16.10) 1 (16.11) opisuju desno i lijevo cirkularno
polarizirane valove. Znacaj ovog prikaza jest u ¢injenici da (16.10) i (16.11) prirodno ulaze u
notaciju sferi¢nih tenzora vaznih pri promatranju kompleksnijih vrsta zracenja nego Sto je
zracenje dipola.

16.4 Dobivanje polariziranih valova

Vidljivo svjetlo koje nas okruZzuje emitira se procesima koji nisu klasi¢ni; studenti nisu jo$
spremni za analizu svojstava netom emitiranih kvanata svjetlosti. Nas, medutim, uglavnom
okruzuje u prosjeku nepolarizirana svjetlost. Prirodno se pitamo kako moZemo postici
polarizaciju valova klasicnim postupcima. Za elektromagnetsko zraCenje koje se stvara
titranjem naboja u antenama nema poteSkoca. U proslom poglavlju upoznali smo dipolno
zracenje koje je ¢inom stvaranja polarizirano: elektri¢no polje u daljini titra u istom smjeru u
kojem 1 izvor ; tako imamo linearno polarizirane valove. Cirkularno polarizirane valove
dobivamo samo malom modifikacijom gornjeg postupka. Na dvije okomito poloZene antene
uvodi se sinkronizirano titranje naboja s razlikom u fazi jedne antene prema drugoj za 7 /2.
Time se titranjem u anteni na nacine (16.4) ili (16.5) dobiva putujuée valove u slobodni
prostor (u daljini) oblika (16.8) ili (16.9). Postoje uredaji kojima se smjer linearne polarizacije
moze jednostavno modificirati. Ako na put EM linearno polariziranih valova emitiranih
antenama postavimo okomito na smjer Sirenja sustav paralelnih vodica, sprijecit ¢emo prolaz
zracenja €ija je polarizacija paralelna smjeru vodica. (elektroni u vodicu titraju tako da poniste
dolazece zraCenje). Propusta se samo komponenta okomita na Zice vodi¢a. Uredaj je jedna
varijanta linearnih polarizatora/analizatora, koji dakle propustaju samo komponentu titranja
jednog smjera. Ako izaberemo dozvoljeni smjer titranja u polarizatoru kao nulti smjer, titranje
koje je za kut & zakrenuto od nultog smjera u nultom smjeru ¢e imati komponentu koja je
faktorom cos$ oslabljena od ulazne vrijednosti amplitude. To je temelj Malusovog izraza za
rad analizatora. Neka je/ ,_ intenzitet linearno polariziranog vala, a /_,_ intenzitet vala koji

ulaz izlaz



je prosao kroz analizator, kut medu polarizacijom ulaza i dozvoljenom osi analizatora je 4.
Prema gornjem razmatranju Malusova relacija daje:
1

=7, cos’9 (16.13)

izlaz ulaz

POKUS

Propusta se svjetlo kroz polarizator i analizator neovisno.
Potom se polarizator i analizator poklope i rotira se jedan
prema drugom pokazujuéi maksimum i iScezavanje svjetla
zavisno o relativnom kutu osi polarizatora i analizatora.

Djelomicna, ili potpuna polarizacija svjetlosti moze se posti¢i refleksijom na pogodnim
povrSinama. Kada svjetlost pada iz zraka na primjer na vodu, dio zracenja se transmitira
postujuci Snellov zakon loma a dio se reflektira. Pod kraj semestra dokazat ¢emo da je kut
refleksije jednak upadnom kutu. Za tri zrake (upadnu, slomljenu 1 reflektiranu) postoji
takozvana Brewsterova konfiguracija.
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U njoj su slomljena i reflektirana zraka pod pravim kutom. Svjetlo reflektirano u
Brewsterovoj konfiguraciji je potpuno polarizirano. Ovo se lakSe razumije ako tri zrake
nacrtamo 1 analiziramo §to se deSava s pojedinim polarizacijama u kontaktnoj tocki. Titranje
elektricnog polja u zraku koje je paralelno s povrSinom vode nema problema potjerati
elektrone vode na titranje u istom smjeru. To titranje tjera dalje i podvodni val i reflektirani
val da imaju komponentu titranja paralelnu s kontaktnom povrSinom. Normalna komponenta
se temeljem titranja elektrona u vodi nastavlja u slomljenoj zraci, no kako je to titranje (radi
okomitosti slomljene i reflektirane zrake) za reflektiranu zraku paralelno smjeru napredovanja
reflektirane zrake (radi transverzalnog karaktera svjetla), normalne komponente u
reflektiranoj zraci nema.



16.5 Fenomeni u neizotropnim medijima; dvolom i opti¢ka aktivnost

Najprije ¢emo razmotriti posljedice Cinjenice da u nekim prozirnim medijima indeks loma
svjetlost nije isti u svim smjerovima. Postoji smjer za polarizaciju za koji je brzina svjetla
sporija (indeks loma #_) 1 smjer polarizacije za koji je brzina svjetlosti brza od spore (indeks

loma n,). Jasno, n, >n,. Izaberimo koordinatne osi tako da je x os duz smjera za sporu

brzinu a y os za duz smjera za brzu os. Neizotropni materijal postavljamo tako da je njegov
pocetak na koordinati z=0, a EM val putuje duz z-osi. Neka je titranje duz osi x bez dodatne
faze na ulazu u medij. Tako je relativna faza x 1 y titranja odredena posebnom fazom za
titranje duz osi y: ¢ . Sukladno gornjem imamo:

Ulazni val: E(z < 0,¢) = % cos(kz — art) + Jcos(kz — ot + @) (16.14)
Ako je k valni broj na pocetku (vakuum ili zrak) znamo da su valni brojevi za pojedine osi:
k, =kn, k, =kn, (16.15)

Oznacimo slovom d debljinu anizotropnog prozirnog sredstva. Tada je na izlasku iz sredstva
odnos faza u titranju x 1 y komponente promijenjen:

Izlazni val : E(z = d,t) = xcos(k,d —wt)+ ycos(k,d — wt + @) (16.16)
Relativna faza se promijenila za iznos:
Ago:ksd—kbdz(ns—nb)%rd (16.17)

gdje je A4 valna duljina u vakuumu. U stru¢noj terminologiji se koriste izrazi A/4 1 A/2
plo€ice. Prva mijenja relativnu fazu /2 ,a druga za 7. Kombiniranjem linearnih polarizatora
i navedenih plo¢ica mogu se izvrsiti sve potrebne manipulacije da se proizvede bilo koje
stanje Ciste polarizacije. Obratno, upotrebom polarizatora i plo¢ica mogu se detektirati sve
vrste polarizacija svojstva. Ilustrirat ¢cemo gornju tvrdnju na pretvorbi linearno polariziranog
snopa u cirkularno polarizirano. Postupak je zgodno pratiti serijom crteza.

Ako pocinjemo s obi¢nim svjetlom, mozemo ga linearno polarizirati. Primitivni nacin je na
primjer istezanje celofana u jednom smjeru: svjetlo koje tada prolazi kroz celofan postaje
linearno polarizirano. To se moze provjeriti jo§ jednom folijom celofana pripremljenom
identi¢no, koju rotiramo u odnosu na prvu verificirajuc¢i ujedno Malusov zakon.

Znaci pripremili smo linearno polarizirani snop. Ako smjer njegove polarizacije nagnemo pod
45 stupnjeva prema obje osi i1 svjetlo potom propustimo kroz A/4 plocicu, faze titranja u
smjeru dviju osi anizotropije (koje su na ulasku bile iste) na izlasku ¢e biti pomaknute
zar /2 jedna u odnosu na drugu. Tako su naime i definirane! Ovaj odnos definira cirkularnu
polarizaciju. (jednakost amplituda duz x i y osi smo osigurali postavljanjem ulaznog linearno
polariziranog svjetla pod kutom od 45 stupnjeva u odnosu na obje osi. Studenti mogu proci
kroz brojne kombinacije polarizatora i plocica i uvjeriti se kako je mogucéa pretvorba svake
polarizacije svjetlosti u bilo koju drugu zeljenu!

Kako imamo dva indeksa loma, materijali takvih svojstava zovu se dvolomci. Medu njima je
najpoznatiji islandski dvolomac. Kod islandskog dvolomca su indeksi loma 1.49 1 1.66.

POKUS

Studentima ce biti prikazan kristal koji fenomenom dva indeksa loma tvori (dvije
lomljenje zrake i prirodno) dvije slike istog objekta.

POKUSI

U zbirci fizickog zavoda je obilje uzoraka s raznim

plocicama. Prema raspolozivom vremenu ce se

demonstrirati rezultati prolaska svjetla kroz uzorke

smjeStene izmedu polarizatora i analizatora.



Opticka aktivnost je ime za pojavu koja ima odredene sli¢nosti s dvolomom, no mehanizam
fenomena je razli¢it. Dok se dvolom javlja kao posljedica specificne kristalne anizotropije
daju¢i razliciti indeks loma razliitim orijentacijama linearno polariziranog titranja, opticka
aktivnost je na jo§ mikroskopskijem nivou. Opticka se aktivnost javlja kod nekih vrsta
molekula helikoidalne prostorne strukture koje upravo radi takve strukture brze propustaju
jednu vrstu cirkularno polariziranog svjetla. (Cirkularno polarizirano svjetlo promatrano u
jednom vremenskom trenutku ima takoder spiralni (helikoidalni) oblik.). Opticka aktivnost bi
se naravno mogla opazati u potpunoj analogiji s dvolomom samo upotrebom cirkularno
polariziranih snopova i odgovaraju¢ih debljina slojeva. No mi ¢emo naciniti obradu posljedice
prolaska linearno polariziranog svjetla kroz opticki aktivni medij. Naime lako se pokazuje da
se svako linearno polarizirano svjetlo moze prikazati kao superpozicija dva suprotno
cirkularno polarizirana svjetla. Radi pojednostavljenja izabiremo z os za smjer propagacije a x
os za smjer titranja elektrickog vektora polja.

Upadni val:

XE, cos(kz — ot) = b; o [% cos(kz — art) + ysin(kz — wt) + % cos(kz — wrt) — Psin(kz — wr)] (16.18)

Prva dva sumanda predstavljaju lijevo cirkularno polarizirani val, a druga dva sumanda
predstavljaju desno cirkularno polarizirani val. Ako lijevoj polarizaciji dademo oznaku — a
desnoj polarizaciji oznaku + i ako (kao i1 kod dvoloma) s odgovaraju¢im indeksima loma koji
su razli¢iti:n_ i n, povezemo i odgovarajuce valne brojeve k_i k,, polje ¢e nakon prolaska

opticki aktivnog sredstva debljine d imati oblik:

%[}2 cos(k_d —wt)+ ysin(k_d — awt)+ xcos(k,d — ot) — ysin(k,d — a)t)] =

- % {&[cos(k_d — or) + cos(k,d — wt)]+ Flsin(k_d — wr) —sin(k,d - wr)]} =

=E, [fc cos (k. _2k+ ) cos( k. erk+ d —wt) + ysin (k. _2k+ )d cos(k‘ J2r k, d— a)t)} =

k_ +k,

= E,(Xcos@ + ysin @) cos( d —wt) (16.19)

Smyjer linearne polarizacije je zarotiran za kut ¢, €iji je iznos jasan iz (16.19):

(pzk‘ 2k d (16.20)
Uz ova dva osnovna nacina manipulacije s polarizacijama postoje i drugi nacini. Poznat je
Faradayev efekt. U njemu se pusta linearno polariziranu svjetlost kroz opticki gusto sredstvo
paralelno magnetskom polju. Efekt zaokreta linearne polarizacije je proporcionalan
magnetskom polju, duljini prolaza kroz polje 1 naravno je jaci za veci indeks loma prozirnog
sredstva kroz koji svjetlo prolazi dok je u magnetskom polju. Nadalje, postoje i elektroopticki
efekti u kojima se opticka svojstva medija mijenjaju ja¢im elektrickim poljem. Razumijevanje
ovih efekata, medutim, prelazi volumen jednosemestralnog kolegija o valovima.




17. Interferencija i difrakcija

Interferencija 1 difrakcija su dvije pojave utemeljene na principu superponiranja valova. Kako
u kvantnoj fizici kvanti manifestiraju i valnu prirodu, jasno je da interferencija i difrakcija
postoje 1 u kvantnom svijetu. U proslosti je bilo velikog razlikovanja ta dva fenomena medu
kojima sustinske razlike nema. Naime kod interferencije se naglaSava rezultat superpozicije
titranja dva vala koji titraju sinkrono uz neku razliku u fazi. Kod difrakcije se gleda rezultat
superpozicije 1 kontinuuma valova 1/ili izvora koji su ponovno sinkroni i imaju odredene fazne
odnose.

17.1 Interferencija valova dvaju koherentnih tockastih izvora

POKUSI

Demonstrirat ce se interferencija valova na vodi,
akustickih valova i svjetlosnih valova nastala
sinkronim titranja dva izvora.

Polazimo od rada dva izvora titranja koji imaju iste frekvencije i identi¢ne faze:

o =0, i P =P, (17.1)
Opcenito tocka promatranja je razli¢ito udaljena od ta dva izvora, a i postoje razlike u fazi s
kojom titranje iz ta dva izvora dolazi do to¢ke promatranja. Valovi se u tocki promatranja
superponiraju. Kod konstruktivne interferencije dva vala imaju istu fazu pa im se amplitude
titranja zbrajaju u rezultantnom titranju . Ako su faze suprotne (razlika faza u tocki
promatranja je ) tada je rezultantna amplituda razlika amplituda koje u toc¢ki promatranja
proizvode izvori. Tada imamo destruktivnu interferenciju. Interferencijski efekti se
matematicki prate naroCito u uvjetima takozvanog dalekog interferencijskog polja. To
podrazumijeva da su amplitude titranja koje dolaze od dva izvora jednake (prakticki) i da
interferencijski efekti potjecu iskljuc¢ivo od razlike faza medu titranjima prispjelim od dva
razlicita izvora. Ovaj uvjet rada u aproksimaciji dalekog polja se i matematicki formulira a uz
pomoc¢ trokuta kojeg ¢ine mala udaljenost medu izvorima 1 i 2 oznac¢ena kao d i individualne
udaljenosti dvaju izvora od tocke promatranja /, i /,. Nadalje se pretpostavlja da je duzina d

okomita na /,. Kako ne bi bilo znacajne razlike u amplitudi titranja, treba razlika udaljenosti
biti do polovice valne duljine titranja:

h—h<% (17.2)

Uz pravokutnost trokuta imamo

d* =1 =17 = (1, =1)(1, +1,) = Al (17.3)
Gdje je [srednja vrijednost udaljenosti. Izraz (17.3) je formulacija uvjeta dalekog
interferencijskog polja.

Grubi rezultat o maksimumima i minimumima zracenja u uvjetima (17.3) dobit ¢emo
promatranjem slike u kojoj je polozaj izvora razmaknut d a mi promatramo fenomene u
smjeru okomitom na d, s time da dozvoljavamo mali odmak smjera promatrane to¢ke u kojoj
procjenjujemo intenzitet za kut$. Ako je udaljenost okomice iz tocke promatranja na nulti
smjer od izvora, tada je udaljenost tocke promatranja od nultog smjera /7g9. Razlika optickih

putova za dolazak titranja iz dva izvora je dsin$. Kad izvori titraju u fazi tada je uvjet
maksimuma:



dsin8=nA ili kdsin 3 =n2x (17.4)

Uvjet minimuma je ocito kada titranja iz dva izvora dolaze s razlikom od pola valne duljine:

dsing=(n+1/2)4 ili kdsin8=(n+1/2)2rx (17.5)
O potankostima prostorne raspodjele zracenja u uvjetima dalekog polja mozemo doznati iz
kvantitativnije analize. Podimo od opisa polja titranja u uvjetima dalekog polja (amplitude
titranja koje od dva izvora dolaze su iste) za pojedini izvor:

A; = Acos(wt,) (17.6)
gdje je ¢, vrijeme potrebno da signal dode iz i-tog izvora u tocku promatranja. Udaljenosti
izvora su ;. Ukupni opis superponiranih titranja tako postaje :

A(r,3,t) = Acos(wt — kr,) + Acos(wt — kr,) =

; 17.7
kd sin 9) cos(at — kr) ( )

=2 A(r)cos(

U gornjem izrazu je r srednja vrijednost radijusa za dva izvora. Faktor drugog kosinusa
opisuje vremensku, titrajucu ovisnost. Cijeli ostali faktor je oblik prostorne modulacije signala
i nije vremenski zavisan.

17.2 Svojstva interferentnog uzorka

Iz izraza (17.7) vidimo da se njime ne samo potvrduju relacije za minimume i maksimume
(17.4) 1 ((17.5) nego sada imamo izraz za amplitudu svjetla za bilo koji smjer. Dok vrijedi
aproksimacija malih kutova, razmaci medu smjerovima s istom rezultantom su ekvidistantni.
Nadalje, ako su izvori pukotine, imamo u toj situaciji poznate ekvidistantne interferencijske
pruge. Taj rezultantni uzorak uzimao se kao ,,potpis“ fenomena interferencije. Pri pisanju
(17.6) nismo spomenuli koje je dinamicko porijeklo izvora vala. Kod EM valova to bi na
primjer bio Poytingov vektor u to¢ki promatranja. Kod akusti¢kih valova to bi bio akusticki
nadtlak a kod dvodimezionalnih ili vodenih valova to bi bila lokalna amplituda proizvedena
jednim od dva sinkrona izvora. No bit fenomena interferencije jest da se rezultantno titranje
formira na jedinstven nacin.

Moguce je da studente zbuni pitanje oCuvanja energije. Naime , mi smo pokazali i kod
mehanickih titranja (Sto ukljucuje i akusticke) i kod EM valova (preko Poyntingovog vektora)
da je tok energije proporcionalan kvadratu amplitude titranja (medija,tlaka ili EM polja).
Privid problema nastaju pri pojednostavljenom razmatranju minimuma i maksimuma. Ako
uzmemo da je doprinos svakog izvora jedini¢na amplituda, tada prema (17.7) njihov
interferencijski zbroj moze biti za maksimum: (1+1)> =4  a za minimum: (1-1)> =0
Kako to usuglasiti sa zakonom oc¢uvanja energije. Odgovor je jednostavan. Pri interferenciji
nastaje reorganizacija distribucije energije. U slucaju (17.7) s istim jedinicnim iznosom
amplitude, izraz za tok energije postaje:

[ 2cos(kd s21n3) ]2
Ako to usrednjimo po smjerovima dobivano ispravan rezultat:
< tok energije >=< ZCos(kd 521n 3) | >=4< cosz(kd 521n 3) >=2 (17.8)

To je u potpunom skladu s oc¢ekivanjem da dva jedini¢na toka daju zbroj dvostruki jedini¢ni
tok.



17.3 Granice veli¢ine toCkastog izvora

U gornjem tekstu smo radi jednostavnosti pretpostavljali apsolutnu koherenciju izvora u
smislu da se titrali ne samo istom frekvencijom nego da medu njima nije bilo faznih razlika.
Medutim interferencijski uzorak ¢e nastati i ako je medu njima i neku drugi, ali strogo
definirani fazni odnos. Posljedica drugacijeg faznog odnosa ¢e biti translacija rezultantnog
interferencijskog uzorka ovisna o njihovoj faznoj relaciji. Postavlja se pitanje pod kojim
uvjetima moZemo osigurati da dva izvora budu koherentni. Pri upotrebi laserskih snopova koji
obasjavaju istovremeno dvije (na smjer laserskog snopa okomito postavljene) pukotine
(simetricnih polozaja) prividno tog problema nema. Razmotrit ¢emo paZzljivije uvjete pod
kojima neki izvor mozemo smatrati podobnim izvorom za proizvodnju dva izvora
koherentnog titranja. Nasa je namjera na dvije pukotine razmaknute za ve¢ definirani razmak
izvora d, osigurati da titranja koje dolazi iz izvora I (koji je razmazan u prostoru) svaka
njegova tocka daje na izvoru otprilike isti fazni odnos kao i centralna tocka razmazanog izvor.
Radi jednostavnosti postavljamo centralnu to¢ku izvora na okomicu razmaka interferencijskih
otvora. Jasno je da centralna tocka izvora, koja je na okomici daje identi¢ne faze na dvije
pukotine. Zapravo isto svojstvo imaju i druge tocke izvora smjestene na okomici razmaka
pukotina. Postavlja se pitanje, za koji kut (pod kojim srediste interferencijskih izvora vidi
toCku I1 koja lezi izvan centralne zrake) ta tocka daje na interferencijskim izvorima otprilike
isti odnos faza kao i centar izvora? Za izvor koji je mnogo udaljeniji od interferencijskih
pukotina nego $to je razmak pukotina sve tocke izvora vide razmak medu pukotinama pod
istim kutom. Ako je kut koji karakterizira polozaj I1 4, tada je razlika putove izmedu I1 1
dvaju otvora dsin$; Interferencijski uzorak se gubi ako ta veli¢ina postane bliska polovici
valne duljine titranja. Sinus kuta pod kojim se vidi izvor Il iz podrué¢ja interferencijskih
otvora je u aproksimaciji malih kutova odmak o od centralne zrake podijeljen s udaljenos¢u L
izvora od interferencijskih otvora. Tako je kona¢ni uvjet za koherenciju dijelove izvora na
otvorima:

0
d—<< A 17.9
i (17.9)

17.4 Usnopljavanje valova

Ovdje razmatramo nastojanje da stvorimo snop titranja , na primjer svjetla, no primjenjuje se 1
na sve druge valove, koji bi se bez poveéanja poprecnog presjeka Sirio medijem. Lako ¢emo
se uvjeriti da to nije moguce. Prva pomisao nam je da uzmemo daleki izvor i na zastoru koji
spredava Sirenje titranja naéinimo otvor. Sto je otvor manji u odnosu na udaljenost izvora,
snop koji prolazi iza zastora je sve paralelniji. No u tome postoji granica. Naime krajevi
otvora mogu se smatrati izvorima interferencije; jasno je da nastaju interferencijske pruge
koje proizvode titranje 1 izvan Zeljenog smjera. Snop ima prirodnu divergenciju odredenu
razmakom krajeva otvora. Procjena divergencije moze se naciniti upravo obratom (17.9).
Kutni otvor snopa je reda veli¢ine

Ag=1/d (17.10)
Zasada , dakle mozemo snop svjetla smatrati interferencijskim maksimumom. Kod
razmatranja difrakcije pokazat ¢e se da je preciznije rije¢ o difrakcijskom maksimumu. No
rezultat (17.10) ostaje nepromijenjen.

17.5 Opcéenito o difrakciji



Kao $to smo ve¢ spomenuli, kod difrakcije razmatramo rezultat superpozicije kontinuuma
razli¢ito smjeStenih izvora identi¢ne frekvencije fazno koherentnih izvora. Ponovno ¢emo
koristiti u proracunu aproksimaciju u kojoj su dimenzije izvora i/ili otvora kroz koje
propuStamo zracenje male u odnosu na udaljenost na kojoj razmatramo rezultat fenomena
difrakcije. U nasim proracunima posebnu intuitivhu pomo¢ pruza Hygensov princip. Ve¢ smo
upotrebljavali koncept valne fronte kao podru¢ja povezanih mjesta u kojima je stanje titranja
identi¢no. Hygensov princip izjavljuje da sve te tocke valne fronte moZzemo smatrati izvorima
vala koji koherentno titraju. Na primjer, ako imamo zastor koji je zapreka Sirenju vala i na
njemu nac¢inimo mali otvor, sve tocke iste faze izmedu rubova otvora su koherentni izvori
novog vala. Prirodno, ako je originalni izvor titranja dovoljno daleko u smislu kriterija
toCkastog izvor izraza (17.9), tada se tocke spojnice krajeva otvora mogu smatrati sinkronim
izvorima titranja za fenomen difrakcije. Na ovom mjestu je najzgodnije upozoriti na dvije
moguce varijante zastora , ¢ije je razlika u temeljnom fizikalnom funkcioniranju. Zastor kao
ideja nema fizikalno utemeljenje dok se ne pruzi fizikalni mehanizam funkcioniranja. Mi smo
ve¢ diskutirali medudjelovanje elektrona u atomu s titraju¢im EM poljem. Vidjeli smo dva
vazna modusa rezultata. U jednom od njih dominira apsorpcijska komponenta za EM val. EM
val vrsi rad na elektronu; zracenje se apsorbira i promatrajuc¢i val u dubinu vidimo njegovo
trnjenje u materijalu. Takav zastor je crni zastor; EM val ga grije i iza zastora ga nema. Kod
reflektirajuéeg zastora elektronova brzina je za 90 stupnjeva razli¢ita od amplitude elektri¢nog
polja u fazi. Stoga se na elektronu ne vrsi rad, ali elektron poniStava svojim zracenjem EM
polje iza zastora.

17.6 Primjena Hygensovog principa na pukotinu u neprolaznom zastoru

Neka je originalni izvor dovoljno daleko u smislu toc¢kastog izvora relacije (17.9) i1 neka je
otvor kona¢nih dimenzija (viSe valnih duljina titranja. Promotrimo elektricno polje koje se
stvara postojanjem izvora I zastora Z i otvora u zastoru O. Neka su titranja pojedinih polja
oznacena na slijedece nacine:

Titranje izvora: E,

Titranje zastora: E,

Titranje dijela zastora koji bi zatvorio zastor do kraja: E,,

Tada je rezultantno titranje:

E=E,+E =E, +E,+E,-E,=0-E,=-E, (17.11)
Otvor mozemo tretirati kao novi izvor zracenja faze suprotne onoj, koja ponistava doprinos od
izvora. Dakle iste faze kao i izvor! No, §to je najvaznije, doprinosi iz izvora su koherentni!
Sada mozemo ovu pukotinu razdijeliti u N jednakih segmenata. Oznacit cemo makroskopsku
duljinu pukotine s D. Tada su dimenzije malih segmenata d=D/N . Racunat ¢emo
superpozicijsku rezultantu doprinosa svih segmenata u uvjetima dalekog polja. Doprinosi svih
izvora imaju istu amplitudu A(r) gdje je r srednja udaljenost pukotine od tocke promatranja

fenomena difrakcije. Rezultantno polje je:



E(r,8,t)=A(r) [cos(kr1 —t)+ cos(kr, — wt)+...cos(kr, — a)t)] =
= A(r) Re[e””” (€™ +e™ .. e )] =

i(Nkdsin 9)/2 sin(];/ kd sin 9) sin(ﬁ kd sin 9)

= A(r) .
) sin kd sin 9

_ i(kr—oot) €
- A(r) Re|e ei(kdsiny)/z  kdsin 8
sin(

cos(kr — wt)

)

(17.12)
Ovo je rezultat dobiven dijeljenjem izvora u N segmenata.

POKUS
Demonstrirat ¢e se rezultat obasjavanja opticke resetke
koherentnim laserskim snopom.

Kada Zelimo rezultat za kontinuiranu pukotinu primjenjujemo proceduru koja je matematicki
ekvivalentna onoj kojom smo od (12.16) preko (12.19)i (12.20) dosli do (12.21). Tako je
konacni izraz za difrakcijsku amplitudu na pukotini:

sin(l kD sin 3)

E(r, 1) = A(r, 9 = 0) 12 cos(kr — cor) (17.13)
—kDsin 9
2
Intenzitet zracenja (kvadrat amplitude usrednjen po periodu) jest:
. 5 kDsing
sin” ( 5 )
1(r,9)=1r0)————=— 17.14
( 5 )

1z izraza (17.14) crtanjem ili analizom moZemo procijeniti kutnu Sirinu difrakcijskog snopa.
Naime, intenzitet pada na nulu svaki puta kada argument sinusa ima vrijednost 7. Takoder je
jasno da i lokalni maksimumi imaju daleko manja vrijednosti od maksimuma u centralnom
smjeru. Stoga procjenjujemo (a to ¢emo i neposredno verificirati) da se zra¢enje koncentrira u
smjerove u kojima je

Lipsing<” (17.15)
2 2

Neposrednim uvrstavanjem bas grani¢nog sluc¢aja mozemo verificirati da ve¢ tamo intenzitet
pada na 0.4 dijela glavnog maksimuma. U (17.15) moZemo vidjeti jo§ jedno svojstvo koje
smo uocCili na jednodimenzionalnom valnom paketu. Tamo su dimenzije paketa bile
ogranicene Sirinom podrucja valnog broja; njihov umnozak je bio stalan. Vrijednost & sin$
mozemo interpretirati kao neodredenost transverzalne komponente valnog vektorak,: Ak, S
druge strane je D neodredenost polozaja u smjeru y: Ay. Tako su dvije neodredenosti
povezane potpuno analogno vezi (12.23) :

AyAk, =27 (17.16)
Stovise u ovoj konfiguraciji jasno vidimo posljedice ,,stiskanja“ snopa u y smjeru na njegovo
Sirenje u istom smjeru: $to je manji D (uzi snop) to je veci kut.3 do kojeg snop odstupa od
originalnog smjera O .



POKUS
Demonstrirat ce se rezultat obasjavanja pukotina
raznih Sirina koherentnom svjetloscu

17.7 Usporedba realnog razluéivanja ljudskog oka i teorijski limit za
razluéivanje

Najprije ¢emo formulirati primjenu Rayleighevog kriterija za razlucivanje eksperimentalnih
vrhova u analizi podataka. Neka u podacima imamo dva vrha u raspodjeli. Njih mozemo
razluciti ako su toliko razmaknuti da je vrh drugog efekta bar tako daleko da je pao na
minimum raspodjele prvog vrha. Difrakcijski vrh nastao zjenicom oka mozemo procijeniti iz
(17.15) u aproksimaciji malih kutova:

A
A~ 17.17
5 (17.17)

Procjenjujemo idealno moguce razlucivanje ljudskog oka na temelju (17.6) u aproksimaciji
malih kutova: promjer zjenice: 2mm, valna duljina svjetla A= o0.55um. Tako dobivamo
procjenu:
A8 etano = 4 = L
D 4000
Dobro oko (mladog ¢ovjeka) moze razlu€iti dimenziju od 1 mm na udaljenosti od 2m. To
znaci da je realna rezolucija
ALgrealno = ;
2000
Ocito su dimenzije i raspored senzora (Stapica i ¢unjic¢a) takvi da oko ima prakti¢ki optimalnu
kutnu rezoluciju.

(17.18)

(17.19)

17.7 Specificiranje uvjeta dalekog polja za koherenciju svih tocaka unutar popre¢nog presjeka
difrakcijske pukotine

Nacrtamo 1i tockasti izvor I i pukotinu promjera D postavljenu popre¢no na spojnicu izvora i
polozaja pukotine, ovako ¢emo procijeniti da li je zracenje koje zapocinje s otvorom pukotine
koherentno. Najugrozeniji za zaostajanje u fazi su rubovi pukotine. Ako uzmemo za temeljnu
udaljenost razmak ruba pukotine od izvora L , tada je put od izvora do ruba pukotine duzi od
puta od izvora do centra pukotine za iznos:

L—Lcosoc=2Lsin2g<<i 17.20
2 2

o je kut od spojnice izvora i srediSta pukotine do spojnice izvora i ruba pukotine.
Nejednadzba pak isti¢e da razlika putova mora biti znatno manja od pola valne duljine kada
nastupa negativna interferencija. Za male kutove se sinusni ¢lan u (17.20) moze aproksimirati:

> 1DJ/2
sin’ @ v - & (- 215)? 17.21
2 ( 51 ) (17.21)
UvrsStavanjem (17.21) u (17.20) 1 sredivanjem kona¢no dobivamo
L () (17.22)

Stru¢na terminologija ovaj uvjet dalekog polja zove uvjetom Fraunhoferove difrakcije.



17.8 Difrakcijska amplituda i Fourierova konstrukcija rezultata iz oblika
izvora polja

Usporedbom opisa polja zracenja (pravokutnik s osi y kao varijablom 1 stalnom amplitudom
zracenja duz y dimenzije) i pravokutnom raspodjelom amplituda titranja u vremenu vidimo da
su rezultati takoder u punoj analogiji. Analiticki opis frekventnog sastava (13.35) u sustini je
identiCan analitickom opisu (17.13) za raspodjelu rezultantnog zracenja po smjerovima.
Vremenskoj varijabli odgovara poprecna koordinata, a frekvencijskoj varijabli odgovara u
sudtini ksin$ =k, . Zapravo, ako pazljivo pratimo korake u izvodu (17.12) — (17.13) vidimo

da je proracun difrakcijskog rezultata u sustini Fourierov transformat polja zracenja! U
slijede¢em semestru ¢emo se susresti s difrakcijom zracenja na kristalnim strukturama; tako je
gornja konstatacija i priprema za takve proracune. S druge strane sada je temeljna podloga za
analogiju relacija ,,neodredenosti (12.23) , (12.36) i (17.16) potpuno jasna. Sve su dobivene
preko Fourirerove transformacije pridruzenih varijabli: vrijeme 1 frekvencija ili koordinata i
valni broj/vektor .

17.9 Istovremena manifestacija interferencije i difrakcije

Povr$nim pogledom na tipi¢ni interferencijski eksperiment lako uvidamo da je na$ prvi
tretman u stvari nerealna idealizacija. Naime interferencijski izvori moraju imati konacne
dimenzije. Stoga se unutar svakog od njih dogada difrakcija. Potom dva difraktivna uzorka jos
interferiraju. Obradit ¢emo taj slucaj; generalizacija na rad opti¢ke reSetke, u kojoj takoder
kombiniramo kontinuiranu difrakciju unutar jednog rebra reSetke s diskretnim doprinosima
mnogo rebara ¢ini se kasnije u studiju rada optickog spektroskopa. U ovom kolegiju ¢emo
naznaciti ipak kakav rezultat i tada ocekujemo.

Ako imamo dva kona¢na otvora kroz koja prolazi koherentno titranja, na svakom od njih
nastaje difrakcijski raspored amplituda oblika (17.13) , s tim da svaki doprinos u argumentu
kosinusa ima drugu vrijednost udaljenosti od tocke promatranja. Utjecaj razli¢itih udaljenosti
od izvora unutar A(r,0) moZzemo zanemariti jer su te razlike neznatne u usporedbi s
dimenzijom r. Tako je ukupni doprinos dva difraktivna uzorka :

sin(l kDsin 3)
= A(r,0) 12 [cos(kr, — oot) + cos(kr, — oot)] (17.23)
5 kDsin 4

A

rezult

Kako je razlika putova :

rn—r, =dsing (17.24)
gdje je d razmak dvije difrakcijske pukotine svake Sirine D, to se primjenom izraza za sumu
kosinusa u (17.23) i upotrebom (17.24) dobiva za rezultantnu amplitudu:

sin(l kD sin 9) 1
= A(r,0)—2 2 cos{— (kd sin 9)} cos(k
S kDsing 2

Nt

A

— o) (17.25)

rezult

Proracun intenziteta ¢inimo kao i prije kvadriranjem i raCunanjem prosjeka po periodu
titranja:



sin’ (l kDsin 9) !
1($)=1,— 2 cos’ (= kd sin 9) (17.26)
( kDsin 9)’ 2

Sada mozemo usporedivati rezultat kombiniranja difrakcije i interferencije usporedujuci
(17.26) s rezultatom (17.14) za difrakciju 1 (17.7) za interferenciju ( koji jos dodusSe treba
kvadrirati i ukloniti mu vremensku zavisnost pravljenjem vremenskog prosjeka). Vidimo da
dva efekta ulaze u konac¢ni izraz u obliku produkta. Prvi modulacijski faktor dolazi od
difrakcije a faktor kosinusa na kvadrat od interferencije. Pojavno to znaci da ¢e se jednako
razmaknute interferencijske pruge dodatno modulirati ovojnicom difrakcijskog oblika (17.14).

Nadalje, mozemo predvidjeti 1 izgled kombiniranja difrakcijskih elemenata kona¢no mnogo
rebara difrakcijske reSetke. Ako bismo generalizirali proceduru koriStenu za dobivanje
(17.23) 1 dodali ne samo dva difrakcijska izvora, trebali bismo sumirati kosinuse u kojima su
radiusvektori , jedan od drugog ve¢i za uvijek jednako povecanje razmaka (17.24). rezultat

tog sumiranja bi bio faktor oblika kakav ima faktor nezavisan o vremenu u (17.12) to jest:
. o1 . . .
sin’ (5 kDsin §) sin’ (];[ kd sin 9)

Iy(9) =1, kd sin
2

(17.27)

)

gdje je N broj difrakcijskih izvora Sirine D , a medusobnog razmaka susjednih izvora d .

Izraz (17.27) je temelj operiranja opti¢kih spektroskopa. Naime razli¢iti valni brojevi daju
svoje maksimume (osim za nulti smjer) na razli¢itim kutovima. To znaci da nam (17.27)
pruza moguénost spektralne analize upadnog zracenja. Doista, diskretne linije atomskih
spektara Fraunhofer je otkrio upravo difrakcijskom resetkom, kljuénim instrumentom i
dana$njih najmodernijih spektroskopa.

(E kDsin 9)*  sin’(

17.10 Difrakcija zamucéuje sjenu neprozirnih zapreka

Analizom prolaska koherentnog svjetla kroz otvore smo naucili da difrakcija proSiruje
podruéje osvjetljenja izvan odekivanih 0°karakteristiénim rasporedom intenziteta po
kutovima & . Prirodno mozemo slutiti da se isti fenomen javlja kod svake zapreke. Upotrijebit
¢emo argumentaciju analognu onoj oko izraza (17.11) , gdje smo ilustrirali primjenu
Hygensovog principa na prolaz svjetla kroz otvor. Naime pocinjemo s dolaskom koherentnog
ravnog vala na prepreku kona¢nih dimenzija (i o$trih rubova). Opet zatvaramo prolaz svjetla
iz izvora I koherentnog vala: E,, sa zratenjem objekta prepreke: E, , 1 zraCenjem zastora koji

zastire cijelo podrucje (osim onog koji zastire objekt): E,. U konfiguraciji kada postoje svi
zastori, iza njih je rezultantno polje jednako nuli.

E,+E +E,=0 (17.28)
Ako uklonimo zastore, preostalo je superponiranje
E._.=E +E, (17.29)

Za E, znamo brojna svojstva. Analiticki opis je sazet u (17.13) . Kod EM vala amplituda u

(17.13) pada obrnuto proporcionalno udaljenosti. Neposredno iz zastora je faza vala
emitiranog zaprekom suprotna onoj ulaznog vala , tako da je iza zapreke, a blizu njoj
rezultanata nula i1 nastupa prava sjena. Medutim u daljini, gledaju¢i poprec¢no na Sirenje
zracenja, blizu paralele s produZzetkom zapreke nastaju negativne i pozitivne superpozicije
ulaznog vala i vala emitiranog od zapreke. Tako se u o¢ekivanom podrucju ruba sjene ne



javlja oStra sjene nego naizmjeni¢no pojacavanje i slabljenje rezultante titranja. Medutim,
kako se sve viSe udaljavamo od zapreke , njen doprinos slabi dok je doprinos izvora prakticki
stalan tako sjena postepeno nestaje. Figurativno se konstatiralo da svjetlost svija putanju iza
prepreka. Prestanak sjene mozemo i1 ovako procijeniti. Kutni rasap sjene je procijenjen za
male kutove u (17.11) . Ako s L ozna¢imo udaljenost na kojoj taj rasap dostize poprec¢nu
dimenziju prepreke D, mora biti ispunjeno:

1t-p (17.30)
D

Za udaljenosti koje su mnogo veée od udaljenosti L. dobivene izrazom (17.30) sjene vise
nema!



18. Geometrijska optika

U dosadasnjim razmatranjima titranja stalno smo naglasavali i koristili valni aspekt fenomena
na primjer svjetlosti. No postoji dio primjene znanja o EM fenomenima u kojima, da bismo
dosli do prakticki iskoristivih rezultata, ne moramo upotrebljavati sve kompleksno znanje o
EM fenomenima: Maxwellove jednadzbe, dinamiku kreiranja valova. fenomene difrakcije 1
interferencije i sli¢ne. Da bismo na brzinu proracunali mjesto, na kojem optic¢ki instrument
stvara sliku ili koje povecanje od njega moZzemo ocekivati, dozvoljeno je sa snopica svjetlosti
koji imaju u principu ugraden mehanizam difrakcije, upotrebljavati samo difrakcijski vrh kao
opis glavnine svjetla 1 aproksimativno govoriti o zrakama svjetlosti (koje u sustini smjerom
zapravo slijede Poyntingov vektor) kao o putanjama kojima se Siri svjetlost pravocrtno
potpuno ispustajuci iz vida njen valni karakter. Najprije ¢emo ustanoviti temeljne postulate i
provjeriti njihovo njihovu fizikalnu ispravnost i/ili ograni¢enja, a zatim se posvetiti
najjednostavnijim optickim elementima i instrumentima.

18.1 Svjetlost se Siri pravocrtno

Ovaj izri¢aj smo kriticki diskutirali pokazujuéi da se svjetlo Siri 1 u podrucje sjene ,,iza ugla®.
U geometrijskoj optici o¢ekujemo da difrakcijske aspekte mozemo zanemariti. Tijekom visih
godina studija ustanovit ¢emo da snazna gravitacija takoder svija putanju svjetla; i taj aspekt
ovdje se zanemaruje.

18.2 Svjetlo se od reflektiraju¢e povrsine odbija pod jednakim kutom
pod kojim je na povrsinu upalo

Kako bi studenti stekli pouzdanje u razumijevanje fenomena refleksije ipak ¢emo se na
trenutak vratiti pravom fizikalnom opisu dogadanja; t.j. zraci svjetla pripisujemo snopi¢
titranja EM putujuceg vala. Valna fronta (koja opisuje mjesta s istim stanjem titranja-istom
fazom) je okomica na smjer Sirenja svjetla. Pri padu svjetla na reflektirajuu povrsinu pod
nekim kutom, ne aktiviraju se svi elektroni povrSinskog sloja sinkrono. Medu elektronima u
njihovom titranju nastaju razlike u fazi koje odgovaraju razlikama u fazi koje su unijele
pojedine komponente ulaznog snopa zavisno o lokaciji elektrona. Kako se radi o
nepropusnom zastoru, ovo titranje elektrona je u protufazi s titranjem EM vala u podrucju iza
zastora. (U pravoj mikroskopskoj slici pojam automatske zapreke ne postoji; ovdje se vidi
kako svjetla iza zastora nema jer elektroni materijala svojim titranjem ponisStavaju EM val koji
bi se inace iza zastora realizirao). No ovo poniStavanje ima i za pocetnike neocekivanu
posljedicu. Titranje elektrona koje poniStava val iza zastora stvara EM vala ispred zastora, ¢ija
valna fronta (radi faznih odnosa elektrona povrSine) je potpuno simetri¢na valnoj fronti koji
bi imao val bez zastora uzimajuci refleksijsku povrsinu za os simetrije. Tako smo istovremeno
opravdali pocetnu pravilnost naslova 18.2 1 stekli razumijevanje o tome $to se desilo s valom
iza zastora.

Kao malu primjenu 18.2 mozemo razmotriti nastanak virtualne slike predmeta postavljenog
pred zrcalo. Izvor I Salje razne zrake svjetla /, na reflektiraju¢u povrSinu. One se sve

reflektiraju svaka pod svojim kutom refleksije &, simetricno svom upadnom kutu. Oko koje

stvara sliku (mehanizmom koji ¢emo diskutirati) prima te zrake i rekonstruira sliku kao da su
zrake iziSle iz predmeta smjeStenog iza zastora na lokaciji koja je simetri¢na polozaju izvora
uzimajuci reflektiraju¢u plohu kao temelj simetrije.



Na ovom mjestu ¢emo pokazati alternativni izvod zakona refleksije svjetlosti koji se doduse
ne oslanja na mikroskopski opis prirode svjetla nego ilustrira moguénost opisa fenomena
principom ekstrema koji je na$ Cesti vodi€ u najapstraktnijim razmatranjima na primjer teorije
polja. Ovdje je to Fermatov princip. Fermatov princip konstatira da svjetlost putuje stazom
duz koje je za putovanje potrebno najmanje vremena. Jasno je da i zakonitost o pravocrtnom
Sirenju svjetlosti jest u skladu s Fermatovim principom. Promotrimo dvije tocke s iste strane
refleksijske povrsine udaljene od povrSine za udaljenostima 4, i 4, . Neka je udaljenost medu

njima D. Ozna¢imo polozaj tocke na povrsini u kojoj bi se svjetlo trebalo reflektirati s x u
odnosu na noziste okomice na povrsinu iz tocke 1. tada je duljina staze od tocke 1 do tocke na
povrsini:

I, = b’ +x* (18.1)

Udaljenost druge tocke od reflektirajuce tocke jest

I, =+h,’ +(D-x)* (18.2)

Vrijeme potrebno da svjetlost brzinom v prijede zbroj dvije udaljenosti jest:

t= L4 x + ol + (D) (18.3)
\%

Stazu svjetlosti variramo mijenjanjem poloZaja x. Prema Fermatovom principu vrijeme treba
biti minimalno za putanju kojom svjetlost doista putuje. To znac¢i u prvom koraku da prva
derivacija izraza (18.3) po polozaju tocke refleksije x mora biti jednaka nuli. Izraunavanjem
prve derivacije i izjedna¢avanjem s nulom dobivamo:

x D-x

L
Ta relacija jest odraz jednakosti upadnog i reflektirano kuta svjetlosti!

(18.4)

18.3 Snellov zakon loma svjetlosti

Iako smo ga ve¢ izveli u prijaSnjim razmatranjima, pokazat ¢emo da ga je moguce izvesti i iz
Fermatovog principa. To je spoznajno vazno jer pokazuje kako se cijela geometrijska optika
moze na njemu utemeljiti. Stoga nam ideja da se najtemeljnije zakonitosti mogu formulirati
principom odredivanja ekstrema postaje bliskija. Polazimo od crteza s analognim oznakama
kao 1 kod izvoda zakona refleksije s tim da se tocke 1 i 2 nalaze sa suprotnih strana kontaktne
povrSine dva medija indeksa loma n,in,. U notaciji jednadzbi (18.1) do (18.3) proteklo
vrijeme za kontaktnu tocku x jest:
hiyh _mh mb

t= (18.5)
v,V c c
Izjednacavanjem derivacije proteklog vremena po polozaju toc¢ke x sada se dobiva:
n, % D - al <==> o sing =n,sind, (18.6)
1 2

18.4 Snop svjetlosti koji je jednom stazom dosao od tocke A do tocke B
moze pod istim uvjetima istom stazom do¢i iz B u A.



Ova izjava se mora uzeti s oprezom. Naime, tu se mogu uplesti problemi s polarizacijom i
obratom vremena za nju. U opticki aktivnim medijima mora se obratiti paznja da obrat
putovanja bude u svakom smislu potpun, narocito u smislu rotacije elektricnog vektora kod
cirkularno polariziranog svjetla.

18.5 Zrcala

Povrsine zrcala po pretpostavci potpuno reflektiraju svjetlo sukladno zakonu refleksije 18.2
Mi smo ve¢ obradili ravno zrcalo i tvorbu slike ravnim zrcalom u istom odsjecku. Elipticko
zrcalo je vrlo lako za razumjeti temeljem Fermatovog principa. Definicija je elipse da je zbroj
dva radijus vektora od fokusa do bilo koje tocke elipse isti. To pak znaci da sve trajektorije od
fokusa do fokusa s jednom refleksijom imaju isto vrijeme trajanja. Sve zrake iz jednog fokusa
sre¢u se istovremeno u drugom fokusu. Kako nam geometrijska analiza pruza rezultat da je
parabola limitirajuci slucaj elipse ¢iji je drugi fokus u beskonacnosti, neposredno slijedi da se
sve zrake koje duz osi parabole stizu iz beskonacnosti sijeku u preostalom fokusu! S druge
strane, idealno izvor svjetla u fokusu paraboli¢nog zrcala tvori snop svjetla paralelan osi
parabole (ili u prostoru paraboloida). Ipak prema nasSem znanju o difrakeiji (17.17) postoji
divergencija snopa iznosa:

rg=2
D

gdje je D poprecna dimenzija snopa. OCito snop ima to manju divergenciju, Sto su vece
dimenzije paraboli¢nog reflektora!

18.6 Uvodni komentari o pojednostavijenjima koje se koristi u ovom
opisu le¢a, a primjenljivi su i na opticka zrcala

Cesto koristen pojam u geometrijskoj optici je fokus; idealna totka u kojoj bi se trebale
ukrstati zrake svjetla koje paralelno osi le¢e dolaze iz beskonacnosti. Ispostavlja se da iz
cijelog niza razloga koji se nazivaju aberacijama to u realnosti nije jednostavno ispuniti. Neke
aberacije imaju porijeklo 1 u razli¢itoj disperziji za razne valne duljine svjetla. Mi ¢emo raditi
u aproksimaciji dolaska zraka na opticke elemente pod malim kutom u odnosu na njihove
opticke osi (osi simetrije). Ova se aproksimacija u literaturi susre¢e pod raznim imenima :
Gaussova aproksimacija, paraksijalna aproksimacija i slicno. Pokazat ¢emo sada kako
plankonveksna le¢a ima u gornjoj aproksimaciji vazna svojstva fokusa: a) sve se zrake koje
dolaze iz beskonacnosti sijeku u jednoj tocki na osi b) sve te zrake iz beskonacnosti dolaze u
fokus s istim brojem valnih duljina, to jest le¢a ih u fokusu ima sve u istoj fazi .

Da bismo dokazali ove tvrdnje pocet ¢emo od kuta za koji se zraka zakre¢e u kutu pri dolasku
na tanku prizmu. Neka prizma ima bazu / i visinu w; neka je stranica prizme na koju dolazi
svjetlo okomita na bazu. Kutni otvor prizme je u aproksimaciji malih kutova:

a=t (18.7)

w
U vrhu prizme zraka i ne putuje prizmom; brzina njene fronte tamo je ¢ . U dnu prizme svjetlo
prolazi sredstvom prizme indeksa loma n. Stoga je brzina svjetla tamo reducirana na c/n. Dok
je svjetlo donjim dijelom prizme prevalilo put /, gore je prevalilo put n/ . Razlika prevaljenih
putova je stoga je (n—1)/. Radi toga se svjetlosna fronta (identi¢no stanje titranja) zaokrenula

za kut:

9=""11_ -1 (18.8)
w




S druge strane se w$ moze interpretirati kao ono produljenje puta svjetlosti zrakom koje
osigurava da slomljena zraka s vrha prizme nakon loma u nozistu okomice povucene iz donje
izlazne toCke prizme ima isti broj prijedenih valnih duljina kao i donja zraka pri izlasku iz
prizme!

Nacrtajmo sada konfiguraciju plankonveksne lece na koju s lijeve strane nailazi snop svjetla
paralelan njenoj osi simetrije.necka je prva povrSina leée ravna a druga ima radijus
zakrivljenosti R, . Le¢u sada moZemo smatrati kontinuumom tankih prizmi s kutom prizme

a=h/R, (18.9)
Da bi le¢a lomila sve zrake u istu tocku fokusa fokalne daljine f temeljni je uvjet da kut loma

pojedine zrake u odnosu na originalni smjer paralelan osi le¢e o :

s=l (18.10)

f

gdje je h vertikalno odstupanje te zrake pri ulasku u le¢u. Prema izrazu za zaokret zrake pri
prolazu kroz prizmu (18.8) i kutu prizme (18.9), kut zaokreta zrake koja je dosla s vertikalnim
odstupanjem h jest

h

o=(n I)RD (18.11)
Izraz (18.11) dokazuje i1 naSe tvrdnje a) i b) i daje izraz za proracun fokalne udaljenosti
plankonveksne lece opisanih svojstava:

1 n-1

;R
Razmatranje je lako generalizirati na slucaj da je 1 druga strana le¢e izbocena 1 da je radijus
zakrivljenosti lijeve strane R, . Tada bi za fokalnu udaljenost vrijedilo:

(18.12)

1 11
7=(n—1)(E+E) (18.13)

18.7 Konjugacijska jednadzba za tanku leéu

Osnovne elementi crteza jesu:

0
I«
-

Polozaj predmeta na osi udaljen a od le€e iz kojeg izlazi zraka pod kutoma prema osi lece 1
pada na le¢u pod upadnim kutom 9, . Ta se zraka lomi na kut 4, unutar lece i putuje visinom



d kroz le¢u. Na izlaznu povrSinu le¢e dolazi pod upadnim kutom 9,', da bi iz lece iziSla pod
izlaznim kutom 9,' 1 konacno presjekla os le¢e na mjestu slike predmeta na udaljenosti b od
le¢e. Kut pod kojim ta zraka sijeCe os lece je 5 .

Desna ploha le¢e ima radijus zakrivljenosti R, 1 centar zakrivljenosti smjeSten na osi lece.

Linija koja iz tog centra zakrivljenosti ide u toCku izlaza zrake iz le¢e tvori s osi lece kut «'.
Ta ista linija je ujedno okomica od koje se racunaju kutovi u zakonu loma: 4,'i 4" .

Lijeva ploha le¢e ima radijus zakrivljenosti R, i centar zakrivljenosti smjesten na osi lece.
Linija koja iz tog centra zakrivljenosti ide u tocku ulaska zrake u le¢u tvori s osi lece kut S' .
Ta ista linija je ujedno okomica od koje se racunaju kutovi u zakonu loma: 9,7 9, .

Kut y je vanjski kut za kutove 4, i 4,", a1 za kutovea'i ' . 1z Snellovog zakona za male
kutove vrijedi:

4, =ns, (18.14)

9'=nd,’ (18.15)
Kombiniranjem najprije svojstva vanjskih kutova a potom relacija (18.14) 1 (18.15) slijedi:

Y =a+a'=n8, (18.16)

§'=p+p'=ng)’ (18.17)
Zbrajanjem desnih jednakosti iz (18.16) 1 (18.17) dobivamo:

nS+%")Y=a+a+p+pf (18.18)
No temeljem svojstva vanjskog kuta y koje je prije izvoda ve¢ istaknuto slijedi:

%+ '=y=a+p (18.19)
Uvrstavanjem (18.19) u (18.18) dobivamo:

(n-D@+p)=a+p (18.20)

U aproksimaciji malih kutova sve veli¢ine gore, osim indeksa loma lec¢e n, mogu se isCitati
kao sinusi kutova odnosno omjeri iste veli¢ine d i raznih poloZaja na osi lece, pa imamo:

(n—l)(%+R%)=i+i (18.21)

a b
Gornji izraz nakon kracenja i koriStenja ve¢ poznate veze fokusa i svojstva zakrivljenosti 1
indeksa loma lece (18.13) postaje znamenita konjugacijska jednadzba:

1 1 1 1, 1
;—i—Z:(n—l)(?#—R—):? (18.22)

KOMENTAR:

Kako je cilj kolegija utemeljenje razumijevanja najvaznijih fenomena oko nas ovdje ne ¢emo
razmatrati posljedice gornjeg izraza kojeg se u americkim udzbenicima s o€itim razlogom
naziva 1 ,,lensmakers* formula (formula izradivaca le¢a). Obradena je jedino (bi)konveksna
tanka le¢a. Analogan izraz vrijedi i za druge geometrije. Dok ova le¢a fokusira zrake koje
dolaze paralelno s osi lece u zariste (fokus), divergentne lece ih ¢ine divergentnim snopom
koji kao da je iziSao iz jedne tocke ispred lece; to je ponovno zariste. Kada se zrake emitirane
u raznim smjerovima iz jedne toCke predmeta sijeku ponovno u jednoj tocki, na tom se mjestu
formira realna slika predmeta (nju se moze vidjeti da se formira na zastoru postavljenom na
mjestu formiranja slike). Ako zrake emitirane iz tocke predmeta divergiraju tako da se
njihovim produzivanjem unatrag ipak dobije zajedniCko presjeciSte, tamo postoji virtualna
slika predmeta; ako nase oko postavimo tako da mu takve divergentne zrake dolaze u susret,
oko ¢e registrirati kao da je predmet doista na lokaciji virtualne slike. Na hrvatskom jeziku
postoji djelo akademika Pai¢a (Osnove fizike iv) u kojem su na otprilike 800 strana
dominantno izlozeni aspekti geometrijske optike.



18.8 Globalna svojstva le¢a

Lece dijelimo na konvergentne (f>0). Ima ih raznih vrsta: bikonveksna, plan konveksna i
konkavno konveksna; svima im je srednji dio deblji od rubnog.

Divergentne le¢e (f<0) imaju analogne podvrste s time da im je srediSnji dio tanji od rubnog.
Vazan parametar lece je njen dioptar.

dioptar lece = _ (18.23)
f(u metrima)

Ljudsko oko ima u prosjeku oko 33 dioptra. Za bliske tanke le¢e dioptri se mogu zbrajati.

=

m

§ 
st

18.9 Osnovne €injenice o ljudskom oku

SavrSenost ljudskog oka, tog najkvalitetnijeg senzora u naSem tijelu ne ¢e se posebno
naglasavati, niti ¢e se opisivati sve njegove vazne potankosti kao na primjer automatska i
ponekad psiholoski kontrolirana otvorenost zjenice. U oku iza otvora-zjenice slijedi drugi
bitni element: ocna leca promjenljive fokalne duljine. Slika predmeta se formira na plohi
mreznice. Temeljni senzori pri povrsini oka su Stapici i ¢unji¢i . Pikseli CCD kamere su
senzorskog sustava i imaju najvec¢u gustocu oko podrucja Zute pjege, najosjetljivijeg dijela
oka. Elementarni senzori zavrSavaju s nitima zivaca. No prije transfera zi¢anog impulsa u
mozak postoji vise lokalnih ¢vorova ziv€anih niti tako da mozemo ocekivati da se u njima
desava analogon ,,preprocessingu‘ slozenog informatickog sustava. To jest, ne ide nit svakog
elementa u mozak nego izgleda da se dio obrade signala deSava ve¢ prije u slojevima
mreznice. Samo za orijentaciju osjetljivosti oka u uvjetima zamracenja okoline: oko
dvadesetak fotona je potrebno da bismo u mozgu imali dojam lokaliziranog bljeska. (Foton je
osnovni paketi¢ svjetlosne energije kako ¢emo spoznati u slijede¢em semestru).

18.10 Temelji za konstrukciju slike crtezom u okviru aproksimacije malih
kutova.

Zrake koje dolaze iz beskonacnosti paralelno osi le¢e sijeku se u realnom ili virtualnom
fokusu .



Zrake koje izlaze iz realnog ili ulaze u virtualni fokus postaju paralelne.

Zrake koje ulaze u srediste lece prolaze kroz nju nepromijenjenim smjerom

Zrake koje dolaze paralelno iz beskonacnosti pod malim kutom sijeku se u fokalnoj ravnini.
Njihovo sjeciSte odredujemo kao presjek zrake paralelnog snopa koja ide srediStem lece i
okomice na os le¢e povucene iz fokusa lece.

18.11 Povecalo

Ljudsko oko u prosjeku vidi optimalno kada je predmet smjeSten oko 25 cm od oka.
Dimenziju slike predmeta na mreznici moZzemo procijeniti povlacenjem zrake od ruba
predmeta Cija je baza na pravcu osi ocne leée kroz centar le¢e do mreznice. Vertikalno
odstupanje te tocke od osi lece je veliCina optimalne slike predmeta za normalno oko. Ta se
slika moZe na mreznici povecati konvergentnom le¢om koju stavljamo neposredno pred oko a
predmet u fokus te dodatne lece. Bez le¢e smo predmet vidjeli pod kutnim otvorom:

. . .8 :
9, =—— noviaranZman Y, = I linearno poveéanje —- = 025 (18.24)
0.25 f g f
7
T ﬂzm
.. - f
.

18.12 Teleskop

U teleskopu imamo minimalno dvije le¢e objektiv i okular. Kako se predmet nalazi u
beskonacnosti najprije moramo naciniti njegovu realnu sliku da bismo je okularom mogli
povecavati. Ponovno jedna dimenzija predmeta lezi na osi teleskopskog sustava. Druga se
dimenzija vidi pod ulaznim kutom &. Tada je visina realne slike u fokalnoj ravnini 4, a u
nasoj aproksimaciji je s fokalnom duljinom objektiva povezana relacijom:

h, =9, (18.25)
Kao 1 kod povecala tu realnu sliku koja sada predstavlja predmet postavlja se u zZariSnu
ravninu okulara ¢ija je fokalna karakteristika f,. Novi kut pod kojim se vidi predmet iz
beskonacnosti je:

19' hl

=1 18.26
/> (1520



Iz dviju gornjih relacija uvrstavanjem slijedi kutno povecanje:
g

a7 (18.28)
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18.13 Mikroskop

Kod mikroskopa predmet je blizu ZariSne ravnine tako da se njegova realna slika stvara dosta
daleko na udaljenosti L . Stoga je fokalna duljina okulara f, mnogo veca od fokalne duljine

objektiva f,. Ako je popre¢na dimenzija objekta promatranja y, tada je visina realne slike iza

objektiva, a ispred okulara:

h=Ly (18.29)

S
Okular dalje postupa s tom realnom slikom tehnikom povecala. Stoga se objekt promatranja
vidi pod kutom :

g LNy (18.30)
/2
Normalno bi ljudsko oko vidjelo predmet pod kutom 4, opisanim u (18.24). Time je kutno
povecanje:
LA _0.25L (18.31)
S NS

Mozemo spomenuti da je ovo pojednostavljena analiza. Pri nastojanjima da dobijemo $to veca
povecanja nailazimo na prirodnu granicu jer zrake zapravo predstavljaju difrakcijske
maksimume. Difrakcija postaje preprekom kada se povecanje nastoji podici iznad faktora reda
veli¢ine 5000. Za veca povecanja upotrebljavaju se zrake kracih valnih duljina; elektronski
mikroskop.
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