7. Prisilno titranje sustava s dva i viSe stupnjeva slobode

U naSem napredovanju prema cjelokupnoj slici koja ukljucuje: izvor emisije ( u mehani¢kom
sluc¢aju silu koja djeluje na bar jedan element slozenog sustava) , medudjelovanje dijelova
sustava 1 objekt ¢ije rezultantno ponaSanje proucavamo , sada smo spremni pogledati u¢inak
prisile na dio sustava koji s prisilom nije u direktnom kontaktu. Naucit ¢emo razlikovati dva
bitno razliéita faktora koji oslabljuju napredovanje utjecaja prisile na objekt unutar sloZzenog

Pri proucavanju prisilnog titranja jednostavnog harmonic¢kog oscilatora naucili smo da
guSenje (na primjer nadkriti¢cno) moze kompletno eliminirati titranje. Kod transmisijskih
medija (onih koji dopustaju propagaciju/Sirenje titranja) ovaj faktor nije velik. S druge strane,
kada smo studirali disperzijsku relaciju za sustav vezanih njihala nas$ je rezultat pokazao da
su vrijednosti frekvencija titranja, koje se mogu uspostaviti na sustavu, u prostornom smislu
na oscilatoran nacin, ograni¢ene. Vidi na primjer disperzijsku relaciju (5.17). Frekvencije
dozvoljenih titranja nalazile se u pojasu izmedu o . i @ Fizikalno znacenje tog

maks *
rezultata mozemo sada posebno istaknuti: odredenim sustavom , ¢ak ako u njemu ne postoje
gubici energije (na primjer trenjem),nisu dozvoljena Sirenja signala sviju frekvencija ; postoje
frekvencijski pojasevi za transmisiju. Izvan tih pojasa Sirenje titranja nije dozvoljeno.
Razmotrit ¢emo sada relativno jednostavan model gusenog titranja dvije povezane mase od
kojih na jednu djeluje i vanjska harmonicka sila kruzne frekvencije w .

7.1 Prisilno titranje sustava od dvije mase povezane trima oprugama uz
prisutnost trenja

Prosirimo razmatranje sustava opisanog s (2.5) i (2.6) koji opisuje dvije mase povezane s tri
opruge bez trenja na realniju situaciju u kojoj postoji i trenje masa (na primjer s podlogom).
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Dodatno na tijelo (1) djeluje 1 harmonicka sila. Fcos ot . Tada su vezane jednadzbe gibanja:
my/, ==2ky, —ml'y, +ky, + Fcoswt (7.1)
myr, = 2ky, —ml'y, +ky, (7.2)
Uvodenjem novih koordinata:
v, Ty, Vi—¥,
== , =—" 7.3
7 2 Wi > (7.3)
nakon najprije zbrajanja a potom odbijanja relacija (7.1) 1 (7.2) upotrebom (7.3) dobivamo:
v, +Ty, + a)l.zt//,. = icos wt (7.4)
2m
., . 2 F
W +ly, +o, v, =_—cosat (7.5)
2m

gdje su vrijednosti kruznih frekvencija identi¢cne onima u (2.7a) i (2.7a) . Dobili smo da i
teziSte 1 razmak medu masama dozivljavaju prisilno titranje uz prisutnost gusenja s time da



rezonantni efekti nastupaju na razli¢itim frekvencijama za razlicite stupnjeve slobode (i) i
(i1). Posebna titranja pojedinih masa imamo obratnim transformacijama:

V=V, TV, Vo=V, V¥, (7.6)
Posebna rjesenja jednadzbi (7.4) i (7.5) koja se realiziraju nakon dugog vremena titranja
mozemo razdijeliti u apsorpcijski dio s indeksom a i elasticni dio koji smo ve¢ prije
karakterizirali s indeksom b.
W, =a,sinwt +b, cos wt (7.7)
v, =a,;sinot+b, coswt (7.8)
pri ¢emu su koeficijenti u gornjim relacijama analogoni onima iz prethodnog poglavlja pri
prisilnim oscilacijama guSenog titranja:
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2m (a),z—a)z) +Te’ 2m (0] ~0°) +Mo
F r F -0’

a; =5 a; by =-—— a)uz 260 2 2 (7.10)
2m (m?_af) +T2w? 2m (0, -0’ ) +I"w

Poucno je upoznati se s grafovima apsorpcijske i elasticne amplitude kako za titranje tezista i
razmaka masa, tako i za amplitude titranja pojedinih masa:
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Koeficijenti @, i b, odnose se na titranje prve mase a koeficijenti a, i b, na titranje druge

mase. Signifikantno je uociti da u podrucju prve rezonancije (i) tijela titraju simultano u fazi.
U slucaju druge rezonancije (ii) drugo tijelo je u protufazi. Takoder je amplituda titranja
drugog tijela reducirana u odnosu na prvo tijelo. Postoji obilje primjera sustava dva, u
prilicnoj mjeri elasti€éno povezana, oscilatora koji imaju dvije rezonantne frekvencije. Ovdje
isticemo kao kuriozitet (neoCekivani slucaj) Wilberforce-ovo njihalo. Ono se sastoji od
elasticne spiralne opruge koja svojom gradom omogucuje i longitudinalno titranje i rotaciju
tijela pricvrséenog za kraj opruge kao oblik torzijskog titranja. Varijacijom frekvencije koja
prisiljava Wilberforce-ovo njihalo na titranje moZemo dobiti dominantno longitudinalne a za
drugu rezonantnu frekvenciju dominantno torzijske titraje. Uskoro ¢emo u analizu ukljuciti i
prisilno titranje dva LC kruga sa sli¢énim rezultatom. Jasno se vidi kako sustav propusta neke
frekvencije lakSe dok su druge na kraju sustava bitno atenuirane (oslabljene). Tako nam gornji
sustav daje prvu naznaku moguc¢nosti filtriranja podrucja frekvencija titranja koje mogu proci
sustavom . Obratimo paznju na stacionarne amplitude koje se uspostavljaju nakon dovoljno
dugo vremena. Ako trenje nije preveliko, tada su apsorpcijske amplitude, osim na
rezonantnim frekvencijama vrlo male. U sustavu (7.9) i (7.10) preostaju samo desni ¢lanovi.
Ako prema (7.6) nacinimo u toj aproksimaciji omjer amplituda prakticki elasti¢nih titranja,
dobivamo:

Vo, V.~V L F 1 : . F 1
“E=t L quzy, = iy, = —————
v, WY, 2m o, - 2m o, - o
slijedi:
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Razmatranjem podrucja frekvencija ispod rezonantnog (to jest onog u kojem je
zanemariv), jasna je dominacija amplitude prvog oscilatora, y,. Ako je pak frekvencija

prisile mnogo veca od rezonantnih ocita je ponovna dominacija amplitude titranja prvog
oscilatora. Jasno je dakle da usprkos malim gubicima na trenje (mali I") kroz sistem bez
mnogo atenuacije (oslabljenja) prolaze frekvencije prisile koje se nalaze izmedu vlastitih
frekvencija sustava.

POKUSI

Demonstrira se na sustavu dviju masa s tri opruge odnose amplituda za razne
frekvencije

Fenomen filtriranja mehanickih vibracija nema tako mnogo dnevnih upotreba, iako one mogu
biti vazne kad na primjer neki osjetljivi uredaj zelimo zastiti od tresnje u nekom podrucju
frekvencija bez da to ¢inimo guSenjem oscilacija. S druge strane u upotrebi elektromagnetskih
fenomena pa 1 u optici filtriranje (propustanje samo pojasa frekvencija) je vrlo vazan
fenomen. Kasnije ¢e studenti upoznati elektromagnetske valovode koji se mogu konstruirati
tako da njima mogu prolaziti samo vrlo specijalni nacini titranja. U ovom trenutku izabrat
¢emo puni analogon mehanickom titrajnom sustavu dva oscilatora 1 dobiti identiCan izraz za
omjer amplituda kao u (7.11).



7.2 Prisilno titranje elektromagnetskog sustava s tri kapacitora i dvije
zavojnice.

Na izmjeni¢ni napon serijski su prikljuceni najprije L i C, zatim se linija grana na jos jedan L
1 C priljucak u seriji; u tocki grananja je jos paralelni prikljucak jednog C.
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A za drugi krug:
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Deriviranjem obadva izraza po vremenu (to je razlog zasto smo prisilu oblikovali iznimno
preko sinusne zavisnosti) te uvrstavanje ocitih relacija (7.14)

a9, 4 40 (7.14)
dt dt dt
Sustav vezanih jednadzbi (7.12) , (7.13) prelazi u sustav:

d*r 20, I,

I, =

=+ @Uy cos ot (7.15)
dt LC LC L
d’I, _ 21, A
dt LC LC
Usporedbom sa slobodnim sustavom dvije mase s tri opruge bez trenja i bez prisile vidimo da
je matematicka analogija popuna; sada ¢e vlastite frekvencije biti:

2 1 2 3
w;, =—= w; ==
LC LC
gdje prva frekvencija odgovara titranju dviju struja u fazi a druga frekvencija u protufazi. S

druge strane usporedba s tretmanom istog sustava proSirenog guSenjem i1 harmonijskom
prisilom (7.1) i (7.2) ponovno uo¢avamo potpunu analogiju.

(7.16)

(7.17)

To znali da se 1 diskusija omjera strujnih amplituda moZe potpuno preuzeti. UvrStenjem
konkretnih vrijednosti vlastitih frekvencija (7.17) u ve¢ pripremljeni omjer (7.11) dobivamo:

2o LC ! (7.18)



Potiskivanje titranja druge struje, narocito za velike vrijednosti frekvencije titranjaw, je ocito.
Da smo u prou¢avanom krugu umjesto uzbude sinusoidalne vrste dodali transformatorsku
vezu izvora titranja i da su krajevi transformatora snabdjeveni diodama koje propustaju struju
u samo jednom smjeru te da smo sredinu transformatorskog sekundara uzeli kao povratnu
granu naSeg prijasnjeg sustava imali bismo principijelnu shemu pretvaraa izmjeni¢nog u
istosmjerni napon. Naime dodani transformator s diodama osigurava ispravljanje struje u
jedan smjer, no ona jos uvijek titra. Ako se medutim u (7.17) odabere dobar odnos frekvencije
titranja 1 LC vrijednosti izlazna struja koja titra bit ¢e vrlo slaba, dok ¢e napon biti ispravljen u
jedan smjer.

7.3 Filtriranje sustavom oscilatora:

Kao S$to je spomenuto u uvodu , sustav s viSe vezanih oscilatora u svojim disperzijskim
relacijama moze imati ugradene najnizu i najvisu frekvenciju svojstvenog titranja. U pravilu,
pri titranju najviSom frekvencijom njegovi konstituenti titraju sa suprotnim fazama. Kako je
to, prostorno gledajuci, najguséi moguci oblik periodi¢nosti u kojem sudjeluju konstituenti
vise frekvencije bi zahtijevale prostorno gusée pakirane prostorne rasporede no oni se
zadanim geometrijskim rasporedom konstituanata ne mogu realizirati. Stoga sustav nema
mogucnost periodickog titranja frekvencijom viSom od grani¢ne ¢iji bi raspored u prostoru
bio sinusoidalan. Disperzijske relacije oblika (5.7a) 1 (5.17) jednostavno postavljaju
ogranicenja na realne frekvencije koje se mogu formirati kao stojni valovi. Izvan toga
frekvencijskog podruc¢ja nema titranja koje bi konstituenti izmedu sebe mogli ,,rezonantno*
prenositi jedan na drugog. Dobra intuitivna poruka o tome $to se mora dogadati kada
frekvencijom prisile izidemo izvan granica disperzijskih relacija vidi se na primjeru prisilnog
titranja dva objekta s koja proizlazi iz relacija (7.11) i/ili (7.17). Omjer amplituda titranja
drugog oscilatora prema prvom , izvan podrucja [a)i,a)ﬁ] , je po iznosu manji od jedinice.
Odmabh je jasno da isti zaklju¢ak mora vrijediti 1 u sloZenijim sustavima; uvijek se prethodni
oscilator moze razumjeti kao prisila koja diktira ponasanje sljedbenika. Ocito da u tom
podrucju frekvencija amplitude sukcesivnih oscilatora padaju. Time nas se priprema na
prostorni raspored amplituda koji duz sustava ne ¢e vise biti cikli¢an nago trnu¢i. Stoga je
transport prisilnih oscilacija kroz sustav oscilatora ogranicen frekvencijama iz disperzijskih
relacija.

POKUSI

Demonstrira se na valostroju atenuacija amplituda izvan podrucja granicnih
frekvencija.

Ispod donje grani¢ne frekvencije, kako ¢e biti kasnije teorijski obrazloZzeno amplitude titranja
eksponencijalno u prostoru padaju. Izmedu donje i gornje grani¢ne frekvencije moguce je
ostvariti stojne valove. Iznad gornje grani¢ne frekvencije amplitude ne samo da padaju
eksponencijalno nego i alterniraju u predznaku!

Isto tako( iako je slijedeca tvrdnja joS nedokazana, mi ¢emo pokazati da je istinita.), svako se
stacionarno rjeSenje (stojni val) moze prikazati kao superpozicija dva putujuéa vala suprotnih
smjerova po mediju. Znaci, prisilno titranje jednog kraja medija koje svojim rasporedom
amplituda po prostoru (to jest svojom frekvencijom) jest u skladu sa svojstvima medija, moc¢i
¢e se kauzalno (uzrocno-posljedi¢no) pronositi medijem.



7.4 Klein-Gordonova jednadzba; inspiracija za opis dinamike izvan
frekvencijskog pojasa disperzijskih relacija

Kao 1 pri traZenju prostornog opisa amplituda unutar dozvoljenog pojasa disperzijskih relacija
pogledat ¢emo $to moZemo nauciti iz ponasanja kontinuuma kad izidemo izvan tog podrucja.
Pogledajmo jo§ jednom prijelaz s diskretne na kontinuiranu jednadZbu titranja:

2
na—x , v () wxt) 1/'},1—)% (7.19)
2
Vo > W+ an) =y +a 0D L2 OVE6D | (7.20)
ox 2 ox
2
¥, —)1//(x—a,t)=1//(x,t)—aM+la2m+... (7.21)

Ox 2 ox’
Ako bismo poceli s jednadZbom gibanja poput one (5.12) za n-to tijelo u nizu oscilatora i
ukljucili u (5.12) i titranje n-tog tijela kao njihala koje bi u (5.12) na desnoj strani doprinijelo

term — %t//n , imali bismo:

.. K
l//n = _§W)z +;(‘/jn+l +Wn—l _2l//n) (722)

Uvrstenjem sustava (7.19), (7.20) 1 (7.21) u (7.22) dobivamo:

0w (x,t) 2 Ka® 0*y(x,t)
— = =—-@ M)+ ——————= 7.23
51‘2 0 W('x ) m axz ( )

gdje je a)02 =g/l dobili smo Klein-Gordonovu jednadzbu koja opisuje titranje kontinuuma ,

koji uz vlastiti elasticitet ima u svakoj tocki ugradenu dodatnu povratnu silu. U ovom slucaju
to je gravitacijska. Potrazimo li stacionarno stanje titranja frekvencije @ ( kojom bi na primjer
prisila mogla tjerati pocetak sustava) to jest pretpostavimo:

v (x,t) = A(x)cos(wt + @) (7.24)
dobiti ¢emo:
d’A(x) m 2
o = Xa (@, —®”)A(x) (7.25)

Ova jednadba koincidira s nama poznatom vrstom tako dugo dok je @’ >w,” jer se
jednadzba moze odgovaraju¢im supstitucijama pisati kao:

d* A(x)

2
X

+k*A(x)=0 (7.26)

Sto nas vodi na nama poznatu prostornu sinusoidalnu ili kosinusoidalnu raspodjelu amplituda
kakvu imamo unutar granica disperzijskih relacija. Medutim, ako je odnos frekvencija

suprotan, to jest @” < a)oz, tada (7.23) poprima oblik:
d* A(x)

2
X

— k2 A(x) =0 (7.27)



KX

¢ija su rjeSenja proporcionalna s e i/ili e*. U neograni¢enim sustavima realno je samo

eksponencijalno trnjenje; rjeSenje s negativnim eksponentom. Kada fizikalna veli¢ina ima
takav u prostoru trnuci oblik, definira se atenuacijska duljina o .

Sk =1 (7.27)

s oc¢itim fizikalnim znacenjem da na taj udaljenosti eksponencijalna funkcija pada na 1/e
svoje vrijednosti. Podruc¢je s opadaju¢om amplitudom titranja jo$ se naziva i reaktivnim
podru¢jem. Definicije k ix su ocite iz usporedbi jednadzbi (7.25) 1 (7.26) te (7.25) 1 (7.27)
respektivno. Stoga za Klein-Gordonovu jednadzbu mozemo pomocu njih napisati disperzijske
relacije:

Ka?
o’ =w, + k* 7.29
;e (7.29)
2
PRI S CpE (7.30)
m

7.5 Sastavljanje zajednic¢kog rjeSenja oscilatornih i trnuéih titranja Klein-
Gordonove jednadzbe

Za mnoge je primjene , a posebno u kvantnoj fizici poucno razmotriti situaciju u kojoj a)o2
dozivljava skok a trazi se vremenski oscilirajuée rjeSenje za titranje u cijelom sustavu.
Razlikujemo dakle dva podrugja: x<0i @’ — a)02 >0 te podrugje : x>0 i @’ —a)02 <0 . Do
pozitivnih vrijednosti x imamo oscilatorno ponasanje a iza toga prostorni raspored amplituda
trne. Imamo dakle:

x <0—>4,(x) = Asinkx + Bcos kx (7.31)

x>0->4,(x)=Ce™ (7.32)
Na spoju x=0 ocekujemo neprekinutost i funkcije A(x) 1 njezine prve derivacije. Ovo svojstvo

¢e se Cesto 1 na identi¢an nacin iskoriStavati u kvantnoj fizici. Prvi zahtjev primijenjen na x=0
rezultira u

B=C (7.33)

A drugi , poslije deriviranja po x daje:

kd=-xC  odnosno A= —%c (7.34)
Tako prihvac¢anjem (7.32) kao rjeSenja koje daje ponasanje u pozitivnom dijelu x , u
preostalom dijelu je prostorni raspored amplituda oscilatoran :

x<0—>4,(x)=C(coskx —%sin kx) (7.31a)

KOMENTAR

Analogoni ove situacije u kojoj se s oscilatornog prelazi na trnu¢e ponasanje su vrlo rasireni u
fizici. U optici to su na primjer prijelazi medu sredstvima razliCitog indeksa loma, a u
kvantnoj fizici tim mehanizmom nastaju vezana stanja. Naime, prostorno osciliranje drzi
titranje pri istom intenzitetu fenomena. Trnjenje implicira postepeno gubljenje fenomena.
Cestica zarobljena u potencijalu nema izgleda iziéi iz potencijalne jame bez dovoljno energije
1 giba se unutar njega (kvantno-mehanicki njezina valna funkcija oscilatorno titra u
prostornom dijelu). Eksponencijalni pad amplitude reprezentira trnjenje vjerojatnosti da je u



tom podruc¢ju nademo. Tu je i indikacija bitne razlike klasi¢nog i kvantnog ponaSanja. Postoji
vjerojatnost da se objekt nalazi i u domeni klasi¢no zabranjenoj zakonima energije, ali ta se
vjerojatnost smanjuje to jace Sto je povreda zakona energije veca!!!

7.6 Opéa analiza sustava elasticho povezanih oscilatora, koji su
nezavisno o medusobnoj vezi dodatno elasticho povezani sa svojim
ravnoteznim polozajem

Napomena: u gornjem slucaju jedan od jednostavnih modela je model vezanih njihala, no
istom formalizmu podlijeze i1 sluc¢aj u kojem bismo svakom tijelu dodali i oprugu koja ga
harmonicki veze uz ravnotezni polozaj uz ve¢ postojece opruge medu tijelima. U obadva od
ovih slucajeva jednadzba gibanja n-tog tijela jest:

. K
V==V, 4 — W+, = 20,) (7.35)

U (7.35) su oznake: K je jedinstvena konstanta za sve opruge koje povezuju susjedna tijela, m
je masa individualnog tijela, a)oz je kvadrat kruzne frekvencije za elasti¢nu silu koja nezavisno
veze tijelo za ravnotezni polozaj. U slucaju vezanih njihala to je g/l . U slu¢aju dodatne

elasti¢ne sile - K, ,. v toje K, .../ m.Sada ponovno trazimo stacionarna rjeSenja oblika
v, (t)=A, coswt (7.36)
Nakon uvrstenja (7.36) u (7.35) uz deriviranje i kra¢enje vremenske zavisnosti imamo:
A,.,+4
o =w, +£(1 — Dl - Pty (7.37)
m 24,

Sada se uspjesno dobivanje stacionarnog titranja svodi na pogadanje dobrog analitickog opisa
razlomka u okrugloj zagradi jednadzbe (7.37).

7.6.1 Oscilatorno ponasanje prostorne raspodjele amplituda
Najprije mozemo ponoviti i pro$iriti nase razmatranje situacije s disperzivnim podrucjem
pretpostavljajuci:

A, = Asinkna + B coskna (7.37)

k je kao 1 prije valni broj titranja; razmak medu oscilatorima je a. Ako izraze za A4,,,i A4, ,

prema (7.39) napiSemo i na razdijeljene argumente knatka funkcija sinusa i kosinusa
primijenimo adicione teoreme dobiti ¢emo nakon sredivanja:

o’ =w, +£(l — coska) (7.39)
m

NAPOMENA: kako su sinusoidalna i kosinusna ovisnost lako prilagodljive suprotnim rubnim
uvjetima (Cvrstog 1 slobodnog kraja), (7.40) zapravo dokazuje da je analiticka forma
disperzijske relacije neovisna o rubnim uvjetima!!! Rubni uvjeti ¢e samo odrediti na kojim
diskretnim vrijednostima valnog broja k, treba uzeti vrijednost (kruzne) frekvencije u skladu

s op¢im izrazom (7.40) to jest disperzijskom relacijom. S druge strane nacin diskretizacije
valnog broja zavisi o rubnim uvjetima!!!



7.6.2 Eksponencijalno trnjenje ili poveéanje prostorne raspodjele
amplituda

Inspirirani (potaknuti) idejom gasenja prostorne raspodjele ili njenog povecéanja kao u Klein-
Gordonovoj jednadZbi pretpostavimo:

A, = Ae™ + Be™ (7.40)

Tada razlomak iz zagrade u (7.37) poprima oblik:

A A
n+l + n—1 — 1 (Ae—mae—m +Bemaem + Ae—maem +Bemaem) —
24, 24
1
=——(Ae™ + Be™)(e™ +e™) = 7.41
Y ( X ) (7.41)

n

Prva zagrada gore je prema (7.41) upravo A, a druga uz faktor % ispred zagrade daje chxa

tako da je kona¢na forma za cijeli (7.41)
=chka (7.42)
Time za pretpostavljene eksponencijalne zavisnosti (7.40) imamo novu disperzijsku formu:

4K sh? 2

o’ =, + 25(1—chm) =0, —— (7.43)
m m 2



7.6.3 Eksponencijalno ponasanje s alterniranjem predznaka za susjedne
oscilatore

Ve¢ smo kod sustava dva prisilno tjerana oscilatora vidjeli da se iznad gornje vlastite
frekvencije slobodnog titranja dva tijela ponasSaju protufazno. Stoga se pretpostavka (7.41)
moze prirodno pro§iriti i na na oblik:

A, =(=D"(Ae™™ + 4e™) (7.44)
Sada postupkom koji je kopija onog kojim smo i8li od (7.41) do (7.43) dobivamo novi
rezultat:

4K hzﬂ

0’ = w, +£(1+chm) =0, +—c (7.45)
m m

Uputno je graficki pokazati graficki meduovisnosti frekvencije 1 valnog broja:
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Takoder je dobro upoznati prostorne rasporede amplituda stacionarnog titranja y, kao
funkcije polozaja (ovisnosti o n).

SJZM,C.«C« /t:wm?fmwg&

B%'B\‘w\ f)mrrﬂ\w\m HNL\

/UD‘DD\JG\ n %E'}'RMQCA\JW
4 k}) T\\"CG‘\QMD\M osulmcﬂa
\ A ARGy ‘&LAFO@’\ L,fg’ﬁc)\{;ﬁwﬂ‘z
o VA9

See

e L

.
(]
_S~o. o

o/

Upoznati s gornjim prostornim raspodjelama amplituda titranja lako ¢emo prihvatiti da se
putuju¢i harmonijski valovi, koji su u sustini vremenski zavisna translacija prostorne
sinusoidalno-kosinusiodalne raspodjele, S$ire isklju€ivo izmedu granica odredenih
disperzijskim relacijama. U podru¢jima izvan tih frekvencija translacija stacionarnog rjeSenja
ne moze rezultirati putuju¢im oscilatornim valom.
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