1.1 Jednostavno harmonijsko titranje

Pri valnim fenomenima elementi vala izvode titranja. Stoga ¢emo u pocCetku razmotriti razne
oblike titranja i njihova svojstva.

Ako sy (t) oznaimo op¢i pomak od ravnoteze, jednostavnim harmonijskim titranjem
nazivamo fenomen:

w(t) = Acos(wt + @) (1.1)

A je amplituda titranja; o je kruzna frekvencija; ¢ je faza titranja. Jasno je da A odreduje
maksimalni otklon; ® je kutna brzina rotacije vektora Cija je projekcija na koordinatnu os
w(t),a @ je povezan sa vremenskim pomakom konkretnog titranja u odnosu na elementarnu

kosinusnu ovisnost poloZaja objekta o vremenu ( na pr. izbor vrijednosti (¢ = 0)).

Fenomen jest periodicki (t.j. isti polozaji se ponavljaju nakon vremena T) . Period T se
jednostavno vidi iz zahtjeva:

w(t+T)=w(t) sto povlaci: Acos[a)(t +T)+ (p] = Acos(awt +¢@) i ol =2rx t].
T= m_2m 1 , gdje je v obicna frekvencija titranja. (1.2)
® 2rnv v
Dvostrukim deriviranjem izraza (1.1) po vremenu dobivamo:
WV +o'y =0 (1.3)
Ovo je generalni oblik diferencijalne jednadzbe jednostavnog harmonijskog titranja. U
nastavku poglavlja vidjet ¢emo primjere razlicitih vrsta takvog titranja.
Generalno ¢emo vidjeti na primjerima koji slijede da vrijedi :

, _ Povratna sila

(1.4)

- (tromost)( pomak)

(naravno silu, tromost i pomak treba u nemehanickim slucajevima generalizirati.)

1.1.1 Harmonicki oscilator (slobodni, bez prisile, bez guSenja; horizontalan)

F=mx=-k(x-a,) (1.5)

m je masa objekta koji titra, k je konstanta opruge, a, je koordinata ravnoteznog

polozaja.{Sila koja vraca tijelo u polozaj ravnoteze [desna strana u (1.5)] se generalno zove
povratnom silom. }

Transformacijama:

X—a,=y k=y =y (1.6)



(1.5) prelazi u: v +£1// =0; y+o, v =0 jednadzbu oblika (1.3) s ®,” = k_k
m m mx
potvrdujuci oblik (1.4).
POKUS
1.1.2 Matematicko njihalo:
0
|
m
F=-mgsind=ml3 zamale §i 3=y
y7+a)021//=0 gdje je a)o2 =§ (1.7)

POKUS

1.1.3 Elektricki rezonantni krug:

C dt dt
gdje je Q naboj na kapacitoru C, I je struja kroz zavojnicu induktiviteta L 1 ima suprotni
predznak od promjene naboja na kapacitoru. Sredivanjem dobivamo:

Q+%Q=O ili O+w,"0=0 (1.8)
dje je w,’ —L
gdjeje @y ==

POKUS u proslom semestru



1.1.4 Torzijsko njihalo:

mM="_15-_pg
dt
M je moment sile, L je kutna koli¢ina gibanja, I je moment inercije,$ je kut zaokreta pri
torziji, D je konstanta proporcionalnosti izmedu momenta sile 1 kuta zaokreta. Sredivanjem

gornjeg analogona drugog Newtonovog zakona za rotacijski stupanj slobode dobivamo:

9+w,°9=0 gdje je w,” =? (1.9)

POKUS

1.1.5 Akustic¢ki rezonator:

Volumen same boce Vo. Volumen boce zajedno s dijelom grla boce ispunjenog plinom V.
PovrSina presjeka grla boce A. Gustoca plina u boci p. Duljina grla boce d. Koordinata
prodora plina iz boce u grlo boce x. Tlak u ravnotezi unutar Vo je Po. Tlak plina u volumenu
V je P. 1z drugog Newtonovog zakona slijedi za plin u grlu boce:

I x

¥ sl
I
|
I
|
|

(dAp)i=(P—-PF,)A4 (1.10)
Termodinamicki gledano (OF4) promjene u boci su adijabatske. Stoga vrijedi:

PV’ =PV,
v je adijabatska konstanta karakteristicna za plin.



Nadalje su volumeni povezani relacijom:

V=V,+Ax

Sada se desna strana relacije (1.10) moze modificirati kako slijedi:

P |14 1 4 ) Ax Ax
P_PO:PO(F_I):PO|:(7O)7_1:|:PO W -1 =P(>(1—77—1)=—7P07
1 j| 0 0

0

0
Time drugi Newtonov zakon (1.10) poprima oblik:

P, A
i+ 2o

x=0 (1.11)

0

To je ponovno diferencijalna jednadzba jednostavnog harmonijskog titranja. Kasnije ¢emo
demonstrirati da je zvuk titranje (akustickog nad)tlaka. Dobivena diferencijalna jednadzba
pokazuje kako frekvencija tog zvuka zavisi o parametrima boce i svojstvima plina, jer je
faktor uz x u gornjoj jednadzbi kvadrat kruzne frekvencije titranja zvuka. Pokusom
demonstriramo kako se ta frekvencija mijenja dolijevanjem vode u bocu (promjenom Vo).

POKUS

[ Na seminarskim satovima studenti mogu obraditi i druga harmonijska titranja:

Titranje tekucine u U cijevi, vertikalno titranje aerometra u tekucini ili kotrljanje kugle na
satnom staklu.]

1.1.6 Tijelo vezano dvjema (jednakim) oprugama (longitudinalno titranje)

F=-k(x-a,)+k(2a-x-a,) (1.12)

2a je razmak izmedu rubova oscilatora a, je udaljenost na kojoj sila pada na nulu.

Supstitucijom : ¢ =x-a Y =x w =X slijedi ponovno isti oblik diferencijalne
jednadzbe:
2
W +w, w =0 w,’ _ 2k (1.13)
m

POKUS



1.1.7 Tijelo vezano dvjema oprugama (transverzalno titranje)

k _ m |
W@m@ S
- i
o Y
.. S v
‘F edne opruge| = k|l —a,| ;1je trenutna duljina opruge.

F

ukupno

= 2Fsina =-2k(l - ao)%

Za transverzalno titranje (y koordinata) drugi Newtonov zakon daje:

[—a,

my =2k y (1.13a)

Za a, mnogo manje od | jednadzba (1.13a) se svodi na (1.13), no u svakom sluc¢aju imamo
harmonijsko titranje u transverzalnom smjeru.



1.2 Linearnost diferencijalnih jednadzbi i princip superpozicije rjeSenja

Diferencijalne jednadzbe u kojima se trazena funkcija i njene derivacije pojavljuju linearno (s
eksponentom 1) su linearne. Jednadzbe titranja u kojima je povratna sila linearna su u toj
klasi. Takve linearne diferencijalne jednadzbe imaju vazno svojstvo: njihova se rjeSenja mogu

superponirati. To znaci: ako su y, iy, razliita rjeSenja diferencijalne jednadzbe, tada je 1
Cy, +C,y, rjeSenje diferencijalne jednadzbe ( C,i C, su proizvoljne konstante).

Ovo svojstvo lako ilustriramo na slucaju homogene jednadzbe 2. stupnja. Neka istu jednadzbu
zadovoljavajui v, iy, tj.vrijedi:

v, +gy,+hy, =0 (1.14)
(f,g,1 h su faktori nezavisni od y.) te
fv,+gy,+hy,=0 (1.15)
MnoZenjem (1.14) s C, 1(1.15) s C, 1njihovim zbrajanjem uz sredivanje dobivamo:

S(Cy, +Cy)+g(Cy, + Cyy) +h(Cy, + Cy,) =0 (1.16)

¢ime smo pokazali da i linearna kombinacija rjeSenja jest rjeSenje. Ilustrirali smo u sustini
princip superponiranja rjeSenja koji je zajednicki za mnoge valne fenomene. Izmedu
linearnosti diferencijalnih jednadzbi i principa superpozicije postoji ekvivalentnost. Ne samo
da iz linearnosti diferencijalnih jednadzbi slijedi superponiranje nego i1 iz postojanja
superponiranja slijedi linearnost jednadzbi. Ilustrirat ¢emo to na najjednostavnijem slucaju
proSirenja povratne sile nelinearnim clanovima. Pretpostavimo da imamo dva rjesenja koja
zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu koji u povratnoj sili imaju vise potencije u y od
linearnog ¢lana:

v, + o'y, =ay, +by +.. (1.17)
W, +0'w, =ay, +by,’ +... (1.18)
Da bi suma y, +y, bila takoder rjeSenje trebalo bi biti ispunjeno:

W+, + 0 (p, +y,) = a(y, +y,)" +b(y, +y,)" +... (1.19)

Oduzimanjem (1.17) 1 (1.18) od (1.19) lako vidimo da to zahtijeva i8¢ezavanje koeficijenata
a,b, ...T.j. sila smije biti samo linearna u .
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