ELEKTROSTATIKA
POJAVA SILE MEDJU NAELEKTRIZIRANIM TIUELIMA

Svojstvo naelektriziranosti mnogima je poznato. Studenti su mogli vidjeti da ¢esSalj kojeg se
trlja tkaninom potom privlaci usitnjene komadice papira. Nadalje prilikom izlaska iz
automobila, nakon voznje, mogli su dozivjeti Sok pri doticanju metalnih dijelova automobila.
Pro¢i ¢emo kroz seriju demonstracijskih pokusa koji ¢e ta iskustva sistematizirati u
kvalitativno razumijevanje pojava povezanih sa elektricnim nabojem u mirovanju.

Pripremimo njihalo koje ¢ini laka kuglica oblozena metalnim slojem. Po¢injemo s trljanjem
komada plastike vunom. Dovodimo u kontakt plastiku i kuglicu, bez diranja kuglice. Vidimo
da poslije kontakta komad plastike odbija kuglicu. Slutimo da je trljanjem plastika stekla
svojstvo kojim, nakon medusobnog kontakta, odbija kuglicu.

Ponovno polazimo od njihala s kuglicom. U ovom pokusu trljamo staklo svilom. Dovodimo u
kontakt staklo i kuglicu, nakon ¢ega se staklo i kuglica odbijaju.

U tre¢em pokusu kuglicu njihala kontaktiramo komadom plastike, a zatim joj priblizujemo
staklo. Sada se staklo 1 kuglica privlace.

Time smo demonstrirali da se trljanjem materijala oni dovode u posebno stanje, u kojem su
sposobni privlaciti ili odbijati tijela koja su takoder bila podvrgnuta slicnom postupku.

POJAM NABOJA KAO TUMACENIJE NAELEKTRIZIRANOSTI

Sveukupno objasnjenje opazenih efekta jest slijedece. Trljanjem plastike vunom postiZe se
jedno stanje naelektriziranosti; to stanje odbija tijela naclektrizirana istim na¢inom. Trljanjem
stakla svilom stvara se drugo stanje naelektriziranosti, koje takoder odbija tijela istog stanja
naelektriziranosti. Tijela suprotne naelektriziranosti se privlace.

U stvari se naelektriziranost prilikom trljanja stvara na obadva materijala. Plastika i i vuna se
suprotno elektriziraju. To moZemo provjeriti pokusom u kojem kuglicu njihala kontaktom
elektriziramo kao plastiku, a potom ustanovimo da kuglicu (koju odbija plasika) privlaci
vuna! Tako dolazimo na ideju da se nesto pri trljanju razdvaja. Jedno svojstvo preuzima
plastika, a drugo vuna. S druge strane, svojstva vune su u pogledu privlacenja testne kuglice
ista kao i svojstva stakla.

Sveukupno tumacenje ovih pojava je uvodenje pojma elektricnog naboja. Trljanjem plastike
vunom plastika poprima jedan naboj a vuna suprotni. Trljanjem stakla svilom staklo poprima
razli¢it naboj od svile. No vuna 1 staklo imaju ista svojstva. Takoder, plastika 1 svila imaju ista
svojstva.



Pokusima nije nadena treca vrsta naelektriziranosti. Za vrstu naelektriziranosti uvedene su + i
- zarazlikovanje vrsti naboja. To potjece od Cinjenice da je naboj saCuvan; t.j. ne mozemo ga
ni stvoriti ni unistiti. On pokazuje svojstvo aditivnosti. No jo§ je bitni razlog multiplikativna
pojava naboja u izrazima za silu mede njima. Kako ¢emo vidjeti, eksperimentalno se izmjerilo
da je sila medu nabojima po apsolutnom iznosu proporcionalna produktu koli¢ina naboja.

Sila ima jedan predznak, ako su naboji isti a suprotan ako su naboji suprotni. Ovakvo svojstvo
ima upravo produkt predznaka. Jedan je rezultat za kombinacije (+)(+) i (-)(-) a suprotan za
kombinacije (+)(-) i (-)(+).

TRANSPORT NABOIJA : VODICI I IZOLATORI

Uz pojavu naboja ide i pitanje njegovog transporta. Ako imamo naelektrizirani komad
materijala i omoguc¢imo njegov kontakt s metalom, naboj ¢e prelaziti na metal i njime
prolaziti. Ovo se demonstrira, na primjer, kontaktom nabijene plastike i metalnog predmeta,
koji ¢e cijeli pokazivati svojstvo naelektriziranosti. Suprotnog su svojstva izolatori, kroz koje
se naboj ne ¢e transportirati. Lako demonstriramo da stakleni Stap ne ¢e pokazivati pojave
naelektriziranosti na jednom kraju, iako smo drugi kraj naelektrizirali. To je suprotno
ponasanju vodljivog Stapa iz metala. Ako njegov jedan kraj naelektriziramo, svojstvo
naelektriziranosti pokazuje i drugi kraj. Time nase poznavanje elektrostatike (dijela znanja o
poznavanja elektromagnetskih fenomena koji se odnosi na svojstva naboja koji miruju)
mozemo ovako sumirati:

Postoji elektri¢ni naboj, koji pokazuje silu na druge objekte koji takoder imaju naboj. Naboja
imamo dvije vrste : pozitivnih i negativnih. Ve¢ smo spomenuli da je naboj u prirodi sacuvan.
To znaci da se iz nula naboja moze dobiti odredena koli¢ina naboja jedne, ali se istovremeno
stvara ista koli¢ina naboja druge vrste. Vrlo fundamentalno demonstriranje saCuvanja naboja
nastupa u fotoprodukciji parova. Tada neutralna gama zraka (u blizini atomske jezgre da bi se
sa¢uvao impuls) proizvodi dva elementarna naboja: elektron i pozitron jednakih ali suprotnih
predznaka. Neki materijali odli¢no transportiraju naboj : vodi¢i (na primjer metali). Drugi
materijali ne dozvoljavaju transport naboja kroz sebe: izolatori (staklo, plastika, amorfne
tvari...).

ELEKTRICNA INDUKCIJA

Na kvalitativnom nivou demonstriramo eksperimentalno i pojavu indukcije. Ako na neutralnu
metalnu kuglicu njihala djeluje nabijeni predmet, kuglica ¢e prema njemu biti privucena bez
obzira kojeg je predmet naboja. Ako suprotni kraj kuglice, od onog privu¢enog nabijenom
predmetu, dodirnemo vodi¢em (¢ime smo omogudili dijelu naboja s kuglice da ode) ostatak
kuglice ¢e sada pokazivati naelektriziranost suprotnu naelektriziranosti nabijenog predmeta.
Ishod ovog demonstracijskog pokusa ne zavisi o predznaku naboja pocetno nabijenog
predmeta. Tumacenje: vanjski naboj je u metanoj kuglici izazvao polariziranje. Na metalnoj
kugli se naboj suprotan vanjskom naselio na vanjskom naboju blizi kraj. Na drugom kraju je
naboj iste vrste kao na naelektriziranom predmetu. Kontakt tog drugog kraja s vodi¢em



omogucuje naboju koji je isti kao na vanjskom naboju da se jos viSe udalji, to jest da napusti
kuglu. Kada kontakt prestane, na kugli dominira naboj koji je suprotan naboju vanjskog
naboja i njihovo ¢e se privlacenje pojacati. Pojava razdvajanja naboja u materijalu (posebno
vodicu) pod utjecajem sile koju stvara vanjski naboj nazivamo elektricnom indukcijom.

ELEKTROSKOP

Dosada$nja su razmatranja bila kvalitativna u biti. Potrebna je sprava kojom bismo mogli
usporedivati koliCine naboja. Takva je sprava elektroskop. Postoji vise realizacija ; spomenut
¢emo dvije. U jednoj imamo metalni Stap na koji je pri¢vrS¢en svojim jednim krajem metalni
listi¢ €iji drugi kraj je slobodan. Taj kraj treba biti donji kraj listi¢a , kako bi prirodni poloZzaj
listi¢a bio uz vertikalno postavljen metalni Stap. Ako na ovakav uredaj nanesemo naboj
kontaktom, slobodni kraj listi¢a ¢e se odmaknuti od Stapa. Odmaknuce ima iznos odreden
ravnotezom gravitacije koja zeli postaviti listi¢ vertikalno i elektri¢ne sile koja rezultira od
odbijanja elektriénog naboja na Stapu i listica. Dodavanjem naboja povecava se odmaknuce.
Sada mozemo instrument kalibrirati (umjeriti), to jest na¢i vezu polozaja listi¢a i koli¢ine
naboja na elektroskopu. Na predavanju ¢emo koristiti elektroskop sastavljen od dva metalna
Stapa. Jedan je ucvrscen u izolatorsko kuciste, a drugi se moze rotirati oko zajednicke osovine.
Stapovi su u kontaktu. Slobodni $tap ima jedan kraj teZi tako da dok nema naboja na
elektroskopu , slobodni §tap je uravnotezen gravitacijom u orijentiran je kao i ucvrscéeni
vertikalno. NanoSenje naboja i ovdje uzrokuje otklon koji se pove¢ava nanosenjem sve vece
koli¢ine naboja na elektroskop. Kao pribliznu ideju kalibracije imamo slijede¢u proceduru.
Veliku metalnu kuglu nabijemo s dosta naboja. Kada malu metalnu kuglu dovedemo u dodir s
velikom, intuicija kaZe (kasnije ¢emo 1 dokazivati) da se samo mala koli¢ina naboja preseli na
malu kuglu. Malu kuglu manipuliramo tako da je pri¢vrS¢ena na $tap od izolatora (ovaj
aranzman male metalne kugle 1 Stapa izolatora se zove kuSalica). Ideja je da svaki put kada
kuSalicom prenosimo naboj s velike kugle na elektroskop, prenosimo istu koli¢inu naboja.
Skalu odmaka elektroskopa tako moZemo kalibrirati da pokazuje jednake korake u kolicini
nane$enog naboja.

COULOMBOVA VAGA

Slijedeci korak u kvanitifikaciji sile jednog naboja jest mjerni uredaj za odredenje sile medu
nabojima. Taj je uredaj Coulombova vaga. Ona se sastoji od torzijske niti na koju je objeSena
izolatorska $ipka s vodljivim kuglicama na krajevima. Sipka je horizontalno uravnotezena.
Zaokret Sipke je kalibriran, to jest zna se koja sila izaziva koji zaokret Sipke. Jednu od
vodljivih kuglica se nabija poznatim nabojem. Takoder se nabija dodatnu izoliranu kuglicu .
Prati se preko torzijskog zaokreta zavisnost Zaokreta Sipke do ravnoteznog polozaja kao
funkciju uneSenih naboja i funkciju udaljenosti medu njima. Tako je dobiven temeljni,
mnogo puta provjeravani Coulombov zakon za silu medu nabojima za zadanu udaljenost. Taj
zakon je u sustini osnova na kojoj se moze izgraditi cijela zgrada elektromagnetizma.



COULOMBOV ZAKON

~ r,—r
Fo2 =K M (1.1)

|r , N |
Gdje su Q oznake naboja pojedinog objekta, r su oznake radijusvektora pojedinih objekata, a
K je poznata izmjerena konstanta. U SI sustavu naboj mjerimo u Kulonima. Takoder je
konstantu K uobicajeno pisati kao:

K= (1.2)
4re,
Numericke vrijednosti ovih konstanti iznose:
2
K =8.9879 .10° N _ 1 (1.3)
C 4re,
12 C2
&, =8.854-10" 1.4
0 Nm? (1.4)

Ovdje se pojavljuje jedinica naboja kulon (Coulomb) . To je vrlo velika koli¢ina naboja.
Student bi trebao imati intuitivni osje¢aj za amper struje. Kulon je naboj koji protece strujom
od jednog ampera tijekom sekunde. Tijekom ovih predavanja dat ¢emo egzaktnu definiciju
ampera. Amper je jedna od temeljnih jedinica S| sustava. Zasada pamtimo da je kulon
jedinica naboja, intuiciju za njega ¢emo dobiti pri definiciji ampera s kojim je povezan kako
smo naveli.

Sila u Coulombovom zakonu naravno ispunjava tre¢i Newtonov zakon:

— —

Foo2 =—Fp (1.5)

Takoder, ako na tijelo 3 djeluju Coulombovom silom: tijelo 1 If(l)% i tijelo 2 silom If(z)ﬁ3

tada je ukupna sila vektorska rezultanta sila s tijela 1 i tijela 2 F; dana relacijom:

lfs = IE(l)—>3 + 'E(z)—>3 (1.6)

Drugim rije¢ima Coulombske (elektrostatske) sile se superponiraju na uobicajeni nacin.
ELEKTRICNI NABOJ JE ZRNAST

Dok u mnogim primjenama mozemo upotrebljavati aproksimaciju da se naboj moze sve finije
usitnjavati , u mikrosvijetu nalazimo da postoje zrnca naboja. Najmanje zrnce naboja ima
elektron. Nabijeni objekt ima odredeni broj naboja elektrona. Naboj je znaci kvantiziran.
Elektronov naboj se oznacava s e . ( Ne ¢emo upotrebljavati u ovim predavanjima utvrdenu
eksperimentalnu Cinjenicu da unutar protona i neutrona postoje dokazi za podstrukture ,
kvarkove, koji imaju naboje 2/3e i -1/3e).



POLIJEI POTENCIJALELEKTRICNOG NABOIJA

Ve¢ smo u mehanici upoznali pojam polja. Kada opisujemo gravitacijsku silu kojom jedan
objekt djeluje na drugi, mozemo uvesti koncept polja kao prijenosnika (medijatora) te sile sa
slijede¢om slikom. Tijelo koje djeluje proizvodi posebno stanje prostora. Ma gdje da se nalazi
druga masa , na nju ¢e djelovati prvo tijelo prema Newtonovom zakonu gravitacije. Radi
praktickih razloga smo uzeli kao standard opisa djelovanja tako ostvarenog polja kao onu silu
koju objekt uzroc¢nik sile proizvodi na jedini¢nu masu.

Istu ideju provodimo i ovdje, s tim da se promatra sila koju zadani naboj proizvodi na
jedini¢ni naboj. Ako je veli¢ina te sile poznata po cijelom prostoru, tada djelovanje zadanog
naboja na tijelo proizvoljnog naboja opisujemo umnoskom sile na jedini¢ni naboj (to jest
veli¢ine polja) i iznosa naboja koji ima drugi objekt. Tako imamo definiciju:

e_F (2.1)
Q
Jasno je da je polje naboja Q smjestenog u ishodiste sustava:
E(F) = Q Lzz Q La (2.2)
Arey r° Amg, r

Ocito je jedinica elektricnog polja N/C .
ELEKTRICNO POLJE SKUPINE ELEKTRICNIH NABOJA

Polaze¢i od (1.6) rezultata za silu koju na naboju 3 proizvode naboji 1 1 2 i piSuéi za tu silu
eksplicitno Coulombov zakon, imamo za silu naboja 1 i 2 na naboj 3 izraz:

Ez 1 Ql(rs_ﬁ3)+Q2(F3_zz) (2.3)
Q. 4ue||r—t [ [f-F)

Izraz (2.3) je po definiciji polja upravo polje koje u prostoru (na koordinati r, proizvode
naboji 112 .

Put poopéenja proracuna polja za skupinu od N naboja je sada jasan:

Neka je probni naboj g na koordinati r . Neka su naboji Q, na polozajima T; , tada je sila Ifq
na probni naboj podijeljena s tim nabojem ( polje) :
FR() & Q (F-T)

q T 4re, |r_ri|3

(2.4)



KONZERVATIVNOST ELEKTRICNE SILE I ELEKTRICNOG POLJA

Ve¢ smo u prvom semestru pokazali sa da za silu istog analitickog oblika (centralna sila
obrnuto proporcionalna kvadratu udaljenosti) vrijedi svojstvo konzervativnosti koje se moze
formulirati a razne nacine. Uobicajeno deklariranje konzervativnosti sile jest:

fFar =0 (2.5)

Sila u Coulombovom zakonu ima svojstvo konzervativnosti , a isto svojstvo ima i elektri¢no

polje.
WHIMHURSTOV STROJ

U budu¢im demonstracijama , umjesto elektriziranja tvari trljanjem, koristit ¢emo za stvaranje
(generiranje) naboja Whimhurstov stroj, koji je tehnicko rjesenje temeljeno na istom principu.
Razdvaja naboj pomocu trenja i nakuplja ga na posebnim skladistima naboja (kasnije ¢emo ta
skladiSta zvati stru¢no kapacitorima).

POTENCIJALNA ENERGIJA ELEKTRICNOG NABOJA 1 ELEKTRICNI POTENCIJAL

Ponovit ¢emo razmatranje koje smo u mehanici nacinili pri uvodenju pojma potencijalne
energije; posebno zato da se studenti prisjete razloga odabira predznaka uz potencijalnu
energiju. Podijelimo ukupnu silu koja djeluje na tijelo na onu koja dolazi izvan sustava i silu
koja je unutar sustava. U konkretnom slu¢aju moZemo imati naboj koji je izvor sile 1 ucvrséen
je u ishodistu i naboj koji je negdje u prostoru. Sila medu njima je sila iz Coulombovog
zakona. Ta je sila, sila unutar sustava. Moze biti prisutna i neka druga sila koja mice pokretni
naboj. Ukupna sila je zbroj vanjske sile i sile unutar sustava:

Fukupno = Feour + Fuanjsko (2.6)
Kao rezultat djelovanja ukupne sile mijenja kineticka energija tijela:

(Fuanjsio + Feou) 105 =d (% mv?) (2.7)
Ako izdvojimo rad vanjske sile slijedi:
FranjocdS = —Feou 05 +d (% mv?) (2.8)

Jasno je da, ako je sistem prepusten samom sebi (vanjske sile nema) , tada je diferencijalna
veli¢ina na desnoj strani jednaka nuli. Ako definiramo diferencijal potencijalne energije kao

dP =-F,,, ds (2.9)
tada je u posebnom slucaju bez vanjske sile u (2.8) :
dP+dT=0 (2.10)

to jest zbroj potencijalne i kinetiCke energije sustava je konstantan.



Izraz (2.9) se jednostavno generalizira i na sustav naboja medu kojima djeluju kulonske sile:
Od gornjeg modela u kojem je jedno tijelo bilo fiksno u ishodiStu podimo korak danje 1
promatrajmo dva slobodna naboja 1 i 2 s pripadnim koordinatama i nabojima.

Definiciju (2.9) i dalje zadrzavamo. Sada je diferencijal potencijalne energije dP:

dP =—F,, .05, — Fy 08, (2.11)
Uz tre¢i Newtonov zakon mozemo pisati:

dP =-F,_,(ds, —ds,) (2.12)
ili eksplicitno:

dp=—— 1t ALON) 4o ) (2.13)
4re, |rl - r2|

Definirajmo jedini¢ni vektor:

Ptz (2.14)

(A

i modul:

r=|f, -1 (2.15)

Tada je lako provjeriti:

fd(5, —S,) =dr (2.16)

Time faktor

(r,—r,)d(s,—S,)=rfd(5, —S,) =rdr (2.17)

Tom transformacijom imamo za diferencijal potencijalne energije (2.13)

gp=—t g 14U, (2.18)
drgy, 4re, r

Integracijom diferencijala dobiva se potencijalna energija:

P(r) = 1 QQ, (2.19)
dre, I

Napomena Na ovom mjestu smo zapravo dokazali konzervativnost elektri¢ne sile. Cim
nekoj sili moZemo odrediti potencijalnu energiju to jest analiticku zavisnost o
koordinati, znac¢i da se vra¢anjem na istu poziciju ukupni rad po zatvorenoj krivulji
vraca na nulu.

Da bismo naglasili da se radi o paru Cestica 1 1 2 moZemo modul indeksirati s indeksom 12.

P,(r,) = L QQ, (2.20)
Ars, T,

Generalizacija (2.20) na sustav od N objekata je jednostavna. Treba pozbrajati potencijalne

energije svih parova:

1 QQ;

47[‘90 po parovima rij

P=

(2.21)



Gdje je

ry =[ =) (2.22)
Uocimo da je ovo ukupna energija sustava nabijenih Cestica.
Ovo treba sustinski razlikovati od potencijalne energije koju probna Cestica q ima u tom
sustavu izlozena silama N nabijenih Cestica. Njezina energija u tom sustavu sastoji se samo od
dijelova koji pripadaju njenoj interakciji sa svakim pojedinim nabojem i medusobne
interakcije ostalih Cestica se ne pojavljuju. Ozna¢imo s P, njezinu energiju u sustavu N
naboja a njen poloiaj s T . Jasno je da je ta veli¢ina jednaka:

47&90 Z,:| -7 |

Potencijalna energija probnog naboja podijeljena s probnim nabojem se zove potencijalom.
Jedna od oznaka za elektri¢ni potencijal jest U .
Tako bi elektriéni potencijal na lokaciji F pisali kao:

U(r) = Z| a (2.24)

47250 ,

(2.23)

SVOJSTVA NEKIH ELEKTRICNIH POLJA

Uzmimo naboj Q smjesten u ishodistu. Analiti¢ki oblik polja je izrazen s (1.8). Znaci polje je
radijalno i opada s kvadratom udaljenosti od ishodista. Linije koje su paralelne sa smjerom
polja su silnice. Zavisno o predznaku naboja Q, silnice izviru ili poniru u ishodiste. Eksperti
ovo polje zovu poljem monopola u smislu polja naboja jednog polariteta. Oblik polja se
demonstrira snaznim nabojem i trakicama vrlo laganog papira.

Ako uzmemo dva suprotna naboja i promatramo njegove silnice (na ulje pospemo mrvice
pogodnog materijala) slika se mijenja posebno izmedu naboja. Silnice idu prakticki
pravocrtno po spojnici naboja i usmjerene su od + prema- polu. Iduéi dalje u prostor silnice iz
pozitivnog naboja imaju dvojaku tendenciju ,,pobjeci od izvora®, ali 1 ,,vratiti se u ponor*
negativnog naboja.

Silnice jednakih naboja istih predznaka izgledaju potpuno drukcije. One se ,,odbijaju®.
VERSORUJ

To je instrument za odredivanje smjera elektricnog polja. Sastoji se od dvije nabijene kuglice,
jednakih no suprotnih naboja, povezane izolatorskim §tapi¢em. Stapié je poduprt u centru
mase ali tako da moze rotirati. Uslijed toga se postavlja u smjer duz elektricnog polja.

VEZA ELEKTRICNOG POLJA 1 POTENCIJALA

Ve¢ smo u mehanici pokazali vezu potencijalne energije i sile:



F=-VE,, (2.25)

Ako relaciju (2.25) podijelimo s nabojem q , a za potencijalnu energiju upiSemo energiju
elektricnog polja,

I:Coul =-V E (226)
q q

Sto je eksplicitna veza polja i potencijala:

E(r)=-VU(r) (2.27)

IZRAZI ZA ELEKTRICNO POLJE I POTENCIJAL ZA KONTINUIRANU RASPODJELU
NABOJA

Ve¢ smo u mehanici imali izraze za fizikalne veli¢ine ako je na primjer masa kontinuirano
podijeljena po prostoru nekom gustocom p(F) .

Tada je ukupna masa bila (prijelazom sa sumiranja na integraciju):

m= j p(F)dV (2.28)

Potpuno analognim postupkom dobivamo :

Er -3 0 (=) o) =1y, (2.29)

T Are, [F-F 475, |r_r|

Gdje jesada p oznaka za gustocu elektricnog naboja:

7y = fim A4
p(r) =lim AV (2.30)

Gdje su AV mali volumen oko to¢ke T ,a Aq koli¢ina naboja unutar tog malog volumena.
Limes podrazumijeva proces smanjivanja volumena AV . Inspekcijom (2.29) vidimo da smo
u prijelazu sa sumiranja po nabojima Q, presli na integriranje elemenata (AQ/AV)-(AV)
to jest p(r)dV .

Ovim razmatranjima smo u sustini razrijesili vaZan problem odredivanja elektri¢ne sile koju
proizvodi proizvoljna raspodjela naboja na neki izolirani naboj g. Naime za proizvoljnu

raspodjelu naboja izratunamo polje prema izrazu (2.29). PomnoZimo li polje s jakoS¢u
izoliranog naboja dobiti ¢emo silu na izolirani naboj Ifq

F, (F) = qE(F) (2.31)
Sto je sukladno definiciji elektricnog polja (2.1) 1 njegovom poopcenju (2.4)

U slijedec¢em poglavlju ¢emo upoznati matematicki elegantna razmatranja o globalnim
svojstvima polja. Ona ¢e nam u krajnjoj liniji omoguc¢iti pisanje Coulombovog zakona na
mnogo elegantniji nacin 1 ujedno pomoci racunati elektri¢na polja za konkretne raspodjele
naboja.



TOK ELEKTRICNOG POLJA KROZ POVRSINU; GAUSSOV
ZAKON

POJAM TOKA POLJA

Neka imamo matematicki orijentiranu povrSinu Ad; smjeStenu na koordinati r;. To
podrazumijeva da znamo njenu povrsinu i orijentaciju. Uobicajeno jest da je za zatvorene
povrsine orijentacija povrSine pozitivna u smjeru prema van (karakteristicni vektor koji je
opisuje ima iznos veli¢ine te povrSine, okomit je na nju i usmjeren prema van). Tok
elektri¢nog polja E(F) na kroz tu povriinu se definira kao:

AD, = E(I)- Ag, (3.1)

Ako se povrsina sastoji od viSe elemenata indeksiranih s indeksom i, tada je ukupni tok kroz
sve elemente:

®=>E(F) Ag (3.2)
Ukoliko imamo kontinuiranu povrs$inu, tada izraz (3.2) prelazi u :
O = jé(r)-da (3.3)

povr§ina
Promotrimo slucaj toka naboja q kroz kuglu radijusa r u ¢ijem se sredis$tu nalazi naboj.
Otprije znamo izraz za polje

A

= _ 9 F_ g T

E(r) = — = — 2.2
(r) dre, r* Amey 1’ 22)

d = E(7)da = ——_da (3.4)

Are, ¥
Kako su vektori rida paralelni to je njihov skalarni produkt, produkt njihovih modula.
Time (3.4) postaje:
dp -9 92

2

3.5

Argy ¥ (3.5)
Integriranje (3.5) po kugli radijusa r rezultira u povrsini kugle=42r* dok su sve ostale veli¢ine
konstante.

4 2
4 ~7 3 (3.6)

Arg, 1 &
Dobili smo prvorazredan rezultat, koji ¢e nam olakSati proraun polja za razlicite raspodjele
naboja. Tok elektricnog polja kroz plohu u kojoj je naboj zatvoren je jednak tom naboju
podijeljenom s konstantom ¢, . Pokazat ¢emo smjesta kako je rezultat (3.6) ispravan za bilo
koji oblik povrSine unutar koje je naboj zatvoren. Vratimo se na izraz (3.4), s time da vektor
diferencijala povrsine u slucaju opc¢eg oblika povrSine nije paralelan s radijus vektorom nego s
njim zatvara kut £da,r . Tada je
rda rdacos(«£da,r) dacos(«da.r)

pE = e - 2

® =

= dQ (3.7)




Posljednju jednakost student ¢e najlakSe razumjeti preko crteza. Brojnik u (3.7) predstavlja
projekciju diferencijala povrsine na radijalni smjer. Omjer te projekcije povrsSine i kvadrata
radijusa je po definiciji diferencijala prostornog kuta upravo diferencijal prostornog kuta.
Relacijom (3.7) , relacija (3.4) postaje:

d = E(F)da = ——— da = ——dO (3.8)
Arey v 4re,

No vrijedi:

§dQ =4r (3.9)

Tako integriranjem po prostornom kutu relacije (3.8) imamo faktor 4z . Odnosno za cijeli
tok kroz bilo koju zatvorenu povr§inu ponavljamo rezultat (3.6) . Istom relacijom (3.7)
pokazujemo i da je tok naboja koji je izvan zatvorene povrsine jednak nuli. Naime, ako iz
naboja povucemo plast stoSca preko zatvorene povrSine, oni ¢e presjeci dva elementa
zatvorene povrsine (predznakom suprotno orijentiranih) , a identi¢nih prostornih kutova. Tako
se svaka dva doprinosa zatvorene povrsine poniStavaju. Time (3.6) postaje univerzalna
relacija za tok naboja. Odnosno , prema toku elektricnog polja kroz zatvorenu povrsinu preko
(3.6), odmah znamo koliki je naboj u njenoj unutrasnjosti. Relaciju (3.6) Cesto nazivamo
Gaussovim zakonom (u integralnom obliku). To treba razlikovati od Gaussovog
matematickog teorema, kojeg ¢emo takoder upoznati.

PRIMJENE GAUSSOVOG ZAKONA:

a) Sferna raspodjela naboja (ukljucujuéi tockasti)
Radi razloga simetrije raspodjele naboja (po(F) = p(r)), elektri¢no polje je radijalno. Stoga je
skalarni produkt polja i vektora orijentirane povrsine produkt njihovih modula:

®= [Eda=Edm?="1 (3.10)
po kugli gO
Posljedn;ji izraz slijedi iz Gaussovog zakona. Iz posljednje u nizu jednakosti (3.10) slijedi:
q
E= 3.11
Are,r? (31D

Ako tome dodamo i radijalnost elektri€nog polja, slijedi ve¢ poznati oblik (2.2)
Vidimo da Gaussov zakon u sustini ima isto zna¢enje kao i Coulombov zakon.

b) Jednolika raspodjela naboja po pravcu
Iz razloga simetrije, polje je sada okomito na plast svakog cilindra ¢ija je os simetrije pravac s
nabojem. Neka je linearna gustoc¢a naboja A, to jest vrijedi za pomak po pravcu dx:
dq = Adx (3.12)
dq je naboj smjeSten na intervalu dx.
Izaberimo interval pravca duljine 1. Nacinimo oko njega osno (aksijalno) simetri¢ni cilindar.
Okomice na taj cilindar , radi razloga simetrije, su paralelne linijjama elektricnog polja
prouzrocenog raspodjelom naboja po pravcu. Tako je vektor elektricnog polja ponovno
paralelan s vektorom elementa povrSine cilindra. Stoga i u ovom slucaju skalarni produkt ta
dva vektora rezultira u produktu njihovih modula:



Al

O = jEda: E2ml =2 (3.10)
po cilindru €y
Iz posljednje jednakosti u (3.10) slijedi:
__ A (3.11)
2nr g,

Ovaj rezultat je baza za konstrukciju posebnih detektora u visokoenergijskoj fizici. Ovakva
linearna raspodjela pozitivnog naboja na vodicu poljem (3.11) akcelerira elektrone prema
vodiCu gdje oni daju strujni puls koji se dalje elektronicki obraduje.

c) Elektricno polje jednoliko nabijene ravnine
Iz razloga simetrije polje mora biti usmjereno okomito na ravninu. Ako zamislimo cilindar
okomit plasStem na ravninu, a bazama paralelan s ravninom , tada je elektri¢no polje okomito
na bazu cilindra, to jest paralelno s vektorom njegovih baza. S druge strane elektri¢no polje je
okomito na vektore povrsine cilindri¢nog plasta. Tako ukupnom toku kroz sve povrsine
cilindra doprinose samo tokovi kroz baze cilindra. Oznacujemo sa o povrsinsku gusocu
naboja. To jest isznos naboja dq koji se nalazi na povrsini da jest:
dg = oda (3.12)
Neka je povrsina svake baze cilindra A. Tada je po Gaussovom zakonu ukupni tok kroz
cilindar:

Ao

O = _[Eda=AE+AE=2AE=— (3.13)
pobazama 80

Iz posljednje jednakosti u (3.13) slijedi:

E=2 (3.14)
2¢,

ELEKTRICNI POTENCIJAL ZA SPECIJALNE RASPODJELE NABOJA

Izvest ¢emo eksplicitne izraze za elektricni potencijal za posebne razmjestaje naboja, narocito
one koje smo gore diskutirali. No uvodno ¢emo najprije ponoviti temeljne opéenite ¢injenice
o potencijalnoj energiji , potencijalu 1 elektri¢noj sili 1 elektriénom polju.

Elektricna je sila povezana s elektricnim poljem izrazom:

E_F (3.15)
q
Potencijalna energija naboja q u elektri¢nom polju jest:
Epo = | —9EdS (3.16)
Elektri¢ni potencijal U 1 elektricna potencijalna energija su povezani s
_ Epot
U= (3.17)
q

Kako elektri¢nu silu i elektri¢nu potencijalnu energiju povezuje relacija:



F=-VE,, (3.18)

Koju smo upoznali jo§ u semestru mehanike, to dijeljenjem s nabojem q i uzimanjem u obzir
relacija (3.15) i (3.17) slijedi i veza potencijala i polja:

E=-VU (3.19)
Izraz za polje nakupine elektriénih naboja smo ve¢ izveli prije:
— N r

1 47Z'80 |r _r| v 4re, |r —

Takoder smo 1zveh 11zraz za potencijal unutar nakupine naboja:

U(r) = Z iy (2.24)

47250 ,

U slucaju kontlnulrane raspodjele naboja (2.24) prelazi u :

U(F) = I|* )dV' (3.20)

Sada ¢emo pI‘lJeCI na primjere pojedinac¢nih slucajeva raspodjele naboja koje slijede iz (2.24)

Potencijal jednog naboja:

=) q
u(r)= 47&90‘? - fq‘ (3.21)

Potencijal dva naboja:

~ 0, 9,
U(r) = 3.22
) 47[80|F—F1|+47z80|F—F2| (3:22)

Silu koja rezultira iz dva naboja smo ve¢ demonstrirali iza relacije (2.24) i analiticki izrazili u
(1.6)i(2.3).

Potencijal za homogeno elektri¢no polje usmjereno duz osi z:

E(F) = E2 (3.23)
dU = —Eds = —E2ds = —edz (3.24)
Integriranjem imamo:

U(2)-U(z,) = E(z, - 2) (3.25)

EKVIPOTENCIJALNE PLOHE

Pojam ekvipotencijalnih ploha 1 silnica smo ve¢ obradili u mehanici ovdje stoga moZemo
nabrojati sluc¢ajeve koje smo upoznali. Za silu koja dolazi od jednog naboja znamo oblik
potencijala on zavisi samo od udaljenosti tocke od izvora polja. Stoga su ekvipotencijale
kugle a silnice su usmjerene duz radijus vektora. Polje linearne raspodjele naboja po pravcu
je radijalno (silnice), a ekvipotencijale su cilindri okomiti na te silnice. Za homogeno polje
(na primjer ono od homogene raspodjele naboja po ravnini polje je stalno i okomito na
ravninu (3.23) a ekvipotencijale su ravnine prema (3.25).



SLUCAJ KVADRUPOLNOG POLJA

Kvadrupolno polje mozemo pocetno zamisliti kao polje dva pozitivna i dva negativna u
vrhovima kvadrata. Susjedi svakog naboja su suprotnog predznaka , a onaj smjesten
dijagonalno ima isti predznak. Zapravo se idealno kvadrupolno polje dobiva profinjenijim
razmjesajem naboja po povrSinama. Idealno kvadrupolno polje ima slijede¢i analiticki opis:
E = Rky + ykx (3.26)

1z ovog analitickog opisa mozemo u svakoj tocki x-y ravnine odrediti prikloni kut silnice
prema x osi $to je ujedno i derivacija krivulje silnice y(x) po x varijabli:

E
tgor = L = <X _ Y (3.27)
E, ky dx
%:5 = ydy=xdx = d(x*-y?)=0 = x*—y?* =const (3.28)
Xy

Silnice su za ovaj opis polja hiperbole s koordinatnim osima kao osima hiperbola.
Ekvipotencijale dobivamo poznatim slijedom

dU =—Eds = —( Kky+ JkX) - (Rdx + ydy) = —k(ydx + xdy) = —kd(xy) (3.29)
Odatle integriranjem slijedi
U = —kxy+ const (3.30)

Ekvipotencijale su ponovno hiperbole, sada nagnute pod 45 stupnjeva prema X 0si.
POTENCIJAL JEDNOLIKE RASPODJELE NABOJA PO PRAVCU

Prema (3.11) i radijalnosti polja oko jednolike raspodjele naboja po pravcu slijedi:
Af

E= (3.31)
2nre,
Slijedom analognim onom u (3.29) imamo
dU = —Eds=—( -2 yas=—2" ___ 2 qnn) (3.32)
27rg, 27rg, 27,

Integriranjem od radijusa malog cilindrar, po kojem je naboj raspodijeljen (promjer zice
vodica na kojoj je naboj) do radijusa u kojem mjerimo potencijal slijedi:

U(r) =U (1) +—2—In(2) (3.33)
2rg, I

ELEKTRICNO POLJE I POTENCIJAL JEDNOLIKO NABIJENE KRUZNE PLOCE

Centar plo¢e naboja smjesten je u ishodiste a plo¢a je u x-y ravnini. Radi jednostavnosti
trazimo polje 1 potencijal samo na osi simetrije, to jest duz pravca (0,0,z). Promotrimo
doprinos kojeg daje kruzni prsten radijusa s , u podintegralnoj funkciji izraza (3.20) , ako je
povrsinska gusto¢a naboja o .



p(r)dV'= odA = o27sds (3.34)
Gdje je dA povrsina spomenutog kruznog prstena debljine ds:
Tada je u izrazu (3.20):

F=F|=vz"+s° (3.35)

Tako za diferencijal potencijala prema (3.20), (3.34) 1 (3.35) mozemo pisati:

o27sds
du(0,0,z2) = ——F——— (3.36)
drggNZ? + S
Napisat ¢emo sada dva ocita identiteta koji ¢e pomoci integrirati (3.36):
2sds =d(s® +z%) (3.37)
koji vrijedi dok je z stalan.
d(\/sz+22)=;2d(sz+zz) (3.38)

2Vs% +z

Supstitucijom za faktor sds u brojniku (3.36) identitet (3.37) i koriste¢i potom (3.37) imamo
za diferencijal potencijala:

1
dU = -2 d(s? + 22)? (3.39)
2¢,

Ako je radijus kruga naboja R, tada se doprinosi prstenova integriraju od s=0 do s=R, pa
slijedi:

U(O,O,z)zzi\/sz+zz]::Zi(\/R2+22—\/z_2) (3.40)
& &

Korjenovanje u zadnjem ¢lanu izraza (3.40) namjerno nije dovrSeno, jer moze voditi do dva
rezultata. Za pozitivne vrijednosti od z ,

U(0,0,2) = zi(\/RZ +22 —2) (3.41)
&

Za negativne vrijednosti od z:

U(0,0,2) = 2i(‘/ R? +22 +2) (3.42)
&y

(studentu mora biti jasno da se u obadva slucaj radi o odbijanju modula od z).
Kada znamo potencijal 1 dodamo simetri¢nost problema oko osi simetrije , moZemo na
sredi$njoj osi izracunati i vrijednost elektri¢nog polja. Za pozitivne vrijednosti od z:

ouU o 0 o z
E,=——=- ——(\R*+2°-2)= 1-— 3.43

oz 2¢, 82( ) 26‘0( «/R2+22) (3.43)
Analognim postupkom mozemo dobiti izraz i za negativne vrijednosti z koordinate. Jedina je
promjena u predznaku broja 1 u okrugloj zagradi , koja korespondira vrijednosti +z u izrazu
za potencijal (3.42).

Diskusija ovih rezultata:
Inspekcijom (3.43) u limesu pozitivni z tezi prema nuli (E, (+0)) slijedi:

E,(+0) = -2 (3.44)
2¢,

Za analogni postupak u limesu kada negativne vrijednosti z koordinate teze nuli imamo radi

promijenjenog predznaka jedinice u (3.43):



E,(-0) = —21 (3.45)

€o
Ovi su izrazi u suglasju s prije dobivenim rezultatima za polje beskona¢ne ravnine naboja.
Naime u centru nabijenog kruga polje je okomito na plohu naboja i primjenom Gaussovog
zakona dobili bismo za cilindar vrlo malog promjera upravo rezultate (3.44) i (3.45). U
buduéem razmatranju koristan ¢e biti jo$ jedan rezultat. Ako si zamislimo da mjereéi
elektri¢no polje prelazimo preko ravnine naboja, vidimo da u trenutku prijelaza preko te
ravnine polje dozivljava skok:

E(+0)-E(-0)= < (3.46)
&y

ELEKTRICNI POTENCIJAL NA RUBU KRUZNE PLOCE

Pocinjemo s kruznom plocom homogeno nabijenom ; diferencijal naboja je jednak plosnoj
gusto¢i pomnozenoj s diferencijalom povrSine. Plo¢a ima polumjer a . Iz tocke u kojoj
ra¢unamo potencijal povu¢emo promjer. Promatrana tocka, to¢ka na kraju promjera i bilo
koja tocka ruba kruga zatvaraju pravokutni trokut. Kut izmedu promjera i proizvoljne tocke
kruga imenujemo kao $. Iz promatrane tocke povla¢imo luk polumjera s i Sirine ds. Koli¢ina
naboja u tom luku prema pocetnoj re¢enici ovog odsjecka jest:

dg'= 029sds (3.47)

a diferencijal potencijala koji dolazi od tog naboja jest:

dU na rubu™ O-ZSSdS = O-lgds (348)
drg,s  2rme,

Varijable u (3.48) su povezane relacijom:
s=2acos¥  ds=2ad(cos%) (3.49)

Time se (3.48) transformira u :

du| . = ad(cos ) (3.50)
e,

Zgodno je imati identitet:

d(cos9) = d(9cosJ) —cosd I = d[Icosd—sin I (3.51)

Njega mozemo supstituirati u (3.51) 1 integrirati po$ od 7 /2 do 0, ¢ime obuhva¢amo
doprinos potencijalu cijele povrSine kruga naboja tocki na rubu tog kruga.

U] o= 2 [9c0s 9—sin 9L, =T [0 - (-1)] =2 (352)
&, &, &,

To moZemo usporediti s vrijednosti potencijala u centru kruga:

od

centar=
2 0

U (3.53)

(Ovaj rezultat se dobije iz (3.40) kada z tezi nuli)

Razumljivo potencijala pada idu¢i od centra kruga prema van, jer je gusto¢a naboja po krugu
stalna. Kada bi materijal po kojem je naboj nanesen bio vodi¢, naboj bi se prerasporedio tako
da je vrijednost potencijala stalna po povrsini vodi¢a. Ovo ¢emo pokazati kasnije.

MozZemo jo$ ustanoviti ponaSanje potencijala kruzne plo¢e naboja na osi simetrije za veliku
vrijednost udaljenosti od kruga (to jest ponasanje (3.40) za velike vrijednosti od z) .

Uu(0,0,2) = %(\/R2 +2° -2)= iz[(u S—j)“z —1} (3.54)

2¢,



U aproksimaciji velikih z okrugla zagrada u posljednjem rezultatu (3.54) se aproksimira:

(1+R*/z%)"? 1+ R? /222 (3.55)
U toj aproksimaciji (3.54) se svodi na:

oR? q
U(0,0,z) = = (3.56)

dreyz - dreyz
Gdje je q ukupni naboj na krugu. (3.56) je u sustini nama poznati monopolni potencijal.
Dakle , daleko na osi simetrije kruga potencijal je isti kao da se sav naboj skupio u ishodiste!

ELEKTROSTATSKI TLAK

Intuitivno je razumljivo da ako na zatvorenoj povrSini imamo rasporeden istoimeni naboj
elementi raspodjele odbijaju jedan drugoga. Rezultantno polje 1 sila znamo da su kod vodica
okomiti na vodi¢. Tako jasno postoji sila po jedinici povrsine, §to je mehanicka definicija
tlaka. Po¢i ¢emo od najjednostavnijeg slucaja jednoliko nabijene kugle.

Naboj na kugli jest:

q=4m’c (3.57)

Polje prema vani jest:

E=Z (3.58)
€o

No to polje ne dolazi od beskonacno tankog sloja. To polje pocinje u unutrasnjem dijelu sloja

naboja s vrijednoS$¢u nula i raste linearno s debljinom sloja do iznosa (3.58). Tako je srednje

vrijednost polja koje djeluje na naboj:
o

E =" 3.59
srednje 2 . ( )
Diferencijal sile koja djeluje na diferencijal povrSine jest:
dF = -2 (oda) (3.60)
2¢,
Tako je kvocijent diferencijala sile 1 diferencijala povrSine da (tlak) :
dF o?
- - 3.61
P da 2g, (3.61)

Pritisak mozemo izraziti i preko vrijednosti polja na vanjskoj povrsini kugle tako da u (3.61)
umjesto povrSinske gustoce naboja uvrstimo vrijednost polja prema (3.58). Tako imamo
alternativni izraz za tlak:

o 8_20 £ (3.62)

GUSTOCA ENERGIJE ELEKTRICNOG POLJA:

Da bi se neko elektricno polje realiziralo, bilo je potrebno razmyjestiti naboje koji to polje
stvaraju. Za taj razmjestaj je utroSen rad. Stoga egzistencija polja jest rezultata rada utroSenog
na razmjestaj naboja. Da bismo prepoznali koliko je rada utroSeno u realizaciju polja u nekom
diferencijalu volumena ponovno mozemo krenuti od modela kugle. Pocnimo od kugle koja
ima na sebi naboj. Elektrostatski tlak uperen okomito na povrSinu znamo prorac¢unati prema
(3.61), a povrsinsku gusto¢u moZemo iz totalnog naboja q izracunati preko (3.57). Ako sada
kuglu stanjimo za iznos ds, polje izvan toga dijela se ne ¢e promijeniti. (Po Gaussovom
teoremu na bilo kojem radijusu tok kroz odgovarajucu kuglu je u vanjskom dijelu polja
nepromijenjen, jer se koli¢ina naboja nije promijenila.) Tako vidimo da polje nastaje samo u



volumenu iz kojeg smo povukli naboj. Drugim rije¢ima rad izvrSen za smanjenje kugle je rad
koji je uloZen u postojanje polja u prostoru odredenom smanjenjem radijusa kugle.
Rastavimo kuglu u elemente povrSine Aa, . Pomi¢emo ih prema unutras$njosti za pomak ds.
Prema (3.62)na svakom elementu povrS$ine mozemo izracunati silu uz pomoc¢ tlaka i povrsine.
Kada to pomnozimo s putem ds dobivamo diferencijal rada :

dw =3 Aa, %Ezds=g—2°E2dV (3.63)
Iz (3.63) je jasna gustoca energije elektri¢nog polja:

dw 1

—="¢g,E? 3.64
v 2 €o ( )

To je gustoca energije koja pomnoZena s diferencijalom volumena dV daje rad utroSen da se u
dV kreira polje E!

GAUSSOV TEOREM | DIVERGENCIJAVEKTORSKOGPOLIA

Neka je u prostoru zadano vektorsko polje: F(F) . To zna¢i da je u svakoj tocki prostora s

radijusvektorm F zadana vrijednost vektora F (F) koja pripada tom polozaju. Elektri¢no polje
je jedan takav primjer. Neka u prostoru postoji zatvorena ploha S. Tada se tokom polja kroz tu
povrsinu naziva povrsinski integral slijedeceg oblika:
©=[F() -da (4.1)

S

Gdje je da vektor koji reprezentira diferencijal povrsine plohe S. (znaci vektor iznosa da
okomit na da i orijentiran prema van u odnosu na S ). Ako nacrtamo povrsinu S i razdijelimo
prostor unutar S na dva dijela povrSinom AS i ozna¢imo sa S, dio povrSine od S koji se nalazi
s jedne strane plohe AS, asa S, dio povrsine koji je s druge strane plohe razdjelnice, lako
mozemo zakljuciti da vrijedi:
[F(r)-da= [F()-da+ [F(r)-da (4.2)
S S;+AS S,+AS
Relacija (4.2) je posljedica ¢injenice da se integrali po grani¢noj povrsini AS ponistavaju.
Naime povrsinski vektori koji su okomiti na elemente povrSine AS su orijentirani prema
vanjskoj strani zatvorene povrsine, §to je za integraciju prvog ¢lana suprotno od integracije
drugog Clana. Sada mozemo oti¢i korak dalje 1 razdijeliti tijelo unutar povrSine S u mnogo
dijelova. Suma povrsinskih integrala tokova polja po svim tim dijelovima tijela unutar S jo$ bi
uvijek bila jednaka toku kroz povrSinu S :
[ Fda

L .o 5,

® = [F(7)da Z ! Fda Z AV, (4.3)

S i

gdje je AV, volumen tijela zatvorenom unutar zatvorene povrsine S, .
Sada se definira vektorski operator divergencije na slijedeci nacin:
[F(r)da
lim S —divE(r 4.4
N0~ Ay (r) (4.4)

Tako u limesu izraza (4.3) kada volumeni dijelova tijela unutar S: AV, postaju sve manji,
dobivamo:



® = [F(r)-da = [divF (7)-dV (4.5)

Ovo je ¢uveni matematicki Gaussov teorem. Tok vektorskog polja kroz zatvorenu povrSinu S,
koji je integral skalarnog produkta vektora polja i diferencijala povrsine po zatvorenoj plohi
S je jednak volumskom integralu divergencije tog polja po volumenu ogradenom zatvorenom
povrSinom S . Student se u ovom trenutku ne mora uznemiriti ¢injenicom da nema mnogo
operativnog znanja o proracunima povrsinskih i prostornih integrala. Oni se intuitivno
najbolje razumiju kroz izraze za sume kao $to su ona srednja u (4.3) za povrsinski integral i
desna suma u (4.3) za prostorni integral. Primjere jednostavnijih povrSinskih integrala smo
ve¢ proracunavali. Sli¢no €e biti i s prostornim integralima. Ovdje je bitno prihvatiti definiciju
operatora divergencije vektorskog polja kao limes kvocijenta toka vektorskog polja oko
malog volumena i iznosa tog malog volumena danom preko (4.4) . U nastavku ¢emo pokazati
kako se taj limes doista proraCunava , a uslijedit ¢e 1 intuitivna slika divergencije kao mjere
koliko silnica vektorskog polja u danoj tocki izvire iz te tocke.

DIFERENCIJALNI OBLIK GAUSSOVOG ZAKONA

Iskoristit ¢emo Gaussov teorem koji je matematicki teorem (4.5) i Gaussov zakon, koji je
fizikalni zakon pisan preko toka po zatvorenoj povrsini unutar koje je naboj (3.6).
® = [E(F)-da=-1 = [divE(F)-dV (4.6)

s & v

Ponovimo znacenja veli¢ina u (4.6). S je zatvorena povrsina unutar koje je volumen Vi u
njemu razmjeSten naboj q . Sada za naboj unutar V moZemo iskoristiti izraz:

[p(F)-dv =g (4.7)

Ta je relacija analogon izrazu za masu (kojeg smo upoznali u mehanici) koja se nalazi unutar
volumena V a ¢ija raspodjela gustoce je poznata . Definiciju gusto¢e naboja koja se nalazi u
(4.7) smo upoznali u (2.30). Supstituiranjem izraza za ukupni naboj (4.7) u posljednju
jednakost u nizu (4.6) imamo:

L[ p(ryav = [divE(r)av (4.8)
Eov v

Ovaj izraz ne zavisi o izboru volumena po kojem se integrira. U tom slucaju ne vrijedi samo
jednakost integrala , nego postoji i jednakost podintegralnih funkcija. Dokaz za ovo je
jednostavan. Prebacimo izraz na desnoj strani na lijevu:

) j p(F)dV — j divE(F)dV =0= j [ P _ divE(F) Jdv (4.9)
Eo v v v %o
Ako bi podintegralna funkcija bila razli¢ita od nule u bilo kojem dijelu prostora, integriranje
po tom dijelu ne bi moglo rezultirati nulom (izraz (4.9) vrijedi za proizvoljnu domenu
integracije) . Na$ je konani zaklju¢ak da su podintegralne funkcije u (4.8) jednake:

dive(r) = 20 (4.10)

€o
Jakost gustoce naboja u tocki prostora proporcionalna je veli¢ini divergencije polja. Kako je
prema (4.4) divergencija elektri¢nog polja limes omjera toka polja oko tocke s volumenom
unutar povrSine po kojoj se tok integrira, vidimo da je divergencija elektricnog polja sustinski
mjeri koliko snazno iz pojedine tocke polje izvire (ili i nju ponire). Drugim rijec¢ima (4.10)
izri¢e u diferencijalnom obliku isto $to smo znali iz Gaussovog zakona. Uzrok polja su
elektri¢ni naboji. Divergencija polja, koja je mjera jakosti izvora polja, je proporcionalna
gusto¢i naboja u promatranoj tocki.




IZRAZ ZA DIVERGENCIU POLJA U KARTEZIJEVOM SUSTAVU

Za ovaj izvod je pogodno imati skicu zatvorenog volumena oblika kvadra ¢ije su plohe
paralelne s ravninama definiranim koordinatnim osima (x-y,y-z,z-x). Te ravnine numeriramo
kako slijedi. Stranicu paralelnu s x-z za manje y vrijednosti numeriramo kao (3), a onu za
vece vrijednosti y kao (4). Stranicu paralelnu s y-z ravninom s manjim vrijednostima x
numeriramo kao (1) a s ve¢im vrijednostima x kao(2). Kona¢no stranicu paralelnu s x-y
ravninom s manjim vrijednostima z numeriramo kao (5), a suprotnu kao (6). Time se integral
toka vektorskog polja F (F) po cijeloj plohi (stranice (1)-(6) ) svodi na $est plosnih integrala.
Napisat ¢emo prva dva integrala toka po stranicama (1) i (2). Ostali slijede ciklickim

zamjenama:
Yo+AY 2,+Az

[F(nyda+[F@da= [ [[ F(x,y.2)-(-R)+F(x, +AxY,2)-% Jdydz=

Yo Zy
Yo+AY z,+Az

= [ I R +A%y,2) = F (%, y,2) Hydz~
Yo 2y

U pribliznoj jednakosti (4.11), koja vrijedi to bolje §to su intervali AX,Ayi Az manji
iskoristili smo definiciju parcijalne derivacije kao limesa omjera prirasta funkcijske
vrijednosti i prirasta varijable za izabranu varijablu i male varijacije polja F(F) unutar
domene Ax — Ay . Popuno analognim postupkom bismo za zbroj tokova kroz (3) i (4) dobili

aFy (XO’ yO ' ZO)

[F(ryda+[F(r)da~ AXAYAz = (4.12)
3 4

Konac¢no bi za sumu tokova kroz (5) 1 (6) imali:

oF, (X, Yo, 20)
oz
Tako bismo za ukupni tok oko volumena:

[F(r)yda~+[F(r)da~ AXAYAZ = (4.13)

AV = AXAyAz (4.14)
Imali sumu (4.11),(4.13) 1 (4.14) znaci:
- F
[F(r)da~ e D Fy aya (4.15)
po plohioko AV 6X ay aZ

Ako (4.15) podijelimo s volumenom AV (4.14), tada ¢e u limesu kada AV — 0 tako

dobivena lijeva strana prema (4.4) teziti prema lokalnoj vrijednosti divergencije polja, a znak

pribliznosti u (4.15) prerasta u znak jednakosti. Tako kona¢nom imamo eksplicitni izraz za

divergenciju polja:

divE) = @ FHO R @)
OX oy oz

Formalno se ovaj izraz moZe pisati 1 preko nama ve¢ poznatog operatora V' :

(4.15)



I 0 0 0 =
divF(r)=(XR—+y—+2—)-(XF, + JF, +ZF,) =V - F(F 4.16
()= (R +9 2 +22)-(%F, + §F, +2F,) =V -F(P) (4.16)

Izrazi (4.15) 1 (4.16) su nam operativni postupci za proracun divergencije svakog vektorskog
polja. To se jasno primjenjuje i na elektriéno polje E(F).

ELEMENTARNA DISKUSIJA ZNACENIJA I PRIMJENE DIVERGENCIJE:

Zamislimo u elektri¢cnom polju bilo koji mali volumski element AV . Nacinimo oko njega
Gaussovu plohu 1 izracunajmo tok kroz tu plohu. Neka je unutar plohe gusto¢a naboja
pozitivna, tada iz tog volumskog elementa polje na povrsini elementa ima izlazni smjer i tok
je pozitivan, a prema Gaussovom zakonu taj je tok jednak zatvorenom naboju podijeljenom s
&, - Znaci $to je viSe pozitivnog naboja zatvoreno u volumskom elementu, veci je 1 tok. U

limesu kada volumski element tezi prema nuli, ovaj tok podijeljen s AV postaje
divergencijom polja, a ona je proporcionalna gusto¢i naboja. Ocito divergencija elektri¢nog
polja mjeri lokalnu gusto¢u naboja a preko Gaussove plohe i veze integrala divergencije s
tokom elektriénog polja mjeri i snagu toka tog polja kroz plohu oko AV . Sto je veéa gustoca
naboja, jaci je tok izlaska polja iz plohe. Neki eksperti normiraju jakost polja brojem silnica u
jedinici volumena. Naime, ako u dijelu prostora nema naboja, nema ni toka elektri¢nog polja
kroz plohu oko tog prostora. To se izrice kao konstantnost broja silnica u tom dijelu prostora.
U svakom slucaju, sa silnicama ili bez njih, §to je viSe pozitivnog naboja u prostoru veci je tok
elektri¢nog polja iz tog prostora. Ista diskusija samo sa suprotnim predznakom vrijedi i za
prostor napunjen negativnim nabojem. Sada elektri¢no polje na Gaussovoj plohi oko
negativnog naboja ima smjer suprotan vektoru koji reprezentira elemente povrsine. Tako je
tok negativan. Sto je vise negativnog naboja unutar povrsine, to ée negativniji biti tok. U
limesu omjer toka i AV postaje divergencija. Tako mozemo slikovito vrlo intuitivno re¢i da
divergencija elektri¢nog polja mjeri snagu izvora polja (za pozitivni lokalni naboj) odnosno
ponora polja za (negativni lokalni naboj). Na ovom mjestu moZemo jo$ jednom podsjetiti na
veze elektricnog polja i rasporeda gustoce naboja. Prema (4.10) vrijedi:

g, - diVE(F) = p(F)
a elektri¢no polje je dano s (2.29):

= [N =Ty F? V'

v 4rs, |F - F'|

Primjer proracuna veze raspodjele naboja i polja u oba smjera za polje jednoliko nabijene
kugle:

Polazimo od kugle polumjera R i naboja Q.
Prema Gaussovom zakonu vrijedi:

[ Eda = Q (4.17)
S &
Gusto¢a homogene raspodjele naboja povezana je sa zadanim veli¢inama :

4R’r
Q= 3 7 (4.18)
Izvan kugle je polje moguce izracunati kako smo 1 prije ¢inili Gaussovim zakonom:
— (3.11)

Are,r?



Unutar kugle na nekom radijusu r , naboja sada ima manje. Ako tu koli¢inu ozna¢imo s Q" ,
tada je

j Eda= (4.19)
: &
Za taj naboj vrijedi:
Q- ‘”3” (4.20)
Tako unutar homogeno nabijene kugle na radijusu r imamo po Gaussovom teoremu:
3
E(r)am? =27, (4.21)
Eo

Znaci da unutar kugle naboja polje raste kao:

E(ry="L"r (4.22)
3g,

Sada moZemo pristupiti obratnom prora¢unu koristenjem (4.10) za nalaZenje gustoce

raspodjele naboja. Potrazimo divergenciju elektricnog polja u podruc¢ju gdje nema naboja:

p=eodiv 2 )= Laiv D)=
4 r

EN 4r
Qo0 X — . _
+ ciklicik za varijable yi z ;=

47:{6x{(x +y?4+2z2)32 ] “ : viz}
_Q 1 —3X 1 3y -3z
R T )+ EE )

Q|3 _x*+y*+1z?
==, - 32 7F T° 1.9 4.23
47z{r3 re } ( )

§to je ispravan rezultat jer izvan kugle nema naboja. Ako pak potrazimo gusto¢u naboja koja
odgovara polju unutar kugle imamo prema (4.10) i (4.22):

p,O0X 0Oy 01
r div(—r 4.24
p(r) =& IV(&‘O) 3(a +6y ) P (4.24)

Tako smo odredili polje unutar homogeno nabijene kugle i ujedno vidjeli primjenu izraza za
divergenciju kada trazimo gusto¢u naboja uz poznati izraz za elektri¢no polje.

DIFERENCIJALNA JEDNADZBA ZA VEZU POTENCIJALA 1 GUSTOCE NABOJA

Ve¢ smo pokazali jednadzbe:

dive(r) = 20 (4.10)
€o
i
E=-VU (3.19)
Supstituiranjem (3.19) u (4.10) imamo:
V-(VU) = _p) (4.25)
€

Ovdje smo vektorski diferencijalni operator napisali nabla (V) sa strjelicom iznad njega da

podsjetimo na njegov vektorski karakter. Kako je U skalarna veli€ina , to se najprije smiju
pomnoziti operatori nabla a rezultat primijeniti na U:



Tako slijedi diferencijalna jednadzba za direktnu vezu potencijala i gustoce:
V)u=-£ (4.26)
€o
Sto u potankostima zna¢i gornja jednadzba mozemo vidjeti polazeéi od (3.19) i piduéi detalje:

ou(r 8U r 8U r
E(F) = —(% ( ) . (r) , a( )) (4.27)
Uvrstenjem ovako napisanog elektri¢nog polja u (4.10) dobivamo:
OIiv(XaU(r) aU(r) aU(r)):_p(r) (4.28)
oy 0z &y

Primjenom pravila za upotrebu operatora divergencije (4.15) , koje kaze da se x komponenta
polja treba derivirati po x, tome dodati rezultat deriviranja y komponente polja po y i kona¢no
dodati rezultat deriviranja z komponente istog polja po z, dobivamo iz (4.28)
2 2 2
oY, U, oY~ (4.29)
OX oy 0z &

Opazamo da dvije ekvivalentne jednadzbe (4.26) i (4.29) prelaze jedna u drugu koriStenjem
formalno jednostavnog postupka:
2 2 2

(V)2 = 6 8 . 0 :

8y oz

Operator (4.30) se naziva i Laplaceovim operatorom: A . Formalno rjeSenje jednadzbe (4.29)
ve¢ znamo, to je izraz:

U(F) = j| )dV' (3.20)

(4.30)

LAPLACEOVA JEDNADZBA

Ako u (4.29) u razmatranom dijelu prostora nema naboja , u tom dijelu prostora vrijedi :

o’U  o°U  o%U
+ +

ox*  oy* oz’

To je Guvena Laplaceova jednadzba. Cesto se fizikalni problem svodi na odredivanje

potencijala u prostoru kada je na nekoj povr$ini zadana raspodjela naboja. Ovdje ¢emo
upoznati neka svojstva rjesenja ¢(') koja zadovoljavaju Laplaceovu jednadzbu simbolicki

napisanu:

~0 (4.31)

(V)?p(F)=0 (4.32)

Ako je ¢(F) rjeSenje jednadzbe (4.32) , tada je srednja vrijednost @(F) na povrsini bilo koje
kugle jednaka vrijednosti te funkcije u sredistu iste kugle. Mi ovo svojstvo mozemo pokazati
na slucaju elektri¢nog potencijala (u prostoru bez naboja). Uzmimo sferu koja je nalazi izvan
poloZaja naboja q koji je izvor potencijala. Neka je po kugli povrSine S uniformno naseljen
naboj q'. Rad potreban da se taj naboj q' dovede iz beskonacnosti na S je q' pomnoZen sa
srednjom vrijedno$éu potencijala koji potice od q na povrsini S (po definiciji srednje
vrijednosti). Istovremeno smo istu konfiguraciju mogli stvoriti tako da je q' ve¢ naseljen na
kugli a da iz beskona¢nosti dovodimo naboj q'. Taj pak rad znamo da je jednak q
pomnoZzenom sa vrijednoS¢u potencijala koji q pravi u srediStu kugle.



NEMOGUCNOST STABILNOG RAZMJESTAJA NABOJA U PROSTORU POD
UTJECAJEM SAMO ELEKTROSTATSKIH SILA

Zamislimo da imamo elektri¢no polje koje pozitivni naboj q uravnotezuje u nekoj tocki
prostora. To bi znacilo da proizvoljni mali pomak pozitivnog naboja nailazi na otpor sile koja
ga vraca u stabilnu poziciju. To znaci da u maloj sferi oko te pozicije postoji ponor silnica
(koje vrac¢aju naboj u stabilni polozaj). No to je prema Gaussovom zakonu nemoguce, jer tok
polja na toj poziciji mora biti pozitivan (na toj je poziciji samo pozitivi naboj). Sli¢ni
zakljucak slijedi 1 iz teorema o srednjoj vrijednosti. Da bi konfiguracija bila stabilna,
potencijal mora imati ekstremnu vrijednost. O teoremu o srednjoj vrijednosti, vrijednost
potencijala je istovremeno i srednja vrijednost potencijala po kugli oko tocke, §to je ponovno
nemoguce.

RAZLIKA GAUSSOVOG ZAKONA | GAUSSOVOG TEOREMA

To je razlika fizike i matematike. Gaussov zakon izri¢e fizikalnu ¢injenicu da je tok
elektri¢nog polja po zatvorenoj povrsini proporcionalan zatvorenom naboju. Gaussov teorem ,
za svako vektorsko polje , povezuje tok vektorskog polja po zatvorenoj povrsini s volumskim
integralom divergencije tog polja po prostoru zatvorenom tom povrSinom.

STOKESOV TEOREM ZA ROTACIU VEKTORSKOG POLJA

Za konzervativne sile je poznato da krivuljni integral njihovog rada po zatvorenom putu
iznosi nula. Kako je elektricno polje istih svojstva to je

jE(r)-d§=§Ed§=o (5.1)

gdje je C oznaka za zatvorenu (closed) krivulju. Kao 1 u prijasnjem odsjecku razmatrat ¢emo
najprije opée vektorsko polje F(F), koje ne mora nuzno imati svojstvo (5.1) . Slijedit ¢emo
proceduru koja je analogon postupka izvoda Gaussovog teorema samo ovdje imamo posla s
krivuljnim integralima. Zatvorenu krivulju C presijecimo proizvoljno izabranom krivuljom
AC , koja spaja dvije razlicite tocke krivulje C. Tada moZemo ukupni integral skalarnog
produkta vrijednosti polja i vektora diferencijala pomaka po zatvorenoj konturi C razdvojiti u
dva integrala po zatvorenim krivuljama. Jedan po C, jednom dijelu krivulje C i

AC presjecnoj krivulji i drugi po C. preostalom dijelu krivulje C i AC presjec¢noj krivulji ali u
tom slucaju idu¢i suprotnim smjerom pri putu po poresjecnoj krivulji. Vrijedi dakle identitet:
[Fds= [ Fds+ [Fds (5.2)

c C+AC C,+AC

Gornji identitet vrijedi jer u pojedinoj tocki vrijednost polja F(F) na presjecnoj krivulji je ista
za obadva smjera integriranja, ali su pomaci suprotni vektori tako da se u (5.2) doprinosi od
integriranja po AC ponistavaju. Nakon §to smo ustanovili da se opcenito krivuljni integral
polja po zatvorenoj krivulji C moze razbiti u dva integrala po zatvorenim krivuljama
uvodenjem presjecne krivulje AC 1 integrirajuci po dijelovima C, +AC i C, + AC, to taj
postupak moZemo prosiriti uvodenjem dodatnih presjecnih krivulja unutar bilo koje zatvorene
putanje. Pri tome ¢e se integrali po presjeénim krivuljama uvijek ponistavati radi suprotnih
predznaka vektora pomaka. Znaci da vrijedi:

[ Fds =Y [Fds (5.3)



Gdje je C'; zatvorena krivulja dobivena usitnjavanjem ukupne konture C u manje zatvorene

krivulje postupkom ¢iju osnovnu ideju smo vidjeli pri izvodu (5.2). Mozemo sada ¢lan sume u
(5.3) podijeliti s povrSinom Aa; koja se nalazi unutar zatvorene Krivulje C',. Tako dobiveni

omjer jest u limesu kada krivulja postaje sve manja (i njena povrsina suglasno tome)
definicija vektorske komponente rotacije vektorskog polja F(F) koja komponenta je okomita
na povrsinu Aa, . Matematicki pisano definicija komponente vektora rotacije polja okomita na

povrsinu Aa, jest:
I Fds
(5.4)

A-rotF(r) =lim| .
Aa; -0 Aai
Tako smo dobili definiciju jedne komponente vektora rotacije (¢esto nazvanog i rotora). Jasno
izborom triju ortogonalnih povrsina dobivamo sve tri komponente vektora rotacije. No
vratimo se na (5.3) gdje prosirivanjem i-tog sumanda s upravo izrazom za rotaciju imamo:

[ Fds
j Fds =" j Fds => ' Aq, = j rotF (F)da (5.5)
C icy i Aai SinaunutarC
i povriina
Time smo dosli do vrlo vaznog matematickog teorema nazvanog Stokesovim teoremom:
[Fds=  [rotF(r)da (5.6)
C povrsinaunutarC

Odmah ovo moZemo primijeniti na slu¢aj elektrostatskog polja E(F). S jedne strane je

integral skalarnog produkta elektri¢énog polja i pomaka jednak nuli za svaku zatvorenu
krivulju. S druge strane je taj krivuljni integral jednak povrSinskom integralu rotora
elektricnog polja po povrsini zatvorenoj tom krivuljom. To naravno vrijedi za svaku
zatvorenu krivulju.

[Eds=0= [ rotFda (5.7)

C povrSinizatvorenop S

Kako je povrsina integracije proizvoljna, to podintegralna funkcija mora biti jednaka nuli:
rotE(rF) =0 (5.8)
Elektri¢no polje je irotacionalno, to jest njegov rotor u svakoj tocki polja iS¢ezava.

| ovdje vrijedi napomena iz prethodnog teorema. Student treba intuitivno prihvatiti definiciju
rotacije-rotora vektorskog polja (5.4) a u slijedecem dijelu ¢emo vidjeti kako se vrijednost tog
vektora moze izraunati ako imamo njegove Kartezijeve koordinate.

ROTACIJA VEKTORSKOG POLJA U KARTEZIJEVIM KOORDINATAMA

U (5.4) smo definirali komponentu vektora rotacije u smjeru koji je okomit na povrSinu oko
koje se prora¢unava krivuljni integral skalarnog produkta polja i pomaka (podijeljen s
povrsinom zatvorenom ophodnom krivuljom). Pokazat ¢emo rezultat proracuna komponente
rotacije vektorskog polja koja je u smjeru osi z . Prema (5.4) smjer normale je smjer
jedini¢nog vektora 7 . Vektor povrsine koji je takoder usmjeren duz osi z jest:

A@ = ZAXAY (5.9)

Sukladno (5.4)



[ Fds
2 TOtF (F) = (rotF (F)), = lim |, 2% — (5.10)

Aa—0 A a

Povr§inu Aa ¢emo izabrati kao pravokutnik paralelan x-y ravnini. Pocetna tocka
pravokutnika je: (X,, Yy, Z,) - Zatim slijedi tocka (X, + AX, Y,,Z,) pa

tocka (X, + AX, Y, + Ay, Z,) itocka (X,,Y, +AY,z,). Krivuljni integral ide po duzinama koje
spajaju ove Cetiri tocke.

Xg+AX Yo +AY Xg+AX Yo +AY
.[ Fds = .f F (X, Yo,2o)XdX + IF(XO +AX,Y,2,)ydy - .[ F(X, Y, +Ay)Xdx — IF(XO, Y, Z,)ydy =
oko Aa %o Yo Xo Yo
- Xg+AX Yo+AY Xg +AX Yo +AY
I Fds = I F (X, Yo Zo)dX + IFy (Xo +AX, Y, Z,)dy — _[ F, (X, y, +Ay)dx — ij(xO, Y, Z,)dy=
oko Aa Xo Yo Xo Yo
~ Xo+AX Xo+AX Yo+AY Yo+A4y
J. Fds = J. F (X, ¥o,20)dX — J' F, (X, Yy, +Ay)dx + I F, (X, +AX, Y, z,)dy — I F, (X0, Y, 2,)dy =
oko Aa Xo Xo Yo Yo
e o oF oF
= I (- oF, )Aydx + j —LAxdy = Ay(— oF, YAX + AX—L Ay =
% oy ,  OX oy OX
oF F
= AXAY(—L — F, ) (5.11)
oX oy

Ako (5.11) podijelimo s povr§inom koju smo obilazili: AxAy, tada iz (5.11) dobivamo z
komponentu rotacije polja F(F):

_ oF
(rotF (7)), = (5—%) (5.12)

Sada mozemo istu proceduru primijeniti i na ostale komponente vektora rotacije. No kako su
Kartezijeve koordinate potpuno ravnopravne, to se iz (5.12) moZe dobiti ispravne izraze za
ostale komponente jednostavnim ciklickim zamjenama simbola:

oF, oF

(rotF(r)), =( & E) (5.13)
- OF, OF,
(rotF (), = ( o ) (5.14)

Prema pravilima o determinanti treeg reda mozemo provijeriti da se tri relacije (5.12) do
(5.14) mogu kompaktno napisati kao vektor:

£ v 2

otf =12 2 9 (5.15)
OX 0y oz
F, F, F,

Ili takoder:

rotF =VxF (5.16)

PRIMJERI ZA VIEZBANJE RACUNANJA ROTACIJE



Polje brzina tocke krutog tijela koje rotira oko z osi:

Xy 2
V=oxf | o=1w =10 0 w|= X(-~wy) + J(@X) (5.17)
Xyz
X vy 2
_ |0 o o ,, o(ax), .0wy, . R
rotv=— — —[=X(- + +2(ow—(— =72 5.18
X o o ( az)y(az) (0-(-w)) =720 (5.18)
-y wx 0

Polje brzina za slu¢aj da brzine rotiranja oko osi z opadaju linearno s udaljenosc¢u od osi z.

V=(oxp)l p? (5.19)
X ¥y 2
or@<P) |0 2 o]
oX oy oz
_y oX
P P

feg i et
Z p oz p p

)=0 (5.20)

Ovaj primjer je edukativan za intuiciju i fizikalno. Rezultat da je rotacija gornjeg polja
jednaka nuli mogli smo anticipirati. U njemu tangencijalno polje pada obrnuto proporcionalno
s radijusom, a opseg kruga po kojem integriramo raste s linearno s radijusom Tako integral
povrsinski integral po prstenu izmedu koncentri¢nih kruznlca raznih radijusa je odgovoran za
promjenu linijskog integrala cirkulacije polja. S druge strane, fizikalno svojstvo
irotacionalnosti je bitno kod superfluida i1 supravodica.

Rotacija vektorskog polja koje je gradijent skalarnog polja je nula.
Ovo student moZe sam provjeriti piSuci eksplicitno izraze za gradijent i rotaciju. Mi ¢emo to
pokazati kompaktnijim postupkom .

jgradU(r) ds =0 (jer je gradUds = dU; C zatvorena krivulja= Irot(gradU)da (5.21)

unutarC

Kako rezultat (5.21) ne zavisi 0 1zb0ru krivulje, odnosno plohe unutar te krivulje, ve¢ smo

vvvvv

rot(gradU) =0 (5.22)

Primjer kvadrupolnog polja



Student moze sam provjeriti iz eksplicitnog izraza (3.26) za oblik kvadrupolnog polja da je
rotacija kvadrupolnog polja jednaka nuli . S druge strane smo u (3.30) pokazali eksplicitni
izraz za potencijal elektri¢cnog kvadrupolnog polja. Svako vektorsko polje za koje postoji

skalarni potencijal, €iji je to polje gradijent prema (5.22) ima svoju rotaciju jednaku nuli
prema (5.22). Znaci, rotor kvadrupolnog elektri¢nog polja iS¢ezava!

ELEKTRICNA POLJA UNUTAR I OKO RAZNIH MATERIJALA

Nevodiljivi materijali dopustaju vanjskom elektricnom polju da ima svoj nastavak unutar
materijala. U njima se unutrasnji dipoli mogu orijentirati i smanjiti polje unutar materijala. To
¢emo posebno studirati kao fenomen polarizacije kasnije. No elektri¢no polje unutar njih ne
iS¢ezava ako postoji vanjsko elektricno polje.

Na povrsini vodica i u njihovoj unutrasnjosti vanjsko elektricno polje nema nastavka; ono
i8¢ezava. Razlog je ocit. Vodi¢ se ne opire premjeStanju naboja. Ako unutar vodi¢a na
trenutak uspostavimo polje, naboji ée se prerazmjestiti dok to polje ne nestane. Ovo ¢emo
demonstrirati pokusom u kojem najprije izolirane metalne prstene dovedemo u kontakt
vodic¢em preko njih. Taj sustav izlozimo vanjskom polju. Versorij ¢e nam pokazati da unutar
sustava prstenova nema polja. Ako sada uklonimo vodi¢, vrsorij jo§ uvijek ne e registrirati
polje. Medutim , ako uklonimo vanjsko elektri¢no polje, versorij ¢e registrirati polje koje
postoji kao rezultat prerazmjestaja naboja. (Pozitivni naboji su po vodicu otisli na prsten dalje
od izvora polja, a negativni na prsten blize izvoru polja.

Elektri¢no polje u prostoru neposredno uz vodic je:

E,=— (5.23)

Ovo lako dokazujemo Gaussovim zakonom na nacin kojim smo racunali elektri¢no polje
beskonacne ravnine homogeno raspodijeljenih naboja. Razlika u rezultatu za faktor dva
potjece od ¢injenice da pri formiranju Gaussovih ploha toka kroz plohu u unutrasnjosti vodica
nema pa je tok od naboja na povrSini sav izbacen van vodi¢a. Nadalje, kako je povrSina
vodic¢a ekvipotencijalna ploha, to je elektricno polje na nju okomito, kako smo opcenito
pokazali za odnos ekvipotencijala i silnica. To je porijeklo indeksa n u (5.23). U unutrasnjosti
Supljih vodi¢a nema polja takoder, §to dokazujemo Gaussovim zakonom. Moramo medutim
voditi ra¢una o Cinjenici da ovo vrijedi tako dugo, dok u unutrasnjost vodi¢a nismo izvana
unijeli naboj.

NA SILJICIMA NABIJENIH VODICA FORMIRAJU SE SNAZNA POLJA

Za intuitivno razumijevanje ovog fenomena razmotrimo sustav dviju kugli na¢injenih od
vodica spojenih vodljivom zicom i nabijenih nabojem. Jasno je da je potencijal po cijelom
sustavu isti. Stoga za naboje Q i g na velikoj i maloj kugli vrijedi:

Q/R=ql/r (5.24)

gdje su R i r radijusi velike i male kugle. Ako s ¥ i o ozna¢imo gustoce naboja na velikoj i
malo kugli, tada se preko izraza za povrSinu kugle (kojim moramo podijeliti naboj da
dobijemo povrSinsku gusto¢u) dobiva

> =Q/I(4R*) o =ql(4nr?) (5.25)
Uvrstenjem (5.24) u (5.25) dobivamo:

olZ=RIr



gusto¢e naboja su obrnuto proporcionalne radijusima kugala. To se generalizira na odnos
gustoc¢a naboja i radijusa zakrivljenosti vodica. Iz toga se vidi da su polja, koja su
proporcionalna gusto¢i naboja prema (5.23), snazna upravo na Siljcima. Ovo demonstriramo
vrtuljkom koji je metalna Sipka sa Siljcima koji su okomiti na Sipku. Kada taj vrtuljak
nabijemo nabojem on se poc€inje vrtjeti, jer snazno polje uzrokuje pokretanje naboja
materijala. Takvi $iljci kontroliraju stalnu vrijednost napona na nekim visokonaponskim
tockama. Kada potencijal prijede kriti¢nu vrijednost, iz Siljka se suvi$ni naboj odbacuje
analognim postupkom.

ILUSTRACIJA POSTUPKA DOKAZIVANJA JEDINSTVENOSTI RJESENJA
LAPACEOVE JEDNADZBE ZA ZADANE RUBNE UVJETE

Neka imamo zatvorenu vodljivu Supljinu koja je uzemljena. Neka su unutra smjeSteni naboji
Q, naplohama istoimenim plohama. U prostoru Supljine bez naboja potencijal zadovoljava
Laplaceovu jednadzbu s rubnim uvjetima danim naseljenos¢u naboja na povrSinama.

Pretpostavimo da imamo dva rjeSenja Laplaceove jednadzbe koja nisu identi¢na, no naravno
moraju koincidirati na rubnim plohama:

u(r)=V(r) (5.26)
Tada je i
W=U-V (5.27)

jednak nuli ne samo na povrsini k nego i u cijelom prostoru. Ako nije jednak nuli u cijelom
prostoru, on u njemu mora imati ili minimalnu ili maksimalnu vrijednost. To pak nije u
suglasju s teoremom o srednjoj vrijednosti. Stoga je W=0 po cijelom prostoru; dva su rjeSenja
identi¢na.

POTENCIJAL UNUTAR SUPLJEG VODICA

Ve¢ smo ilustrirali da u unutrasnjosti Supljeg vodi¢a nema polja. Mozemo dokazati da je u
njegovoj unutrasnjosti potencijal konstantan i jednak onom na povrsini. Naime potencijal je
konstantan i iznosi U, na povrsini vodica. Ta se vrijednost nastavlja i u unutrasnjost. To je

ocito jer stalna vrijednost zadovoljava Laplaceovu jednadZzbu 1 rubni uvjet na povrsini 1 prema
gornjem teoremu je jedinstveno rjesenje.

FARADAYEV KAVEZ

Na gornjem zakljucku se zasniva Faradayev kavez. Naime unutar vodljive Supljine nema
elektricnog polja koje bi bilo izazvano vanjskim poljem. Metalna Supljina §titi unutrasnjost od
vanjskih elektri¢nih polja. To je temelj zastite od elektricnih polja . isto moZe biti problem i s
primanjem elektri¢nih signala u unutra$njost metalnih povrSina. Naime stati¢ko polje ne
prodire u Faradeyev kavez. Na brze promjene polja moguce je ipak da se naboj koji se po
vodi¢u pomice ne stigne pomaknuti da polje ponisti.

VAN DE GRAAFOV GENERATOR

Neka imamo zatvorenu vodljivu sferu i na njoj na primjer pozitivni naboj. Dok u unutrasnjost
ne unesemo naboj, u njoj nema polja. Ako medutim u unutrasnjost unesemo pozitivni naboj,
on stvara polje koje tjera naboje prema povrsini vodi¢a, ma kako taj naboj bio mali, a naboji
na povrsini veliki. Na tom se principu temelji Van de Graafov akcelerator. Temelji se na
velikoj metalnoj kugli u ¢iju untraSnjost se mehanicki strojem koji pokrece izolatorsku traku



na koju je smjesten naboj. Traka unosi naboj u unutrasnjost kugle , a Cetkice koje struzu po
izolatoru omogucuju naboju da niz polje, koje stvara prisutnost drugih naboja trake, prijedu na
vodljivu sferu i time joj dizu potencijal. Tipi¢ni su terminalski naponi u sedamdesetim
godinama bili 6 mega elektronvolta. To je razdoblje kada su VVan de Graaf generatori bili u
Sirokoj upotrebi u istrazivackim laboratorijima radi induciranja nuklearnih reakcija na
atomskim jezgrama. Studentima ¢e se demonstrirati rad generatora. Van de Graaf generator je
prva sprava pri kontaktu s kojom zivot moze biti u opasnosti; eksperimentator treba biti na
dobro izoliranoj podlozi za slucaj kontakta s visokim naponom. Naime Stetne posljedice
izaziva gibanje naboja kroz ljudsko tijelo mjereno strujom. Kapacitet ljudskog tijela je mali
tako da za velike napone, ne ¢e pri kontaktu poteci velika struja, ali ako tijelo nije izolirano,
struje moze biti velika i smrtonosna, narocito, ako prelazi preko srca.

ELEKTRICNI POTENCIJALI I POLJA ZA DVIJE KONCENTRICNO SMJESTENE
VODLIJIVE KUGLE

Radijus manje kugle je r, i naboj Q, .Unutrasnji radijus druge kugle je r, vanjskir, nabojQ,.
U untrasnjosti manje kugle nema polja jer nema naboja. Izmedu kugala polje potjece samo od

naboja manje kugle. Unutar sloja vodi¢a veée kugle nema polja. Izvan veée kugle polje
potjece od naboja obadvije kugle. Tako imamo redom:

r<r E=0 (5.28)

r<r<r, E= Q—lrs (5.29)
Arg,r

r,<r<r, E=0 (5.30)

r<r E-QtQy (5.31)
dreyr

Kod rekonstrukcije potencijala vodimo racuna da se potencijali zbrajaju. Polaze¢i izvana uz
znanje izraza za potencijal kugle imamo:

>, U=2+Q (5.32)
Arg,r

Lers>r, U=t (5.33)
Arg,r,

Csrsn U=t Q& Q (5.34)

Arg,ry  Arms,r  Arsr,
Ako studentu (5.34) nije o¢it treba po¢i od (5.33) i dodati rad koji se od radijusa r, do
radijusa r vrsi za jedinicni naboj protiv polja (5.29). Taj rad su dva posljednja ¢lana u (5.34).
L (@+Q QA Q, (5.35)

r>r U=—-—(
r-3 r1 r2

4re
Izrazi se pojednostavljuju ako vanjska kugla ima zanemarivu debljinu, to jestako je r, =, .

0

KAPACITORI

Kapacitori su uredaji koji sluze za efikasno uskladiStenje naboja. Nastoji se uskladistiti $to
veca koli¢ina naboja uz §to manju razliku potencijala medu dijelovima. MoZemo poceti s
gornjim primjerom pri cemunamje I, =1, a Q, =Q, =Q

Tada je razlika potencijala



. 1. 1,.Q
U_47r50 (rl rz)_C (5.36)

Gdje je (5.36) definicijska jednadzba za kapacitet C. Drugim rije¢ima:

Q=CU (5.37)

Sto je veéi kapacitet to za isti potencijal (napon) u uredaj stane vise naboja. Iz (5.36) vidimo
da u limesu kada radijus vece kugle ide u beskonacnost, preostaje kapacitet manje kugle kao:
C =4ng,r, (5.38)

ENERGIJA USKLADISTENA U KAPACITORU

Rad potreban da se naboj dQ prebaci s jednog dijela kapacitora na drugikada je medu njima
potencijalna razlika U jest:

Q 1.1
dW =UdQ==dQ==d(= 5.39
Q=2dQ=,d(CQY) (5.39)
Tako je ocito energija spremljena u kapacitor:
Energi'a—Q—Z—ECU2 (5.40)
9= 72 '

PLANPARALELNI KAPACITOR

Ako na jednu plo¢u kapacitora nanesemo naboj gustoe+ o a na drugu — o, ia ako su te

ploce paralelne , prema razmatranjima (3.12-(3.14) lako zaklju¢ujemo da je polje izmedu
ploca (iskljucujuci rubne efekte) :

E=0/¢g, (5.41)

Razlika potencijala medu plo¢ama, rad da se jedini¢ni naboj medu njima prenese je:

U-E.g-24_Qd (5.42)
gy €S

Ovdje je Q naboj nanesen na pojedinu plocu, S je njena povrsina. Odavdje proistice da je
kapacitet ploCastog kapacitora (kondenzatora) :
C 8;_5 (5.42)

Moze se pokazati da ovaj izraz vrijedi priblizno 1 opCenitije za sve situacije u kojima razmak
medu plohama ostaje konstantan.

Vazno za upamtiti: micanje naboja unutar polja mijenja razliku potencijala kapacitora. Ovo
lako razumijemo. Zamislimo da smo usred polja stvorili par naboja , za $to nam ako nemaju
mase ne treba energija. Kako naboji , pod djelovanjem polja, putuju svaki prema svojoj plo¢i,
v1si se rad. Kao rezultat ,past ¢e razlika potencijala medu plocama, §to je vidljivo i iz
¢injenice da ¢e se neutralizacijom stvorenog naboja , naboj na plo¢ama smanjiti. Ovo
razmatranje direktno se primjenjuje pri radu detektora ionizacije izazvane zracenjem. Ako je
ploca povezena vodi¢em s osciloskopom, gibanje naboja se vidi na osciloskopu kao puls.
Detekcijska elektronika taj signal dalje obraduje. To moZemo i matematicki pratiti.

Ako je razlika potencijala na plo¢ama U, tada je rad dobiven dolaskom naboja q na plo¢u
naboja Q:

dEnergije= qU :d(%CUZ):CUdU (5.43)



Simbol za kapacitor je slijedeci : —| | — . Uz okomite linije moZze se dodati i polaritet

pojedine ploce. Jedinica za kapacitet je Farad. 1z (5.36) mozemo nac¢i i jednu od mogucéih veza
s ostalim jedinicama Sl sustava:

2
Farad — Kulon _ Kulon (5.44)
Dzul Volt

METODA ZRCALNIH SLIKA ZA RJESAVANJE ELEKTROSTASKIH PROBLEMA

Brojne su metode za proracun elektri¢nog polja i/ili potencijala za zadani raspored naboja.
Jednu mogucénost ¢emo ilustrirati sada. Potrazimo rjeSenje za jedan tockasti naboj smjesten na
visini h od vodljive povrsine. Najprije je jasno da ¢e silnice polja sve biti okomite na vodic.
Takoder je jasno da Ce silnice biti gus¢e rasporedene uz to¢ku dobivenu kao noziste polozaja
naboja na ravnini nego u udaljenijim dijelovima ravnine.( Naime, ako blizu nozista izaberemo
tocku koja jo$ nije na ravnini i kroz tu tocku prolaze kugle sve veéeg radijusa, s tim da one
prolaze tom tockom a da im je srediSte na zraci koja ide od nozista okomice kroz to¢ku u
kojoj je naboj, ukupni tok kroz dobivene Gaussove kugle uvijek je isti:q/ g, . Ocito gustoca

silnica opada s radijusom kugle, dok se tok oko dijela oko nozista ne mijenja!) Takoder je
jasno da se oblik silnica ove konfiguracije ne mijenja, ako vodljivu plocu zamijenimo
identi¢énim nabojem suprotnog predznaka koji je sa suprotne strane ravnine . Tako se navedeni
problem svodi na racunanje polja dva naboja razmaknuta 2h suprotnih predznaka.

Najprije preko Coulombovog zakona raCunamo rezultantno polje na ravnini:

gcos ¢ gh _o (5.45)

4re,(r’ +h?) 27(r> +h?)*? ¢,
U (5.45) r je udaljenost tocke ravnine u kojoj raunamo polje od nozista, a 4 je prikloni kut
pod kojim se iz naboja q vidi toc¢ka u kojoj raunamo polje mjeren od okomice iz naboja na
ravninu. U (5.45) je u krajnjoj relaciji unesena i veza polja i povrsinske gustoce naboja za
vodi€. Gornji slu¢aj ima Sire posljedice. Naime ako sada iz polja proracunamo i
ekvipotencijalne plohe, te ako nadalje dvije ekvipotencijalne vodljive plohe sa suprotnih
strana ravnine naselimo jednakim ali suprotnim nabojima q, rjeSenje tog problema bit ¢e
identi¢no rjeSenju problema dva suprotno nabijena tockasta naboja!

ELEKTRICNE STRUJE
KONCEPCIJSKI KOMENTARI

Uvodno ¢e se studentima demonstrirati praznjenje kapacitora velikog kapaciteta: Leydenske
boce s dramati¢nim vizuelnim 1 akusti¢kim efektima. Jasno je da pri tom praznjenju velika
koli¢ina naboja fenomenom strujanja naboja prelazi s jednog dijela kapacitora na drugi.

Student takoder moze prihvatiti, imajuci u vidu kapacitorski model, da za razliku potencijala
nije vazno da li se jedan naboj pokrece u jednom smjeru ili suprotni naboj u suprotnom
smjeru. Efekt na razliku potencijala (napon na kapacitoru) je isti.

Studenti su u svom prijasnjem $kolovanju informirani da se pod terminom struje
podrazumijeva koli¢ina naboja protekla nekim sredstvom u jedinici vremena:

| =dQ/dt (6.1)



Iz izraza (6.1) ocito je da se struju mjeri u jedinicama Coulomb/sekunda. Ta jedinica nosi ime
amper. Radi boljeg razumijevanja iznenadujucih fenomena poput Ohmovog zakona, radije
¢emo poc¢i od mikroskopskog fenomena gustoce struje! Uo¢imo povrsinu a karakteriziranu
kao 1 do sada vektorom ¢iji je iznos a , smjer okomit na povrsinu. Promatrajmo bilo kakav
protok koji brzinom v protjece kroz povrsinu. Volumen koji je protekao u jedinici vremena
jestv-a@ . Ako s n oznacimo broj naboja u jedinici volumena a s q iznos naboja tada je prema
spomenutoj definiciji struje 1 (6.1),

| =ngv-a (6.2)

Faktor ngv je dio podloge pojma gustoce struje. Naime, ¢esto u ukupnoj struji ucestvuju
razne komponente . Indeksirat ¢emo ih s indeksom i . Tada ¢e ukupna struja biti:

| =dQ/dt=a) n,qv, (6.3)

Jedan primjer raznih komponenti je pokretanje elektrona na jednu stranu i pozitivnih iona od
kojih su elektroni ionizacijom otrgnuti na drugu stranu . Kako tih iona moze biti razli¢itih
vrsta, razumljivo je da svaka vrsta ima svoj indeks i . Sada mozemo definirati gustocu struje :

izzniqivi (6-4)

No gustocu struje mozemo izraziti i druk¢ije obzirom da je n, broj Cestica po jedinici
volumena:
2.

= Cesticeu AV
— costiced AV 6.5

Izraz (6.5) je mikroskopski, jer se odnosi na mali volumen; u (6.4) se moze raditi takoder o
malom ali mozZe biti 1 prosjecna vrijednost po ve¢em dijelu prostora.

JEDNADZBA KONTINUITETA

Izraz za struju moZemo pisati 1 u diferencijalnoj formi, kada opisujemo struju koja je prosla
kroz diferencijal povrSine da.

dl =j-da (6.6)

Tok vektora strujne gustoce kroz zatvorenu povrSinu S jest:

1(8)=[]-da (6.7)
S

Izraz (6.7) ocito opisuje koliko je naboja isteklo iz volumena S. Ako s Q(S) oznacimo naboj
unutar S, tada vrijedi , radi zakona sac¢uvanja naboja:

| T-déz—%—% [ p(F)dv (6.8)

gdje je p lokalna gustoca naboja. No pocetni izraz u (6.8) je po Gaussovom teoremu:
[7-da=[dividv (6.9)

S S

Usporedbom desnih strana (6.8) 1 (6.9) uz proizvoljnost izbora povrSine S slijedi:

divj = -2 (6.10)

Izraz (6.10) , nazvan jednadzbom kontinuiteta, lako interpretiramo. Izviranje struje moze
nastupiti samo od vremenske promjene naboja na danoj lokaciji.

OHMOV ZAKON



U nekom strujnom krugu koji se sastoji od izvora razlike potencijala U, instrumenta za
mjerenje prolaska struje kroz njega (ampermetra) i objekta kroz koji mjerimo prolaz struje
povezanih vodljivim zicama u zatvoreni elektri¢ni krug eksperimentalno se opaza
proporcionalnost mjerene struje | i napona U:
U=RI (6.11)
gdje je R eksperimentalno nadena konstanta proporcionalnosti koja se mjeri u Ohmima. To je
glasoviti Ohmov zakon. Ohm je o¢ito kvocijent Volta i Ampera. Konstanta proporcionalnosti
se naziva otporom. Ohmov zakon je utvrden mjerenjem. Do njegovog postojanja mozemo
do¢i takozvanim Drudeovim modelom. Napominjemo da bez takvog modela Ohmov zakon
opisuje dosta iznenadujuce ponaSanje povezanosti struje i razlike potencijala , kao sto ¢emo
tijekom Drudeovog izvoda vidjeti. No prije uvida u Drudeov model razradit ¢emo potankosti
Ohmovog zakona prihvacajuci zasad da on vrijedi .
Prema definiciji gusto¢e naboja , ako kroz povrsinu A protje¢e okomito na nju struja I, imamo
uz Ohmov zakon:
11U
: A AR
Ako je duljina vodica koji promatramo | tada je razlika potencijala na njegovim krajevima
povezana s jakos$¢u polja koje postoji unutar njega i uzrokuje protok elektri¢ne struje:

(6.12)

E=U/I (6.13)
Kombiniranjem (6.12 i (6.13) imamo
.11
Sl = 6.14
I=%n (6.14)

postoji proporcionalnost gustoce struje j i1 elektricnog polja unutar vodi¢a E. Oc¢ito smo

prestali raditi u uvjetima elektrostatike; naboji struje kao posljedica vodi¢u izvana nametnutog

polja E koje se gibanjem naboja ne ponistava, jer je vanjskim izvorom razlike potencijala

osigurana stalnost tog napona. Konstanta proporcionalnosti izmedu gustoce struje i

elektri¢énog polje naziva se vodljivos¢u i prema (6.14) ona je :
|

AR

Student uocava nesretnu okolnost da se isto slovo sada upotrebljava za dvije potpuno razlicite

veli¢ine. Prije je to bila povrSinska gustoca naboja, ovdje je to vodljivost. U literaturi postoje i

druge oznake za vodljivost. Uz vodljivost se definira i otpornost kao njena inverzna vrijednost

p= 1 (6.16)
o)
Tako se otpor vodica moze karakterizirati s dvije fenomenoloske konstante zavisne o
materijalu od kojeg je vodi¢ napravljen. 1z (6.15) i (6.16) slijedi:
11 I
oA p. A (6.17)
Relacije (6.15) - (6.17) nemaju temeljno znacenje, ali iskazuju nacin kako se iz tabeliranih

vrijednosti za fenomenolosko ponasanje materijala to jest pili o moze izracunati otpor

(6.15)

O =

pojedinog uzorka materijala znaju¢i njegove dimenzije 1 vrstu materijala.

DRUDE-ov MODEL VODENJA ELEKTRICNE STRUJE

Elektri¢ni naboj q u elektri¢nom polju E izloZen jesili F koja po drugom Newtonovom
zakonu rezultira u akceleraciji tog naboja. Prema Newtonu bi trebalo vrijediti:

= (0=
m ( )



Ubrzanje naboja g mase m bi trebalo rezultirati njegovom stalnom akceleracijom. No,
mikroskopska verzija Ohmovog (fenomenoloskog) zakona (6.14) i veza gustoce struje S
brzinom kretanja naboja V izrazena preko (6.4) , ukazuju da elektri¢no polje u stvari odreduje
ne akceleraciju, nego brzinu nabojal!!! Vidimo da mjerenja ukazuju na posve neoc¢ekivan
rezultat. Napon na krajevima vodica, koji definitivno stvara elektri¢no polje ne rezultira
prema empirijski utvrdenom Ohmovom zakonu u akceleraciji naboja, nego odreduje njegovu
srednju brzinu. To je ta neoCekivanost Ohmovog zakona, koju treba objasniti. U Drudeovom
modelu koji ¢e se studentima ilustrirati gibanjem kuglice kroz mrezu vertikalno postavljenih
iglicastih zapreka, naboj se nakon sudara s resetkom zapreka ponovno akcelerira prema(6.18),
ali ta akceleracija dovodi samo do ponovnog sudara koji rezultira u prosje¢noj brzini nula
nakon sudara. Tako se naboj stalno akcelerira kako bismo o¢ekivali, ali doZivljavanjem
sudara ponovno se vra¢a nultoj brzini. Kao sveukupni rezultat ovog zamrSenog procesa on
ima neku srednju brzinu pomicanja kao §to to i1 izrice Ohmov zakon. Sada ¢emo uci u
potankosti Drudeovog opisa. Nosioci struje su elektroni negativnog naboja (-q) i1 ioni naboja
(+q). Sila elektricnog polja E koje postoji u vodi¢u dobiva se mnoZenjem naboja i polja.
Polazimo od stanja u kojem je pocetna brzina jednaka nuli, a sila je stalna. Indeks i kao i do
sada nam oznacava vrstu nosioca naboja. Integrira se jednadzba:

qE=m, % = konst (6.19)
Mase nosioca naboja nisu iste. Dobiva se rezultat:

V. (t) = (:;1—E(t —t,) (6.20)
Za gustoc'lu struje i-te komponente imamo prema (6.4) :

Ti = niqi{%é'(t_to)} (6.21)

I
1z (6.20) ili (6.21) uzimajuci da se nakon prosjecno stalnog vremenskog intervala z, sudarom
nosilac naboja vra¢a na brzinu nula imamo:

2
= nl i Tl =
j, = (e (6.22)
m.
Izraz u okrugloj zagradi u (6.22) je prema (6.14) i (6.15) doprinos vodljivosti koji dolazi od i-
te komponente struje. Kako i pozitivni ioni idu¢i na jednu stranu i negativni ioni idu¢i na

drugu stranu daju doprinos struji, mozemo za ukupnu vodljivost o

j=oF (6.23)
prema (6.23) i (6.22) napisati:

2
o= Z%Ti (6.24)

U (6.24) dominantnu ulogu igraju elektroni radi veée pokretljivosti (manje mase) . Stovise,
ako u elektri¢nom krugu imamo jasne granice raznih materijala, ioni jednog materijala ne
prelaze u drugi materijal.

Ohmov zakon prestaje vrijediti ako se izmedu dva sudara brzina bitno promijeni, to jest ako
se efekti ubrzanja akumuliraju nakon sudara. Povreda Ohmovog zakona nastupa i pri
visokofrekventnim titranjima polja ako je njihov period manji od z . Slom Ohmovog zakona
se deSava 1 ako se povecava broj nosioca naboja kao na primjer pri proboju iskrenjem ili
pojavom munje.



ELEKTRICNI KRUGOVI

Iako elektri¢ni krugovi ne predstavljaju posebnu spoznajnu kategoriju, njihova svakodnevna
ogromna primjena trazi da su fizicari s njima dobro upoznati. Radi se o zatvorenim sustavima
razli¢itih elemenata kroz koje teCe ili ukljuc¢ivanjem sklopke/prekidaca moze poteci struja.
Prvi element koji daje pogon gibanju naboja jest elektromotorna sila. U pravilu to je izvor
stalnog napona na svojim krajevima. Taj izvor napona povezuje se vodljivim zicama s ostalim
elementima strujnog kruga. Kroz vodljivu zicu idealno tece struja bez otpora, bez
nagomilavanja naboja ; struja je u zatvorenom krugu s jednom petljom (bez ra¢vanja kretanja
naboja) ista u svim dijelovima strujnog kruga. Slijedeci je element potrosac i/ili otpornik. Na
njemu se Cesto elektri¢na energija pretvara u drugu formu, na primjer toplinsku. Kapacitor
smo veé upoznali; njegova uloga je da nagomilava ili otpusta nagomilani naboj. Cvor je tocka
u kojem se struja grana u odvojene komponente kruga. Sklopka sluzi za ostvarivanje ili
prekidanje kontinuiteta kruga. Uzemljenje je kombinacija vodica i odli¢nog kontakta sa
potencijalom Zemlje. Uzemljenje definira potencijal neke tocke elektri€énog kruga. Temeljni
instrumenti su voltmetar i ampermetar. Kako oni funkcioniraju govorit ¢emo kasnije. U
principu voltmetar ima neizmjerno velik otpor 1 prikljucuje se paralelno potrosacu na kojem
zelimo ustanoviti pad potencijala. Ampermetar sluzi za mjerenje struje u krugu. Idealno je
njegov otpor jednak nuli. Ampermetar se u krug ukljucuje serijski, to jest on mjeri struju koja
i kroz njega 1 kroz krug protje¢e. U ovom poglavlju ¢e se uz opée zakone krugova razraditi i
nekoliko primjera rjeSavanja specifi¢nih problema koji se ¢esto mogu primijeniti.

KIRCHHOFFOVI ZAKONI

Temelj za rjeSavanje elektriénih krugova su Kirchhoffovi zakoni.

1) Vrijedi Ohmov zakon; pada potencijala na vodic¢u je produkt struje i otpora.

2) Zbroj struja u svakom ¢voru je jednak nuli.

3) Zbroj promjena napona u petlji je jednak nuli
Dok prvi zakon ne treba komentirati, drugi zakon se intuitivno lako prihvaéa kao rezultat
saCuvanja naboja. Drugim rije¢ima, ako oko ¢vora na¢inimo zatvorenu kuglu , integral
gustoce struje se Gaussovim teoremom prevodi u vremensku derivaciju promjene naboja, a
ona je jednaka nuli . Naboj nigdje ne izvire niti nestaje. Naboj se samo premjesta. Tre¢i zakon
proistice iz €injenice da taj zbroj promjena napona mozemo shvatiti kao krivuljni integral
elektri€énog polja mnoZenog s pomakom duz elektri¢nog kugla. Po Stokesovom teoremu to je
jednako rotaciji elektricnog polja po povrsini zatvorenoj petljom . No za nas je zasada rotacija
elektri€nog polja jednaka nuli.

Potenciometar:

Promatra se samo dio kruga koji ukljucuje ¢vor. Na jednom Kkraju potenciometra je potencijal
U, ana drugom je potencijal U, . Na prvi potencijal se nadovezuje otpornik R,, a na drugi
otpornik R,.Izmedu dva otpornika je ¢vor. Njime su otpornici povezani, a tre¢a grana izvodi
struju | van potenciometra. Za zadane vrijednosti potencijala na krajevima , otpora otpornika i
jakosti struje koja izlazi iz ¢vora trazi se napon U u ¢voru. Po¢injemo najprije sa drugim
Kirchhoffovim zakonom u ¢voru:

lL=1+1, (7.1)

Prva struja te¢e prvim otpornikom, druga struja drugim, a I te¢e van potenciometra.

Pad napona na prvom otporniku Ohmovim zakonom jest:

U, -U=R(I +1,) (7.2)



Analogno:
U-U, =R, (7.3)
IzraCunom 1, iz (7.2)1(7.3) te izjednaCavanjem dobivenih izraza imamo:

u-u, U, -u

| 7.4
R, R (7.4)
Zdruzivanjem faktora uz U imamo :
Ut oLy YR TR (7.5)
R2 Rl Rl RZ

S (7.5) je uspostavljena relacija koju smo zeljeli. Ona se moze napisati i u obliku koji je
simetri¢an 1 zgodan za memoriranje:
U= UR,+U,R,  RR,

R, +R, R +R,

(7.6)

Predotpor i paralelni otpor za mjerne instrumente:

Svojom konstrukcijom instrumenti imaju odredeno mjerno podrucje. Ovdje se opisuje kako se
dodavanjem otpornika to podrucje primjene moze povecati (naravno placa se cijena manjom
osjetljivoscu).

Voltmetar i predotpor

Voltmetar u sustini mjeri struju koja njime prolazi a ima u odnosu na druge elemente kruga
veliki unutrasnji otpor R, . Ako ispred voltmetra dodamo otpor R, , tada ¢e voltmetar za istu
struju kojom je o€itavao napon U = R, imati priklju¢en naponU'= (R, + R;). Time je
omoguceno mjerenje viSeg napona za faktor:
U' R +R

U R,

Ampermetar i paralelni otpor (shunt)

Struju ampermetrom ocitavamo uz prisutnost nekog unutrasnjeg otpora R, . ldeja je sada da
se vecina struje propusti ( dobro poznavajuéi omjer struje koja ide instrumenta a koja
paralelnim otporom) kroz paralelni otpor R, . Struja na novoj konstrukciji jest pad napona U
podijeljen s otporom konstrukcije R. No ukupna struja kroz novu konstrukciju je zbroj struja

ktoz ampermetar i shunt (paralelni otpor):

U_U U U 78
R R, R R

Ovdje je faktor F faktor povecanja kojim se ukupna struja povecala u novoj konstrukciji u

odnosu na onu koja je ampermetrom tekla u konstrukciji bez shunta. 1z (7.8) lako ra¢unamo F.

(7.7)

a

Wheatstone-ov most

Upotrebljava se za mjerenje otpora otpornika u krugu u kojem imamo tri dodatna otpornika.
Shema zapocinje izvorom elektromotorne sile U (vrh sheme). Zatim slijedi ¢vor kojim se
struja ra¢va na lijevu i desnu granu. U lijevoj grani su u seriji otpori R, i R, . U desnoj grani

su otpornici R, i R, .takoder u seriji. Dvije grane su medusobno povezane tako daiza R, i R,

postoje ¢vorovi iz kojih izlazi iz lijeve grane poveznica s desnom. U poveznici su ampermetar
i peti otpornik kojem u osnovnoj varijanti mjerenja ne trebamo znati vrijednost. Petlja



zavrSava povezivanjem otpornika R, i R, sa uzemljem izvrSenim kroz tre¢i vodi¢ ¢vora.
Proces mjerenja tece tako da se izabere kombinacija otpora R, i R, za koju kroz poveznicu (a

time 1 kroz ampermetar) ne teCe struja. Prema rjeSenju problema potenciometra za lijevu
stranu mozemo pisati:
_ UR, | R.R,
" R +R, R +R,
UR R,R
U, = 21
R, +R, R, +R,
Indeksirani naponi se odnose na vrijednosti u ¢vorovima. Predznaci struje su uz pretpostavku
da ona tece s lijeve strane na desnu. Stoga su i odgovarajuéi ¢lanovi u obadva izraza suprotnih
predznaka. Ako ampermetrom ne tece struja, ona u gornjima izrazima iS¢ezava, Stovise, nema
razlike potencijala u sredi$njim ¢voriStima dviju grana. Iz toga slijedi:
Rz _ R4
R,+R, R;+R,
Odatle sredivanjem dobivamo:
R,R;, =R,R, (7.12)

Sto je trazena relacija medu otporima. Napomena: namjestanje pravog odnosa otpora R, i R,

(7.9)

(7.10)

(7.11)

postiZe se reometrom : otpornikom koji ima klizni kontakt na inace kontinuiranom vodicu ,
zbroju otpora desne strane. Taj klizni kontakt je ¢vor za poprecnu struju I . Student moze za
vjezbu izvesti mnogo kompleksniji izraz za struju I ako ona nije nula koristenjem (7.9) ,
(7.10) i Ohmovog zakona za poveznicu:

U, -U, =Rl (7.13)

Gdje je R; otpor ve¢ spomenutog petog otpornika u poveznici dvije grane.

Pretvorba shema konfiguracija otpornika: zvijezda —trokut ¢e se studentima demonstrirati na
seminaru/vjezbama. To je vrlo upotrebljiva kratica za analizu krugova s vise petlji.

TROSENJE ELEKTRICNE ENERGIJE PRI VODENJU

Pogledajmo rad koji elektri¢no polje vrsi poticudi gibanje naboja g, za pomak ds; .
dw, = g, Eds, (7.14)

Sumiranjem po nabojima unutar volumena AV imamo (Zqi Eds,) . Prosirenjem

unutar AV

diferencijala pomaka s vremenom dobivamo produkt brzine i proteklog vremena:
dw,, =E- g, %)dt (7.15)

No izraz u okrugloj zagradi je prema (6.5) zapravo gustoca struje pomnozena s volumenom
AV . Tako iz (7.15) i (6.5) slijedi:

Wy _ av. E-j (7.16)
Tako dobivamo iz (7.16) dijeljenjem s volumenom snagu koja se trosi:

dP =

—=]E 7.17
VaRR. (7.17)

Izraz se bitno pojednostavljuje kada su gustoca struje i polje paralelni i svi pomaci jednaki.
Tada je



dwWw =UdQ (7.18)

1 takoder :

d—W:Ud—Q:U-I (7.19)
dt dt

STACIONARNO STRUJNO POLJE U HOMOGENOM VODICU

U homogenom vodicu u stacionarnoj situaciji nema nakupljanja naboja. Vremenska derivacija
gustoce naboja iS¢ezava, Sto prema jednadzbi kontinuiteta povlaci:

divj=0 (7.20)
S druge strane uz 3. Kirkhoffov zakon :
rotE = 0 = rotoE =rot j (7.21)

.....

rotacije gustoce struje jer su dvoje proporcionalni, a konstanta proporcionalnosti o u
homogenom sredstvu ne varira. [S¢ezavanje rotacije gustoce struje povlaci da se ona moze
prikazati kao gradijent skalarnog polja ¢;, no kako divergencija gustoce struje iS¢ezava prema

(7.20), ocito
divgradg; =0 (7.22)

Potencijal iz kojeg se izvodi gustoca struje zadovoljava Laplaceovu jednadzbu!
ELEKTROMOTORNA SILA

Elektromotorna sila je primarni uzrok pokretanja naboja u strujnom krugu. Postoje varijante
elektromotornih sila. Mi ¢emo se koncentrirati na elektromotornu silu koja daje stalan napon
na svojim krajevima. Ve¢ smo vidjeli Van de Graafov uredaj koji koristi mehanicki rad da bi
na odredeni potencijal dignuo naboj. U elektricnim baterijama i akumulatorima umjesto
mehanicke energije koristi se kemijska energija. Ovdje ¢emo analizirati jedan slucaj
elektromotorne kemijske sile poznate pod imenom Westonov ¢lanak . U principu druge
varijante ¢lanaka (opceniti naziv za elektromotorne sile pogonjene kemijskom energijom)
utemeljene su na analognoj ideji. Naime, u Van de Graafovom slu¢aju se napon (razlika
potencijala osigurava mehanickim radom. Kod ¢lanaka se razlika potencijala osigurava
untraSnjom kemijskom energijom uskladiStenom u komponentama ¢lanka. Westonov ¢lanak
mozemo predstaviti s dvije vertikalne epruvete koje se medusobno spojene horizontalnom
cijevi, tako da je moguc¢ transport komponenta otopine izmedu vertikalnih dijelova (otopine u
uredaju ima toliko da njena razina nadilazi vertikalnu koordinatu spojne cijevi. Neka je u u
dnu lijeve epruvete Cista ziva, a na njoj kristali¢i Hg,SO,. U dnu desne epruvete je kadmij
(Cd) otopljen u zivi. U kombiniranoj posudi dominira vodena otopina kadmijevog sulfata koji
se pri tome disocira (razdvajau ione)u Cd ™" i SO, ~ . U dvije epruvete teku paralelno dva
razlic¢ita kemijska procesa. Iz kristalica Hg,SO, se disociranjem izdvajaju Hg " koji se
pridruzuju Zivi na dnu. Tako se oslobadaju SO, . Oni ¢e stvarati nabojnu ravnotezu s Cd **
ionima koji se oslobadaju paralelno u desnoj epruveti. Taj proces oslobadanja tece ovako.
Kadmij otopljen u Zivi otpusta dva elektrona predajuéi ih zivi i iz Zive izlaze Cd " "ioni. Tako
se postize odredena koncentracija otopine u sustavu. Time se u lijevoj epruveti u Zivi
povecava broj pozitivnih naboja, a u desnoj epruveti je isti broj negativnih naboja. Do kada
teCe ovaj sloZeni proces. Kada potencijalna razlika dvije elektrode (materijala na dnu

epruveta) dosegne dobitak u kemijskoj energiji koji nastupa tijekom kombinacije ovih
procesa, proces se prekida jer kemijska reakcija vise nema moguénosti Svojom potencijalnom



energijom dizati razliku napona na nivo koji je visi od njenog vlastitog. Ako kroz dvije
elektrode koje spojimo preko potrosaca potece struja, kemijske ¢e se reakcije nastaviti ;
kemijska Ce se energija trositi na potroSacu drzeci na elektrodama stalni napon. Westonov
Clanak se inace upotrebljava kao naponski standard!

Pri konkretnoj upotrebi ¢lanaka mora se uzeti u obzir ne samo kemijski potencijal kojeg
otopina daje na raspolaganje negi i ¢injenica da pri gibanju naboja kroz ¢lanak postoji
unutrasnji otpor. Tako je uz oznaku kemijskog potencijala ¢ i struje kroz ¢lanak I, stvarni
napon koji daje Clanak:
V=¢-RlI (7.23)
R; je unutrasnji otpor ¢lanka, a struja I je:
&

R+R,
gdje je R otpor vanjskog potrosaca. Gornje izraze student lako opaza u jednostavnom krugu u
kojem su vanjski otpor i unutra$nji otpor povezani u seriju, a V je napon koji preostaje za
potrosac.

(7.24)

R-C KRUG ISTOSMJERNE VREMENSKI PROMJENLIJIVE STRUJE:

Za serijsku vezu nabijenog kapacitora C na napon U , Otpornika R kroz koji te¢e (kao i kroz
cijeli krug) struja | vrijede tri relacije poznate otprije:

Q=CU I=U/R I=-dQ/dt (7.25)

U vezi naboja i struje je negativni predznak; struja je to pozitivnija i veca , §to naboj
kapacitora koji se prazni biva manji!

Njihovim koriStenjem slijedi:

dQ/dt= -U/R=-Q/(CR) (7.26)
Odatle premjestanjem diferencijala imamo:
dQ/Q=-dt/(RC) (7.27)
Integriranjem (7.27) dobivamo:
t
Q=Que (7.28)
dQ e
| =——=1, FC 7.29
= (7.29)

Vrijeme potrebno da vrijednost struje padne za faktor e zove se vremenskom konstantom i u
ovom slucaju je to o€ito RC. 1z ovog primjera slikovito vidimo da za preraspodjelu naboja
treba odredeno vrijeme.

MAGNETIZAM | POVEZANOST SA STRUJOM

Cinjenicu da pojedini materijali, posebno Zeljezo imaju magnetska svojstva studenti su sreli u
srednjoj Skoli. Komad magnetiziranog materijala privlaci na primjer Zeljeznu piljevinu ili
druge komade zeljeza silom. Na prvi pogled izgleda da postoje elementi slicnosti s pojavom
naelektriziranosti, no razlika je ogromna. Komad magnetizirane materije nema jedan
»magnetski naboj* , svaki je komad sa svojstvima dipola . Ako uzmemo dva magnetizirana
Stapa, jedan par njihovih krajeva ¢e se na primjer odbijati, no ako jedan Stap zadrZimo u istoj
poziciji, a prema njemu priblizimo suprotni kraj drugoga, oni ¢e se privlaciti . No samo jedan
pol magneta ne mozemo izolirati. Vidjet ¢emo kasnije kako se ovo svojstvo magnetskog polja
matematicki izraZava.



OERSTEDOVO OTKRICE DJELOVANJA ELEKTRICNE STRUJE NA MAGNET

Oersted je otkrio da stalna elektri¢na struja djeluje na magnetsku iglu orijentirajuéi je
tangencijalno na plast zamisljenog cilindra kojem je os simetrije vodi¢ kojim tece struja.
Osim Oerstedovog pokusa studentima ¢e se demonstrirati i pokus sa Brownovom cijevi u
kojoj elektronski snop, pod utjecajem magnetskog polja biva otklonjen pravilom vektorskog
produkta brzine elektrona i magnetskog polja. Studentima ¢e se takoder demonstrirati da se
dva vodica kroz koje teku struje paralelno privlace, a ako su struje antiparalelne, vodici se
odbijaju. Sve ovo nas navodi na zakljuc¢ak da ukupna sila na naboj g u poljima E i B iznosi:
F =q(E +VxB) (8.1)

Elektri¢no polje je kao i prije E a magnetsko je B.

Relaciju (8.1) se moze prihvatiti kao eksperimentalno utvrdenu ¢injenicu. No studenti koji
ocekuju istrazivacku buducnost trebaju postati svjesni da je gornju relaciju moguce dokazati
kao relativisticki efekt djelovanja elektriénog naboja koji se giba na drugi naboj koji se giba .

SILA IZMEDU STRUJE I ELEKTRICNOG NABOJA U GIBANJU

Pokazat ¢emo kako se suprotnim gibanjem suprotnih naboja u laboratorijskom sustavu moze
relativisti¢ki ispravnim postupkom objasniti postojanje sile na izolirani naboj koji se u tom
sustavu giba. Ideja je u sustini jednostavna; u nastavku ¢emo je matematicki obraditi.
Linearna gusto¢a naboja koji se giba razli¢ita je u raznim sustavima radi efekta kontrakcije
duljine. Ako se jedna vrsta naboja giba na jednu stranu , a druga na drugu, a izolirani naboj na
jednu od tih strana, ocito ¢e kontrakcija duljine, a time i gusto¢a naboja biti razli¢ita gledana
iz sustava u kojem izolirani naboj miruje. To znaci da ¢e postojati (od nule razlicita)
rezultantna elektri¢na sila na izolirani naboj u smjeru okomitom na tok struje. Polazimo od
laboratorijske linearne gustoce naboja A Koji se giba prema desno (pozitivna x-0s). U
suprotnom smjeru se giba negativna gusto¢a naboja — A . Brzina pozitivnih i negativnih
naboja je po modulu ista i iznosi v, . Tako je ukupna struja u laboratorijskom sustavu :

I =24y, (8.2)

Ako testni naboj g miruje u laboratorijskom sustavu (znamo preko Gaussovog teorema
izraCunati polja koja postoje) , djelovanja dvaju struja suprotnog predznaka se ponistavaju. No
sada moZemo izra¢unati pomoc¢u Lorentzovih transformacija originalne gustoc¢e naboja u
sustavima u kojima naboji struja miruju. Op¢enito je :

A =dq/dx (8.3)
Naboj je invarijantna veli¢ina. Kako je duljina Stapa L, u sustavu koji miruje povezana s
duljinom Stapa L u sustavu u kojem se Stap giba relacijom:

L, -v1-v2/c2 =L +[1-v?/c?)=1/y (8.4)

Tada su gustoée naboja u sustavima u kojima naboji struja miruju:
A, =Aly, Ay =—Aly, (8.5)
Faktor y, je procedurom (8.4) povezan s laboratorijskom brzinom v, kojom linearne
gustoce naboja napreduju u suprotnim smjerovima unutar laboratorijskog sustava. U tom
laboratorijskom sustavu testni naboj q giba se brzinom v u smjeru pozitivne x-osi. Najprije
¢emo u sustavu u kojem naboj q miruje izracunati brzine Cestica dvije struje. Prema
transformacijama brzina iz pro§log semestra brzine pozitivnih i negativnih naboja u sustavu u
kojem testni naboj miruje su:
, V, —V -V-V,

v, '= 5 v_'= 5

1+|(—v)V, /¢? | 1+ |(~v)(—vy) /c? |

(8.6)



Kako se u relativistickoj notaciji g =v/c upotrebljava kao pokrata, dijeleci (8.6) s C,
imamo:

,B+l: IBO IB ﬁ7|: IB IBO (87)

1- /6, 1+ /B,
Sada mozemo odrediti linearne gustoc¢e naboja pojedinih struja kako ih vidi mirni izolirani
testni naboj q . One su povezane s gustocom U laboratorijskom sustavu relacijom analognoj
(8.5) s time da se faktor y pojedine struje povezuje s odgovaraju¢im faktorom £ iz relacija

(8.7) .

A 1 A 1
A=Ay = ()= =
Yo n2yv2 Yo — B+ B2
1_ 2 1_ _r 7V
€-(8.7) \/ (1_ﬂﬂ0)
:i 1—,3,30 ) 1_ﬂ02 l_ﬁIBO = (8.8)
7o \L-28B, + B2 B," — o~ B + 2, Ja-aha- 57
= yA(L- BB,)
Te analogno:
LA, A 1 A 1+ BB,
Al=m—y '=—— =—— > =
%' % \/1_ PPoye 7o -1 B) 8.9)
1+ 4B,
==y 1+ BB,)

Ukupna linearna gustoca naboja u sistemu izoliranog naboja je superpozicija gustoca (8.8) 1
(8.9).

A=A+ "==-2y00, (8.10)

U sustavu mirnog testnog naboja je prema Gaussovom zakonu polje koje djeluje na q :

EI: ﬂ' —_ 27//118130 - _ WZX’VOZ (811)
2nre, 27e,r 2rg,rc

Silu na naboj u tom sustavu , koja je u transverzalnom smjeru dobivamo mnoZenjem polja i
naboja:
F l_ _ 7/|

21, Cr
Ovu transverzalnu silu u sustavu u kojem testni naboj miruje se transformira u transverzalnu
silu u laboratorijskom sustavu transformacijom (vidi relativisti¢ki dodatak neposredno po
ovom tekstu (*)):

F,=F,'ly=—qu

8.13
27e,C°r (8.13)
Ovaj rezultat je trijumfalan za relativisticki pristup elektromagnetizmu. On ne samo da
predvida oblik medudjelovanja elektricne struje i naboja u pokretu, nego daje i eksplicitni
izraz za to djelovanje koje se u kompaktnom obliku pise kao (8.1) s tim da je magnetsko polje
prouzroceno strujom I analitickog oblika za apsolutni iznos:

I
Bl=>—
27mE,Cr
Kako je Cesta pokrata:

(8.14)



1
luo = 2 (815)
£,C

to se (8.13) uglavnom pise kao:

Mo
B|=— 8.16
Bl=~ (8.16)

Smjer tog polja je tangencijalan na plast cilindra koji je aksijalno simetri¢no smjesten oko
struje s promjerom r. Njegov smisao je pak u odnosu na struju koja te¢e dan pravilom desne
ruke.

*RELATIVISTICKI DODATAK TRANSFORMACHE SILE NA TIELO KOJE MIRUJE

Promatramo transformaciju transverzalne sile za tijelo koje miruje u sustavu S'. Notacija
koordinata je ista kao i u proSlom semestru. Mala je modifikacija da umjesto oznaka zay i z
osi , koje su medusobno ravnopravne upotrebljavamo oznaku transverzalnosti: L .

Koristeéi se pokratama ponovljenim u ovom odjeljku : gi y te poznatim svojstvima o
transformaciji transverzalne komponente impulsa i transformaciji vremena, imamo:

_dp,_ dp’ _1dp’ (Dodatak.1)

F = =
dt  y(dt'+pcdx’) yp dt’

Posljednja jednakost u gornjem nizu slijedi iz ¢injenice da je za tijelo koje miruje u S' sustavu

dx' jednak nuli. Tako dobivamo izraz za transformaciju transverzalne komponente sile za

tijelo koje u S' miruje:

— FJ-'

Y
To je upravo izraz koji smo upotrijebili pri izvodu efekta magnetskog polja kao posljedice
relativistickog efekta struje na naboj koji se giba.

F (Dodatak.2)

UJEDINJENI POGLED NA MAGNETSKO POLJE

U (8.1) smo naveli fenomenoloski izraz za opis djelovanja ne elektri¢ni naboj u pokretu kao

F=qixB (8.17)

Slijedeci relativisticko razmatranje smo dokazali da je u stvari :

B|= 26! (8.16)
2nr

Gdje je I struja koja tece vodicem, a r je udaljenost naboja od te struje.
SILA IZMEDU DVIJE USPOREDNE STRUJE | DEFINICIJA AMPERA

Najprije upozoravamo studenta da prelazimo s modela struje u kojem se kroz vodi¢ gibaju
naboji suprotnih predznaka kada je struja bila I =24v na model u kojem se giba samo jedan

naboj I = Av . Ako imamo dva paralelna (beskona¢no duga) vodica kroz koje teku paralelno
struje:
Ii = A4V (8.18)
tada je sila kojom struja 1 djeluje na naboje u vodicu 2 :
Mol
F=q,v 8.19
AV 5 (8.19)

Gornji izraz smo dobili koriste¢i Lorentzovu silu i upravo izvedeni izraz za magnetsko polje.



Zanima nas sila na segment vodic¢a duljine dl; za to koristimo linearnu gusto¢u naboja na
drugom vodicu:
q, =4,dl (8.20)

Kada ovu relaciju i izraz za struju u prvom vodicu ubacimo u izraz za silu , dobivamo:
Ho
F =A,dlv,Av, — 8.21
AW, v, . (8:21)

Sada se mozemo vratiti na vezu struja s gusto¢om naboja i brzine naboja (8.18) i izraCunati
iznos sile kojom jedan vodi€ sa strujom djeluje na drugi vodic sa strujom po jedinici duljine
druge struje:
dF  wlil,

dl 2z
Ovaj izraz je temelj definicije ampera. Kada kroz dva beskonac¢na vodica na udaljenosti 1
metar teku paralelno struje od jednog ampera, tada je sila po jedinici duljine vodi¢a kojom se
vodiéi privlage: 2-107"N/m!
Neposredno slijedi permeabilnost vakuuma:
ty =47-107" N/ A?
Naravno i dalje vrijedi za susceptiblinost:

1

o HoC

(8.22)

(8.23)

AMPERMETAR S POKRETNIM SVITKOM

Prema izrazu za Lorentzovu silu mnozenjem s diferencijalom duljine vodic¢a dl dobivamo
diferencijal sile na vodi¢ te duljine koji se nalazi u magnetskom polju B:

dF = Idl xB (8.24)

Ako na petlju postavljenu okomito na magnetsko polje prikljuc¢imo izvor struje/napon,

na nju ¢e djelovati par sila proporcionalan struji kroz petlju. Na tome se temelji ampermetar s
pokretnim svitkom. Radi pojacanja djelovanja, struja se Salje kroz mnogo navoja koji svi
doprinose ukupnom paru sila na svitak. Zapravo, pri kraju semestra ¢emo upoznati fenomen
feromagnetizma, koji objaSnjava kako se magnetsko djelovanje svitka pojacava umetanjem
zeljezne jezgre u svitak.

OSNOVNE RELACIJE MAGNETOSTATIKE

Kompletan opis magnetskog polja prouzro¢enog beskona¢nim ravnim vodi¢em kroz koji tece
struja | u ravnini okomitoj na pravac struje jest:

s~ Ml
B=¢,— (8.25)
°2ar
@, je azimutalni jedini¢ni vektor u ravnini transverzalnoj toku struje i smjestenom na

radijalnoj udaljenosti r od struje.

Cirkulacija magnetskog polja:

Cirkulacija magnetskog polja je po svojoj definiciji integral skalarnog produkta magnetskog
polja i pomaka po zatvorenoj krivulji. Cirkulaciju magnetskog polja po kruznici aksijalno
simetri¢no poloZenoj u odnosu na struju lako izratunavamo, jer su pomak i polje kolinearni:



_ I
[ Bds = [ Bds = B[ dI = B2ar = £ 221 = 1 (8.26)
C C C 27zf

Ovo je integralna forma Amperovog zakona kojeg ¢emo kasnije dopuniti u jednu od
Maxwellovih jednadzbi. Izveli smo je u jednostavnoj geometriji kruznice, no mozemo
pokazati da vrijedi za svaku zatvorenu petlju:

5 A Mol - Mo Mo
BdS = | ——¢@dS = rdeo = do = 1, 8.26a
i izﬂr(pd izﬂr ¢ Zﬂlco Ho (8.262)
No ukupna struja koja tece kroz zatvorenu petlju jest:
| - [ joa (8.27)
C

Kako se Stokesovim teoremom cirkulacija vektorskog polja B moze povezati s njegovom
rotacijom:

Bds = | rotBda (8.28)
[ Bas = |
C C

to se usporedivanjem posljednjih triju relacija zakljucuje da vrijedi:
rotB = 1, j (8.29)

Ovoj vaznoj relaciji pridruzuje se i ¢injenica da je tok magnetskog polja kroz svaku zatvorenu
plohu jednak nuli . Drugim rije¢ima magnetsko polje nema izvora, to jest

divB =0 (8.30)

Ovo je bitna razlika od situacije s elektriénim poljem, ¢iji su izvori naboji. Stru¢njaci tu
situaciju nazivaju odsustvom magnetskih monopola. Sada mozemo komentirati da smo s
izrazima za divergenciju elektri¢nog i magnetskog polja kompletirali dvije od Cetiri
Maxwellove jednadzbe. Druge dvije jednadzbe odnose se na rotacije istih veli¢ina. Do sada
smo upoznali samo one dijelove izraza za rotaciju koji se odnose na stacionarne (vremenski
nepromjenljive) situacije.

OSNOVNE JEDNADZBE MAGNETOSTATIKE ; MATEMATICKE POSLJEDICE

U integralnom obliku one glase:

[ Bds = [rotBda=p,l = 1, | jda (8.31)
C C unutarC

j Bda =0 (8.32)
unutarC

U diferencijalnom obliku su:

rotB = s, (8.33)
divB =0 (8.34)
To se moZe usporediti s osnovnim jednadzbama elektrostatike:

rotE =0 (8.35)
divE = p/ g, (8.36)

Elektri¢no polje nema rotacije ; elektri¢no polje je bez vrtloga. Njegovi su izvori naboji.
Magnetsko polje nema izvora. Protok struje stvara njegovu rotaciju; vrtlozi magnetskog polja
potjecu od struje. U matematici bezvrtloZzno vektorsko polje se moze reprezentirati kao



gradijent skalarne funkcije (elektri¢no polje je gradijent elektri¢énog potencijala). Obratno
vektorsko polje bez izvora moze se napisati kao rotacija vektorskog potencijala! Ove su nam
¢injenice vazne. Naime , kako smo pokazali sasvim opc¢enito da se elektricni potencijal
rasporeda naboja moze dobiti integriranjem doprinosa gusto¢e naboja mnozene potencijalom
u doti¢nom dijelu prostora, tako ¢e nam vektorski potencijal biti pomo¢no sredstvo da
dodemo do Biot-Savartovog zakona koji za zadani raspored elektri¢nih struja daje prostorni
rasored magnetskih polja.Prvi korak na tom putu je dokaz da divergencija polja koje je
rotacija vektorskog polja is¢ezava.

DIVERGENCIJA ROTACIE VEKTORSKOG POLJA

div rot E(F) = i[(rotﬁ)x]Jr 9 [rotFy, ]+ %[(rotﬁ)zF

0| ok, 0F +8 oF, dF, +8 oF, ok, 0
6x6’y . 8yaz ox | az| ox oy
Naime po Schwartzovom teoremu pri parcijalnom deriviranju (osim u tockama singulariteta) ,
moze se zamijeniti poredak deriviranja. Tada se za svaki ¢lan pozitivnog predznaka u gornjem
retku moZze naci ponistavajuci clan suprotnog predznaka. Znaci divergencija svakog polja ,
koje je rotacija vektorskog polja iS¢ezava. Sada prihvacamo matematicki teorem koji kaze da

se polje ¢ija je divergencija nula moze prikazati kao rotacija nekog polja. Stoga za magnetsko
polje mora postojati polje ¢ije je magnetsko polje rotor. Ovo se polje naziva vektorskim

(8.37)

potencijalom magnetskog polja i vrlo desto oznadavas A . Znaéi vrijedi:

B = rotA (8.38)
Pokazat ¢emo najprije da komponente vektorskog potencijala magnetskog polja
zadovoljavaju formom identi¢nu jednadzbu kakva je jednadzba za potencijal elektricnog polja
, a za koju znamo rjesSenje. Studenti mogu pisanjem eksplicitnih izraza za rotore provjeriti
relaciju koju ovdje pisemo koriste¢i pravilo o dvostrukom vektorskom produktu:

Vx(VxA) =V-(V-A)-V2A (8.39)

Kako se vektorski potencijal magnetskog polja moze izabrati tako da njegova divergencija
iS¢ezava, to mozemo kombinirati gornju relaciju, vezu magnetskog polja i njegovog
potencijala (.) i vezu rotacije magnetskog polja i struje. Tako na primjer za x komponentu
vektorskog potencijala istovremeno vrijedi:

(rotB), =[ rot(rotA) | =-V?A, (8.40)
i relacija
(rotB), = 4, j, (8.41)

Analogne relacije vrijede i za preostale dvije komponente tako da kombiniranjem gornjih
dviju relacija i skupljanjem svih komponenti imamo:

V2A=—u, ] (8.42)

Ovoj pak diferencijalnoj jednadzbi po analogiji s jednadzbom elektri¢nog potencijala odmah
znamo rjeéenj e:

j i) (8.43)

™

Vektorski potencijal magnetskog polja igra sa skalarnim potencijalom elektricnog polja
ogromnu ulogu u teoriji elektromagnetizma. Svjesni smo, medutim da student za njega nije
razvio intuiciju. Stoga ¢emo ga prestati upotrebljavati, ¢im ga kao medukorak iskoristimo za
dobivanje Biot-Savartovog zakona.



DODACI U TEHNICKOJ OBRADI ELEKTRICNIH KRUGOVA

Spajajanje otpornika u seriju:
Ako u krug elektromotorne sile uklju¢imo dva otpornika jedan makon drugoga u seriju imamo
za cijeli sustav iz Ohmovog zakona:

e=1IR (A1)
S druge strane iz tre¢eg Kirchhoffovog zakona:

e-IR —IR, =0 (A2)
Sto eliminacijom elektromotorne sile i kra¢enjem s | daje:

R=R +R, (A3)

Paralelno spajanje otpornika:
Ako nakon elektromotorne sile uslijedi ¢vor u kojem se struja grana na dva otpornika , obadva
su na istom naponu elektromotorne sile, a ukupna struja je zbroj struja u granama:

Tako slijedi:

£E_€,¢ (A4)
R R R,

odakle slijedi:

N (A5)
R R R,

Spajanje kapacitora u paralelu:
Ako zajednicki napon priklju¢imo preko ¢vora na dva paralelna kapacitora dodani naboj dQ
dijeli se na obadva kapacitora:

CdU =dQ=C,dU +C,dU (A6)
Odatle kra¢enjem s dU dobovamo:
C=C, +C, (A7)

Spajanje kapacitora u seriju:
Ako na izvor napona priklju¢imo dva kapacitora serijski jedan poslije drugoga, na njihovim
ploCama ¢e biti naseljeni (po iznosu) isti iznosi naboja:

d
€Q =dU = Q +O|—Q (A8)
C C, G,
Odatle slijedi:
1. 1.1 (A9)
C C C

KONVENCIJA O PREDZNAKU MAGNETSKOG POLJA

Sjeverni pol magnetske igle pokazuje prema sjevernom geografskom polu! Pozitivnim
smjerom polja se smatra smjer silnica koje iz sjevernog pola magneta izlaze!



BIOT SAVARTOV ZAKON

U ovom dijelu predavanja Cesto ¢emo prelaziti izmedu doprinosa volumskog doprinosa
magnetskom polju gustoée struje JAV i doprinosa tankog vodiga predstavljenog vektorom

dl" gdje navedeni vektor modulom reprezentira duljinu tankog vodica, a kroz njega tece struja
I. Prema (6.5) veli¢ina

2.4,
= Cesticeu AV
J=—7— (6.5)

AV
predstavlja gustocu struje koja postoji unutar volumena AV . Ako se ta veli¢ina pomnozi s
tim volumenom, dobiva se ukupna struja unutar tog volumena, a ona se dalje moze
karakterizirati i povr§inom presjeka vodi¢a i njegovom duljinom:

j-AV =j-]-A-dl (8.44)
Uz

JA=I (8.45)
i

jdl =dI’ (8.46)

Imamo iz (8.44)
j-AV =1-dl (8.47)
Postavlja se pitanje doprinosa tankog elementa vodica reprezentiranog vektorom di’* kroz

koji teCe struja I vektroskom potencijalu magnetskog polja na koordinati r . Odgovor na to se
nalazi u integralnoj formuli (8.43) . Njenim diferenciranjem dobivamo:

= i Idl”
dA(T) = Ko 1)y ot (8.48)
Ar [F -7 4r [F -7
Sada kada znamo doprinos vektorskom potencijalu elementa dI ' vektorskom potencijalu u
tocki I, mozemo preko veze vektorskog potencijala i magnetskog polja nastaviti s
racunanjem doprinosa istog elementa upravo magnetskom polju (tako ¢e nam vektorski
potencijal 1zi¢i iz upotrebe:
- = Ll dl’
dB = rot|dA(F) |= rot(— 8.49
b)) o0 (8.49)
U racunanju rotora mozemo preskociti konstante i koncentrirati se samo na dio zavisan o
varijabli (prostornoj koordinati).

rot(L) =
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Potrazimo x-komponentu rotora ; iz njenog analitiCkog oblika jasan je izgled ostalih
komponenti i ukupnog rezultata:
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Tako diferencijal magnetskog polja dobivamo uzimanjem sve tri komponente kao:

a6 = ol g =T (8.52)
4r |r — r'|

Ukupno magnetsko polje moze se dobiti integracijom:

I§: _[dl x(F —r") (8.53)

F-rf
To je poznati Biot-Savartov izraz za prora¢un magnetskog polja iz poznavanja rasporeda i
jakosti struja. Ovaj izraz koji je integral po vodicu kojim tece struja moze se generalizirati na
volumski integral po gustoéi struje koriStenjem transformacije (8.47) no sada u obratnom
smjeru!

Studentima se sada redom demonstrira silnice magnetskog polja stvorenog strujama kroz:
ravni vodi¢, kruznu petlju, solenoid i torusnu konfiguraciju.

PRORACUN MAGNETSKOG POLJA STRUJINE PETLJE NA OSI SIMETRIJE PETLIJE

Sa skice geometrijskih odnosa na petlji polumjera b i toke na njenoj osi simetrije na visini h
uocavamo da pri proracunu polja prema (8.53) dl”" ide obodom kruznice petlje. Kut pod kojim
se s obodne tocke petlje vidi tocka u kojoj ra¢unamo polje je « (on je komlement kuta g pod

kojim se iz toCke na osi za koju ra¢unamo polje vidi tocka €iji doprinos promatramo mjeren u
odnosu na os simetrije petlje). S i ' su 0znacene tocke u kojima ra¢unamo polje odnosno

ona iz koje dolazi doprinos polju, respektivno. Modul diferencijala magnetskog polja lako
izraunavamo prema (8.52) jer su vektori di'i (F —F') medusobno okomiti!
,uol dl’ |r -r |
o fr—rf
Doprinosi polju B na osi petlje u horizontalnom smjeru se poniStavaju jer svakoj tocki na
kruznici postoji suprotna to¢ka na istoj kruznici s horizontalnim doprinosom polju koji je
suprotan onom prve tocke. Vertikalni se pak doprinosi koherentno sumiraju. Tako na osi
preostaje samo:

dB, =dB-cosa =

(8.54)

o ldl’ b
4zl 1" Vh? +b?
Integracija po obodu ostavlja sve veli¢ine u (8.55) stalnima osim $to se integral po
diferencijalu oboda pretvara u opseg kruznice:

1,1 b?
B, =2 3 (8.56)
(h? +b?)?2
Na visini h=0 izraz se pojednostavljuje:

(8.55)




B,(h=0) = ‘;—Ob' (8.57)

MAGNETSKO POLJE SOLENOIDA NA NJEGOVOJ OSI SIMETRIJE

Namatanjem mnogo petlji kroz koje se pusta struja (namatanje se dominantno vrsi tako da
petlje imaju zajednicku os simetrije i leZe jedna do druge) dobivamo solenoid. Na skici
solenoida uocavaju se slijedece krakteristicne veli¢ine: b-polumjer solenoida , z koordinata
navoja mjerena duz osi simetrije solenoida, kut.$ pod Kojim se iz to¢ke na osi solenoida vidi
navoj smjesSten na koordinati z (mjereno u odnosu na os solenoida. Oc¢ito vrijedi:

cosg=——2 (8.58)
Vb? +2°

Za polje na osi solenoida mozemo koristiti (8.56) na slijede¢i nacin. Promatramo interval dz
na osi z . Neka petlje jednoliko namotane tako da se po jedinici duljine solenoida nalazi n
zamotaja. Tada umjesto struje I u (8.56) treba do¢i nldz kada se trazi doprinos sloja navoja
dimenzije dz ukupnom polju na osi solenoida; dakle:

_ Honldz b?
4 2 (bZ +7 2 )3/2
Ovaj izraz postaje pogodan za integriranje kada se uoci da se diferenciranjem (8.58) dobiva:

dz 1 2z b?
d(COS 19) IW"F Z(—E) = (860)

(b2 +22)3/2 (b2 +ZZ)3/2
Kada (8.60) iskoristimo u (8.59) , dobivamo:

nl
dB, = “02 d(cos 9) (8.61)
Akos 4, 1 8., 0znacimo pocetnu i konac¢nu tocku integracije po kutu 4, tada je konacni
rezultat za z komponentu polja na osi simetrije solenoida:

B, = ,uoznl (cos 9, —cosI;.) (8.62)

U posebnom sluéaju beskonac¢nog solenoida (granice integracije 01 7),
imamo
|B,| = #,nl (8.63)

Identi¢an rezultat za beskonacni solenoid se dobiva i primjenom znanja o cirkulaciji
magnetskog polja (8.26). Naime, na¢inimo petlju integracije od dvije stranice duljine 1
paralelne osi solenoida. Druge dvije stranice spajaju prve dvije stranice smjerom okomitim na
os solenoida. Jedna stranica duljine | je unutar solenoida a druga stranica duljine | je izvan
solenoida. Uo¢imo najprije da rezultat integracije ne zavisi ni o koordinati paralelnoj ni
okomitoj na os solenoida. Cirkulacija uvijek iznosi g,nl1 (rezultat je direktna posljedica
(8.26) i cinjenice da je ukupna struja koja se obilazi upravo g,nl -1) . Neovisnost o polozaju
linije izvan solenoida potjece od ¢injenice da je tamo magnetsko polje nula. Neovisnost o
koordinati paralelnoj osi solenoida potjece od beskonacnosti solenoida : ni jedna paralelna
tocka nije istaknuta. Ako pak cirkulaciju podijelimo s duljinom na kojoj postoji polje (1),
dobivamo rezultat (8.63) .

dB (8.59)

MAGNETSKO POLJE PLOSNE STRUJE

I spoznajno i s prakti¢ne strane korisno je ponekad ne razmatrati tok struje jedne petlje i onda
efekte zbrajati , nego kao veli€inu na kojoj temeljimo proraun polja uzeti struju, koja struji



jedini¢nom Sirinom (mjerenom dakle okomito na smjer toka struje) tog toka. Dakle prema
skici: ako plohom Sirine | te¢e ukupna struja |, , tada je plo$na struja definirana kao :

J= 'I—k (8.64)

Shemom putanje cirkulacije koja oponasa onu iz jednadzbe (8.63) , samo ide neposredno
blizu navoja solenoida s njegove unutrasnje i vanjske strane, dobivamo razliku komponenti
magnetskog polja paralelnih osi solenoida:

lLloluk — I édg — (BH Hunutra§/1je_ BH HVanjsko)l (865)
C

uk

Time je skok paralelne komponente magnetskog polja pri prijelazu preko navoja struje dan s:
AB/ = “OT'k = 1,J (8.66)

Ova relacija je u sustini analogon relacijama (3.14) 1 (3.58) koje obadvije svjedoce koliki je
skok elektricnog polja pri prijelazu preko ravnine naboja. Ovdje se pak radi o skoku
vrijednosti magnetskog polja pri prijelazu preko ravnine struje!

TLAK MAGNETSKOG POLJA

Kao §to nagomilani elektri¢ni naboj na nekoj povrsini proizvodi tlak, koji ima tendenciju
izbacivanja naboja iz povrsine, tako i elektri¢na struja vrsi tlak na naboj. Ova se pojava koristi
u uredajima koji bi jednog dana u fuzijskim reaktorima trebali osigurati novi izvor elektri¢ne
energije temeljen na eksploataciji fuzije lakih atomskih jezgri (procesom koji smanjenjem
mase sustava , iz mase mirovanja crpi energiju). Tehnoloski problem u fuzijskim uredajima
jest drzati uzarenu plazmu (mnogo elektri¢nih naboja suprotnih predznaka) u $to manjem
prostoru (plasma confinement) . Magnetski tlak dobiven strujom jest rjeSenje ovog problema
veé u upotrebi u pokusnim fuzijskim uredajima. Ako izaberemo z os sustava paralelno osi
solenoida, izbjec¢i ¢emo nezgrapni simbol za paralelni smjer. Neka je s druge strane smjer y
onaj okomit na os solenoida.
Silu na element struje 1 duljine Al ve¢ smo pisali u (8.24) s pojasnjenjem u (8.47).

dF = IdI xB (8.24)
Znajuci da je element pomaka duz x osi a magnetsko polje duz z osi, to je rezultatna sila duz y
osi i njen je modul:

AF, = 1Al-B, = JAw- Al - B, (8.67)

Ovdje je B, srednja vrijednost polja za polja unutar i izvan solenoida, a Aw je $irina pojasa
kojim kroz koji tece struja u solenoidu (na koju razmatramo djelovanje sile).

Uvrstavanjem izraza za plosnu struju (8.66) i izraza za prosjecno polje, imamo dijeljenjem s
elementom povrsine:

AF, (B ) —(B,
y _ ( unutrasl‘lj) z ( VanJSKO) z. 1 [(Bu + Bv ]z (868)
AWA o 2

U gornjoj smo formuli u faktoru s uglatom zagradom presli na skrac¢ene indekse: unutrasnje-u,
vanjsko-v . Tlak o¢ito postoji kao posljedica skoka magnetskog polja pri prijelazu preko plohe
struje. Taj tlak ne djeluje samo na elemente unutar solenoida ; tlak postoji uvijek kada postoji
neravnoteza u jakosti magnetskog polja.

Tako za tlak dobivamo:

F
2 _ L e, -@..)] (8.69)

AWAL 24,




U literaturi se najcesce koristi pojednostavljeni izraz:

p-_1 p? (8.70)
241,

ENERGIJA (ULOZENA) U MAGNETSKOM POLJU

Kao §to je za stvaranje elektri¢nog polja potrebno uloziti rad , analogna je situacija s
magnetskim poljem. Naime, ako bismo protiv sile AF, radili na putu Ay , stvarajuci
magnetsko polje u elementu volumena AV = AwWAIAy , to se proSirenjem izraza (8.69) s
Ay dobiva za izvrSeni rad AW po jedinici volumena (to jest za gusto¢u energije ulozenu u
postojanje elektricnog polja):

ARAY _dw _ 1 B?
AWAIAY  dV 24,
analiticki gledano isti izraz kao i za tlak magnetskog polja. Podsje¢amo da istu situaciju
imamo 1 sa elektri¢nim poljem.

(8.71)

HALLOV EFEKT:

Ako se kroz vodié pusti struja gustoée ] , a okomito na taj smjer uspostavi magnetsko polje

B, suglasno Lorentzovoj sili, naboj ¢e reagirati otklonom prema odgovarajuéoj strani vodica
(okomito i na gustocéu struje i na magnetsko polje) . Naboj ¢e se nagomilavati asimetricno dok
njegovim nakupljanjem ne nastane elektri¢no polje u vodi¢u koje uravnotezuje jakost
Lorentzove sile na naboje u pokretu. Tako se transverzalno na struju i polje javlja elektri¢no
polje koje se moze mjeriti preko razlike potencijala na odgovaraju¢im krajevima vodica. U
ravnotezi vrijedi:

QV X B+ QE, g0, = 0 (8.72)

U geometriji okomitih smjerova struje i magnetskog polja vrijedi:

Eiransy = VB (8.73)

Za module vektora takoder vrijedi:

j=nqv (8.74)

Tako je konacni izraz za elektri¢no polje:

E = B ©.75)
ng

Cesto se faktor 1/nq naziva Hallovom konstantom.

Izraz za transverzalno elektri¢no polje (8.73) pogodan je za uocavanje mjere za jakost

magnetskog polja Tesle (T).

Iz (8.73) je jasno da je

=X (8.76)
s-C

Studentima se demostrira Hallova proba. Dok kroz vodi¢ te€e struja; vodi€ je u okomitom

magnetskom polju, na priklju¢cima se osjetljivim ampermetrom registrira protok struje kao

posljedica stvorenog elektricnog polja.

Napomena o mjernim instrumentima za mjerenje magnetskog polja.
Hallov efekt se koristi kao vrlo ¢esta (ne narocito precizna ) metoda mjerenja magnetskog
polja. Povijesno mozemo spomenuti razvoj mjerenja magnetskog polja kroz vise faza.



Magnetometri su se oslanjali na odredivanje para sila na kalibrirani magnetski dipol koji se
otklanjao u magnetskom polju (objeSen na torzijsku nit) od svog polozaja ravnoteze. U
slijede¢em koraku se mijenjao tok magnetskog polja kroz vodljivu petlju od nultog do onog
koje izaziva mjereno magnetsko polje. Kako ¢emo u nastavku vidjeti, efektom Faradayeve
indukcije, to izaziva elektromotornu silu proporcionalnu magnetskom polju. Slijedeci korak je
bilo mjerenje Hallovom probom koje smo upravo opisali. ViSu preciznost mjerenja
magnetskog polja postiZe se nuklearnom magnetskom rezonancijom (NMR) kvantno-
mehanickim efektom povezanim s magnetskim momentom atomske jezgre, o kojoj ¢e biti
govora u ¢etvrtoj godini studija. NajsavrSenija metoda jest SQUID, koja obuhvaca kvantno-
mehanicke efekte na makroskopskoj razini.

ZAKON ELEKTROMAGNETSKE INDUKCIJE

Poglavlje se zapo€inje s viSe pokusa. U prvom na krajeve solenoida spajamo osjetljivi
ampermetar i time zatvaramo elektri¢ni krug. U solenoid ulazemo jedan pol permanentnog
magneta , a ampermetar reagira otklonom na jednu stranu registrirajuci pojavu elektromotorne
sile u solenoidu. Ako ulozimo suprotni pol magneta, ampermetar ponovno registrira pojavu
elektromotorne sile, ali suprotnog predznaka. Isti rezultat dobijemo ako u solenoid unosimo
drugi solenoid kroz koji tece elektri¢na struja , pa i on manifestira magnetska svojstva.
Konaéno, efekt eksperimenta sa solenoidom moZemo pojacati, ako u solenoid koji proizvodi
polje ulozimo jezgru mekog zeljeza. Svi ti pokusi pokazuju efekt poznat kao Faradayevu
indukciju. Faraday je otkrio da se promjenom magnetskog polja kroz petlju vodi€a inducira
elektromotorna sila unutar te petlje. Fenomen mozemo razumjeti na principu Lorentzove sile i
njenog efekta na linearni vodic¢ koji se giba okomito na smjer magnetskog polja. Jasan je
rezultat da ¢e naboji koji postoje, radi gibanja vodica, krenuti na njegove suprotne krajeve pod
djelovanjem Lorentzove sile. Time nastaje inducirano unutrasnje elektri¢no polje i ravnotezna
situacija za naboj jest:

QV % B + QEj 40 = 0 (9.1)

TRANSLACIJA VODLIJIVE PRAVOKUTNE PETLIJE U OKOMITOM MAGNETSKOM
POLJU

Ako vodljivu petlju postavimo okomito na magnetsko polje, s time da par stranica jest
paralelan smjeru gibanja petlje a drugi par je okomit i na polje i na smjer gibanja petlje imat
¢emo slijedece rezultate:

Gibanje petlje u homogenom magnetskom polju:

U petlji se ne ¢e manifestirati elektromotorna sila. Naime u dvije strane okomite na smjer
gibanja se dodusSe razdvoje naboji i nastane u njima unutrasnje elektricno polje ali se
promatrano kao elektri¢ni krug, dvije inducirane elektromotorne sile poniStavaju (jer za
zamiSljeni obilazak petlje u jednom smjeru kruzenja petljom daju zbroj elektromotornih sila
jednak nuli) .

Gibanje petlje u nehomogenom magnetskom polju:
U petlji ¢e se sada inducirati elektromotorna sila, jer unutras$nja polja inducirana u dvije
stranice petlje ne ¢e biti jednaka. Ako stranice okomite na i na magnetsko polje i na smjer



gibanja ozna¢imo s 1 12, s time da je u stranici 1 vrijednost magnetskog polja E§1 veca od one

u stranici 2 : B, . tada ¢e inducirano polje u stranici 1 biti ve¢e od induciranog polja u stranici

2 i postojat ¢e elektromotorna sila koja ¢e tjerati naboj od pozitivnog pola stranice 1 prema
manje pozitivhom polu stranice 2. Elektromotorna sila je u sustini promjena potencijalne
energije naboja podijeljena s nabojem pri izracunu cirkulacije elektri¢ne sile po zatvorenoj
petlji:

1e= -
e=—|F-dl (9.2)

ac
Sada ¢emo pokazati da se tako nastala elektromotorna sila povezuje s promjenom toka
magnetskog polja kroz petlju.
Uklju¢enjem izraza za Lorentzovu silu u (9.2) dobivamo:

&= [VxB-dl =v(B, -B,)-w (9.3)
C

gdje je w Sirina petlje (mjerena okomito na smjer gibanja petlje). Promjena toka u petlji jest:
dd = B,wvdt— B,wvdt (9.4)
Kombiniranjem (9.3) i (9.4) slijedi:

dd
E=—— 9.5

it (9.5)

Tako smo dobili Faradayev zakon elektromagnetske indukcije; to je integralni oblik trece
kompletirane Maxwellove jednadzbe. Izraz (9.5) je izveden u posebnoj geometriji gibanja
pravokutne petlje u magnetskom polju. Pokazat ¢emo da (9.5) vrijedi opcenito bez obzira na
izbor oblika povrsine kroz koju se tok racuna i bez obzira na oblik petlje koja tu povrsinu
obilazi.

Nezavisnost toka magnetskog polja kroz petlju o obliku povrsine koja je ograni¢ena tom
petljom

Zamislimo proizvoljnu zatvorenu krivulju C . Neka su njom ograni¢ene dvije razlicite
povrsine. Njih dvije ograniuju zatvorenu plohu koja se dijeli razdjelnom linijom C.
Nazovimo plohe imenima S, i S,. Tokovi magnetskog polja kroz te plohe su @, i @, .

Ukupni tok magnetskog polja kroz ukupnu zatvorenu plohu jest nula. To je temeljno svojstvo
magnetskog polja. To se inace vidi 1 iz Cinjenice da je divergencija magnetskog polja jednaka
nuli. Tok magnetskog polja kroz zatvorenu plohu moze se naime Gaussovim teoremom svesti
na volumski integral divergencije magnetskog polja,a koja je nula. Dakle:

®, +(-D,)=0 (9.6)

Porijeklo minusa u (9.6) potjece od ¢injenice da pri upotrebi zakljucka o i§¢ezavanju ukupnog
toka doprinosi dviju ploha nisu racunati s istom orijentacijom vektora povrSine; kod zatvorene
plohe vektori povrSine su uvijek prema van. Dakle (9.6) iskazuje neovisnost toka o obliku
povrsine.

Nezavisnost Faradayevog zakona indukcije o obliku krivulje:
Podimo od konture C u vremenu t koja se pomice u konturu istovjetnog oblika samo
translatiranog za pomak

ds = vdt (9.7

Promjena toka jest:

do = [ Bda (9.8)
C

gdje je da vektor promjene povrsine:



da=vxdl -dt (9.9)
a dl je vektorski diferencijal pomaka duz krivulje C. Uvritenjem (9.9) u (9.8) imamo:
do = j B-(vVxdl)dt (9.10)

C

Dijeljenje (9.10) s dt i promjenom poretka u mjeSovitom produktu vektora, rezultira
promjenom predznaka pa imamo:

do o= -
— =—[(@xB)-dl =—¢ (9.11)

dt 2
Ovo je identi¢no rezultatu za Faradayevu indukciju (9.5) ; dobiveno je medutim bez
pretpostavke o obliku zatvorene krivulje. Treba uoditi da su smjer linijskog integrala u
cirkulaciji Lorentzove sile i pozitivni smjer toka ® povezani pravilom desne ruke. Znaci da
(9.5)1(9.11) izricu da ¢e na pozitivni naboj u vodi¢u inducirana elektromotorna sila tjerati taj
naboj u smjeru protiv kazaljke na satu (pozitivni smjer ophodnje) , ako u petlji magnetski tok
pada.

FARADAYEV ZAKON U MIKROSKOPSKOM OBLIKU

MozZemo sada kombinirati (9.2) 1 (9.5) u :

= = ()
[E-di __g@ (9.12)
2 dt
Lijeva strana od (9.12) moze se prema Stokesovom teoremu transformirati u povrsinski
integral rotacije elektricnog polja, a desnu stranu napisati kao derivaciju povrSinskog integrala
magnetskog polja po istoj povrsini:

jrotE-daz—jd—B-da (9.13)
- = dt
Radi nezavisnosti rezultata (9.13) o izboru krivulje C ve¢ poznatim zaklju¢ivanjem slijedi:
ot = - 38 (9.14)
dt

Ovo je tre¢a kompletna Maxwellova jednadZzba koju smo upoznali u ovom kolegiju za
vakuumske uvjete. (U prisutnosti materijala Maxwellove jednadzbe se dodatno modificiraju).

LENZOVO PRAVILO | PREDZNAK U FARADAYEVOM ZAKONU

Polazimo od pravokutne petlje koja je kompletno uronjena u magnetsko polje. Petlja je
horizontalna, magnetsko polje je vertikalno. Petlju izvla¢imo brzinom v u desno u podrucje u

kojem nema polja. To ¢inimo vanjskom silom F, na ravnotezan nacin (stalna jer brzina V).

Tome se opire sila F
generiranje struje u petlji. Dakle
E =—F

magn

magn> KOJa je reakcija petlje na prisilnu promjenu toka, Ciji je rezultat

(9.15)

Kroz petlju tee inducirana struja I. Na stranicu koja je jo$ unutar magnetskog polja djeluje
upravo ta sila koja uravnotezuje vanjsku, a prema Lorentzovom izrazu njena je veli¢ina:

Fragn = IWx B (9.16)
Rad vanjske sile mozemo pratiti slijede¢im relacijama:
dW = F,ds = F, - Vdt (9.17)

Uklju¢ivanjem(9.15) 1 (9.16) imamo:



dW = —I (Wx B) - Vdt = —1 (Vdt x W) - B (9.18)
Kako je za petlju

(Vdtx W) - B = dd (9.19)
to se niz relacija za diferencijal rada vanjske sile nastavlja prema (9.18) i (9.19) :
dW =—Idd (9.20)

S druge strane se taj rad vanjske sile moze izraziti preko snage koja se u krugu postoji, ,a koja
je produkt struje i napona:

dw = gldt (9.21)
Usporedbom (9.20) 1 (9.21) zaklju¢ujemo:
do
=—— 9.22
£=- (9.22)

Zapravo, mozemo vidjeti da se izvlaCenjem petlje iz magnetskog polja, u petlji (s
induciranom strujom) stvara dodatni tok, koji nastoji kompenzirati izgubljeni.

Efekt Lenzovog pravila dramatic¢no ¢e se demonstrirati studentima naglim prodorom
magnetskog toka kroz aluminijski prsten. Struje nastale u prstenu omogucit ¢e nastanak sile,
koja ¢e odbaciti prsten uvis.

Foucaltove vrtlozne struje

Kada god vodljivi materijal izlozimo promjenljivom magnetskom polju u njemu se inducira
elektromotorne sile , a time i struje koje se zovu prema fizicaru: Foucaultove struje.
Demonstrirat ¢emo njihov efekt pokuSajem njihanja vodljive plo¢ice u magnetskom polju.

INDUCIRANJE ELEKTROMOTORNE SILE U PETLJI KOJA ROTIRA:

Polazimo od petlje postavljene tako da su silnice magnetskog polja usmjerene okomito na
njezinu ravninu. Ako reprezentiramo povriinu petlje s a , a Magnetsko polje s B, tada je tok
magnetskog polja kroz petlju:

®=Ba (9.23)

Ako se petlja rotira tako da prikloni kut izmedu vektora povrSine 1 vektora magnetskog polja
ima oblik:

9= wt (9.24)
tada elektromotorna sila ima oblik:
do d d .
& =———=-Ba—co0s 4 = -Ba— cos wt = waBsin ot (9.26)
dt dt dt

Tako smo dosli do izvora izmjenicne struje. U domacinstvima je upravo izmjeni¢na struja
dominantno u upotrebi. Njena je frekvencija u Europi 50 titraja u sekundi. Americki standard
je 60 Hz.

MEDUVODICKA INDUKCIJA

Pojam meduvodicke indukcije razmatra utjecaj struje jedne petlje na tok kroz drugu petlju.
Oznaka él(Fz) ima znacenje magnetskog polja koje prva petlja svojom strujom stvara u tocki

unutar druge petlje koja se uzima u obzir pri proracunu toka magnetskog polja kroz drugu
petlju. Prema Biot-Savartovom zakonu slijedi:

—— I, odS, x(F, —T
Bl(r2)=‘;° L= ({3 1) (9.27)
a G |I‘2— 1|




Integriranjem gornjeg polja po povrsini druge petlje imamo tok koji je prva petlja svojom
strujom prouzrocila u drugoj petlji:

I ds, x(r, — T -
q)z(ll) — '[ ,uo 1 '[ 1_} ( i - 1) da (928)
Sz 4n G |r2 - IF1|
Ako konstantu proporcionalnosti izmedu toka ®,(1,)i I, nazovemos M,,,
meduindukcijom,
ds, x(F, — T ~
M, = [| 2o | S oh) g (9.29)
S, 47[ G |r2 - r-1|
tada vrijede izrazi:
@, (1) =M1, (9.30)
do, (2) dl
&) =—""2"=— —L 9.31
2 (D) ot 2" gt (9.31)

Napomena: u velikom broju situacija koeficijent meduindukcije doista jest stalan. Oprez je
potreban samo u situacijama kad se zbog fenomena zasi¢enja magnetizacije zeljeza
magnetsko polje pocinje deformirati. Iz relacije (9.31) moze se ocitati veza jedinice za
meduindukciju (Henry : H ) i SI jedinica:

Vs
H=— 9.32

> 932)

Primjer meduindukcije velikog i malog prstena smjestenih koncentri¢no:
Jakost magnetskog polja u sredini prstena smo racunali prije:

Holy
B, = 9.33
=R, (9.33)
Oznaka 1 odnosi se na veliki strujni prsten. U makom prstenu polje je blizu homogenosti i

ima priblizno stalan iznos dan s (9.33). Za tok nam je potrebna stogabjo§ samo iznos povrsine
malog prstena:

a, = 7ZR22 (934)
Tako je ukupni tok kroz mali prsten 2 :
R 2,u
D,(1)="2"2.] 9.35
W= (9:35)
Tako je koeficijent meduindukcije:
R 2,u
M. =2 Fo 9.36
5= R, (9:36)

Ako se prvi prsten sastoji od N, navoja, adrugi od N, , tada se izraz za meduindukciju
treba pomnoziti s produktom ova dva broja navoja!

TEOREM O JEDNAKOSTI KOEFICIJENATA MEDUINDUKCIJE

Za izvod dokaza o jednakosti koeficijenata M, , i M, polazimo od toka kojeg na drugoj
petlji ostvaruje prva:
®,(1) = [B,(F,)-da, = Stokes= [A(T,)ds, (9.37)

SZ C2

gdje vektorski potencijal znamo napisati:



ol ¢ ds,

A(r,) = 47[ e —n (9.38)

Tako uvrstenjem (9.38) u (9.37) imamo izraz potpuno simetri¢an u indeksima 112 :

®,0) =1 j j Ho 05, - dS, (9.39)
|r —

Vidimo ,dakle, da istovremeno vrijedi:

q)z(l) = |1M2,1 = I1M1,2 (9.40)

To jest:

M, =My, (9.41)

SAMOINDUKCIJA

Cinjenica je da promjena struje u zavojnici inducira promjenu toka kroz nju. S druge strane,
promjena toka inducira elektromotornu silu koja se po Lenzovom pravilu toj promjeni toka
odupire. Koeficijent proporcionalnosti izmedu promjene struje u krugu i inducirane protusile
se naziva koeficijentom samoindukcije:

dl, dI
1) =-M;; —= d'[ = dl’ (9.42)
Naravno jedinica i dimenzija za samoindukciju jest ista kao i za indukciju.

Primjer raCunanja samoindukcije za toroidalnu zavojnicu pravokutnog profila:

Najprije opisujemo geometriju torusa. On ima unutrasnji polumjer (na kojem pocinju
pravokutni navoji) r,. Vanjski polumjer (na kojem zavrSavaju navoji) je r, .Visina navoja je
h. Nacinit ¢emo najprije primjenu Ampere-ovog zakona o cirkulaciji po zatvorenoj krivulji
(kruZnici smjestenoj s centrom na osi torusa i polumjerom r) koju zovemo C.

I édg = ,uO I ukupno = /uo NI (943)
C

N je broj navoja u torusu , a I je struja u svakom navoju, to jest struja koja tece torusom. Kako
je magnetsko polje duz radiusa r stalno to je cirkulacija s jedne strane umnoZak polja i opsega
kruga polumjera r. Tako iz (9.43) dobivamo izraz za magnetsko polje na radiusu r:
B = o NI

2ar
Promotrimo sada tok tog polja kroz jedan pravokutni navoj. U tom navoju iznos polja zavisi
prema (9.44) samo o radiusnoj koordinati i njegovu vrijednost znamo izracunati s (9.44) . To
je polje stalno u pravokutniku povrsine da = hdr . Tako je navedeni tok kroz jedan navoj:

@~ [B-da=] N g NI pOr

(9.44)

presjektorusa rn n (945)
_ Mo NIh n 2
2r I
Ukupni tok kroz torus je suma tokova kroz sve navoje, njih N. Tako je
N 2h
cp_”O |( )| (9.46)

Prema defInICIJI samomdukcije:



2
L= ANy T (9.47)
2 r
Sa samoindukcijom kompletiramo sve veli¢ine koje se pojavljuju u jednostavnijim strujnim
krugovima. Evo popisa elemenata i njihovog doprinosa elektromotornim silama
Osnovna elektromotorna sila &
Otpornik: U=IR
Kapacitor: U=Q/C
Zavojnica:U=LdI/dt

Elektri¢na struja u L-R krugu priklju¢enom na napon:

Ako smjer struje izaberemo da tece od + pola osnovne elektromotorne sile (za koju
pretpostavljamo da se u vremenu ne mijenja) prema — polu, imamo prema 3. Kirchhoffovom
zakonu:

g—RI—Ld—I:O (9.48)
dt

Svodenjem diferencijalne jednadzbe u uobicajeni oblik imamo:

dRe (9.49)

dt L L

Nehomogena linearna jednadZba prvog stupnja , prema naSem iskustvu s linearnim
jednadzbama se najprije rijesi za homogeni dio (koristit ¢emo pokratu 7 =L/R)

a1, ar__at (9.50)
dt ¢ I T

Rjesenje ove jednadzbe nam je poznato:

| =1,e"" (9.51)

Ako ovom rjeSenju dodamo konstantu, derivacija struje u (9.49) i dalje ¢e poniStavati
vremenski zavisan dio struje, dok se konstantni ¢lan mozZe iskoristiti za ponistenje
nehomogenosti na desnoj strani jednadzbe (9.49). Student moZe provjeriti da je ispravan izbor
konstanti:

I(t) = %(1_64,1) (9.52)

Struja se dize do vrijednosti koju bi imala bez zavojnice uz vremensku konstantu 7 . Sli¢no
mozemo pokazati da isklju€enjem elektromotorne sile, struja nastavlja te¢i krugom, no
smanjuje svoju jakost s istom vremenskom konstantom.

ENERGIJA ULOZENA U STVARANJE MAGNETSKOG POLJA SAMOINDUKCIIOM

Za solenoid ili neku drugu geometriju mogli bismo energiju ulozenu u stvaranje magnetskog
polja racunati integrirajuci izraz za gusto¢u energije polja. Na srecu postoji mnogo brzi put do
rezultata. Upravo smo razmatrali pojave povezane s jednostavnim krugom u kojem su bili
otpornik i induktivitet. Pretpostavimo da smo iz kruga iskljucili elektromotornu silu.
Postojeca struja bi zamirala prema (9.51). Energija magnetskog polja bi se trosila na Jouleovu
toplinu snagom:
aw =RI? (9.53)

dt
Energiju koja postoji u trenutku t u induktivitetu mozemo lako izracunati slijede¢im putem:
Integriramo snagu koja se trosi od vremena t do beskonacnosti, to jest:



E -

induktiviet

+ Sy 8

_OO 2 -2tlr g4 _ 2T [ —2tlr 2t _
dW—Jt'RIOe dt=RI, Eje d()=

(9.54)

1_L

:EREIOZ(—e’Z“T) o1 L

. :EL(IOe’“T)Z =5t 2

KOMPLETIRANIE MAXWELLOVIH JEDNADZBI

Do sada imamo u kona¢nom obliku tri od ¢etiri Maxwellove jednadzbe za vakuum. To su dva
izraza za divergencije elektricnog 1 magnetskog polja i izraz za rotaciju elektri¢nog polja.
Pokazat ¢emo da Ameperov zakon za rotaciju magnetskog polja treba nadopuniti za situacije
u kojima se elektri¢no polje mijenja u vremenu. Ve¢ smo prije savladali jednadzbu
kontinuiteta koja se odnosi na elektri¢ni naboj:

- op
divj = ——— 6.10
== (6.10)
Amperov zakon u diferencijalnom obliku jest:
rotB = u,j (8.33)

Promatrajmo nesklad medu njima u eksperimentu u kojem nabijeni kapacitor izbijamo kroz
ohmski otpor. Na kapacitoru se naboj smanjuje i sasvim izvjesno gustoéa struje i njena
divergencija postoje prema (6.10). No ako u isti izraz uvrstimo gustocu struje prema (8.33) :

rotB (10.1)

Ho

Prema dokazanom teoremu o divergenciji rotacije lijeva strana u (6.10) i§cezava, §to znamo
da ne odgovara istini na ploc¢i kapacitora!!! Ampere-ov zakon smo izveli u uvjetima
stacionarnih struja. Stoga je logi¢no pretpostaviti da on ne mora vrijediti ako struje nisu
stacionarne . Pedagosku stimulaciju u kojem smjeru treba raditi korekciju (6.10) dobivamo
pracenjem toka magnetskog polja koji se moZe raCunati po razli¢itim plohama koje su sve
obrubljene zatvorenom krivuljom oko vodica koji s kapacitora odvodi naboj. Prije smo
pokazali da tok ne smije ovisiti 0 plohi nego samo o krivulji kojom je ploha obrubljena. Kako
krivulja ide oko vodica kojim tece struja, to je po Stokesovom teoremu magnetski tok
jednostavno proprcionalan struji oko koje ide zatvorena krivulja. Diskontinuitet u rezultatu
nastaje kada krivulja ude u prostor kapacitora. Tamo viSe nema struje i rezultat za o¢ekivani
tok pada na nulu! O¢ito treba (6.10) nadopuniti ne¢im $to se u vremenu mijenja ritmom
1S¢ezavanja struje kroz vodi¢ (radi koje struje 1 postoji problem). Pokusajmo u (8.33) dodati
nepoznatu veli¢inu i na osnovi manipulacija s provjerenim rezultatima odrediti tu veli¢inu.
Pretpostavljamo da (8.33) treba nadopuniti ovako:

rotB = 11y J + s, % (10.2)

Da bi uvjet da divergencija rotacije magnetskog polja is¢ezava bio ispunjen, treba i§¢ezavati
divergencija desne strane (10.2) to (radi konstantnosti faktora s, ) povlaci:

divj +divk =0 (10.3)
Istovremeno sigurno vrijedi jednadzba kontinuiteta (6.10). UvrStavanjem izraza za
divergenciju gustoce struje iz (10.3) u (6.10) dobivamo:

j=

0 =divy,X — 1, aa—lto (10.4)
No prema Maxwellovoj jednadzbi (4.10)
p = &,divVE (10.5)

Uvrstenjem (10.5) u (10.4) imamo:



0 = divus, X — yogodiv(%) (10.6)
Ocito se modifikacijom (8.33) u:

rotB = Lo ] + Ho&, % (10.7)

rjesava problem nekonzistencije koji se pojavio s promatranjem efekata nestacionarnih struja.
Ova dopuna zakljucuje ukupnost Cetiri maxwellove jednadzbe za vakuum; (10.7) je ta Cetvrta
jednadzba . 1z njenog oblika se vidi da ona doprinosi vrsti simetrije medu elektri¢nim i
magnetskim fenomenima. Naime , sada ne samo da promjene magnetskih polja uzrokuju
elektri¢na polja, nego i promjene elektri¢nih polja uzrokuju magnetska polja. Ovo je
sudbonosno za fenomen elektromagnetskih valova kako ¢emo uskoro demonstrirati.
Komentar: ako se vratimo originalnom problemu s praznjenjem kapacitora, vidimo da ulogu
struje unutar dimenzija kapacitora (gdje struje nema) preuzima promjena elektri¢nog polja. I u
tom prostoru dakle postoji rotacija magnetskog polja, samo je njen uzrok umjesto struje
derivacija elektri¢nog polja po vremenu. Ona se naravno i sama mijenja ritmom kojim se
kapacitor prazni ( to jest ritmom odumiranja struje, kao $to smo na pocetku anticipirali).

SUSTAV MAXWELLOVIH JEDNADZBI PROSTORU BEZ MATERIJALA

Dok nemamo razmatranja elektri¢nih i magnetskih polja u materijalima s unutras$njim
poljima, sada imamo kompletiran sustav Maxwellovih jednadZbi. Uz njihovu staru
numeraciju pisat ¢emo i novu kako bismo naglasili njihovo zajednistvo:

divE = £ (prije (4.10)) (10.8)
&y
divB =0 (prije (8.30)) (10.9)
- dB N
rote = ~ 5t (prije (9.14)) (10.10)
= oE N
rotB = 1, j + 146, o (prije (10.7)) (10.11)

Ovaj skup u elektromagnetizmu ima svoj analogon u Newtonovim zakonima u mehanici. Sve
moguce elektricne 1 magnetske pojave (bez unutraSnjih polja) mogu se ovim opisati. Poseban
uspjeh Maxwellovih jednadzbi je bilo predskazivanje elektromagnetskih valova u vrijeme
kada se nije znalo za njihovo postojanje niti njthovo objasnjenje prirode svjetlosti.

ELEKTROMAGNETSKI VALOVI

Razmatramo prostor u kojem nema naboja i kojem nema struja. Tada Maxwellove jednadzbe
imaju poseban oblik:

divE =0 (10.12)
divB=0 (10.13)
rotE = —%B (10.14)
rotB = C%% (10.15)

Ako na relaciju (10.14) primijenimo operaciju rotora , iskoristimo relaciju za dvostruki
produkt i ¢injenicu da je divergencija elektri¢nog polja prema (10.12) nula, s lijeve strane



(10.14) preostaje nam samo: — V2E. S desne pak strane, ako za rotor magnetskog polja
iskoristimo (10.15), preostaje — (1/c2)(6?E / 6t?). Time je ukupni rezultat:

VZE = 1€ (10.16)

c? ot? '
Ako pak primijenimo operaciju rotora na jednadzbu (10.15) , potpuno analognom procedurom
slijedi:

1 9°B
c? ot?
Ovo su poznate valne jednadzbe za elektricno 1 magnetsko polje elektromagnetskih valova u
vakuumu.

Student moze lako provjeriti da je jedno moguce rjeSenje jednadzbe (10.16) putujuci val
oblika:

E(F,t) = RE, cos(z —ct) (10.18)
Provjeru ¢e naciniti uvrstenjem (10.18) u (10.17), pri ¢emu ¢e se dvostrukim deriviranjem po
vremenu na desnoj strani pojaviti kvadrat od c , a sve ostale veliine ¢e izgledati identi¢no.
Kracenjem ovog faktora s postoje¢im istim faktorom u nazivniku, dobiva se identitet. Dakle
(10.18) zadovoljava valnu jednadzbu (10.17). Inspekcijom analiti¢kog opisa (10.18), vidimo
da on predstavlja kosinusoidalni oblik u prostoru ako ga gledamo za fiksno vrijeme (na
primjer t=0). S druge strane isto stanje mi¢e se u vremenu brzinom c. Ovo zaklju¢ujemo
osmatrajuci kakvu relaciju moraju ispunjavati koordinata z i vrijeme t da bi argument
kosinusa bio stalan. To je ocito relacija:

z —ct =konstanta (10.19)
Sto je opis jednolikog gibanja duz osi z brzinom c. (10.18) jo§ zovemo valom polariziranim
duz osi x jer opisuje vektor usmjerenja duz osi x.

Potpuno je jasno da i za magnetsko polje B rjeSenja moraju imati isti analitidki oblik
eventualno pomaknut u fazi. Pokazat ¢emo sada da u vakuumu elektri¢no i magnetsko polje
sinkronizirano titraju, s tim da su vektori elektri¢nog polja, magnetskog polja i smjer Sirenja
vala okomiti. Po¢i ¢emo od relacije (10.14) za rotor elektri¢nog polja ba§ za konkretni oblik
opisan s (10.18) :

V?B = (10.17)

Xy 2
_ oB
rote = 99029 = §/aEX =—(X oB, +y—L+72 aBZ) (10.20)
ox oy oz 0z ot ot ot
E, 0 O

1z (10.20) ¢itamo da ni u smjeru z ni u smjeru x nema titrajuc¢ih komponenti. Postoji samo y
komponenta magnetskog polja. Ona pak je povezana s x komponentom elektri¢nog polja
relacijom:

E oB
%E, =——2X (10.21)
oz ot
Najpocenitija je pretpostavka dakle da je rjeSenje oblika:
B, (z,t) = B, sin(z —ct) + B, cos(z —ct) (10.22)
Uvrstenjem (10.22) 1 (10.18) u (10.21) imamo:
—E, sin(z —ct) = B, cos(z — ct) + B, (—c) sin( z — ct) (10.23)
1z (10.23) zaklju¢ujemo da koeficijent B, is¢ezava, a da za drugi koeficijent vrijedi:
B, = E (10.24)



Kompletiranje opisa elektromagnetskog vala koji se duz z-osi $iri s elektricnom
komponentom titranja duz osi-x zavr§avamo znaci s

B(F,t) = 95cos(z —ct) (10.25)
c

Time smo pokazali da smjerovi titranja elektriénog polja, magnetskog polja i Sirenje
elektromagnetskog vala jesu svi medusobno okomiti i da slijede pravilo desne ruke. S druge
strane smo odredili i relativnu jakost elektriénog i magnetskog polja relacijom (10.24) .
Utvrdili smo da su titranja elektri¢nog i magnetskog polja u fazi, to jest medu njima u
vakuumu nema zaostajanja. Mozemo napomenuti da ovi odnosi komponenata elektri¢nog i
magnetsjkog polja ne vrijede uvijek, nego samo u vakuumu. Opcenito, moguca su i druga
stanja faznih odnosa transverzalnog dijela titranja. Konac¢no, na primjer unutar valovoda
postoji ¢ak 1 longitudinalna komponenta titranja!

Elektromagnetski valovi koje je predvidio Maxwell demonstrirani su i eksperimentalno .
Fizi¢ar Heinrich Hertz je pokusom koji je grubo gledano LC krug , u kojem medu
elektrodama kapacitora preskacu iskre promjenjivog smjera, proizveo i detektirao istom
metodom Hertzove valove u mikrovalnom podruc¢ju. Fantasticnu domisljatost Hertza moze se
procijeniti ¢injenicom da u to vrijeme ne postoje nikakve elektronicke komponent, koje su
danas temelj proizvodnje komunikacijskih elektromagnetskih valova.

IZMJENICNE STRUIJE

Ovo poglavlje je primjena naseg ukupnog znanja o elektromagnetizmu i rjeSavanju linearnih
diferencijalnih jednadzbi drugog stupnja koje smo stekli u mehanici. Ovaj dio profesionalnog
znanja rjeSavanja krugova izmjenicne struje zajednicki je fizicarima i studentima
elektrotehnike. Nakon uvodnog primjera slobodnog LRC kruga i komentara o prisilnom
titranju svladanog u mehanici moglo bi se re¢i da je problem razrijeSen, jer postoji jasna i
poznata procedura kako formalno rjeSavati bilo koji krug. Ipak , u ovom poglavlju ¢e se vrlo
detaljno razmatrati pojedine kombinacije ukljucenja razliitih elemenata linearnih krugova.
Naime od studenta se na kraju semestra o¢ekuje intuitivno reagiranje na specifi¢ne krugove o
faznim odnosima napona koji je krugu nametnut i rezultantne struje.

SLOBODNO TITRANJE LRC KRUGA:

Takav krug se sastoji od kapacitora nabijenog nabojem na odredeni potencijal, Ohmskog
otpora i induktiviteta. Uz prijasnje oznake imamo slijedece elektromotorne sile:

U :% (11.1)
AV =Rl (11.2)
le] = L‘% (11.3)

Izborom predznaka da struja tece od nabijenog + pola kapacitora u trenutku ukljucenja imamo
po Kirchhoffovom pravilu slijede¢i odnos elektromotornih sila:

u-ri-t3 g (11.4)
dt

Jasan je i odnos predznaka izmedu naboja na kapacitoru i struje u krugu. Struja prazni
kapacitor; smanjuje mu naboj:
| dQ _ c du

— 115
dt dt (11.5)



Uvrstenjem (11.5) u (11.4) dobivamo:

2
U+RCd—U+LCdg:0 (11.6)
dt dt
Dijeljenjem s LC i ovodenjem pokrata:
R 1
—=— 11.7
L 7 ( )
1
E = COOZ (118)
dobivamo:
2
d LZJ +3d—u+w02u =0 (11.9)
dt T dt

Matematicki gledano to je jednadzba identicna onoj za slobodno (neprisiljeno) titranje
guSenog harmonickog oscilatora. Ponovit ¢emo korake koji nas vode na rjesenje. Ve¢ smo u
prvom semestru obrazlozili zaSto trazimo rjesenje oblika:

U(t) =U, e " cos(at + @) (11.10)
Ovdje treba odrediti #i @ da bi se zadovoljila jednadzba (11.9). U, i ¢ su integracijske
konstante . One se odreduju iz pocetnih uvjeta. Pocetni napon U, pojavljuje se u sva tri ¢lana

(11.9); stoga s njime mozemo pokratiti. Ako tada na oblik (11.10) primijenimo binomnu
formulu za deriviranje produkta funkcija u (11.9) dobivamo:

_a| (B)? cos(at + @) + 2(-w)(-p)sin( @t + @) + (-*) cos(wt + p)
e _ ) =0 (11.11)
+ (=p)cos(at + @)/ 7 + (—w)sin(awt + p) | T + @,” cos(at + @)

Gornji izraz moZe se skratiti s eksponencijalnim faktorom, a zatim posebno izjednaciti s
nulom faktor koji mnozi kosinus 1 faktor koji mnozi sinus u (11.11), jer su to dvije linearno
nezavisne funkcije. Tako dobivamo:

2w — a)l =0 to jest B = i (11.12)
T 27
1 2 1 2 - 2 2 1
— 0 ' ——+w, =0 to jest o =w, ——— 11.13
47° 272 0 J 472 ( )

Sizrazima (11.12) i (11.13) zavrsili smo odredivanje rjeSenja jednadzbe (11.9) u obliku
(11.10) odredivsi potrebne konstante.

Da bismo pratili ponaSanje energije u elektricnom krugu trebamo znati ponaSanje struje:
U gornjem slucaju je struja:

dQ _d U(t),_U,[ 1 . e
| =—=—(—%)=—|——cos(at +¢) —wsin(wt +¢) e 11.14

a atlc )T |, eoslette) (ot +9) (11.14)
Kako 1z poznate struje 1 napona moZemo izracunati energiju uskladistenu i u induktivitetu i u
kapacitoru:
=8 =%CU2 E, =%LI 2 (11.15)

uocavamo da ¢e ukupna elektricna i magnetska energija biti suma gornjih energija. Prosje¢nu
energiju po periodu titranja moZemo racunati slicno proceduri u proslom semestru za
priguseni oscilator iz proslog semestra i ona ¢e imati oblik:

<E>=Ee"" (11.16)



Gdje je E, pocetna energija kruga. Vrijeme jednog , titraja“ je :

T2 (11.17)
w

Ponavljamo i definiciju Q vrijednosti gusenog oscilatora (ovo naravno nije naboj) :
Energijau sutavu

Q=2r : ————— =27 E (11.18)
Gubitak energijeu titraju T‘dE
dt
Iz (11.16) vrijedi :
dg_E (11.19)
dt| =
¢ijim uvrsStenjem u (11.18) uz relaciju (11.17) slijedi:
E
= = 11.20
Q=w Elr “r ( )

Takoder trebamo ponoviti i diskusiju prirode gusenog oscilatora:

w>0 podkriticno gusenje

w <0 nadkritino gusenje

o=0  kriti¢no gusenje

U slucaju podkriticnog guSenja analiticki oblik rjeSenja jest oblika (11.10) . u slucaju
nadkriticnog gusenja analiti¢ki oblik ima hiperbolne funkcije kao $to je pokazano u prvom
semestru.

KRUGOVI TJERANI S IZMJENICNIM NAPONOM

Kada je u krugu elektromotorna sila analogna onoj diskutiranoj kod generatora izmjeni¢ne
struje (znaci sinusnog ili kosinusnog oblika), tada umjesto jednadzbe (11.9) na desnoj strani
dobivamo umjesto nule nehomogeni ¢lan takvog oblika. No umjesto prijelaza direktno na opc¢i
slucaj, diskutirat ¢emo karakteristicne kombinacije kako bi student pratio ulogu kapacitora 1
induktiviteta svakog posebno u odredivanje faznog odnosa medu naponom i rezultatnom
strujom. Ovdje pak podsje¢amo studenta da je prikaz koji slijedi Cesto ograni¢en na
odredivanje specijalnih rjeSenja nehomogene jednadzbe, dok se kompletno rjeSenje dobiva
superpozicijom tog specijalnog rjeSenja (koje asimptotski nakon dovoljno dugog vremena
postaje 1 konacno rjesenje) i opceg rjesenja homogene jednadzbe (koje izumire u vremenu s
karakteristiénim vremenom 7 ) . Vec¢ina udzbenika preskace spomenuti da se to homogeno
rjesenje itekako uplice u ponasanje kruga efektom kojeg se zove tranzijent, Sto je zapravo
sinonim za mijeSanje posebnog i opceg rjeSenja (student treba imati na umu da je specijalno
rjesenje fiksno, dok se pocetnim uvjetima prilagodavaju integracijske konstante opceg
rjeSenja) . U tekstu koji slijedi standardizirat ¢emo analiticki oblik izmjeni¢nog napona
izrazom &, cos ot .

Izmjeni¢ni napon prikljuc¢en na ohmski otpornik:
Tre¢i Kirchhoffov zakon daje:

g,cosat—RI =0 (11.21)
| = @ (11.22)

Ovo je jedina jednostavna konfiguracija. Napon i struja su u fazi i odnos medu njihovim
trenutnim vrijednostima je onaj iz Ohmovog zakona.
POKUS: relacija izmedu napona i struje prikazat ¢e se osciloskopom.



Izmjeni¢ni napon prikljucen na kapacitor:
Kao i gore pregledom elektromotornih sila imamo:

&, COS wt —% =0 (11.23)

U ovom slucaju odnos vremenske derivacije naboja na kapacitoru i struje ima suprotni
predznak. U ovoj konfiguraciji struja puni kapacitor:

dQ
| = —< 11.24
it (11.24)
Kada iz (11.23) izra¢unamo naboj i uvrstimo ga u (11.24) dobivamo:
| = c%(go cos at) = —&, (Ca) sin ot = g—locos(a)t +712) (11.25)
Co

U (11.25) uocavavamo dvije bitne stvari. Prvo, u odnosu na napon (11.23) struja dolazi u fazi
ranije za /2. Grafikon struje je na vremenskoj osi o¢ito pomaknut na lijevo, to jest prema
ranijim vremenima, u odnosu na grafikon napona. Drugo, ulogu ohmskog otpora u
odredivanju struje iz napona (analogon onom iz relacije (11.22)) je preuzeo:

Ci = ekvivalent ohmskomotporu (11.26)
0

Zakljucujemo: dodatak kapacitora promijenio je fazni odnos struje i napona; struja prethodi
naponu, a ulogu ohmskog otpora preuzima inverzna vrijednost produkta kapaciteta i kruzne
frekvencije.

POKUS: Na osciloskopu ¢e biti prikazan odnos napona i struje.

Izmjeni¢ni napon priklju¢en na induktivitet:
Inspekcija elektromotornih sila daje:

&, COS wt — L% =0 (11.27)

Odatle slijedi:

I % cosat (11.28)

dt L

¢ijim integriranjem izraz za struju:

| = isin ot = icos(a)t —-rl2) (11.29)
Lo Lo

Uzimajuci opet (11.22) kao temelj usporedbe, vidimo da ovaj puta struja u krugu kasni za
naponom u fazi za iznos /2, a da je ulogu ohmskog otpora preuzeo izraz:
Lo = efektivniotpor (11.30)

POKUS: odnos struje i napona je na osciloskopu.

Izmjeni¢ni napon prikljucen na serijski spoj kapacitora i otpornika:

Pregledom svih padova napona imamo:

g cosat—RI -Q/C=0 (11.31)
Nadalje i u ovom slucaju je veza vremenske derivacije naboja na kapacitoru pozitivna kao i u
prijasnjem primjeru:

| =dQ/dt (11.32)
Inspirirani gornjim primjerima ocekujemo da ¢e analiticki oblik struje biti:

| =1, cos(at + @) (11.33)



Nasa je zadaca odrediti @i |, tako da je s tim vrijednostima (11.31) zadovoljena!l
Vremensko ponasanje naboja slijedi iz (11.32) ako se u njega uvrsti pretpostavka (11.33):

Q1) = [ 1 (t)dt = I—Osin(a)t + ) (11.34)
w

Uvrstenjem (11.34) 1 (11.33) u (11.31) slijedi:

£, 08 at — Rl cos(at + @) —[ 1,/(Cw) Jsin(et +¢) =0 (11.35)

Ako se u (11.35) na cos(awt + ¢)i sin(wt + ¢) primijeni adicijski teorem i izluci faktore
coswti sin ot dobiva se slijededi izraz:
I, . . . I
cos wt(g, — RI, cos p ——2-sin @) +sin wt(RI, sin ¢ ——2-cos @) =0 (11.36)
Cw Cw

Kako su sinus i kosinus dvije linearno nezavisne funkcije, to svaka okrugla zagrada mora
zasebno i8¢eznuti da bi (11.36) vrijedio. Radi iS¢ezavanja faktora uz vremenski sinusnu
ovisnost:

RI, sin ¢—I—°c05¢7= 0 (11.37)
Co

Odatle dobivamo tangens faznog kuta dijeljenjem (11.37) s cose :

tgp = @ (11.38)

Takoder u (11.36) treba iSCeznuti faktor uz kosinusnu vremensku zavisnost:
l, .

g, —Rl,cosp——-sinp=0 (11.39)

Cw

Odatle slijedi

£, =(RIOCOS(p+I—°sin Q)= Rlo(c05¢+isin 0) (11.40)
Co RCw

Nadalje koristenjem (11.38) u (11.40) slijedi:

&, = Rl (cos ¢ +tgesin ¢) (11.41)

KorisStenjem veze koju student lako verificira:

cosp =1/,1+tgp” (11.42)

Da se izluCivanjem cos¢ pred okruglu zagradu, zatim koriStenjem (11.42) izraz (11.41)
najprije transformira u :

& =Rl,/cosg (11.43)

Iz te relacije se moze izraziti apsolutna vrijednost struje tako da se koristi relacija izmedu
kosinusa i tangensa (11.42) i za tangens uvrsti eksplicitna vrijednost nadena u relaciji (11.38) .

1 _& ! %o (11.43)

_% _% _ _
IO—RCOS(D—R == = = :
1+tgp L, bco) \/R2+()2

R2 Cw

Preko izraza (11.38) odreden je fazni kute , a s (11.43) je izraCunana vrijednost apsolutne
vrijednosti struje; obadvoje potrebni za konacno rjeSenje kruga u kojem je na izmjeni¢ni
napon prikljucen otpornik i kapacitor izraZeno preko (11.33) .

POKUS: odnos struje i napona je na osciloskopu.

Izmjeni¢ni napon prikljucen na serijski spoj otpornika i induktiviteta:
Pregledom padova napona u krugu slijedi:

g, cosmwt —RI — L% =0 (11.44)



Procedurom koja na analogan nacin slijedi proceduru iz kombinacije otpornik i kapacitor
uslijedit ¢e analiti¢ko rjeSenje oblika :

| =1, cos(at + @) (11.45)

zatim

I, = g—ocos(p ) ! = %o (11.46)
R R J1+tgp® R?+(Lw)’

tge = # (11.47)

NAPOMENA: ovaj specijalni slucaj se moze dobiti i iz opcenitijeg slucaja koji ¢emo upravo
obraditi stavljanjem kapaciteta C u tom op¢em slucaju jednakim nuli.

Izmjeni¢ni napon prikljucen na serijski spoj ohmskog otpora, kapacitora i induktiviteta:
Pregledom padova napona u krugu slijedi:

&, Cos wt — RI Q. OI—|=0 (11.48)
C dt
| sada struja puni kapacitor tako da vrijedi:
dQ
| =— 11.49
it (11.49)
Pretpostavka za analiticko rjesenje je i dalje:
| =1, cos(at + @) (11.50)
Sto uvrStenjem u (11.49) 1 integracijom daje:
l, .
Q(t) = j | (t)dt = ~2sin( at + @) (11.51)
w
Deriviranjem (11.52) po vremenu pak imamo:
%:—Iosin(a)t+(p) (11.52)

Uvrstenjem (11.50)-(11-52) u (11.48) dobiva se jednadzba u kojoj se pojavljuju samo

nepoznanice l,i¢.

&, 08t — Rl cos(at + @) —[ 1,/(Cw) Jsin(et + @) + Ll sin( et + @) =0 (11.53)

Zdruzivanjem ¢lanova sa sinusnom 0visnosti o vremenu slijedi:

&, cosat — Rl cos(at + @) — |, sin(wt + (p)[ci - La)} =0 (11.54)
@

nalazimo da se dva izraza razlikuju samo utoliko da u (11.54) uz ¢lan sinusne zavisnosti o

vremenu umjesto faktoral, (Ci) stoji faktor 1, (Ci — L®) . Odmah je jasno da mozemo
w @

prihvatiti rjeSenje oblika (11.33) s time da ¢e umjesto izraza za tangens faznog kuta (11.38)
sada pisati:

a umjesto izraza za apsolutnu vrijednost struje (11.43) Ce biti:
I, = %COS(p - %0 ! _ = %o (11.56)
\/1+tg¢ \/R2+(1—La))2
Co

ZAKLJUCAK



U opcenitom krugu izmjeni¢nog napona za zadani napon &, C0oS wt u elektri¢nom krugu

nastaje rezultanta struja analitickog oblika:

| =1, cos(at + @) (11.50)
Pri tome je vrijednost faze odredena s:
tgp = W (11.55)
Apsolutna vrijednost struje se dobiva s:
l, = %Ocosgo - %0 ! _ = %o (11.56)
\/1+tg(0 \/R2+(1—La))2
Cw

S time student ima u rukama orude za rjeSavanje opcenitog RLC kruga tjeranog izmjeni¢nim
naponom. Ukoliko neki od elemenata nije prisutan u krugu, u op¢enitom izrazu treba ukloniti
¢lan kojim je reprezentiran. Na primjer, ako nemamo kapacitora, ispustamo sve dijelove u
kojima se pojavljuje kapacitet C.

FAZORSKI MODEL (,,PHASORS*)

U ameri¢kim udZbenicima Cesta je upotreba takozvanih fazora u proraCunima RLC krugova.
(Ovo je narocito pojacano popularnom serijom ,,Star Trek*). Metoda fazora vodi vrlo brzo na
ispravne rezulutate , a ima i dobar intuitivni oslonac. Uo¢imo da se izmjeni¢ni napon

&, COS wt moze interpretirati kao projekcija vektora g, koji kutnom brzinom omega rotira, na

x 0s. Sli¢no vrijedi i za rezultantnu struju.

Iz (11.22) vidimo da je na otporniku struja u fazi s naponom, a da je njena amplituda
povezana s naponom Ohmovim zakonom.

Iz (11.25) jasno je da na kapacitoru napon ide iza struje za = /2 , a da se amplituda napona
dobiva mnozenjem struje s faktorom1/(Cw) .

U fazorskom pristupu se koristi ¢injenica iz Kirchhoffovog zakona da se struja u zatvorenom
krugu nigdje ne nagomilava. Stoga je ponaSanje struje referentni obrazac to jest ponasanje
svih napona promatramo s obzirom na struju oblika: 1, cosat .

Odnose struje 1 napona mozemo graficki prikazivati kao kruzenja vektora sa stalnim
pomakom u fazi (u slu¢aju kombinacije otpornika i kapacitora otpornikov doprinos je u fazi s
naponom, a kapacitorov je napon pomaknut u vremenu u smjeru kasnijih vremena za fazni
pomak z /2).

Rezultantu njihovog djelovanja moZemo shvatiti kao vektorski zbroj doprinosa dva vektora
koji su okomiti, a imaju iznose 1,Ri |,/Cew . Rezultanta se moze shvatiti i kao djelovanje

otpora oblika ,/R? + (Ci)2 Sto je ekvivalentno rezultatu (11.43). Zapravo, student si moze
)

znatno ubrzati rjeSavanje krugova izmjenicne struje slijede¢im receptom:
Kapacitoru napon kasni za z / 2; njegov doprinos otporu ide kao 1/(Cw) , zavojnica daje

napon u faziranije za /2 i doprinosom otporu L. Ocito su radi suprotnih faza doprinosi
kapacitora i zavojnice ukupnom otporu suprotnih predznaka. Ako je u krugu prisutan i

otpornik , €iji je doprinos fazno okomit na rezultat kapacitora i zavojnice, jasno je da je

efektivni rezultantni otpor: \/RZ + (Ci —Lw)? $to je sukladno s (11.56). Tangense pripadnih
1)

faza takoder se lako racuna znaju¢i vrijednosti ekvivalentnih otpora i njihove orijentacije.
Student to moze provjeriti inspekcijom izraza: (11.38),(11.47) 1 (11.55). Bitno je medutim



uociti da je u naSem egzaktom pristupu referentna veli¢ina narinuti napon, a u fazorskom
pristupu to je zajednicka rezultantna struja. Radi tog su razloga izrazi za fazni kut u dva
pristupa suprotnog prdznaka. Mnogo vise detalja o fazorskom pristupu moze se naci u
preporuc¢enom udzbeniku Younga i Freedmana.

POSEBNI SLUCAJ LC KRUGA:

Ukoliko nemamo prisile tjerajuceg napona( &, =0), a u krugu su L i C element, tada imamo
slijedece karakteristi¢ne jednadzbe (Kirchhoff+izraz za struju)

Q_Ld_, (11.57)
C dt

__4dQ
| = i (11.58)

U (11.58) predznak — vodi racuna da struja prazni kapacitor. Uvrstenje (11.58) u (11.57)
rezultira u:

d’Q 1
4+ —0=0 11.59
dt®  LC 0 (1159
Sto je karakteristi¢na jednadZba harmonijskog titranja karakteristi¢ne frekvencije:
> 1
W, =—— 11.60
=1 (11.60)
I oblika:

Q(t) = Q, cos(wyt + )

1z kojeg se preko (11.58) a onda i (11.57) lako racunaju i struja i napon. Znaci i bez pogona,
LC krug ¢e oscilirati frekvencijom danom s (11.60) ako ga se stavi u pogon bilo punjenjem
kapacitora bilo postojanjem struje u zavojnici.

REZONANCIA U LRC KRUGU

Relacija (11.56) nam pokazuje da se mijenjanjem kruzne frekvencije izmjenicne struje @ Uz
stalni napon ¢, za stalne vrijednosti L,R,C karakeristika maksimalna struja dobiva uz uvjet

(11.60) . to jest tada nastupa fenomen rezonancije. Takoder je jasno da sa snizavanjem otpora
otpornika taj fenomen postaje sve izrazeniji da bi pri iS¢eznucu ohmskog otpora izraz za
struju u rezonantnom slucaju divergirao.

SNAGA IZMJENICNE STRUJE

Ako imamo opis vremenske zavisnosti struje i napona u krugu:

& =¢&,Cos ot | =1, cos(at + @) (11.61)
Znamo i izraz za trenutnu snagu:
(L—V:/ =P(t) =&l =¢g,1, coswtcos(at + @) (11.62)

Jasno je da je snaga periodicka funkcija vremena. U slucaju da je faza jednaka nuli, to je
cijelo vrijeme pozitivno definitna funkcija. Kako se faza povecava od nule prema z/2 dio
snage u periodu postaje negativan. Negativni dio izjednacuje pozitivni kada faza dosegne
vrijednost /2. U tom trenutku je prosjecna vrijednost snage po periodu nula. Analizirat
¢emo sada prosjecnu vrijednost snage po periodu kao funkciju razlike u fazi napona i struje.lz
(11.62) s adicionim teoremom imamo:



P(t) = &1, cos wt(cos wt cos ¢ —sin wtsin @) = £,1,(cos® wt c05go—sin(2cot)3m7¢ (11.63)

Ve¢ smo vise puta pokazivali da je prosjecna vrijednost sinusne funkcije preko jednog ili vise
perioda jednaka nuli, a da je prosjecna vrijednost kvadrata sinusa ili kosinusa jednaka 1/2.
Znaci ako u gornjoj relaciji nac¢inimo prosjek snage po periodu, dobivamo:

< P(t) >= %eolo cos @ (11.63)

Najprije je uocljivo da snaga koja se trosi ovisi na vrlo vazan nacin o faznoj razlici izmedu
struje i napona. Ako je fazni pomak Cetvrtina ili tri Cetvrtine perioda, snaga se ne trosi. To na
primjer karakterizira LC krug. S druge strane faktor 1/2 se dijeli izmedu vr$nog napona g, |

vrine struje |,

<P(t) >= ——COS(p (11.64)

J2 2

Faktore s drugim korijenima iz dva u nazivniku zovemo redom efektivnim naponom i

efektivnom strujom. Ti faktori 1/~/2 uz vrine vrijednosti struje i napona imaju vrlo
jednostavnu interpretaciju. Naime njihovo je porijeklo u proceduri ratunanja korijena iz
kvadrata prosjecne vrijednosti (Root of mean square value:r.m.s) racunane po periodu titranja.
Tako je na primjer nasa izjava da upotrebljavamo komercijalni napon od 220 Volta zapravo
izjava da je vr$ni napon 311 Volta.

ELEKTRICNA POLJA U TVARIMA

Pri pisanju Maxwellovih jednadzbi smjeStali smo naboje i struje u zrakoprazni prostor. Tvari ,
medutim, imaju svoje konstituente koji imaju odredena elektri¢na svojstva, pa op¢enito unutar
tvari postoje unutraSnja elektri¢na polja koja do sada nismo razmatrali. S jedne strane Zelimo,
koliko je moguce, objasniti ta unutra$nja polja preko znanja o konstituentima materijala. S
druge strane , u makroskopskom pristupu, zelimo modificirati nase izraze u Maxwellovim
jednadzbama pomocu jednostavnih konstanti koje u sustini uzimaju o obzir specifi¢na
svojstva materijala i opisuju elektricne fenomene u materijalima formalizmom koji je sli¢an
Maxwellovim jednadzbama u vakuumu. Problem kojim zapocinjemo jest slijedeci.
Konstituent materijala ima elektricna svojstva opisana svojom raspodjelom naboja (gustoca
naboja p(r) u lokaliziranom dijelu prostora koji je mali u usporedbi s dimenzijama prostora u

kojem ra¢unamo polje) . Pokazuje se takozvanim multipolnim razvojem da se svojstva takve
»grudice naboja* dadu parametrizirati s nekoliko parametara. Prirodno, §to precizniji opis
polja trebamo, potrebno je oti¢i na ve¢i broj ¢lanova opisa; situacija sli€na razvoju funkcije u
red potencija.

MULTIPOLNI RAZVOJ LOKALIZIRANE RASPODJELE NABOJA

Poci éemo od poznatog izraza za potencijal koji potjeCe od poznate raspodjele gustoce naboja:

U(F) = PC) gy (3.20)

Nas zanima polje na velikoj udaljenosti od ,,grudice naboja* koju smjestamo u blizinu
ishodista. Koordinate na kojima ima naboja su oznacene kao r' , a koordinate u kojima nas

zanima polje su oznacene s I kako je to o€ito iz (3.20). No prema gornjim napomenama mi
radimo u rezimu:

| 7[> 7] (12.1)

Izrazit ¢emo najprije kvadrat modula razmaka tocke u grudici i tocke u dalekom polju:



12 !
[F—F"=r2+r2-2rr'cos 9= r2(1+r—2—2LC0319) (12.2)
r r

gdje je ¢ kut izmedu smjerova vektora ri r'
12

%:1(1+r—2—2rr'cos,9)’“2 (12.3)

F—F| r r

Ponovit ¢emo sada karakteristike binomnog razvoja kada je x malen prema 1 :

(1+x)” :1+(lny+[ij2 +... (12.4)

gdje su koeficijenti:

(yj: y(y-1)..(y—n+1) (12.5)
n nt

Primjenom izraza za binomni razvoj mozemo okruglu zagradu u (12.3) razviti kako slijedi:

|2 1 '2 f |2
(A-2rr'cos 9+5) "7 =1+ (—1)(—2L00319+r—2) +§(—2Lcosl9+r—2)2 +...
r 2 r r 8 r
(12.6)
r re 1 3
=1+—cosd+—(-=+=c0s* ) +...
r r 2 2

U razvoju po potencijama r'/r zaustavit ¢emo se na kvadratnom ¢lanu. U principu razvoj se
nastavlja i po vi$im potncijama od r'/r kao §to ¢emo jo$ jednom spomenuti . AKO
aproksimativni izraz (zaustavljen na kvadratnom ¢lanu r'/r) iz (12.6) uvrstimo najprije u
(12.3), a potom u (3.20) dobivamo:

dobivamo :

i 1 3
=1 1 ] =1 1 r'2 (_7 +*C032 lg)p(rl)dvl
U (F) = 1 Ip(rr)dv +Ir cos Jp(r')dVv +I 2 92 .| @z

Are, r r

ili preko pokréta :
U () = 1 [K, K, K }

0 1 2
—

(12.8)
Arg, | I r r

Rezultati integriranja iz (12.7) imaju svoja posebna karakteristicna imena u multipolnom
razvoju (po potencijama od r'/r, koji je prema (12.1) mala veli¢ina) .

K, = jp(F')dV': Q = ukupninaboj nakupine =monopolni ¢lan (12.9)
K, = jr'cos Ip(r')dV'= dipolni ¢lan (12.10)
K, = '[r' 2(—%+gcos2 $)dV' = kvadrupolni ¢lan (12.11)

Dalje slijede sekstupolni , oktupolni ...¢lanovi dobiveni sa sve vi§im potencijama omjera r'/r .
Svrha je zna¢i multipolnog razvoja pojednostaviti opis utjecaja konstituenta materijala koji
ima kompleksnu raspodjelu naboja u sebi jednim ili eventualno dvoma ¢lanovima razvoja koji
ne iS¢ezavaju, a koji za velike udaljenosti dominiraju , a ujedno daje relativno jednostavnu
zamjenu za opis elektricnog polja u velikoj udaljenosti. Na primjer, ako konstituent ima
ukupni naboj razli€it od nule, polje u daljini ¢e se ponasati kao obi¢no kulonsko polje. Ako je
konstituent graden tako kao da je sastavljen od dvije grudice naboja suprotnih predznaka, tog
kulonskog utjecaja ne ¢e biti nego ¢e dominirati dipolni ¢lan. U slucaju da 1 dipolni dio opisa



iS¢ezava (Sto je opisano s (12.10), analizirat ¢emo vrijednost kvadrupolog ¢lana... Prvi
neisc¢ezavajudi ¢lan u razvoju dominirat ¢e poljem na velikoj udaljenosti.

ELEKTRICNI DIPOL

Egzaktna definicija potencijala elektricnog dipola jest:
1

U(F) = P j r'cos $o(F)dV' (12.12)
Uz pokrate:

cos % = % (12.13)
P = j P p(F)dV (12.14)
potencijal (12.12) se moze pisati i kao :

U(F) = 4ﬂrgzr3 (12.15)

Vektor (12.14) je dipolni moment nakupine naboja opisane gustocom naboja o . Lako se

pokazuje da u slucaju da je integral gusto¢e naboja jednak nuli (nema monopolnog ¢lana) ,
tada dipolni moment ne zavisi od izbora polozaja ishodista. (naime definicija novog ishodista
unosi vektor razmaka dva ishodiSta pomnozena s integralom gustoce naboja, koji je integral
jednak nuli).

Najjednostavniji model dipola: uzmimo da se dipol sastoji iz naboja +q i —q koji su

v e = ot o—

dipolni moment prema (12.14):
p=r. [ p(f)dV'+i [p(F)dV'=q(F, -7 ) =05 (12.16)

oko+q oko —q
U tom jednostavnom modelu je dipolni moment jednak naboju jednog od dva suprotna naboja
pomnoZenom s razmakom naboja. Nadalje, iz (12.14) je jasno da sferno simetri¢na raspodjela
naboja nema dipolnog momenta.

Ako Zelimo izracunati elektri¢no polje dipola, zgodno je skalarno polje njegovog potencijala
raspisati prema (12.15):
o Xp, + +2
u(r) = i 3 . F2)X {py 2 E)/zz (12.17)
Are,r°  Armey (X°+Yy +12°)
Pokazat ¢emo i1zgled elektri¢nog polja dipola ra¢unanjem njegove x komponente, koju ¢emo
napisati u formi iz koje ¢e biti jasno kako izgledaju i ostale dvije i ukupni izraz:

£, == 2 == O 2 (p, + yp, +20,)(X7 + Y2 +2%)2 | =
OX oX | 4re,
(12.18)
1 1 ..., 31 1 ) -
- A (FE)(-2)=.2x | = —rep, +3(rp)x
Wo[px S () } 7 AR GOR
Skupljanjem svih triju komponenti elektri¢nog polja imamo:
— Zﬁ rolr
E(r)=— — I P3PI (12.19)
4rs, r

Utjecaj sile na dipol u elektricnom polju:



Ukoliko se radi o homogenom elektricnom polju, jasno je da je suma sila na dipol jednaka
nuli, jer koliko polje vuce jedan naboj u jednom smjeru, isto tolikom silom tjera drugi naboj u
drugom smjeru. Medutim, postoji mehanicki moment, kojeg u nasem jednostavnom modelu
o¢ekujemo kao rezultat efekta para sila. U tu svrhu napisat ¢emo (12.14) modificirano:

P = jr'p(r')dV' = jr'dq' (12.20)
Diferencijal momenta sile na naboj dq' je:
dM = F'xdF = F'xEdq'=F'dg'xE (12.21)
M = [F'dgxE = ([ F'dg')x E = px E (12.22)

Moment sile elektricnog polja na elektri¢ni dipol je vektorski produkt dipola i polja!

Student moze lako pokazati da u aproksimaciji malih kuteva, dipol malo odmaknut od smjera
polja oscilira kao harmonicki oscilator oko smjera polja zahvaljujuci upravo momentu sile
(12.22) .

Potencijalna energija dipola u homogenom polju.
Diferencijal potencijalne energije za unutrasnju silu sistema u slu¢aju homogenog polja jest:

dEPOt = _Eelektrr'COS(F" E’elektr)dql: _Eelektr : F”dql (1223)
Integrirajuci (12.23) (uz konstantno elektri¢no polje dobivamo prema (12.20):
E,x=—P-E (12.24)

Mozemo sada iskoristiti znanje elektri¢nog polja dipola (12.19) i potencijalnu energiju dipola
u elektricnom polju da napiSemo izraz za potencijalnu energiju para dva dipola:

L E 1 r?p,p, —3(Fp,)(FP
Epot = P2 Eqoer @) = PP, 5( P)(TP.) (12.24)
4re, r
Ovo je inace analiti¢ki oblik interakcije i za interakciju spinova dva nukleona i dio opisa
nuklearne sile.

ATOMSKI I MOLEKULSKI ELEKTRICNI DIPOLNI MOMENTTI

U nekim materijalima, usprkos elektricne neutralnosti atoma 1 molekula, ti konstituenti mogu
imati svojstva elektri¢nih dipola. Dipolni moment definiran s (12.14) mozZe biti stati¢an ili ga
se moze inducirati vanjskim elektricnim poljem. Radi svojstva sferne simetrije atomi nemaju
stati¢nih dipolnih momenata. S druge strane, molekule koje nemaju takvu simetriju mogu
imati staticni elektri¢ni dipolni moment. Najjednostavniji takav slu¢aj je molekula vode.
Naime, lako je razumljivo da atomi raznih elemenata mogu svojim svojstvima malo privuci
elektronski oblak susjednih atoma u molekuli. Prema vodiku masivni 1 s 8 puta vecim
nabojem kisik , u strukturi koja nije osno simetri¢na, taj kisik osigurava postojanje velikog
elektri¢énog dipolnog momenta vode. Stati¢ne dipolne momente se tabelira i ne ¢emo
objaSnjavati njihovu vezu sa molekularnom strukturom. Studentima ¢e se dati ideja o
nastanku induciranog dipolnog momenta atoma ¢iji elektronski oblak je (dok nema vanjskog
elektricnog polja) sferno simetrican.

U Cetvrtom semestru ¢emo upoznati temelje grade atoma. Vrlo grubo atom ima pozitivno

nabijenu masivnu jezgru dimenzija 10> m koja je oko 2000 puta teza od oblaka svojih

elektrona. Elektronski oblak je dimenzija oko 10 *° m . Primijenimo li snazno vanjsko
elektricno polje, teziste elektronskog oblaka ¢e se odmaknuti od polozaja jezgre u smjeru
suprotnom od vanjskog polja. Razmak medu centrima naboja oblaka i jezgre raCunamo ovim
modelom. Poznato je iz elektrostatike da naboj smjeSten u sferno simetri¢nu raspodjelu naboja
osjeca silu samo od naboja razmjeStenog na radijusima manjim od svojeg (rezultantno polje
sfere naboja u unutrasnjosti je nula!). Ako je atomski radijus a, a pomak od jezgre b, tada je



naboj na koji postoji utjecaj privlacenja jezgre naboj u kugli polumjera b. Ako u atomskom
oblaku pretpostavimo stalnu gustocu raspodjele naboja, tada je omjer volumena naboja koji

osjeca privladenje jezgre i ukupnog naboja: (b/a)*. Tako je efektivni naboj na koji djeluje
vanjsko polje: e(b/a)® . Tako je efektivno polje atoma, koje uravnotezuje vanjsko polje:
1 e(b/a)® e

at — 472'80 b2 - 472'8033 b - Evanjsko (1225)
Kako je u nasem jednostavnom modelu (12.16) dipolni moment dan s
p=ceb (12.26)
Iz gornje dvije relacije slijedi:
p= 47[80a3Evanjsko (1227)

Koeficijent proporcionalnosti izmedu induciranog dipolnog momenta i vanjskog polja se
naziva atomska polarizibilnost.

ELEKTRICNI POTENCIJAL 1 POLJE POLARIZIRANOG MATERIJALA

Na temelju naSeg poznavanja svojstava polja i potencijala elektricnog dipola mozemo
razmatrati unutra$nja polja materijala koji su sastavljeni od elementarnih dipola. Radi
jednostavnosti razmatrat ¢emo konfiguracije u kojima su svi dipoli orijentirani u istom
smjeru. Temeljna veli¢ina u makroskopskom promatranju jest POLARIZACI JA . Po definiciji
to je elektri¢ni dipolni moment jedinice volumena:

5(7) E—(Zf\i/)ﬁv (12.28)

U (12.28) je brojnik suma dipolnih momenta svih dipola unutar volumena AV . Odatle je
jasno da za volumski element AV diferencijal elektri¢nog dipolnog momenta iznosi:

AP = P(F)AV (12.29)

lako je oblik potencijala dipola relativno kompleksan (ha primjer nije izotropno rasporeden po
smjerovima), potencijal nakupine homogeno polariziranog materijala moze se predstaviti u
vrlo jednostavnom obliku. Da to pokaZemo , analizirat ¢emo doprinos potencijalu stupa
polarizirane materije orijentiranog duz smjera vektora polarizacije (duz smjera jednako
usmjerenih dipola konstituenata). Oznake u crtezu su slijedece. Koordinata duz osi stupa
kruznog presjeka je z. ishodiste koordinatnog sustava je na osi z. Prikloni kut poloZaja r u
kojem odredujemo ukupni potencijal stupa u odnosu na os stupa je ¢. Diferencijal dipolnog
momenta materijala je prema (12.29) uz diferencijal volumskog elementa

AV = AaAz (12.30)
(Aa je diferencijal povrsine okomit na z os, Az je debljina tog elementa duz osu z),
AP = PAaAz (12.31)

Sada mozemo napisati doprinos potencijalu stupa:
rdp  rdpcos$ PAaAzcos$ PAa —dr

dU = = =

Are,r®  Ameyr® Are,r’ dreg, r? )

(12.32)
PAa 1
=224 ()

Arg, I
Ako (12.32) integriramo od sloja 1 do sloja 2 duz stupa polariziranog materijala imamo:
U= PAa 1 _PAa 1l (12.33)

Arey 1, 4drmey 1,
Gdje su r, i r, udaljenosti slojeva 1 i 2 od toc¢ke u kojoj zelimo izraCunati potencijal.



Ocito dimenzijski faktor PAa se moze interpretirati kao naboj na povrsini Aa. Tako se P
moze interpretirati kao povrSinska gusto¢a naboja o . Potencijal stupa se sveo na potencijal
gornje povrsine nabijene efektivnim nabojem povrSinske gustoce +P minus potencijal donje
povrsine nabijene istim efektivnim nabojem suprotnog predznaka. Iako na prvi pogled izgleda
da se tim izrazom mogu racunati samo potencijali izvan polariziranog materijala, radi
konzervativnosti elektri¢ne sile (rad neovisan o putu), izraz vrijedi i u unutra$njosti materijala
za tzv. Srednje polje. (naime, ovaj postupak ne ur¢unava ¢injenicu da se na putu integracije
moze naci singularitet naboja ; on vrijedi samo za srednje polje u kojem se singulariteti
izbjegavaju).

ELEKTRICNO POLJE POLARIZIRANE KUGLE

Polazimo od kugle napunjene permanentnim dipolima. Svi su dipoli orjentirani duz z-0si
koordinatnog sustava, a kut ¢ se mjeri od te z osi. Ako je Aa iznos povrsine vertikalnog
stupi¢a analognog onom iz gornjeg razmatranja, tada element povrsine na kugli koji stoji na
kraju stupiéa pri povrsini kugle ima iznos Aa/cos.$. Kako je gustoca dipola po pretpostavci
stalna to je povrSinska gusto¢a naboja:

o =Pcos 9 (12.34)
Integriranjem izraza analognog (12.33) uz upotrebu modificirane gustoce (12.34) dobili bismo
rezultantni potencijal. No postoji i jednostavniji postupak. Kuglu napunjenu dipolima
mozemo zamisliti i kao dvije kugle nabijene suprotnim nabojima koje su razmaknute za
razmak koji postoji u elementarnom konstitutivnom dipolu (ozna¢imo ga sa s ) . Otprije
znamo da se potencijal jednoliko nabijene kugle moze zamijeniti izvan kugle izrazom za
potencijal sveukupnog naboja smjeStenog u centru kugle. Nadalje potencijal dviju kugala
sveden na potencijal dviju to¢aka razmaknutih za s . Tako je dipolni moment cijele kugle:

Qs = Nasr,> 47 /3 (12.35)
gdje je N gustoca dipola, q je elementarni naboj prisutan u elementarnom dipolu a r, je

radijus kugle.
S druge strane je ukupni dipolni moment kugle produkt njenog volumena i iznosa
polarizacije:

Qs=Pr, > 4z/3 (12.36)

Iz (12.15) i (12.36) mozemo dobiti potencijal izvan kugle:

U(F) = ! ~T-Pr,’4r7/3 (12.37)
4reyr

Na povrsini kugle , kada su dva radijusa u (12.37) jednaka vecina se vweli¢ina pokrati i
ostaje:

Pz
U na povrsini = a (1238)
Sada imamo analiticki izraz za potencijal na povrSini, koji izraz o€ito zadovoljava Laplaceovu
jednadzbu. Po teoremu o jedinstvenosti rjeSenja, kako jedno rjeSenje imamo, ono vrijedi i U
unutra$njosti kugle. Znaju¢i relaciju izmedu potencijala i polja preko gradijenta (a potencijal
zavisi samo o z koordinati ) slijedi:

Elektr polje: _P (12.39)
3e,

Elektricno polje izvan kugle ima naravno oblik zadan s analitickim oblikom (12.19) gdje se za
dipol uvrstava vrijednost prema (12.36).



KAPACITOR ISPUNJEN DIELEKTRICNOM TVARI

Pokusom smo demonstrirali da se umetanjem dielektrika (izolatora sastavljenog od dipola)
medu ploce kapacitora smanjuje napon na njima, a to znaci i elektri¢no polje u meduprostoru.
U vakuumu smo imali jednostavne veze izmedu potencijala i polja te izmedu povrSinske
gustoce naboja i polja :

U =Eld (12.40)
gdje je d razmak ploca planparalelnog kapacitora.
El e =0/¢ (12.41)

Jasno je iz (12.41) da se elektri¢no polje moglo promijeniti ako se nesto dogodilo sa
povrSinskom gusto¢om naboja o . Ve¢ smo u prethodnom tekstu pokazali da se elektricna
polja izvan dielektrika mogu racunati pomoc¢u vrijednosti polarizacije dielektrika, koja je na
primjer u izrazu (12.33) poprimila ulogu povrsSinske gustoce naboja. Pokazat ¢emo na
jednostacnom modelu ociglednost takve interpretacije. Nacrtajmo situaciju dielektricnog
materijala neposredno uz pozitivno nabijenu plo¢u kapacitora. Idealno, svi negativni krajevi
elementarnih dipola orijentirat ¢e se u najblizem sloju dielektrika prema pozitivnoj plo¢i.
Mozemo proracunati povrSinsku gusto¢u naboja tih negativnih krajeva. Pretpostavljamo da je
razmak naboja u elementarnom dipolu s, a da je naboj na kraju elementarnog dopla q .
Nadalje polarizacija P je dipolni moment jedinice volumena dielektrika. To znaci:

P = Nsq (12.42)

Gdje je N volumska gusto¢a dipola u dielektriku. Ako se koncentriramo na gornju povrSinu
sloja dielektrika za volumen debeo s a povrSine Aa, broj dipola u njemu je NsAa . Ako taj
broj pomnozimo s nabojem q koji nosi gornji kraj dipola, dobivamo ukupni naboj na
povrsini Aa:

AQ = gNsAa (12.43)
Dijeljenjem tog naboja s pripadnom povrsinom dobivamo povrSinsku gusto¢u negativnih
naboja neposredno u pozitivnu plocu kapacitora.

oc=Ngs=P (12.44)

Tako polarizacija ima dvojaki smisao. S jedne strane ona je dipolni moment jedinice
volumena dielektrika (12.29) , a s druge strane ona predstavlja povrSinsku gustocu koja se
pojavljuje na kontaktnoj povrSini dielektrika s nabijenim vodi¢em. Student mora uociti da
naboji dielektrika ne mogu migrirati, oni se samo orjentiraju. Sada imamo odgovor na
fenomen slabljenja polja kada u kapacitor uguramo dielektrik. Originalnu gusto¢u naboja koju
na pozitivnoj plo¢i u vakuumu postoji: oo djelomi¢no umanjuje gusto¢a negativnih naboja
(12.44). Tako je ukupna gustoc¢a naboja:

Oupno =0 0 =0 =0"0—P (12.45)
Dijeljenjem (12.45) s &, dobiva se i izraz za ukupno elektri¢no polje.
Eukupno = Evakuum - I:)/‘90 (1246)

Gornji izraz je napisan preko apsolutnih izraza, no kako su sve veli¢ine usmjerene duz smjera
vanjskog elektricnog polja, relacija (12.46) vrijedi na pisana i u vektorskoj formi:
Eoroum = Euoro + P/ &0 (12.47)

Interpretacija gornjeg izraza je slikovita: vanjsko elektri¢no polje se trosi dijelom na
polarizaciju medija a preostali dio je polje prisutno u mediju. Od sada ¢emo veli¢ine u
vakuumu oznacavati kratko s indeksom 0 a veli¢ine u mediju ne ¢e imati indeksa. Tako na
primjer , radi stalnosti naboja na plo¢ama, kapacitora vrijedi:

CU =Cy, (12.48)

vakuum ukupno



Mozemo sada slijediti kapacitet kapacitora s dielektrikom u sebi kroz niz relacija do definicije
veli¢ina specifi¢nih za dielektrike:

C,U E E+Ple P
C=20_-C,—2=C,— 22 =C,(1+——)=C,e, =C,(L+ 1, (12.49)
U 0 E 0 E 0 EOE 0 0

Nove veli¢ine uvedene definicijama u (12.49) su g, (relativna permitivnost) i y, relativna
susceptibilnost. 1z definicijskog slijeda (12.49) je jasno da vrijedi:

ro=— (12.50)
&E

1 takoder:

e =1+, (12.51)

Ponekad se vakuumska vrijednost i relativna vrijednost kombiniraju u jednu:

E=&,8, (12.52)

Ovo je na primjer zgodno pri izrazavanju kapaciteta kapacitora. Tamo se na mjestu
vakuumske vrijednosti piSe jednostavno produkt (12.52). Iz (12.49) jasno je da &,

jednostavno izrazava faktor pojacanje kapaciteta kapacitora, kada se u njega unese neki
dielektrik. Fizikalno znacenje y, najbolje se vidi iz (12.50) kao omjer polarizacijskog efekta i

preostalog polja.
GAUSSOV ZAKON ZA POLJA U DIELEKTRICIMA

1z slijeda relacija (12.49) uo¢avamo i vezu vanjskog polja i polja u dielektriku:

E=E,/¢, (12.53)
Naravno , re¢i da &, mjeri faktor povecanja kapaciteta ulaganjem dielektrika (12.49)
istovremeno povlaci da ¢, mjeri atenuaciju elektri¢nog polja koja nastupa istovremeno!
Tako Coulombov zakon dozivljava svoju modifikaciju 1 sada prvi puta glasi druk¢ije nego do
sada:

= Q r1 Q1
E(F) = —_—— == 12.54
) 3 Arer3 ( )
Racunanjem toka preko (12.54) dobivamo promijenjeni Gaussov zakon:

o= [Ea-2 L2 (12.55)
Ey & €

Preko Gaussovog teorema imamo i mikroskopsku verziju Gaussovog zakona, to jest

modifikaciju Maxwellove jednadZbe:

dvE-LL_~P (12.56)

&y & €

ODNOS SLOBODNOG | VEZANOG NABOJA

Uobicajeni naboji koje prenosimo vodic¢ima ili kontaktom su slobodni. Atomski i molekularni
dipoli manifestiraju kroz polarizaciju neka svojstva naboja pa i proizvode polja. Bitna je
razlika, da su oni vezani unutar konstituentove mikrostrukture i ne transportiraju se. Ipak
¢emo vidjeti da se pri promjenama polarizacije dogadaju promjene koje su ekvivalentne
pojavi struja. Nadalje, reduciranje elektricnog polja u prostoru oko naboja , za slucaj da je taj
prostor ispunjen dielektrikom za slu¢aj jednog izoliranog naboja lako vizualiziramo. Oko
naboja u radijalnom polju dipoli se orijentiraju , s time da uz plohu centralno postavljenog



pozitivnog naboja ide sloj dipola potpuno analogno situaciji u kapacitoru. Ponavljajuci ideju s
povrsinskim gusto¢ama slobodnog naboja i negativnih krajeva dipola, koji doprinose
povrsinsku gusto¢u naboja iznosa polarizacije P, dobivamo rezultat kao i prije (12.45) i
(12.47) sto nas vodi na rezultate (12.54) i (12.56) . Ako zelimo Maxwellovu jednadzbu pisati i
dalje preko slobodnog naboja, mozemo po¢i od (12.47) pomnozene s &, :

g,E, =&,E +P (12.57)
Kako divergencija lije strane vodi na gustoc¢u slobodnog naboja, uvodi se nova veli¢ina:
D=¢gE,=¢,E+P (12.58)
Uzimanjem divergencije polja D u(12.58) je ocito prema definiciji tog polja:

divD = 000060 (12.58a)

Time smo dobili prvu modifikaciju Maxwellovih jednadzbi. Utjecaj slobodnih naboja se ne
manifestira direktno kao divergencija elektri¢nog polja E nego nove veliCine vektorskog polja
D. Znaci uzimanje divergencije lijeve strane (12.58) rezultira u gusto¢i slobodnih naboja (ovo
znamo otprije) . Analogno

dive,E = Pukupno (12.59)

Uzimanjem divergencije ukupnog izraza (12.58) i koriStenjem znanja o divergencijama
vakuumskog i ukupnog polja slijedi:

Pslobodno™ dIVIS = Pukupno (1260)

Ocita je interpretacija :
= —divP (12.61)

pvezano

PROCES POLARIZACIJE DIELEKTRIKA ZAHTIUEVA ULAGANJE RADA

U dijelu gradiva o kapacitora u vakuumu (5.40) smo pokazali da je energija uloZena u
stvaranje polja u kapacitor:

Energija, = %couo2 (12.62)

Indeks nula oznacava da se veli¢ine odnose na vakuumske uvjete. Istom procedurom, a
pretpostavljajuci da se kapacitor diZe na isti napon kao 1 prije, imamo za energiju uloZenu ako
je kapacitor ispunjen dielektrikom:

. 1 1
Energija, gieeuiriom = ECUOZ = E‘ngoUo2 (12.63)
Kako je relativna permitivnost veca od jedan, jasno je da je za isti napon u dielektriku ulozena
dodatna energija. Postavlja se potreba obrazloziti tu razliku energija. Koriste¢i izraz za
gustocu energije uskladiStene u postojanje elektri¢nog polja (3.64) mogli smo napisati i sli¢ne
izraze preko elektri¢nih polja:

Energija, =%°E 4Y; (12.64)

Gdje je V volumen medu kapacitorskim ploc¢ama. Sli¢no vrijedi (uzimajuéi u obzir
povecanje kapaciteta radi dielektrika (12.49) :

Energija s dielektribm — %gr E ZV (1265)

Ocito se energija elektri¢nog polja kapacitora napunjenog dielektrikom (12.65) moze rastaviti
na dio koji bi postojao kada bi medu plo¢ama bio vakuum (12.64) i dio koji je rezultat
ulaganja energije u polarizaciju (razlika izmedu (12.65) i (12.64) :



ENergija . yierion = % E +%80 (e, ~DEWV (12.66)

Faktor ispred volumena V u drugom c¢lanu desne strane relacije (12.66) treba objasniti kao
gustoc¢u energije, koja se ulaze u dielektrik tijekom polarizacije. To ¢emo uciniti promatrajuci
diferencijala rada kojeg vanjsko polje Cini pri orijentaciji dipola:

dW, = qE ds, —qE dS_ =q(ds, —ds )E =E dp (12.67)
Odatle se moze izraunati gustoca energije ulozene samo tijekom polarizacije:

> E dp,
W_S _ _Ed (12.68)
AV AV

U citanju (12.68) student treba uociti da je pocetna veli¢ina diferencijal rada normiran na
jedini¢ni volumen. Nadalje, iz (12.47) slijedi:

B e, (c, ~1)E (12.69)
Njenim diferenciranjem imamo uvrStavanjem u (12.68):

dw 1

— =(¢, -1)e, ~d(E? 12.70
= (6 ~Da S d(E) (12.70

Time smo dokazali da drugi ¢lan u (12.66) mozemo objasniti radom elektricnog polja na
dipolima dielektrika.

KAKO RADI MIKROVALNA PECNICA

Rad mikrovalne peénice je usko povezan s razmatranjima koja smo imali oko polarizacije.
Ve¢ smo spomenuli da molekula vode ima elektri¢ni dipolni moment. Ako elektri¢no polje
mijenja svoj smjer, kako je slucaj na primjer kod izmjenic¢ne struje, elementarni dipoli ¢e se
preorjentirati. Moze se studirati frekvencijska ovisnost relativne permitivnosti. Naime, kada je
frekvencija titranja polja relativno niska, dipoli se mogu preokretati i na toj frekvenciji ¢e g,

imati svoju stati¢nu vrijednost. Kada frekvencija titranja postane previsoka, dipoli je ne ¢e
moc¢i slijediti 1 ostat ¢e ,,ukopani“ u mediju. Jasno je da izmedu ova dva podrucja postoji dio u
kojem se relativna permitivnost mijenja od svoje stati¢ne vrijednosti na jedinicu. U tom
podruc¢ju imamo efekt ,,zapinjanja* dipola o okolinu. Pri tom ,,zapinjanju dipoli prenose
energiju titrajueg elektromagnetskog polja na medij u kojem se nalaze. Hrana ima molekule
vode. Voda ima elektri¢ne dipole. U podrucju kada relativna permitivnost teku¢e vode pocinje
padati prema jedinici, molekule vode griju ostatak hrane. Fizi¢ari takoder mogu znati da je ta
kriti¢na frekvencija razlicita za tekucu vodu i led!!! Ime mikrovalna peénica potjece od
frekvencije na kojoj ona radi; to je podrucje takozvanih mikrovalova.

JOS JEDNA MODIFIKACIJA MAXWELLOVIH JEDNADZBI RADI POLARIZACIJE

Mijenjanje polarizacije u vremenu znaci da se dipoli reorijentiraju . Drugim rije€ima vrhovi
dipola s nabojima se micu. Znaci naboji se micu. Znaci postoji struja. Ako se dipol ppokrece
(bilo rasteze bilo mijenja smjer, mijenja se polozaj naboja. To znac¢i da se svaka promjena
dipola dp reflektira u struji:

Po naSoj definiciji gustoce struje imamo:

d o -

QT q(r;, = 1) Py
Zdtql i _E(ZJ: I+ J- )_E(ZJ: J)_d_P

AV dt AV dt = AV dt
Znaci da je vremenska derivacija polarizacija istovremeno gustoca struje vezanih naboja. To

znaci da nasu Maxwellovu relaciju u kojoj se pojavljuje gustoca struje trebamo modificirati.

j= (12.71)



= E - dP OE
rotB = 4, J + o8, o Ho Jsionodno T Ho dat T Hoé a (12.72)
0vo pak mozemo dalje pisati preko veli¢ine D:

= - oD
rotB = Ho (Jslobodno+ E) (1273)

Tako imamo i drugu modifikaciju Maxwellovih jednadzbi ; ponovno ulogu elektri¢nog polja
(kada smo unutar materijala) preuzima novo polje D podijeljeno s ¢, .

MAGNETSKA POLJA U TVARIMA

Bogatstvo fenomena s magnetskim poljima u tvarima je vece od onog s elektricnim poljima.
U to se uvjeravamo jednostavnim pokusom. Pomocu relativno snaznog elektromagneta se
uspostavlja jako magnetsko polje. Ako su polovi Zeljezne jezgre elektromagneta konusnog
profila s osi simetrije konusa paralelne smjeru polja, tada je polje nehomogeno. To znaci da,
uzimajuci os konusa kao os simetrije, polje opada kako se udaljavamo od osi. Stavljanjem
razlicitih materijala izduzeno oblikovanog profila, uocavaju se slijede¢i fenomeni.
Paramagnetski predmeti postavljaju se paralelno osi magnetskog polja. dijamagnetski
predmeti postavljaju se okomito na os cilindri¢no simetri¢nog , ali radijalno opadajuceg
magnetskog polja. Feromagnetski predmeti, od kojih je najznacajniji predstavnik Zeljezo,
smjerom postavljanja reagiraju kao i paramagnetski, no njihova reakcija na polje je
mnogostruko snaznija od paramagnetskog materijala. Kvalitativno moZemo konstatirati da se
paramagnetski (a mnogostruko snaznije i feromagnetski) materijali smjestaju u prostor
maksimalne jakosti magnetskog polja i slijede u orijentaciji ocekivanja analogna ponaSanju
dielektrika u vanjskom elektri¢cnom polju. Dijamagnetski materijali se smjeStaju u prostoru
nastojeci izbje¢i magnetsko polje. Dok je ponaSanje paramagnetskog i feromagnetskog
materijala analogno ponasSanju dielektrika, ponasanje dijamagnetskih materijala ¢e ocito
traziti drugo fundamentalno obasSnjenje.

U uvodnom razmatranju naglasavamo i drugu temeljnu razliku elektricnog i magnetskog
polja. Divergencija elektricnog polja postoji u prostoru u kojem postoje elektri¢ni naboji. S
druge strane ve¢ smo konstatirali da ne postoje magnetski naboji (nema magnetskih
monopola) . To se matematicki odrazava iS€ezavanjem divergencije magnetskog polja po
cijelom prostoru.

Mikroskopsko objaSnjenje fenomena dielektrika pociva na temelju ¢injenice da daleko od
raspodjele naboja, €iji je ukupni naboj nula, dominira utjecaj malog razmaka tezista
pozitivnog i negativnog naboja , ¢ime se stvara dipolni moment konstituenta materijala. Taj
dipolni moment proizvodi posljedice na nivou makroskopskih dimenzija dielektricnog

materijala. Ujedno stvara i unutras$nja polja u materijalu. Kako magnetsko polje nema



elementarnih naboja, trebamo naci drugi nacin stvaranja dipolnog momenta. U tu svrhu sluzi
proucavanje magnetskog polja na velikoj udaljenosti od male strujne petlje.

MAGNETSKO POLJE STRUJNE PETLJE NA VELIKOJ UDALJENOSTI:

Opis crteza na kojem temeljimo proracun je slijede¢i. Petlja lezi u ravnini x-y. SrediSte petlje
je u ishodistu sustava. U gradivu magnetostatike smo racunali polje na osi petlje. Sada c¢emo
racunati polje i izvan te osi. Prikloni kut tocke u kojoj promatramo polje jest kut .9 .
Koordinata tocke u kojoj odredujemo polje u odnosu na ishodiste jest vektor; , a vektor Koji
opisuje polozaj toc¢ke petlje struje u odnosu na ishodiste je ' . dozvoljeno nam je orijentirati
koordinatni sustav tako da je tocka u kojoj promatramo vektorski potencijal magnetskog polja
s koordinatom x, =0 . S crteza je ocito:

y'sin 9) (13.1)

F—Fl=zr-ysing=r(-
1
Pocinjuéi od (13.1) i koriStenjem razvoja u red,te Cinjenice da je drugi ¢lan u okrugloj zagradi
malen radi velike udaljenosti to¢ke promatranja u odnosu na dimenzije petlje, imamo:
1 y'sin 9

— = 1(1+ ) (13.2)
F-f r,
Prema relaciji (8.43) primijenjenoj na situaciju u kojoj se integrira po Zzici,
- | Xdx'+ydy' I 'sin 9
AR) = £ {2 < o 2 sz gy )1+ Y0 (13.3)
4z -] 4rry ]

Integracija po varijabli y' daje rezultat nula, jer se za svaki pomak duz te osi nalazi s druge
strane osi y protupomak dok je vrijednost funkcije identi¢na. Tako se integracijski rezultat

svodi na nulu. Sto se ti¢e integracije po dx', tu imamo dva pribrojnika. U jednom od njih su
sve ostale veli€ine konstantne; po zatvorenoj krivulji se integrira dx', $to daje nulu. S druge

strane, apsolutna vrijednost if y'dx'je povrsina unutar petlje. Tu povrSinu zovemo a .
Tako je

A(R) =X yola5|2n 9
4t
NAPOMENA: da bismo dobili gornji rezultat, smjer integracije po petlji mora biti kao kod
kazaljke na satu (dakle negativan). Sada se definira dipolni moment petlje kao vektor, koji je
usmjeren okomito na petlju s uobicajenom vezom sa smjerom kruzenja i orijentacije vektora.
To je u gornjem slucaju duz negativne z osi. Modul tog vektora je umnoZzak struje i povrsine;

Ia . Znadi :

(13.4)

m=1la (13.5)

Uocavamo da se (13.5) moze elegantno pisati kao:

A(r) = Lo X1 (13.6)
4 v

Koordinatno je ovisan samo drugi faktor u (13.6) i on odreduje analiticki oblik i vektorskog
potencijala i magnetskog polja koje se , znamo, dobiva primjenom diferencijalnog operatora
rotacije vektorskog polja. Napisat ¢emo samo njegov analiticki oblik:

mixF = = L [g(m, —ym,)+ §(xm, —m,z)+ 2(ym, —xm)] (13.7)
r

U (13.7) su sve tri komponente izraza s lijeve strane. Ako nac¢inimo rotaciju lijeve strane 1
napiSemo samo x komponentu imamo:



Vx _ Y Ty x YA A 13.8
[ Vx( re ) ] oy re oz rt —
m, M 01
=M My (o, 4 ym) 2 mx-m ) £ 2o

[mer2 —3(x* +y? + %) +3x(xm, + ym, + zmz)]:

-

_ —r’m, +3x(rm)
r.5

Ovo je izraz u koordinatno zavisnom dijelu vektora magnetskog polja za njegovu x
komponentu. Jasno je da analogni izrazi vrijede (kroz isti postupak) za y i z komponentu. Ako
tome dodamo konstantu koja je ocita iz usporedbe (13.6) i (13.7) , dobivamo za magnetsko
polje:

- 4, —r°m+3F(mr)
B=/0

4 r°

Ovo je fantasti¢an rezultat. Najprije je jasno da petlja struje proizvodi u daljini polje koje
analiticki ima istu zavisnost kao i elektri¢ni dipol. Istovremeno, taj izraz daje puno opravdanje
da se (13.5), umnozak struje u petlji 1 vektora povrsine petlje prozove magnetskim dipolnim
momentom. Naime ta veli¢ina igra u opisu magnetskog polja istu ulogu, koju u opisu
elektricnog dipolnog polja igra elektri¢ni dipol. Studentima ¢e se jo$ jednom prikazati
pokusom magnetsko polje strujne petlje. Izvrsnost izbora izraza za magnetski moment
demonstrira se 1 u nastavku kroz opazanje da magnetski dipolni moment na isti na¢in
interagira s vanjskim magnetskim poljem kao §to je elektri¢ni dipol interagirao s elektri¢nim
poljem.

(13.9)

MAGNETSKI DIPOL U MAGNETSKOM POLJU

dE = Idl xB Podimo od modela pravokutne petlje Ciji vektor povrSine zatvara kut 3 s
vanjskim magnetskim poljem. Ako struja obilazi magnetsko polje po pravilu

desne ruke, tada u granama petlje koje su paralelne ravnini razapetoj poljem i vektorom
povrsine postoje jednake sile suprotnog smjera (koje razvlace petlju), ali joj ne daju
mehani¢ki moment. S druge strane, na preostale dvije grane petlje djeluju takoder djeluje par
suprotnih sila medutim on daje mehani¢ki moment koji petlju tjera da se usmjeri duZ smjera
okomitog na polje. Za proratun momenta sila kre¢emo od izraza
dF = 1dI xB
Tada je sila na zicu duljine c :

F=IcxB (13.10)
Ako je razmak tih dviju Zica b, tada je moment tog para po iznosu

M =Dbsin $Blc
Ako zdruzimo faktor bc u povrsinu petlje a, a produkt povrSine i struje u magnetski moment
petlje m , mozemo pisati

M =mxB (13.11)
Lako je provjeriti da je ovo istinito ne samo po iznosu, §to smo pazljivo dokazali nego i po
smjeru. OCito je da petlja osje¢a mehanicki moment u magnetskom polju s time da magnetski
moment , kako smo ga definirali, igra ulogu koju u elektriénom slucaju igra elektri¢ni dipolni
moment.



IzraCunat ¢emo sada potencijalnu energiju magnetskog dipola (petlje struje) u vanjskom
magnetskom polju. Efekt para sila koji djeluje na petlju mozemo racunati pocinjuci od sile na
jednu zicu (13.10) . Diferencijal potencijalne energije dviju zica (na koje postoji mehanicki
moment) racunamo po ustaljenoj proceduri:

dE, =—>_Fds =—IcBbd(cos §) =—d (i - B) (13.12)
E,o=-M-B (13.13)
I ovdje magnetski dipolni moment ima prakticki identi¢énu ulogu kakvu u elektricnom slu¢aju
ima elektri¢ni. Bez eksplicitnog pisanja potpuno identi¢nom procedurom kao u elektricnom
slu¢aju dobili bismo i interakciju za dva magnetska dipola oblika analognog (12.24) :

. g A
£ Mo IPMy-m, ii(rml)(mzr) (13.14)
A r

Kada studenti budu u ¢etvrtom semestru proucavali evidenciju za postojanje spina
(intrinsi¢nog momenta impulsa elektrona) bit ¢e od koristi relacija za silu koju magnetski
dipol osje¢a u NEHOMOGENOM magnetskom polju (u homogenom polju bi rezultatna sila
bila jednaka nuli). Iz naSeg znanja da je sila negativni gradijent potencijalne energije slijedi:

F =-V(-mB) = V(mB) (13.15)
Za ovaj se izraz dalje moze pokazati da je ekvivalentan s
F =(mV)B (13.16)

za slucaj stacionarnog vanjskog magnetskog polja koje djeluje na magnetski dipol.
MAGNETIZACIA TVARI

U potpunoj analogiji s elektricnom polarizacijom dielektrika moZe se definirati magnetski
dipolni moment jedinice volumena:

- m,

M = (Z |)AV (1317)
AV

U slucaju polarizacije imali smo vezu s unutrasnjim poljem:

P=t¢y(s, ~DE=6,1,E

U potpunoj analogiji vrijedi:

M= L 7.B (13.18)

Ho
Bitna je razlika elektricnog i magnetskog slucaja da za dijamagneti¢ne tvari predznak od y,
jest negativan.

Kao §to smo za polarizaciju nasli da se na povrsini dielektrika formira vezana povrsinska
gustoc¢a naboja preko koje se moze izracunati polje polariziranog materijala, tako se i za
magnetizaciju pokazuje da se i ona moze slikovito interpretirati.

Podimo od definicije magnetizacije (13.15) kao magnetskog dipolnog momenta jedini¢nog
volumena. S jedne strane moZemo upotrijebiti definicijsku jednadzbu , a s druge strane
mozemo prema definiciji dipolnog momenta struje Al koja obilazi povr$inu baze elementa
istog volumena, koja daje isti magnetski dipolni moment:

MAaAz = Am = AlAa (13.17)



Vidimo da za struju koja proizvodi ekvivalentno vanjsko magnetsko polje kao i
magnetizacija M vrijedi :

Al
M=— 13.18
o (13.18)

Zamislimo sada sloj materijala magnetizacije M debljine Az . Ako bismo ga razrezali u
komadic¢e uoCavamo da se magnetski moment sloja moze dobiti i ploSnom strujom iz (13.18)
koja opasuje sloj. Naime zbroj svih struja koje idu kroz unutrasnje kockice jest nula. Tako je
magnetski moment ¢itavog sloja rezultat samo plosne struje

Al
J=— 13.19
~ (13.19)

iz (13.18) . Znaci da magnetizacija sloja proizvodi vanjsko magnetsko polje kao i efekt
plosne struje koja ima isti iznos i obilazi sloj . Znaci da se u analogiji s polarizacijom kod
dielektrika, za proracun magnetskog polja magnetiziranog materijala mozemo se posluziti
proracunom polja ekvivalentne plosne struje koja tece oko istog volumena kada u njoj nema
magnetiziranog materijala. Taj posao smo naucili rjeSavati u magnetostatici. No sve to vrijedi
za oblik vanjskog magnetskog polja. Ostaje pitanje da li se ekvivalentnost sloja
Magnetiziranog materijala i ploSne struje istog iznosa , koja obilazi oko istog praznog
volumena moZe protegnuti i na polje u unutraSnjosti magnetiziranog materijala. Za to ¢e nam
posluziti stup magnetiziranog materijala, plo$na struja koja obilazi oko identi¢nog materijala i
niz Gaussovih ploha koje presijecaju obadva volumena po istoj krivulji presjeka. Volumski
integral divergencije magnetskog polja (koji je uvijek nula jer magnetsko polje nema izvora) ,
dijelimo na povrSinski integral toka magnetskog polja po povrsini S' po vanjskom polju i
integral toka magnetskog polja po povrsini S" po unutraSnjem polju . Dva su integrala ocito
jednaka po iznosu, a suprotnog predznaka. DrZzimo povrSinu S' stalnom, 1 pripadni integral je
stalan. Ako variramo povrSinu S", rezultat toka magnetskog polja kroz nju mora biti
nezavisan od izbora te povrSine, jer poniStava uvijek isti iznos toka kroz S'. Ako jo§ paralelno
usporedujemo tokove magnetskih polja za ploSnu struje oko praznih identi¢nih volumena,
integral toka magnetskog polja od plosne struje kroz S' znamo otprije da je jednak onom od
komada magnetiziranog materijala, jer smo ve¢ dokazali da su njihova vanjska polja ista. No
sada je jasno da je i integral po unutrasnjem polju magnetiziranog materijala po bilo kojoj
povrsini S" jednak integralu po istoj povrSini magnetskog polja stvorenog ploSnom strujom.
To je argument da su i polja u unutra$njosti ista.

U dosada$njim razmatranjima pokazali smo kako se efekti materijala stalne magnetizacije
mogu proizvesti i preko plosnih struja iste vrijednosti. Pitanje se postavlja , da li postoji i
nacin da se polja proizvedena magnetizacijom, koja je u prostoru promjenljiva , nadomjeste
nekim strujnim fenomenima (naime, jo$ je Ampere tvrdio da je porijeklo magnetizma u
vezanim strujama) . Radit ¢emo na modelu kockica postavljenih duz y osi oko kojih ophode
struje sve vece jakosti. Kockice imaju dimenzije AX, Ay, Az. To znaci da se na grani¢nim

plohama kockica struje vise ne ponistavaju. Struje ophode oko kockica tako da su rezultantne
ekvivalentne magnetizacije usmjerene duz z osi, a da je povecanje magnetizacije od jedne do
druge susjedne kockice uvijek isto 1 iznosi AM . Potrebni korak u poveéanju iznosa struje po
stijenki visine Az znamo proracunati prema poznatoj vezi magnetizacije i plo$ne struje:
Al = JAz = AMAz (13.20)
Gledaju¢i prednju stranu kockice (onu ve¢om x koordinatom stijenke kockice) , postoji duz
cijelog niza kockica uz y os gustoca struje u pozitivnom x smjeru:
Al AM,

AyAz Ay

(13.21)

X



Postavljanjem analognog niza kockica duz z osi (s time da struje ophode smjerom x-z
ravnine) analognom procedurom u kojoj za pozitivnu orijentaciju AM koraci u struji Al,

moraju biti usmjereni duz negativne x osi slijedi analogna relacija onoj (13.“1) samo sa
suprotnim predznakom:
. AM
=-

Az
Treca moguénost ophodnje plosne struje (ona paralelna y-z ravnini) ne bi doprinosila gusto¢i
struje u x smjeru. Tako je ukupni doprinos gusto¢i ekvivalentne struje od prostornih varijacija
magnetizacije u smjeru x zbroj (13.21) i (13.22) . Tako imamo :
J = aM, _ AM, (13.23)

Ay Az

Sada mozemo u¢i u sljedeci proceduru. Nema nikakve istaknutosti x osi u opem razmjestaju
magnetizacije u prostoru. To znaci da se izrazi za ostale komponente gustoce struje tipa
(13.23) mogu iz toga izraza dobiti ciklickom zamjenom koordinata. Kada se tako skupe sve tri
komponente vektora gustoce struje, postaje jasno da vrijedi:
i =rotM (13.24)
Gustoca ekvivalentne struje (vezanih naboja) izvire iz rotacije vektorskog polja
magnetizacije.
Pazljivog studenta moZe zbunjivati usporedba ovog rezultata (13.24) s prijaSnjim rezultatom
da (plosnu) ekvivalentnu struju uzrokuje vec¢ i pojava stalne magnetizacije materijala(13.18) .
Dok je magnetizacija stalna stvarno nema gustoc¢e ekvivalentne struje. No na rubnoj plohi
magnetiziranog materijala postoji skokovita promjena magnetizacije. To znaci da postoji
cirkulacija magnetizacije ako na primjer krivulju integracije postavimo duz grani¢ne plohe a u
smjeru magnetizacije s time da je jedan dio zatvorene krivuljebude unutar magnetiziranog
materijala, a drugi izvan njega. Plo$na struja koja ophodi granicom izmedu magnetiziranog
materijala i ostatka prostora je uzrokom te cirkulacije. To znaci da su relacije (13.24) za
varijabilnu magnetizaciju i (13.28) za stalnu magnetizaciju u medusobnom skladu. Radi
preciznosti isticemo da je u (13.24) rije¢ o efektu kojim mozemo zamijeniti magnetizaciju
preko struje naboja koji ne napustaju svoju fizikalnu okolinu. Stoga struji mozemo dodati
indeks da naglasimo da se radi o fenomenu vezanom u unutrasnjosti materijala

(13.22)

Tvesang = FOtM (13.24a)
Tako smo spremni za jo§ jednu modifikaciju elektrostaticke Maxwellove jednadZbe:
rotB = Ho jslobodno+ Ho jvezano (1325)

Kako je magnetska permitivnost vakuuma stalna, to se (13.25) uz upotrebu (13.24a) moze
pisati blize obliku za slobodne struje:

FOL(= M) = Ty (13.26)

Ho
Velic¢ina u okrugloj zagradi igra sli¢nu ulogu kakvu u elektricnim fenomenima s unutrasnjim
poljima igra vektorsko polje D povezano s elektri€énim polje i polarizacijom analognom
relacijom. Stoga je i posebno definiramo :

=B _wi (13.27)

Ho
Ova veli¢ina ima svoju povijest 1 svoju specijalnu prakti¢nu ulogu. U proslom stoljecu se ta
veli¢ina nazivala magnetskim polje, a B je nazivana magnetskom indukcijom. Jasno je da dok
nema magnetskih materijala u blizini, dva su polja potpuno proporcionalna. Ne ¢emo sada
ulaziti u razloge mijenja povijesnih imena. Veli¢ina definirana s (13.27) koja zadovoljava



fundamentalno prosirenje Maxwellove jednadzbe (13.26) vazna je u praktickim proracunima
magneta. Naime ona se oslanja potpuno na slobodne struje i njeno polje se lako izracunava.

Polje B se tada ratuna preko specifi¢nih svojstava upotrebljenog magnetiziranog materijala
postujuci njihovu vezu (13.27) .
Vrijedno je ilustrirati ulogu H i B na slu¢aju permanentnog magneta. Tamo pravljenjem

cirkulacije dvaju polja dobivamo bitno razlicit rezultat , posebno ukoliko se integracija
provodi duz silnice polja B. Kako je silnica polja B zatvorena krivulja (divergencija
magnetskog polja uvijek iSCezava radi odsutnosti monopola) to je cirkulacija razli¢ita od nule.
U slucaju permanentnog magneta nemamo slobodnih struja koje bi stvarale polje. Stoga je
cirkulacija polja H jednaka nuli. Kako su si polja B i H izvan permanentnog magneta
propocionalni, jasno je da cirkulacija H moze i§¢ezavati samo tako da je unutar permanentnog
magneta polje H suprotne orijentacije od polja B! Sada nastaje strahovito fundamentalno
pitanje. Tko je relevantan u Lorentzovoj sili B ili H. Naime, jasno je da bi se Lorentzova silau
vakuumu mogla opisivati jednako dobro i s H uzimajuc¢i u obzir konstantu proporcionalnosti u
odnosu na B . No u permanentnom magnetu B i H imaju suprotne smjerove. Kao i uvijek,
fizika je eksperimentalna znanost i odgovor je mogao dati samo eksperiment. Kada se
permanentne magnete bombardiralo elektronima, eksperimentalno je utvrdeno da je
Lorentzova sila u skladu s poljem B, dakle suprotno od rezultata koji bi oc¢ekivali ako bi
Lorentzovu silu pisali s H i onda je primijenili na slu¢aj permanentnog magneta.

NAZNAKE O PORIJEKLU MAGNETIZMA KONSTITUENATA MATERIJALA

Odredenu intuiciju o porijeklu magnetizma konstituenata mozemo dobiti iz klasi¢nog zora.
Pretpostavimo da u kruZnoj stazi imamo nabijenu Cesticu naboja q . Struja koja egzistira kao
posljedica kao posljedica kruzenja jest umnozak naboja i frekvencije ophodnje nabijene
Cestice. Frekvencija ophodnje se dobije dijeljenjem brzine 1 puta potrebnog za jedan ophod:

v
= 13.28
Gy (13.28)
Tako je struja :
| =4V (13.29)
2nr

U (13.5) smo pisali vezu izmedu struje , povrSine petlje koju ona ophodi i magnetskog
momenta te strujne petlje: m =18 . Sada mozemo pisati prema tome:

vrm
Ve, My 9 (13.30)

m =
27 2mq 2mq

Ovdje su nove oznake m, masa Cestice koja kruzi i ima naboj q , te L moment impulsa

Cestice koja kruzi. Izveli smo (13.30) jednu od najvaznijih relacija za elemetarni magnetizam.
Izmedu magnetskog momenta i momenta vrtnje postoji proporcionalnost. Konstanta
proporcionalnosti se naziva magnetonom. Tako imamo elektronski, nukleonski i sli¢ne



magnetone u mikrosvijetu. Studenti moraju biti vrlo oprezni, jer se klasi¢ni koncepti ne
uklapaju jednostavno u mikrosvijet u kojem vlada kvantna fizika. No proporcionalnost
momenta impulsa i magnetskog momenta nabijene Cestice prezivljava taj prijelaz s klasicnog
na kvantno. Tako sticemo povjerenje da se magnetski moment moze objasniti i na
mikroskopskoj skali. Slijede¢i problem nastaje od ve¢ spomenutog pojma spina. Ako nasoj
intuiciji dozvolimo da prihvati ¢injenicu da elektron sam po sebi ima intrinsi¢ni moment
vrtnje koji je kvantiziran , to jest ima diskretnu vrijednost a ne kontinuum vrijednosti, tada uz
gornju sliku veze momenta vrtnje i magnetskog momenta imamo i dozvolu prihvatiti da
elektron ima i sam magnetski dipolni moment. Sada paramagnetske fenomene i prvu indiciju
razumijevanja feromagnetskog ponasanja vidimo u permanentnim magnetskim dipolnim
momentima konstituenata, koji se pod utjecajem vanjskog polja orijentiraju analogno
ponasanju permanentnih dipola u elektricnom sluc¢aju.

Dijamagnetsko ponasanje nekih materijala je novitet u odnosu na analogije s dielektricima.
Kod dijamagnetskih materijala mozemo po¢i od grube slike da se elektroni u njithovim
molekulama ponasaju sukladno Lenzovom pravilu koje smo sreli kod studija Faradayeve
indukcije. Naime , tamo je na promjenu toka magnetskog polja kroz petlju, petlja reagirala
elektromotornom silom koja je stvarala suprotno magnetsko polje. Kod relacije (13.16) smo
konstatirali fenomenolo$ku ¢injenicu da za razliku od y, elektri¢nog slucaja koji je uvijek

pozitivan, ekvivalentna veli¢ina u magnetskom slucaju jest negativna za dijamagnetike. Taj
promijenjeni predznak ima svoje porijeklo upravo u Lenzovom ponasanju elektrona
dijamagnetskih materijala.

Feromagnetizam uz Zeljezo pokazuju jo$ neki metali. To je pojava , fenomenoloski opisano
kao vrlo visoka vrijednost konstante y. . Kao slikovito karakterizirati feromagnetizam. Pravo

se objasnjenje nalazi u kvantnoj fizici. Zasada mozemo re¢i da fenomen potjece od
kolektivnih svojstava metala . Elektroni su u stanju najnize energije kada su susjedi prostorno
identi¢no orijentirani. Tako se na primjer u zeljezu stvaraju ,,domene* identi¢no polariziranih
magnetskih dipola. U nemagnetiziranom Zeljezu te domene nisu sve medusobno uskladene,
tako da nema rezultantne magnetizacije. Primjenom vanjskog polja , kako to polje jaca, sve se
vise domena pridruzuje orijentaciji kakvu zahtijeva vanjsko polje. Kako je kolektivni efekt
uvijek bitno snazniji od individualnog, to se reflektira 1 u ¢injenici da su efekti u
feromagnetskim materijalima mnogo jaci. To dovodi 1 do mnogostruke primjene Zeljeznih
jezgri u elektromagnetima. Ve¢ smo kod eksperimentiranja s Faradayevom indukcijom
demonstrirali da elektromagnet sa Zeljeznom jezgrom uz istru struju daje mnogo jace
magnetsko polje.

Primjena feromagnetizma je velika kada god trebamo jaka magnetska polja. Kod
elektromotora Zeljezo pojacava mehanicki moment koji na petlju koja se nalazi u
,rotiraju¢éem* magnetskom polju proizvodi to polje. Naime elektromotor je obrat od
generatora elektri¢ne struje. U njemu izmjeni¢ni napon doveden na polove stati¢nog dijela
naizmjenicno privlaci ili odbija polove rotiraju¢eg dijela eletromotora (rotora). Snaznije

.....

umetanje Zeljezne jezgre u elektromotor.

Poznato je da se izmjenic¢na struja visokog napona prenosi na velike udaljenosti nego
istosmjerna struja iste isporucene snage. Za dizanje na visoki napon pri izlasku iz centrale i
pri ulasku u grad za spustanje napona sluze transformatori. MoZemo nacrtati torus zeljeza na
koji su namotane medusobno izolirane zice dva sustava. U jednom sustavu je maleni broj



navojan,, a u drugom veliki broj n, . Neka u sustavu 1 imamo izmjeni¢nu struju Magnetski

tok u Zeljeznom torusu je proporcionalan struji i broju navoja sustava 1 ali zavisi i od
materijala koji se u torusu nalazi Tu je opet primjena feromagnetski materijala.
Elektromotorna sila u drugom sustavu ¢e biti pove¢ana faktorom n, /n, u odnosu na onu iz

prvog sustava, jer tok proizveden s n, navoja struje prvog sustava inducira elektromotornu
silu u n, navoja. Kako se tok u torusu ne gubi, to se elektromotorna sila navedenim faktorom
povecava. Snaga se , jasno, ne moze povecati, stoga struja pada s istim faktorom.

HISTEREZA

To je specifican fenomen feromagnetskih materijala. Ako ¢inimo grafikon ovisnosti B polja u
ovisnosti o jakosti struje, opazit ¢emo slijede¢i fenomen. Podimo od nemagnetiziranog
zeljeza. I struja I i polje B su nula. Dizanjem struje polje ¢e pocetno gotovo linearno rasti
(domene se orijentiraju u sve ve¢em broju). No to ne ide tako stalno. Broj domena koje su
preostale se smanjuje i krivulja ulazi u zasi¢enje. Ako struju podemo smanjivati, domene se
neée smjesta poceti vraéati u staro stanje nego u tom procesu zaostaju za strujom. Cak i ako se
struja vrati na nulu, preostaje t.zv. remnantni magnetizam. Prijelazom u vijednosti struje kroz
elektromagnet s feromagnetskom jezgrom suprotnog predznaka potrebna je odredena struja
suprotnog predznaka da bi se remnantno polje ponistilo. Cikli¢kim ponavljanjem ovog
procesa dobiva se karakteristi¢na krivulja histereze. Prakticka je vrijednost ovog u znanju
kako realizirati Zeljeno magnetsko polje. Ukratko, povijest magneta je vrlo vazna u korelaciji
odnosa struje kroz magnet i polja, jer za istu struju kroz magnet mozemo iati vlo razli¢ite
vrijednoszi magnetskog polja elektromagneta!

RELATIVISTICKE TRANSFORMACIJE ELEKTROMAGNETSKIH FENOMENA

Ve¢ kod elektromagnetskih valova uo¢ili smo to kao jedinstveni fenomen. U ovom poglavlju
¢emo pokazati da su elektricna 1 magnetska polja povezana ne samo u slu¢aju valova, nego da
se kroz pravila kojim se transformiraju pri Lorentzovim transformacijama doista vidi da se
radi o jedinstvenom fenomenu.

Model koji ¢emo koristiti za pocetak se sastoji od dvije jednoliko nabijene ravnine suprotnih
naboja koje su paralelne s x-z ravninom. One putuju brzinomv, duz smjera pozitivne 0si X .

Povrsinska gusto¢a naboja kako se vidi u sustavu S u kojem putuju je o . Jasno je iz nasih
razmatranja o poljima ravnina da je elektri¢no polje usmjereno duz osi y i iznosi:

E, =— (14.1)

Takoder je jasno da gibanje negativnog naboja u +x smjeru jest ekvivalentno gibanju
pozitivnog naboja u —x smjeru. To znaci da efektivno prostor medu ravninama ophodi plo$na
struja koju ovako racunamo. Plosna struja jest struja koja tece Sirinom jedini¢nog pojasa oko
podrucja u kojem se pravi magnetsko polje. Ako je na jedini¢noj povrSini naboj o i ako ta
povrsina putuje brzinom Vv, tada ta povrSinska gustoca naboja provede u jedinici vremena
naboj koji je na traci jedini¢ne Sirine, duljine v, pomozen s povrSinskom gusto¢om o .
Posljedica toga je homogeno magnetsko polje jakosti:

B, = y,0v, (14.3)



Sve §to je potrebno naciniti da bi se nasle ispravne relativisticke transformacije jest izraunati
u drugom inercijskom sustavu povrsinsku gustocu naboja i brzinu ploc¢a. Naime, izracun
elektricnog 1 magnetskog polja slijedi relacije (14.1) i (14.3) samo s novim vrijednostima za
povrsinske gustoce naboja i brzine. Prirodno je izracunati gustocu naboja u sustavu u kojem
ploce miruju. Jedini¢na povrSina na kojoj je naboj (naboj je invarijanta transformacija to jest
naboj ima u svim sustavima isti iznos), se ne deformira u transverzalnom smjeru. U smjeru
gibanja uzduzna stranica se skracuje za objekt koji putuje. Ta pak veli€ina se nalazi u
nazivniku proracuna gustoce. Tako je veza gustoce u sustavu S i sustavu u kojem naboj
miruje.

o =0,7, (14.4)
Tu su oznake o, za gustocu naboja u sustavu u kojem plo¢e miruju a
7o = (L—v, /c?)™? (14.5)

je uobicajena relativisticka oznaka potrebna za proracun kontrakcije duljine jedini¢ne stranice
pri prijelazu iz sustava mirovanja ploca u sustav S. (Iz (14.4) naravno slijedi da je gusto¢a u F
veca, jer se uzduzna stranica u sustavu S pri odredivanju povrSinske gustoce relativisticki
kontrahirala. Sustav S giba se u sustavu S' brzinom v. Sustav S' je onaj u koji zelimo
transformirati fizikalne fenomene, to jest elektricno i magnetsko . Znaci u njemu su nam
potrebne povrsinska gustoc¢a naboja i brzina nabijenih ploc¢a. Tu brzinu znamo racunati preko
izraza za relativisticko zbrajanje brzina iz proslog semestra.

v= otV _Bthy (14.6)
1 VOV 1+,B:B0
t 2
C

gdje su bete poznati relativisticki omjeri odgovarajuce brzine i brzine svjetlosti. Da dobijemo
gustocu naboja u sustavu S' mozemo krenuti od gustoce naboja u sustavu gdje ploce miruju 1
mnoziti tu gustoc¢u s kontrakcijskim faktorom koji ukljucuje ¢injenicu da se ploce gibaju
prema njemu brzinom (14.6) .

o'=0,/ (14.7)

Gdje je gama faktor onaj relativisticki faktor koji se dobije upotrebom omjera brzine (14.6) i
brzine svjetlosti, dakle:

. 1 1+ /5,)
y'= = (14.8)
Jl_(ﬂ%)z Ja- - 5,2
1+ BB,
Tako kombiniranjem (14.8) , (14.7) i (14.4) imamo :
o= Ty o ) = o ciwg) (14.9)

70 70 @-pHa-5)
Sada smo spremni za proracun y komponente elektri¢énog polja u novom sustavu:

Ey'=£=y(£+v;zoovo) (14.10) ;

€o €o
ovdje se vakuumska magnetska permitivnost pojavila svojom vezom s elektricnom
permitivnosti i brzinom svjetlosti. U prvom pribrojniku unutar zagrade prema (14.1)
prepoznajemo elektri¢no polje, a posljednja tri faktora u drugom pribrojniku su prema (14.3)
magnetsko polje. Tako je transformacijska jednadzba:

E,'=7(E, +VB,) (14.11)

Da bismo dobili transformirano magnetsko polje u z smjeru piSemo: analogon relacije (14.3)
B,'=y,o'v' (14.12)



Potrebne veli¢ine su nam na raspolaganju (14.6) 1 (14.9) :

V, +V 1
B,'= uyo(l+ 0 = oV, +——oV 14.13
= o yo ﬁﬂ0)1+ﬂ ) ¥ (£50V, SOC2 ) ( )
U prvom pribrojniku unutar zagrade prepoznajemo magnetsko polje, a dio drugog pribrojnika
jest elektricno polje:

B,'= (B, +Cl2Ey) (14.14)

Ako bismo ploce postavili vodoravno, dobili bismo relacije u kojima su indeksi y i z
zamijenjeni. Analiticka forma bi bila identi¢na . Jedino se sa slike vidi da u tom slucaju
pozitivno elektri¢no polje u smjeru z osi povlaci negativno magnetsko polje u smjeru y osi.
Nadalje , ve¢ smo vidjeli da se longitudinalna komponenta elektricnog polja ne mijenja.
Naime ako ploce stoje u u y-z ravnini, Lorentzova transformacija doduSe mijenja razmak
medu njima, ali za jakost polja je bitna gustoca naboja. Kako se poprec¢ne dimenzije ne
mijenjaju, gustoca naboja je ista pa i longitudinalna komponenta elektri¢nog polja. Isti
zaklju€ak vrijedi i za magnetsko polje. Tamo je naime polje moguce prikazati solenoidom duz
x osi. Gustoca navoja pri transformaciji dobiva faktor y, a struja (radi diferencijala vremena u

nazivniku ) dobiva faktor (1/y) tako da faktor nl koji odreduje plo$nu struju ostaje. Plosna

struja , naravno, odreduje magnetsko polje duz x , pa je i ono sacuvano. Tako total
transformacija izgleda ovako:

EXI: EX Bx': Bx
. , v

E,'=y(E, +VB,) B,'=y(B, —C—ZEZ) (14.15)
. . Vv

E,'=y(E, -VB,) B,'= (B, +C—2Ey)

1z ovih je relacija vidljivo jedinstvo elektromagnetskih fenomena. U posebnom slucaju, kada
je u pocetnom sustavu magnetsko polje jednako nuli po cijelom prostoru,

E,=E, E,'=JE, E,'= £,
. . v ' v (14.16)
BX =0 By :—]/C—ZEZ BZ :j/C—ZEy
Skra¢eno mozemo napisati:
_.I 1 'wi ﬁI
B :C_ZV xE (14.17)

Na primjeru polja tockastog naboja koji u S miruje, a u S' ima brzinu mozemo vidjeti kako
cirkulacija elektri¢nog polja nastaje paralelno s tokom magnetskog polja kroz povrsinu
omedenu tom krivuljom.

Primjer elektricnog polja tockastog naboja koji se giba:

Radimo u uvjetima relacija (14.16) . Specijaliziramo nadalje razmatranje na elektri¢no polje i
X-z ravninu. Opis polja u sustavu S jest:

gx 1

x = 47[80 (XZ +22)3/2 (1418)
z 1

a _ (14.19)

2 Arg, (X* +12%)
Ako naboj putuje jednoliko prema Lorentzovim transformacijama iz prvog semestra,



u trenutku t=0 poklapaju se ishodista sustava i mozemo usporedivati koordinate mjerene od
ishodista kao i komponente polja. Nama zanimljive koordinate se transformiraju ovako:

X = X' z7=1' (14.20)

Prema (14.16), (14.18) i (14.19) uvrstavanjem konac¢no (14.20) imamo:

ExI= Ex = q(}/x ) : 3/2 (1421)
4y [y +27]

E,'=/k&, =7 i L 3 (14.22)

47e, (') +22]

Vidimo da se dijeljenjem desnih strana gornjih relacija dobiva:

Ex' _ 1 (14.23)

E, Y

I'u S' polje toCkastog naboja je radijalno! Jo§ nam samo preostaje pokazati da se s porastom
brzine silnice elektri¢nog polja tockastog naboja koji putuje gomilaju u transverzalnom
smjeru. Ovo je jasno vec¢ iz (14.16), ali se moze 1 direktno analiticki demonstrirati.
Izratunavamo kvadrat modula elektri¢nog polja u S' sustavu preko relacija(14.21) 1 (14.22) :

TR S (14.24)
(47z,) () + 2]
IzIu¢ivanjem faktora s potencijom od y u nazivniku, djelomi¢nim krac¢enjem, i pisanjem
ostatka faktora y u uglatoj zagradi preko veli¢ine S imamo:
EIZ: qZ(X|2+Z|2 _ q2(1_ﬂ2)2 (1425)
4 2,42 2_g2 2l 2,2 3
( 7[80) 7/ [ ﬂ ] (472'80)2()('2"1‘2 |2)2 1_ € Z -
X +Z

Uzimajuc¢i i ubzir izraz za udaljenost od ishodista izrazenu preko Kartezijevih koordinaqta u
S'isinus priklonog kuta $' u odnosu na x os imamo nakon vadenja drugog korijena u

(14.25):

_n2
e 91 f 1 - (14.26)
! 2ain2 Q!
zs, r'° [i-p2sin? 9]

Mozemo navesti viSe komentara: Jasno je da se za male brzine izraz reducira na Coulombov
zakon. Nadalje , osim $to je elektri¢no polje naboja koji se goba 1 dalje radijalno prema
(14.23) ocito je njegova jakost najveca u transverzalnom smjeru. Silnice se postavljaju to
okomitije na smjer gibanja, §to je brzina naboja u laboratorijskom sustavu veca.

Jo$ se mozemo vratiti na relacije (14.15) da bismo uocili pojednpstavljenje u slucaju da u
sustavu S nema elektri¢nog polja. Istom procedurom kojom smo analizirali situaciju s
1S¢ezavanjem magnetskog polja za jednadzbe (14.15), za iS¢ezavanje elektro¢nog polja u
sustavu S u sustavu S' koji se gibas V' javlja se elektri¢no polje oblika:

E'=—V'xB' (14.27)
Naime, kada smo pripremali teren za objasnjenje Faradayeve indukcije konstatirali smo da se
na zici koja se mic¢e u magnetskom polju okomiti na smjer magnetskog polja javlja Loretzova

sila, koja razmice u vodi¢u naboj. No mi moZemo gledati i situaciju i iz sustava u kojem Zica
miruje. Tamo je brzina naboja nula i nema Lorentzove sile, no prema (14.27) javlja se



elektricno polje. Nije teSko ustanoviti da je odnos brzina naboja i brzine sustava takav da su
dvije brzine suprotne;

V'=-vV (14.28)

Tako je fizikalni rezultat isti. U sustavu S na pokretni naboj djeluje Lorentzova sila. U sustavu
S' naboj miruje ali se radi magnetskog polja pojavljuje elektri¢no polje istog efekta kakav daje
Lorentzova sila!

Na zavr$nom predavanju studentima se jos jednom demonstriralo najbitnije eksperimente:
Coulombovo polje, Oerstedov pokus, Faradayevu indukciju i podsjetilo da Maxwellov term u
jednadzbama zapravo verificiramo egzistencijom Hertzovih valova, ¢iju smo egzistenciju
takoder demonstrirali.









