Studenti će vidjeti i Oberbeckovo njihalo (dva identična modela matematičih njihala povezana međusobno s niti napete lakšim teretom)  koje rezonantno uzbuđuju jedno drugo.

Zatim će se studentima još jednom demonstrirati ovisnost amplitude titranja o udaljenosti frekvencije od rezonantne frekvencije kao uvod u razmatranja o širini rezonancije

ŠIRINA REZONANCIJE

Vrlo se često u fizici postavlja pitanje širine vrha nekog fenomena. U profesionalnoj je upotrebi termin i veličina koji se naziva punom širinom za polovicu maksimima. Pod tim se podrazumijeva interval vrijednosti varijable (o kojoj promatrana veličina ovisi) , na čijim rubovima zavisna veličina pada na polovicu maksimalne vrijednosti. Veličina se označava kao FWHM (Full Width at the Half of the Maximum).  Znajući maksimalnu vrijednost snage prema (10.70) vidimo da su vrijednosti 
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 one za koje snaga pada na polovicu maksimalne vrijednosti dane izrazom:
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                                                                                                             (10.71)  Odatle slijedi:


[image: image3.wmf])

(

2

2

0

w

w

t

w

-

±

=

                                                                                                           (10.72)  

Rješavanjem gornje kvadratne jednadžbe dobiva se da je razmak fizikalnih rješenja :
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što je puna širina na polovici rezonancije (FWHM). Zaključak o razmaku fizikalnih rješenja se lako vidi analizom (10.72). Naime dvije kvadratne jednadžbe imaju svaka po dva rješenja:

Ona s pozitivnim predznakom za 
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a ona s negativnim predznakom za 
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                                                                                            (10.72b)  

Pozitivne (fizikalno smislene) vrijednosti kružne frekvencije su samo one iz (10.72a) i (10.72b) s pozitivnim predznakom ispred korijena. Njihova je razlika 
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 očito je dana s (10.73).

FAKTOR DOBROTE  (Q faktor)  OSCILATORSKOG SUSTAVA

U mnogim primjenama oscilirajućih sustava faktor dobrote Q je važna praktična veličina. Intuiciju o njemu možemo dobiti iz dva nezavisna razmatranja. Vratimo se najprije izrazu (10.61) za amplitudu prisilnog titranja i uvrstimo za kružnu frekvenciju 
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, dakle rezonantnu vrijednost. Tada se dobije za amplitudu njenu (maksimalnu) vrijednost u 
rezonanciji:
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Izraz u lijevoj zagradi je odstupanje od položaja ravnoteže ako bi na oscilator primijenili stalnu silu 
[image: image12.wmf]0

F

. Faktor u drugoj okrugloj zagradi govori nam koliko je puta rezonantna amplituda veća od amplitude postignute stalnom silom. To je upravo faktor dobrote Q. 

S druge strane,vremenskom analizom snage unutar perioda titranja može se također pokazati da je 
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 broj titraja, koje čini sustav prepušten sam sebi, potreban da energija u oscilatorskom sustavu  padne za faktor 1/e. Naime iz oblika titranja za relativno slabo gušeni oscilator lako se vidi da energija u oscilatoru pada relacijom: 
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 . Ako je N broj titraja potreban za pad energije za faktor e , očito
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, gdje je T period titranja; u rezonanciji to je 
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. Ujedno vrijedi 
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. Kombiniranjem dva posljednja izraza slijedi:
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. To je potvrda drugog svojstva faktora dobrote koji smo gore naveli.

Neki američki udžbenici koriste Q da bi karakterizirali oscilator umjesto parametra 
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PONAŠANJE FAZE OSCILATORA PRI VARIJACIJI FREKVENCIJE PRISILE

Iz relacije (10.59) vidimo da je za 
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 negativan. To znači da oscilator kasni za prisilom. U rezonanciji to kašnjenje dosiže vrijednost 
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 mijenja predznak i oscilator je ispred prisile u svom titranju.  Ovo ponašanje faza demonstrira se aktivacijom Bartonovog njihala kada oscilatori prođu kroz fazu tranzijenata.
G I B A NJ E   T I J E L A   U   P O LJ U  S I L E     
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Pod utjecajem takve sile se gibaju otprilike planeti oko Sunca (otprilike jer i oni međusobno djeluju što komplicira stvarne proračune) . I naelektrizirane kugle su pod djelovanjem sile istog analitičkog opisa. Za slučaj privlačne sile Kepler je formulirao tri zakona. Kako ih se često spominje, mi ćemo ih ovdje navesti u poretku koji je on formulirao. Međutim, matematički tretman koji ih opravdava nije po svojoj težini u istom poretku , pa ćemo ih dokazivati / ilustrirati drukčijim redom.

Prvi Keplerov zakon konstatira da su putanje planeta oko Sunca elipse pri čemu je Sunce u jednom od njenih fokusa. Drugi Keplerov zakon kaže da radijus vektori koji idu od Sunca do planete prebrisavaju u jednakim vremenskim razmacima jednake površine. Treći Keplerov zakon govori da se kubovi glavnih osi njihovoh elipsa odnose kao kvadrati perioda njihovih ophodnji.

RADIJALNOST SILE I DRUGI KEPLEROV ZAKON.

Kako su vektor sile  
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 i radijus vektor položaja planete kolinearni (imaju isti ili suprotni smjer), to je moment sile takvog matematičkog opisa na planet jednak  nuli:
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Prema vezi momenta sile i momenta impulsa, vremenska derivacija momenta impulsa jednaka je nuli. To znači da je 
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Pokazat ćemo da (11.2) upravo iskazuje drugi Keplerov zakon. Naime (11.2) možemo pomnožiti s drugom konstantom: 
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  gdje je m masa koja se pojavljuje u impulsu i dobiti novu relaciju:
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Veličina s lijeve strane (11.3) je zapravo brzina prebrisavanje površine koju vrši radijus vektor.

Najprije razmotrimo veličinu:
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Još od definicije vektorskog produkta pamtimo da je njegovo značenje površina paralelograma zatvorenog s ta dva vektora. Vektorski produkt radijus vektora i brzine kojom se radijus vektor miče je površina paralelograma koju radijus vektor u jedinici vremena tvori svojim kretanjem. Sektorska brzina, to jest brzina prebrisavanja površine od strane radijus vektora je samo polovica površine stvorene prema definiciji vektorskog produkta. Tako (11.4) sektorska brzina radijus vektora planetarnog gibanja i upravo smo dokazali da je stalna. Ovo je karakteristika svih centralnih sila!

OPIS STALNOSTI MOMENTA IMPULSA PREKO  POLARNIH KOORDINATA 
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Kako vektorski produkt jediničnog radijus vektora sa samim sobom iščezava, to preostaje samo:
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Naravno to je vektor okomit na ravninu gibanja, no za naša buduća razmatranja iz opisa (11.6) i stalnosti momenta impulsa (11.2) slijedi da je veličina opisana polarnim varijablama:
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POTENCIJALNA ENERGIJA TOČKASTE MASE U POLJU JEDNOLIKE SFERNE LJUSKE  

Razmatranje koje slijedi višestruko je važno. Naime i točkaste mase i točkasti naboji interagiraju kako smo pokazali silama koje možemo karakterizirati potencijalnom energijom  proporcionalnom s 
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 gdje je r njihova  udaljenost. U slijedećem tekstu će se pokazati da je potencijalna energija točkaste mase u odnosu na jednoliko rapoređenu masu po nekoj kugli, dok je točka izvan te sfere ista kakva bi bila potencijalna energija iste točkaste mase kad bi ljuska imala masu koncentriranu u središtu te kugle. U (5.14) smo izveli da je potencijalna energija masa m i M :
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Neka je masa M razmazana jednoliko po sfernoj ljusci radijusa r . Uočimo diferencijal površine te ljuske 
[image: image38.wmf]da

, koji je prstenastog oblika osno simetrično smješten oko pravca između m i središta kugle M  . Njegovu masu  možemo izraziti kao:
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U (11.8)  kut 
[image: image40.wmf]J

 je kut između između spomenutog pravca poveznice i radijus vektora koji ide od centra kugle M na prsten mase 
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 opisane s (11.8). Diferencijal potencijalne energije koji pripada interakciji 
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 je prema gornjem izrazu  (11.8) :
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]                                                                                                        (11.10)  


[image: image45.wmf]Udaljenost promatranog prstena od mase 
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 smo označili s 
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 i ona se prirodno pojavljuje u (11.10); sve su točke prstena jednako udaljene od 
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Kosinusni poučak povezuje spomenute veličine:
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Razmak središta kugle s masom 
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i mase 
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je R u jednadžbi (11.11). Očito da za zadane R i r postoji zavisnost među 
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 preko (11.11). Diferenciranjem te jednadžbe tako imamo:
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Uvrštavanjem (11.9) u (11.10) i korištenjem izraza (11.12) za 
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 dobivamo za diferencijal potencijalne energije:
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Ukupnu potencijalnu energiju dobivamo integriranjem doprinosa sviju prstenova pri čemu se integracijaska varijabla mijenja :

a) za slučaj da je m izvan M od R-r do r+R pa je u tom slučaju potencijalne energija:
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Tako smo dokazali tvrdnju s početka odsječka da je potencijalna energija točkaste mase u polju ljuske mase jednoliko raspoređene po sferi ista kao da je ljuskasta masa sva koncentrirana u središtu sfere.
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