PRISILNO TITRANJE GUŠENOG HARMONIČKOG OSCILATORA

Predavanje počinje demonstracijom sustava matematičkog njihala koji se pogoni periodičkim horizontalnim micanjem objesišta. Ustanovljuje se dramatična ovisnost amplitude rezultatnog titranja o frekvenciji micanja objesišta. Također se tjera harmonički  oscilator s oprugom periodičkom prisilom na titranje. Ponovno se nalazi da amplituda titranja dramatično ovisi o frekvenciji sile koja tjera sustav na titranje. Ovo su uvodne demonstracije prisilnog titranja gušenog harmoničkog oscilatora koje nas inspiriraju da diferencijalnu jednadžbu koja slijedi niže pokušamo riješiti harmoničkim (sinusoidalnim ilil kosinusiodalnim oblicima vremeske zavisnosti). 

Kada na gušeni harmonički oscilator djeluje vanjska prisila harmoničkog titranja, jednadžba gibanja se modificira:
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Uz pokrate iz prijašnjeg odsječka i pokratu: 
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 možemo (10.54) pisati:
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Matematički formulirano, ovo je linearna diferencijalna jednadžba s konstantnim koeficijentima drugog reda koja je uz to nehomogena. Nehomogenošću se naziva član na desnoj strani koji je također zavisan o vremenu. Teorija takvih diferencijalnih jednadžbi pokazuje da se opće rješenje jednadžbe tipa (10.55) može konstruirati iz općeg rješenja homogene jednadžbe ( takva je je jednadžba (10.45) i njeno rješenje (10.38)) i jednog rješenja jednadžbe (10.55).
     (VIDI NAPOMENU o rješavanju ovakvih diferencijalnih jednadžbi koja slijedi za nekoliko stranica.)

Cilj nam je znači pogoditi to specijalno rješenje. Ono mora titrati frekvencijom 
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 jer inače ne bi zadovoljavalo jednadžbu (10.55). Stoga ćemo pokušati s formom:
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Slijede izrazi za vremenske derivacije:
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Kada (10.57) uvrstimo u (10.55) i iskoristimo adicijski teorem za trigonometrijske funkcije te grupiramo članove uz sinusni i kosinusni član imamo: uz pokratu zajedničkog faktora:
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Iz uvjeta da faktor uz sinus iščezava slijedi:  


[image: image9.wmf]2

0

2

/

w

w

t

w

j

-

=

tg

                                                                                                              (10.59)   

Iz uvjeta da faktor uz kosinus iščezava, slijedi:


[image: image10.wmf]j

t

w

j

w

w

a

sin

cos

)

(

2

2

0

0

0

-

-

=

x

                                                                                     (10.60)  

Kombiniranjem (10.60) i (10.59) dobivamo:
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Očito postoji rješenje oblika (10.56), čije su konstante određene jednoznačno s (10.59) i (10.61) . Također je očito da amplituda tog titranja dramatično zavisi od frekvencije prisile i dostiže svoj maksimum kada pogodimo frekvenciju slobodnog oscilatora. S mnogo više potankosti svojstava harmoničkog oscilatora upoznat ćemo se u trećem semestru : Titranja i valovi. Naime, pri formiranju valova, komponente sustava harmonički osciliraju. Stoga je dobro poznavanje harmoničkog titranja temelj i za razumijevanje valnih fenomena. Nadalje, funkcije sinusa i kosinusa, rješenja slobodnog oscilatora, često se zovu harmonijskim funkcijama ili harmoničkim rješenjima.

     Studentima se pokazuje Bartonovo njihalo. Ono se sastoji od fizikalnog njihala relativno velike mase . To masivno njihalo se pušta u pogon. Preko zajedničke osovine fizikalno njihalo postaje izvor harmoničke sile koja tjera niz matematičkih njihala različitih dužina. Opaža se da matematička njihala titraju različitim amplitudama zavisno o duljinama svojih niti. Najveće amplitude  imaju njihala čija frekvencija slobodnog titranja odgovara frekvenciji uzbude. Taj se fenomen zove rezonancijom.
SNAGA VANJSKE SILE usrednjene po periodu titranja

Ovo je razmatranje važno radi uočavanja ovisnosti unosa energije u oscilator vanjskom silom o bliskosti frekvencije prisile sa frekvencijom oscilatora, što ima jasne fizikalne posljedice. Kada se u Meksiku desio čuveni razorni potres opažen je fenomen da su porušene upravo one  zgrade, čije su dimenzije imale frekvencije titranja razornog vala. Njima je, radi jasne zavisnosti unosa energije u objekt o rezonantnim svojstvima objekta, unošena u titranje najveća energija. Snagu usrednjenu po periodu titranja označit ćemo s P , a proceduru usrednjenja sa znakovima < >, dok se usrednjena veličina postavlja među te znakove:
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Srednja vrijednost kosinusne funkcije po periodu je jednaka nuli (vrijednosti funkcije su jednako pozitivne i negativne tokom perioda). Pri izvodu (10.34) smo pokazali da je 
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Potpuno analogno se dokazuje
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Tako za P imamo međurezultat:
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Student lako može verificirati trigonometrijsku relaciju:
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Izraz za tangens faze 
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 imamo u (10.59) pa ga preko (10.67) možemo supstituirati u (10.66):
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Nakon sređivanja (10.68) se pojednostavljuje: 
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Iz (10.69) je razvidno da maksimalna snaga ulazi u sistem na frekvenciji 
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,  kada nazivnik ima minimalnu vrijednost , a maksimalna snaga je 
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ŠIRINA REZONANCIJE

Vrlo se često u fizici postavlja pitanje širine vrha nekog fenomena. U profesionalnoj je upotrebi termin i veličina koji se naziva punom širinom za polovicu maksimima. Pod tim se podrazumijeva interval vrijednosti varijable (o kojoj promatrana veličina ovisi) , na čijim rubovima zavisna veličina pada na polovicu maksimalne vrijednosti. Veličina se označava kao FWHM (Full Width at the Half of the Maximum).  Znajući maksimalnu vrijednost snage prema (10.70) vidimo da su vrijednosti 
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 one za koje je ispunjeno:
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                                                                                                             (10.71)  Odatle slijedi:
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Rješavanjem gornje kvadratne jednadžbe dobiva se da je razmak fizikalnih rješenja :
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što je puna širina na polovici rezonancije (FWHM)
NAPOMENA O RJEŠAVANJU LINEARNIH DIFERENCIJALNIH JEDNADŽBI DRUGOG STUPNJA S KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA.

Značenje opisa jednadžbi je slijedeće. U jednadžbi se pojavljuju prva i druga derivacija funkcije ali u prvoj potenciji kao i sama funkcija. Ako je s druge strane linearne kombinacije derivacija i funkcije znaka jednakosti nula, imamo homogenu klasu takvih jednadžbi. Tome ćemo najprije posvetiti pažnju. Ovakve se jednadžbe mogu očito riješiti pretpostavkom da funkcija zavisi eksponencijalno o varijabli. Naime, kada ovu prepostavku supstituiramo u diferencijalnu jednadžbu i odsepariramo eksponencijalni faktor, na mjestu druge derivacije ostat će kvadrat eksponenta eksponencijalne zavisnosti, na mjestu prve derivacije će ostati sam eksponent, a na mjestu funkcije ostat će faktor 1 . Time se diferencijalna jednadžba transformirala u kvadratnu jednadžbu za eksponent eksponencijalne funkcije. Kako ta jednadžba ima dva korijena, imat ćemo dva linearno nezavisna rješenja. Tu je i objašnjenje zašto smo bili uspješni u konstrukciji harmonijskih i eksponencijalno rastućih ili padajućih rješenja. Ako su rješenja realna, imamo realne eksponencijalne modove. Ako su imaginarna, imamo sinusoidalno i kosinusoidalno ponašanje. Ako su kompleksna, imamo produkt sinusiode i eksponencijale kao kod gušenog oscilatora. Tako se načelno rješava klasa homogenih diferencijalnih jednadžbi drugog reda s konstantnim koeficijentima i dobiva dva nezavisna rješenja, čijim kombiniranje s proizvoljnim konstantama pokrivamo sva moguća rješenja. 

Pređimo sada na klasu nehomogenih jednadžbi da bi dokazali našu tvrdnju da se tada rješenje nalazi općim rješenjem homogene jednadžbe, kojem treba dodati jedno rješenje nehomogene. Uzet ćemo za model jednadžbu prisilnog titranja (10.55). 
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Nju možemo pisati i preko simboličkog linearnog operatora:
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Neka su 
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  dva nezavisna rješenja homogene jednadžbe. Tada vrijedi:
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Ako su 
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   proizvoljne konstante i linearna kombinacija rješenja je rješenje , to jest:
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Ako sada dodamo jedno specijalno rješenje nehomogene jednadžbe (u gornjoj analizi to je rješenje (10.56) ) ), imat ćemo  u toj notaciji ukupno rješenje:
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                                                                                                (10.77) Ako ga uvrstimo u (10.55) imamo:
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No za Lx imamo radi zadovoljavanja nehomogene jednadžbe
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 Tako 
[image: image36.wmf]ukupno

x

  zadovoljava nehomogenu jednadžbu , a općenito je rješenje jer ima dvije proizvoljne konstante, koje se mogu prilagođavati (početnim) uvjetima na rješenje.                                                                                       
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