H A R M O N I Č K I   O S C I L A T O R

Harmonički oscilator je odigrao ogromnu ulogu u razvoju fizike, jer je postao modelom za niz pojava u prirodi. Intuitivno je prihvatljivo: ako sustav ima položaj ravnoteže, a pri udaljavanju od ravnoteže sila vraća objekt prema ravnoteži i uz to je proporcionalna odmaku od ravnoteže, kada sustav odmaknemo od ravnoteže i prepustimo samom sebi nastat će titranje oko tog ravnotežnog položaja. To je fizikalna suština koju ćemo najprije ilustrirati na rješavanju 2. Newtonovog zakona na raznim primjerima, da bismo na kraju generalizirali fenomen harmoničkih oscilacija na opći slučaj titranja oko stabilnih konfiguracija.

TIJELO VEZANO OPRUGOM (na horizontalnoj podlozi bez trenja)

Kada je sustav u ravnoteži (opruga nije ni rastegnuta ni stisnuta) , položaj tijela je 
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 .

Opis sile koja vraća tijelo prema ravnotežnoj poziciji ako je u novom položaju 
[image: image2.wmf]x

 , koja je proporcionalna odmaku od ravnotežnog položaja jest: 
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gdje je K konstanta opruge. Supstituiranjem nove varijable za odmak (izraz u zagradi u (10.1),  
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Uvođenjem te nove varijable iz (10.2) u (10.1) imamo :
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Posljednja jednadžba od (10.3) je univerzalni zapis za (slobodni) harmonički oscilator. 
[image: image8.wmf]0
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 je karakteristična kružna frekvencija harmoničkog oscilatora. Ovo ime će biti uskoro opravdano. U daljnjem tekstu ćemo integrirati diferencijalnu jednadžbu (10.3), no radi intuicije ćemo zamijeniti taj korak demonstracijom upotrebe zakona sačuvanja energije.
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Desni član – potencijalu energiju smo za harmoničku silu izračunali u (5.18).     Uvrštenjem nove varijable u (10.4) slijedi:
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(10.3) i (10.5) su u suštini ekvivalentne formulacije svojstava harmoničkog oscilatora.  

Demonstrira se titranje horizontalnog oscilatora.
TIJELO OBJEŠENO NA OPRUGU

Neka nam je pozitivna orijentacija osi prema gore. Neka je 
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 koordinata nerastegnute opruge. Neka je 
[image: image12.wmf]z

  položaj tijela/kraja opruge u proizvoljnom trenutku.  Tada je jednadžba gibanja :
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Supstitucijom 
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slijedi iz (10.7) uvrštenog u (10.6) diferencijalna jednadžba za 
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 :
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Što je identično s (10.3). Energijskim bi se razmatranjima lako pokazalo da i izraz  (10.5) i u ovom slučaju ima svoj ekvivalent; jedino je na desnoj strani malo kompliciranija kombinacija numeričkih konstanti. Demonstrira se titranje vertikalnog oscilatora i utjecaj mase.
MATEMATIČKO NJIHALO u aproksimaciji malih kutova

Tijelo mase m je obješeno na nit dužine l , tangenta na putanju je x-os, kut otklona od ravnoteže je
[image: image17.wmf]J

. Za male pomake je
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Povratna sila, koja vraća njihalo u položaj ravnoteže je:
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Za male kutove vrijedi:
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Pomoću gornje tri relacije se 2. Newtonov zakon može napisati kao:
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Odatle uz malo preraspoređivanje slijedi:
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To je zapravo jednadžba matematički istovjetna s (10.3) samo s drukčijim izrazom za kružnu frekvenciju. 

FIZIKALNO NJIHALO u aproksimaciji malih kutova

Objekt mase M obješen je tako da je udaljenost od objesišta do težišta l . Opća veza momenta sile i vremenske derivacije momenta impulsa (7.21) se u slučaju rotacije oko jedne osi reducira na (7.57) . U našem slučaju sila teža proizvodi na tijelo moment sile oko objesišta:  
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Tako prema (7.57) imamo:
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U aproksimaciji malih kuteva sinus kuta zamjenjujemo kutom pa slijedi:
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gdje je 
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Jasno je da se izborom 
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 u  (10.17),  (10.16) svodi na (10.13), što je sasvim očekivano. No kako smo izvod za fizikalno njihalo načinili preko momenta sile, jasno je da smo istu metodu mogli primijeniti i na matematičkom njihalu s istim rezultatom. Demonstrira se fizikalno njihalo.
EKVIVALENCIJA DVIJU FORMI JEDNADŽBI HARMONIČKOG OSCILATORA 

Pokazat ćemo da so obadva opisa ponašanja harmoničkog oscilatora (10.3) i (10.5)   ekvivalentna . Ako (10.3) pomnožimo s  
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 imamo:
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Integriranjem (10.18) dobiva se 
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što je oblik koji ima jednadžba (10.5). S druge strane ako pođemo od jednadžbe (10.5) i nju diferenciramo dobivamo: (10.18) i korakom dijeljenja s 
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  dobivamo oblik (10.3).

RJEŠAVANJE JEDNADŽBE (10.3) metodom pogađanja:

Lako se možemo uvjeriti da je rješenje jednadžbe (10.3) oblika:
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  su proizvoljne (integracijske) konstante.

Izračunajemo prvu i drugu derivaciju (10.19):
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Početak i kraj desne relacije u (10.20) pokazuju da oblik (10.19) doista jest rješenje diferencijalne jednadžbe harmoničkog oscilatora (10.3).

RJEŠAVANJE JEDNADŽBE (10.3) integriranjem:

Gore smo već pokazali da je oblik (10.3) ekvivalentan s (10.19) koji je zapravo oblika (10.5). Stoga možemo početi od (10.19):
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Odatle slijedi:
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Iz (10.22) operacijama dijeljenja i proširivanja imamo:
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Studenti trebaju prepoznati srednji izraz u gornjem redu kao diferencijal funkcije arkus 

kosinus:
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                                                                                             (10.24)   Integriranjem dobivamo:
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To je upravo analitički oblik rješenja koje smo pogodili s (10.19) . Prokomentirat ćemo rješenje (10.26) koje je ljepše napisano u formi (10.19). Tijekom ovog izvoda vidjeli smo da u postupcima dva integriranja pojavljuju dvije integracijske konstante:
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 periodički titra u vremenu, tada je faktor 
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 amplituda tog titranja. Pojava 
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 pak kontrolira u kojoj se fazi titranje nalazi u početnom trenutku. Ako je 
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 zavisnost titranja je zavisnost kosinusne funkcije, to jest počinje s maksimalnom amplitudom. Ako je 
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, tad je zavisnost o vremenu sinusnog tipa, to jest u početnom trenutku amplituda je jednaka nuli i najprije u vremenu raste. 

PERIOD I KRUŽNA FREKVENCIJA HARMONIČKOG OSCILATORA

Kada analiziramo analitički oblik opisa titranja harmoničkog oscilatora (10.19), jasno je da se vrijednost koordinate u vremenu ponavlja s vremenom T kada argument kosinusne zavisnosti poveća svoju vrijednost za 
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. To prema (10.19) znači:
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To jest 
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Vrijeme ponavljanja položaja tijela pri harmonijskom titranju T nazivamo periodom titranja.

Kako je učestalost titraja (frekvencija titranja) obrnuto proporcionalna s T,
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slijedi:
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Razlog za ime kružna frekvencija za 
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  je vidljiv već iz   (10.30). No još direktniji uvid jest pogled na originalni izraz  (10.19). Naime to je ujedno opis položaja projekcije tijela (na x os), koje radijusom 
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, kutnom brzinom 
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 kruži oko ishodišta koordinatnog sustava.
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