D I N A M I K A   G I B A NJ A   K R U T O G   T I J E L A  :

KRUTO TIJELO:

Krutim tijelom nazivamo idealizaciju u kojoj su razmaci među bilo kojim dijelovima (točkama) tijela stalni. Čvrsta tijela , u kojima promjene razmaka među dijelovima tako sićušne da ih u proračunima možemo zanemariti, su dobra aproksimacija krutog tijela. Opći problem gibanja krutog tijela je dosta zamršen i jedan je od težih problema klasične mehanike. Mnogo je jednostavniji problem gibanja tijela kojem se ne mijenja os rotacije; taj ćemo dio najviše razmatrati. 

OPĆA RAZMATRANJA:

U šestom poglavlju smo obrađivali koncept središta tromosti i njegovu vezu s ukupnom masom sustava sastavljenog od komponenti indeksiranih s 
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. Ponavljamo izraze (6.11)-(6.13) koji se tiču djelovanja rezultantne vanjske sile 
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na složeni sustav.
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Kombinacijom (7.18) i (7.19) imamo i :
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Za moment vanjske sile imamo vezu s momentom impulsa (7.9) :
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No ukupni moment impulsa možemo ovako razložiti:   
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Prvi član desne strane je očito moment impulsa oko središta tromosti 
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 a drugi je moment impulsa središta tromosti oko ishodišta. Dakle zaključujemo iz (7.18) da središte tromosti slijedi trajektoriju određenu rezultantnom vanjskom silom. Ponašanje impulsnog momenta sustava je određeno momentom vanjske sile.

SLUČAJ TIJELA S JEDNOM NEPOMIČNOM TOČKOM:

Tu točku izabiremo za ishodište. Koordinate pojedine točke, njena masa i brzina su redom:
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 . Tada je moment impulsa sustava određen:
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Kod tijela koja su oko nepomične točke sferno simetrična, 
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 su kolinearni. Isto vrijedi za slučaj da tijelo rotira oko osi svoje osne simetrije no općenito relacija (7.24) pokazuje da 
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 imaju vrlo kompleksnu međuzavisnost. Na ovom mjestu raspored masa koji određuje tenzor tromosti ulazi direktno u jednadžbe. Tenzore drugog reda srest će studenti tijekom druge godine studija. Daljnja razrada problema gibanja krutog tijela vodi na Eulerove diferencijalne jednadžbe; mi ćemo razmatrati samo jednostavnije slučajeve, posebno one u kojima os rotacije ne mijenja smjer. Tada je važna projekcija momenta impulsa na os rotacije:
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Uočimo kut između osi rotacije 
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 radijvektora pojedine točke:
[image: image18.wmf]i

r

r

r

,

w

Ð

 ,


[image: image19.wmf][

]

)

,

(

cos

1

2

2

i

i

i

i

r

r

m

L

r

r

w

w

w

å

Ð

-

=

                                                                              (7.26)   

tada produkt :
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predstavlja udaljenost točke 
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 od osi rotacije 
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 i vrijedi:
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Ova relacija kojom smo ujedno definirali moment inercije oko osi
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pruža nam priliku za razvoj intuicije kod rotacije krutog tijela. Ta će se intuicija proširivati na druge aspekte rotiranja. U posebnim uvjetima (na primjer vanjske sile ne daju moment sile, a tijelo rotira oko svoje osi simetrije) , 
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 je stalan. Tada mijenjanjem momenta inercije (širenjem ruku plesačice na ledu) dobivamo brže rotiranje tijela pri izvođenju piruete. U mnogim će aspektima rotiranja kutna brzina biti analogon translacijske brzine, a moment inercije analogon mase.

POKUS:

Na Prandtlovom stolcu demonstrirat će se na više načina sačuvanje momenta impulsa: to su promjene momenta inercije i promjena momenta impulsa dijela izoliranog sustava izazvana unutrašnjim silama sistema. Pri širenju ruku osobe koja rotira, usporava se rotacija. Ako osoba na Prandtlovu stolcu prisiljava kotač bicikla na rotaciju, sama počinje rotirati suprotnim smjerom. Također će se pokazati posljedice preokretanja osi rotacije kotača bicikla na stanje gibanja osobe na Prandtlovom stolcu.

KOMPONENTE KINETIČKE ENERGIJE SUSTAVA ČESTICA:

Uobičajeni izraz za kinetičku energiju sustava čestica transformirat ćemo rastavljanjem brzine pojedine sastavnice sustava u translacijski i rotacijski dio. Označit ćemo s 
[image: image26.wmf]V

r

brzinu središta mase sustava, a s 
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 brzinu kojom i-ta čestica rotira zajedničkom kutnom brzinom 
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Izražavajući nadalje brzinu 
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 koja potječe od rotacije preko kutne brzine 
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i vektora položaja i-te čestice u sustavu središta tromosti 
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, slijedi:


[image: image33.wmf]å

å

å

å

´

×

+

´

+

=

´

+

=

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

r

V

r

m

V

m

r

V

m

T

)

'

(

)

'

(

2

1

2

1

)

'

(

2

1

2

2

2

r

r

r

r

r

r

r

r

w

w

w

                (7.30)   

U izrazu (7.30) prvi član na desnoj strani sumira mase sustava uz zajednički faktor i predstavlja kinetičku energiju translacije sustava.
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ukupna masa sustava                            (7.31)   

U istom izrazu na desnoj strani drugi član predstavlja kinetičku energiju rotacije zajedničkom kutnom brzinom 
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Pri manipulacijama unutar (7.32) koristili smo udaljenost
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 i-tog elementa od osi rotacije

kako je to formulirano u  (7.27) i definiciju momenta inercije 
[image: image39.wmf]w

I

 u  izrazu (7.28).

Usporedbom (7.28) s izrazom za linearno gibanje objekta ili sustava vidimo da kutna brzina ima ulogu analognu translacijskoj brzini, a moment inercije ima ulogu analognu masi. Ista opažanja možemo načiniti i usporedbom (7.32) s (7.31). Desni, posljednji član u (7.30) iščezazava jer sumacija radij vektora položaja u sustavu središta tromosti daje nulu (
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). Tako iz (7.30) konačno zaključujemo:
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Ukupna kinetička energija krutog tijela može se separirati u translaciju i rotaciju; često govorimo da imamo različite stupnjeve slobode: translacijske i rotacijske. 

STEINEROV POUČAK O MOMENTIMA INERCIJE OKO PARALELNIH OSI  

Steinerov poučak je od velike pomoći za proračun momenta inercije, ako znamo vrijednost momenta inercije oko osi koja prolazi središtem tromosti, a mi računamo moment tromosti za paralelnu os koja je za 
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 udaljena od osi kroz središte tromosti. (zapravo možemo govoriti o vektoru 
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  , jer udaljenost od osi 
[image: image44.wmf]podrazumijeva mjerenje udaljenosti okomito na os!). Kako u izrazima za moment inercije oko zadane osi vrtnje 
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 ulogu igra samo udaljenost od te osi, možemo u proračunu momenta inercije umjesto o cijelom vektoru položaja 
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 voditi računa samo o njegovoj komponenti okomitoj na os 
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 označenoj kao 
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. Uvodimo slijedeću dekompoziciju (rastavljanje) vektora udaljenosti od novog položaja osi rotacije
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 na vektor udaljenosti iste i-te točke od osi rotacije kroz središte tromosti 
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 i  vektor  od nove osi do osi kroz središte tromosti: 
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. Tada vrijedi:
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Moment tromosti oko nove osi 
[image: image53.wmf]w
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   možemo sada izraziti pomoću onoga koje ima sustav za vrtnju oko osi koja paralelno prolazi kroz središte tromosti 
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 EMBED Equation.3  [image: image56.wmf]         (7.35)  

U srednjem članu desne strane izraza (7.35) faktor sume iščezava jer se radi o koordinati središta tromosti u sustavu središta tromosti. Desni pak član istog izraza predstavlja moment tromosti oko središta tromosti : 
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. Tako se (7.35) može napisati i kao:
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Moment inercije oko nove osi jednak je zbroju momenta inercije oko paralelne osi koja ide središtem tromosti i momenta tromosti koji bi imao objekt s ukupnom masom sistema M koncentriran na udaljenosti razmaka dvije osi : 
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