VEKTORI U KARTEZIJEVOM SUSTAVU:

Svojstva vektora su u suštini neovisna o koordinatnom sustavu. Mi ćemo dominantno upotrebljavati Kartezijev sustav s tri međusobno okomite koordinatne osi. U fizici su u opticaju još dva sustava: polarni i cilindrični.

 Kod polarnog sustava prva je koordinata udaljenost točke od ishodišta sustava. Kroz ishodište prolazi izabrana ravnina. Kut otklona zrake iz ishodišta prema proizvoljnoj točki od okomice na ravninu je druga koordinata 
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.  Položaj točke se zatim projicira na tu ravninu . U ravnini postoji i izabrana zraka koja prolazi ishodištem. Kut koji projekcija spojnice točke i ishodišta i izabrane zrake u ravnini zatvara jest kut 
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U cilidričnom sustavu se najprije izabire osnovna ravnina koja ide ishodištem. Udaljenost proizvoljne točke od izabrane ravnine je koordinata z . Iz proizvoljne točke se potom spušta okomica na izabranu ravninu. Ta točka pak ima svoje ravninske polarne koordinate čije određivanje smo već prije opisali.

Jedinični vektori Kartezijevog sustava:

Duž svake od tri okomite osi Kartezijevog sustava su jedinični vektori paralelni trima osima:
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 Kako su ti vektori jedinični po iznosu i međusobno okomiti, to među njima vrijede slijedeće relacije:
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Kartezijeve koordinate vektora

 se određuju projiciranjem vektora na pojedine osi. Prikloni kutevi između zrake koja ide promatranom točkom i koordinatnih osi su 
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. Tako vrijedi za Kartezijeve koordinate:
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Nadalje očito vrijedi:
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   Čime dobivamo relaciju među kutovima:
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Radijvektor možemo prikazati pomoću komponenti:
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Ovakav prikaz vrijedi općenito za svaki vektor:
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Zbrajanje vektora preko komponenti:
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Množenje vektora skalarom preko komponenti:
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Skalarni produkt vektora preko komponenti:
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Ovdje smo iskoristili svojstvo distributivnosti i relacije za skalarne produkte okomitih jediničnih vektora. (šest skalarnih produkata je jednako nuli).

Kvadrat iznosa vektora:

Slijedi kao specijalni slučaj gornje relacije kada su vektori jednaki:
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Proračun kuta između dva vektora:
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Vektorski umnožak preko determinante Kartezijevih koordinata:

Korištenjem svojstva distribucije i pravila za vektorsko množenje jediničnih vektora imamo:
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Studenti koji gore ne prepoznaju determinantu trećeg stupnja trebaju prihvatiti da je pred njima pokrata pod kojom se podrazumijeva po definiciji raspis s kojim je determinanta povezana znakom definicije red iznad nje.

Mješoviti umnožak preko determinante Kartezijevih koordinata:

Ako zamislimo da vektorski produkt 
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izračunati 
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, pogledajmo raspis koji bismo dobili za vektorski produkt. Ako bismo ga skalarno množili s 
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, prema svojstvima skalarnih produkata jediničnih vektora svaki put bi na mjestu jediničnog vektora u raspisu na njegovo mjesto došla odgovarajuća komponenta vektora
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 i analogno za ostale komponente. Sveukupni rezultat jest da bi se u determinanti jedinični vektori zamijenili komponentama 

vektora
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Dvostruki vektorski umnožak:

Izvest ćemo sada rezultat koji smo koristili pri izvođenju rezultata za akceleraciju.
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Gornji izraz imamo punim korištenjem prvog izraza za vektorski produkt putem determinante. 

Njegov donji red su pripadne komponente vektorskog produkta iz okrugle zagrade , a prva dva reda su u punom skladu s već poznatim postupkom za računanje vektorskog produkta vektora 
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 s vektorom u okrugloj zagradi. Sada možemo raspisivati determinantu prema pravilima koje smo naučili:

                 =
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Radi štednje prostora pokazat ćemo samo rezultat za x komponentu gornjeg izraza; ta komponenta (uz ispuštanje 
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faktora) se izlučivanjem 
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 faktora može pisati:
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, što je x komponenta vektora :
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 .  Analognim postupkom se pokazuje i za ostale dvije komponente da su odgovarajuće komponente gornjeg vektora. Tako smo dokazali identitet:
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DERIVACIJE VEKTORA OPISANOG KARTEZIJEVIM KOORDINATAMA:

Derivacije se u ovom sustavu čine jednostavno, jer su jedinični vektori konstante. Stoga se u procesu deriviranja treba derivirati samo skalar koji opisuje iznos komponente. Uzmimo primjere brzine i ubrzanja.
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Jasno je da je akceleracija kao druga derivacija položaja po vremenu (prva derivacija brzine):
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Provjera izraza za brzinu dobivenog na dva načina za slučaj gibanja po kružnici.

Napišimo izraz za radijvektor na dva načina:
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ovdje su r i
[image: image45.wmf]j

  koordinate iste točke u polarnom sustavu i veza Kartezijevih i polarnih koordinata jest:
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Brzinu dobivamo deriviranjem radijvektora po vremenu pri čemu ćemo koristiti jedinične vektore Kartezijevog sustava i izraze za x i y preko polarnih koordinata:
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  je naravno kutna brzina to jest
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Možemo to sada usporediti s rezultatom kojeg smo imali prije za kružno gibanje. Vektor
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 je usmjeren duž z osi pa vrijedi:
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Kada se izvrijedni gornja determinanta dobiju se upravo izrazi dobiveni gore deriviranjem!

Ubrzanje kod kružnog gibanja:
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korištenjem 
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  i već napisanom vezom Kartezijevih i polarnih koordinata:
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Ovo je vrlo važan rezultat. U srednjoj školi ga se eventualno izvodilo uz pomoć geometrijskih crteža. Kada se tijelo giba po kružnici ono doživljava akceleraciju
[image: image55.wmf]r
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usmjerenu prema središtu oko kojeg se vrti. Koristeći vezu obodne brzine v i kutne brzine: 
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, izraz za akceleraciju se može pisati i kao: 
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koji se u srednjoj školi češće sretao.

D I N A M I K A    -    N E W T O N O V I   A K S I O M I

Do sada smo činili matematičke pripreme i opisivali razne veličine povezane s gibanjem. Taj se opisni dio često naziva kinematikom. Uopće nismo ulazili u razloge bilo kakvog gibanja. U antičko doba se razvilo razmišljanje o pojavi gibanja koje je bilo opisno. Ono je zadovoljavalo ljudsku radoznalost, ali je bilo suštinski krivo. Glavni protagonist te slike promatrao je brodove u atenskoj luci i donio na prvi pogled očit zaključak. Da bi se plovilo kretalo, potreban je učinak veslanja (to jest neka posebna prisila). Njegovoj pažnji je izbjegla činjenica da se ta prisila troši na svladavanje otpora vode gibanju. Prošao je ogroman vremenski period dok se uz razmišljanje nije pojavilo i mjerenje fizikalnih veličina i uspoređivanje predikcija teorije i objektivne stvarnosti testirane eksperimentom. Jedan od pionira bio je Galilei, no konačni oblik teorije verificirane u svijetu naših dimenzija i pri našim brzinama dao je Newton.

Prvi Newtonov aksiom:  Tijelo miruje ili se giba jednoliko po pravcu dok na njega ne djeluje drugo tijelo. 

Bile su potrebne tisuće godina da se ovo shvati. Dok je studentu prvi dio očigledan, drugi mu približavamo eksperimentima u kojima je u horizontalno položenim objektima tijelo na zračnom stolu ili zračnoj klupi. To su uređaji koji imaju mnoštvo sitnih otvora kroz koje izlazi komprimirani zrak da bi tijelo držao na zračnom jastuku i tako se bitno umanjilo trenje tijela s podlogom: uzrok radi kojeg tijela u kretanju na kraju bivaju zaustavljena. Astronauti izvan svemirskog broda najbliži su uvjetima u kojima je prvi aksiom očit. Mi živimo u svijetu u kojem je realizacija ovog zakona prikrivena utjecajem sile trenja, koja se opire nastavku gibanja.

Drugi Newtonov aksiom:

Da bismo doista prihvatili drugi Newtonov aksiom moramo oprezno postupiti. Naime u njemu  uz akceleraciju koju znamo što znači i kako se mjeri (promjena vektora brzine u jedinici vremena) moramo najprije razumjeti t.j. operativno definirati inercijsku masu tijela. Počinjemo s dnevnim iskustvom. Neka imamo kolica, radi bitnog umanjenja trenja tereta kojeg prevozimo s podlogom. Uzmimo  da na kolica stavljamo sve veću i veću količinu istog materijala. Naše iskustvo kaže da i za pokretanje i za zaustavljanje kolica trebamo to veći napor što je više materijala. Ovdje je bitno uočiti da se ne radi o problemu težine tijela, nego jednostavno: što je tijelo masivnije, potrebni je napor veći. Sada možemo prijeći na operativni dio definiranja inercijske mase. Studenti će vidjeti pokus u kojem se među dva  identična kolica (istih masa) stavlja opruga koja se komprimira tako da kada ju se oslobodi ona tjera kolica u suprotnim smjerovima. Ta se opruga komprimira i tada se kolica poveže s niti, koja je dovoljno jaka da drži oprugu komprimiranu. Ako kolica miruju i nit se prepali, kolica će krenuti nasuprotno s jednakim brzinama. Sada možemo prijeći na malo drukčije uvjete. Mijenjajmo količine istog materijala na kolicima. Količina materijala se može pratiti 

volumenom tijela ako se radi o istom materijalu. Eksperimentalno se nalazi slijedeća pravilnost za brzine tijela poslije paljenja niti: 
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 gdje su indeksi brzina i masa oznake tijela na koje se odnose. Ako masu tijela 1

 uzmemo kao definiciju jedinične mase, gornja relacija daje nam operativni postupak za mjerenje mase. Dakle sada imamo operativnu definiciju akceleracije i mase. Drugi Newtonov zakon kaže u jednostavnijoj formi:
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 gdje je 
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 sila koja akceleraciju uzrokuje. Ovo je široko prihvaćen drugi Newtonov aksiom. (ovdje ne ćemo ulaziti u raspravu da li je pojam sile već intuitivno student prihvatio kao uzrok na primjer rastezanja neke mjerne opruge ili pojam sile  prihvaća kroz definiciju sile iz ove relacije kao što to radi dio stručnjaka!) Kako ćemo u relativističkim razmatranjima također trebati silu spomenimo da je Newton drugi zakon napisao zapravo ovako:
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Ako je masa stalna, dva su izraza naravno identična. Jedinica za silu je Newton (N), koja masi od kilograma daje jediničnu akceleraciju:  
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Treći Newtonov aksiom:

Taj aksiom se odnosi na usporedbu sila kojima prvo tijelo djeluje na drugo: 
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 s onom kojom drugo tijelo istovremeno djeluje na prvo:
[image: image64.wmf]1

2

®

F

r

.

Treći Newtonov aksiom kaže:
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                                                                                                         (2.4)

Sile kojima tijela djeluju jedno na druge su po iznosu iste , no suprotnog smisla!

Do identičnog zaključka možemo doći i istovremenim uvažavanjem relacija (1) i (3). Naime u stvarnosti u vektorskom smislu brzine u (1) imaju suprotni smisao stoga modificirana relacija glasi:
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