UVOD:

Postovani studenti i studentice!

Ovim trenutkom Vi ulazite u Cetverosemestralni projekt Op¢ih fizika kojim se postavljaju
temelji za razumijevanje cjelokupnog materijalnog svijeta na nacin koji Vas treba pripremiti
za samostalno zakljucivanje i istrazivanje. U ovom kolegiju se ne pretpostavlja srednjeskolsko
znanje fizike! Svi pojmovi i relacije bit ¢e ovdje izvodeni iz prvih principa.

Tehnicki detalji, literatura i savjeti o tome kako postupati u tom projektu iznosit ¢e se na
Seminarima.

Studij fizike vodi se u neposrednom ispitivanju uzro¢no-posljedi¢nih (kauzalnih) veza medu
prirodnim pojavama kao i traganja za konstituentima (osnovnim gradevnim elementima)
materijalnog svijeta. U Vasim trenucima teskoc¢a s razumijevanjem gradiva, imajte na umu da
se to znanje CovjeCanstva akumuliralo 1 formuliralo kao fizikalne zakone kroz period duzi od
6000 godina; Vi ¢ete pak te temelje usvojiti u periodu od dvije godine!

U studiju fizike bitno je vrlo kvalitetno poznavanje matematike. Fizikalne veli¢ine imaju
razna matematicka svojstva. Kada se ustanovi matematicko svojstvo fizikalne veli¢ine, tada je
ve¢ spreman matematicki formalizam kako s tom veli¢inom postupati. Nadalje, ako su poznati
odnosi medju fizikalnim veliCinama, matematicki formalizam spreman je za proracun
posljedica odnosa medu veli¢inama. Naime fizika ne samo da objasnjava fenomene, nego daje
1 numericko predvidanje posljedica zadanih uzroka.

POCETNA MATEMATICKA PRIPREMA:

SKALARI, VEKTORI., TENZORI

Poznato je iskustvo da rezultat mjerenja temperature ne zavisi o smjeru orjentacije
termometra. Slicno svojstvo imaju veli¢ine poput duljine Stapa, tlaka u mediju ili mase tijela.
Takve veli¢ine nazivamo skalarima. S matematickog gledista (dok ne gledamo detaljnije
njihovu dublju prirodu koju ¢emo kasnije nazvati dimenzijom te veliCine), takve veliCine se
reprezentiraju realnim brojevima. EKSPERIMENTALNA ILUSTRACIJA:
temperatura,tlak,vlaznost zraka,masa...

Ako radarom ili nekim drugim mjerenjem pratimo poloZaj aviona prema stalnom objektu,
znamo da uz numericki opis udaljenosti trebamo znati i smjer u kojem se avion nalazi u
odnosu na stalni objekt. Sli¢no pri opisu brzine vozila u pustinji treba, uz broj kilometara koji
se na sat prevaljuje, znati i orjentaciju automobila prema, na primjer, stranama svijeta.
EKSPERIMENTALNA ILUSTRACIJA: pracenje tijela radiusvektorom.

Tenzori su jo§ kompleksnije veli¢ine, Cija svojstva ne ¢emo koristiti operativno u ovom
projektu, ali ¢e se pojaviti kasnije tijekom studija. ILUSTRACIJA: precesija zvrka
Pretpostavljam da ste operacije s realnim brojevima savladali u srednjoj Skoli. Stoga
profesionalni posao zapoc¢injemo pregledom svojstava i operacija s vektorima.



Vektorska veli¢ina je zadana svojim: iznosom, smjerom i smislom. Na primjer gravitacijska
sila vuce tijelo odredenom jakoS¢u (mjerljivom istezanjem opruge koja je uravnoteZuje),
vertikalnim smjerom i smislom prema dolje.

VEKTORSKE OZNAKE

Oznaka A podrazumijeva da je veli¢ina po matematickim svojstvima vektor, to jest da njezin
potpuni opis ukljuuje iznos, smjer i1 smisao. Iznos vektora se oznaCava na dva

naéina:A:W. (1.1)

Primjer polozajnog vektora: |F| =TI =5m oznacava da je na$ objekt udaljen u nekom smjeru 5

metara od tocke od koje se udaljenost mjeri.

Jedini¢ni vektor:
Azﬁ( (1.2)

se dobiva od originalnog vektora A kad se iznos originalnog vektora dijeljenjem s tim istim
iznosom svede na jedinicu. Znaci da je preostao samo smjer/smisao . To jest

A=1 (1.3)

ZBRAJANJE DVA VEKTORA:

Zbrajanje dva vektora vrSi se poznatim zakonom paralelograma. Na kraj strelice prvog
vektora nanosi se translacijom pocetak drugog vektora. Kako su stranice paralelograma
paralelne (a paralelne stranice jednake po iznosu), jasno je da se obratnim poretkom operacija
(zapo€injanjem s drugim vektorom i dodavanjem prvog) dobije isti rezultat. OCit je znaci
zakon komutacije u vektorskom zbrajanju:

A+B=B+A (1.4)
Student se lako uvjerava crtanjem i u zakon asocijacije:
A+(B+C)=(A+B)+C (1.5)
Protivni (nasuprotni) vektor : Neka vrijedi A+B =0 ili A=-B (1.6)

Tada su Ai B protivni ili nasuprotni vektori. Sve veli¢ine su im identi¢ne osim §to imaju
suprotni smisao.

ODUZIMANIJE VEKTORA:

U potpunoj analogiji s realnim brojevima
A-B=A+(-B) (1.7)
gdje je (—~B) protivni vektor vektora B .



MNOZENJE VEKTORA SKALAROM:

KA je vektor &iji iznos je k‘A , leZi na istom praveu kao i A a smisao mu je isti kaoi A ako

je k pozitivan broj , smisao mu je suprotan od A ako je k negativan. OPREZ: k ne mora biti
samo realni broj nego 1 fizikalna veli¢ina koja je skalar (primjer je temperatura).
Pri mnozenju vektora skalarom vrijedi zakon distribucije:

k(A+B)=KkA+kB. (1.8)

SKALARNI UMNOZAK (PRODUKT) DVA VEKTORA:

Po definicijije A-B=A-B-cos(A,B) , (1.9)
gdje oznaka cos(A, I§) predstavlja kosinus kuta izmedu vektora AiB. Vise je svojstava

skalarnog produkta jasno iz ove definicije. Kako je funkcija kosinusa simetri¢éna obzirom na
predznak svog argumenta t.j. cos(a)=cos(—«) , to je skalarni produkt komutativan:

A-B=B-A (1.10)
Takoder postoji svojstvo distribucije:
A-(B+C)=A-B+A-C (1.11)

Ponekad je za studenta zgodno prihvaéati skalarni produkt kao umnozak iznosa jednog od
vektora s projekcijom drugog vektora na njegov smjer. Ovo ¢e posebno do¢i do izrazaja pri
racunanju veli¢ine rada koji je skalarni produkt vektora sile 1 puta.

Primjer kosinusnog poucka:
A-B=C skalarnim mnozenjem samim sobom (kvadriranjem) prelazi u :
A’ —2A-B+B>=C? tojestt C?>=A?-2ABcos(A B)+ B>

Student takoder moze sam provjeriti kako se jednostavno moze napisati jednadzba ravnine

koju karakterizira vektor N koji ima slijede¢a svojstva: okomit je na zadanu ravninu a njegov
iznos jednak je udaljenosti ravnine od ishodista. Tada vektor polozaja svake to¢ke u ravnini:

r zadovoljava slijede¢u jednadzbu: F-N = N?!
RASTAVLJANJE VEKTORA NA KOMPONENTE u PROSTORNOM SUSTAVU:

Ako ozna¢imo s X,Y¥,i Z jedini¢ne vektore duz osi pravokutnog prostornog sustava,

Tada se svaki vektor moze rastaviti u svoje komponente, vektore paralelne osima sustava ¢iji
su iznosi projekcije zadanog vektora na koordinatne osi. Uzmimo primjer vektora polozaja
proizvoljne tocke u prostoru (radijvektor te tocke) :

r=rX+ry+r,2 gdje se projekcije vektora dobivaju postupkom r, =T -X i analogno za

ostale komponente.



VEKTORSKI PRODUKT DVA VEKTORA:

Ax B =C = CABsin(A, B) (1.12)
gdje je jedini¢ni vektor C definiran kao vektor okomit na ravninu definiranu vektorima
AiB , anjegov smisao preko pravila desne ruke. (Prsti desne ruke idu od vektora A prema

vektoru B, a palac pokazuje smisao jedini¢nog vektora C)

Iznos vektora C je ocito produkt iznosa vektora AiB i sinusa kuta medju njima. Kako je
funkcija sinusa antisimetri¢na na promjenu predznaka svog argumenta sin(—«a) = —sin(«) to
vrijedi: BxA=-AxB (1.13)

Drugim rijeCima vektorski produkt je antikomutativan!! Student moze provjeriti da je za dva
vektora (Cija je dimenzija duljina) iznos vektorskog produkta povrsina paralelograma ¢ ClJl su
oni stranice. Nadalje , za tri vektora u prostoru a, bic njihov mjesoviti produkt (& x b)
zapravo je volumen paralelopipeda ograni¢enog trima vektorima.

I za vektorski produkt vrijedi zakon distribucije: Ax(B+C)=AxB+ AxC. (1.14)

FUNKCIJA I NJEZINA DERIVACIJA:

Ukoliko imamo neku varijablu (obi¢no se pretpostavlja da moZe poprimiti proizvoljnu
vrijednost iz kontinuuma realnih brojeva) pod pojmom funkcija podrazumijeva se pravilo
kako toj slobodnoj varijabli pridruziti matematickim opisom postupka neku vrijednost.
Dobivene vrijednosti se nazivaju i funkcijskim vrijednostima koje korespondiraju izabranim
vrijednostima slobodne varijable. Jednostavan primjer je y= f(Xx)=x> . Da bi se dobila

funkcijska vrijednost, treba argument kvadrirati.

df (x)
dx ’
f'(x)ili ako je funkcija zavisnaovremenu f(t). Definicija derivacije funkcije jest:
df (x) f(X+ Ax)— f(X)

AX
Na grafikonu na kojem su vrijednosti argumenta na x-osi a funkcijske na ordinati, derivacija
ima znaCenje tangensa kuta koji tangenta na krivulju f(x) u toCki x zatvara s osi x. Ova
svojstva su studenti trebali savladati u srednjoj Skoli. Po potrebi ¢emo na seminaru pokazati
operativni postupak dobivanja derivacija za nekoliko elementarnih funkcija . Ocekuje se da
student zna napamet izraze za deriviranje elementarnih funkcija. Dobro je uociti kako je
trenutna brzina objekta (u jednodimenzionalnom gibanju) jednostavno derivacija
funkcionalne zavisnosti prijedenog puta s(t) po proteklom vremenu t .

Derivacija funkcije razli¢ito se oznacava u literaturi no ima isti smisao:

= lim(AX — 0)

(1.15)

S(t + At) —s(t)

v(t) = lim(At — 0) n

(1.16)



POOPCENJE BRZINE JEDNODIMEZIONALNOG GIBANJA NA BRZINU U
PROSTORU:

Zamislimo da nam je za svaki vremenski trenutak poznat poloZaj objekta koji se proizvoljno
giba . To gibanje opisujemo radijvektorom F =r(t) . Zasada ne ¢emo ulaziti u tehnicke
detalje opisa tog gibanja (student na primjer moze zamisliti da imamo analiti¢ki opis
ponasanja projekcija vektora na koordinatne osi pravokutnog sustava). Neka je u trenutku t
objekt na polozaju opisanom vektorom F(t). Neka protekne dodatno vrijeme At . Tada je
novi polozaj objekta F(t + At). Pomak vektora izmedu dva trenutka promatranja jest vektor :
r(t+ At) —r(t). Ako vektor pomaka podijelimo s proteklim vremenom At dobit ¢emo vektor
srednje brzine u proteklom intervalu. Uo¢imo da je taj vektor vrlo kompaktna informacija
koja istovremeno govori i o iznosu brzine i o njenom smjeru/smislu. Da bismo imali
informaciju o trenutnoj brzini u vremenu t , jasno je da moramo smanjivati vremenski

interval. Tako je u procesu limesa :
r(t+At)—r() dr

V(t) =lim(At > 0 =— 1.17
) ( ) o m (1.17)

Pocetni i kona¢ni gornji izraz mo¢emo i drukcije Citati:

dr = vdt (1.18)

Ovo ima slijede¢e znacenje: si¢usni vektor pomaka dr koji nastaje u sicuSnom vremenskom
intervalu dt dobiva se mnoZenjem trenutne brzine V s tim si¢uSnim vremenskim intervalom
dt. Matematicari preciznije definiraju pojam diferencijala, no za nase prakticne potrebe mi
¢emo se zadrzati na ovom intuitivnom nivou navode¢i dr idtkao diferencijale pomaka i

vremena.
POJAM AKCELERACIJE U PROSTORU:

Sada nam je prirodno nastaviti s istom procedurom za akceleraciju. Ve¢ u srednjoj Skoli
ucenici su upoznati da je akceleracija kvocijent promjene brzine 1 proteklog vremena. Doduse,
u srednjoj Skoli se dominantno vjezba primjere u kojima je akceleracija stalna, Sto naravno ne
mora biti slu¢aj. Ako nam je brzina u trenutku t: V(t), a u trenutku koji kasni za At: V(t + At)

tada je analogno proceduri proracuna prostorne brzine trenutna akceleracija:

A(t) = lim(At - 0) Y AA? VO _ g (1.19)

Ako oznaku pm prihvatimo kao naznaku deriviranja, a sjetimo se da je i brzina sama

derivacija radijus vektora po vremenu imamo:

d dr d’r
a(t)—a——() a(a) a(a )_dtz

Svi ovi koraci svode se na ocitu Cinjenicu da je akceleracija druga derivacija vremenske
zavisnosti vektora polozaja po vremenu.

(1.20)



NEODREDENI INTEGRAL:

Kada smo jednom savladali pojam derivacije funkcije i naucili tehnike deriviranja, neodredeni
integral nije niSta drugo nego operacija inverzna deriviranju. U procesu deriviranja smo

df (x)
d

poznatim metodama odredivali tablicu korespondencije f(X) — . Procedura povratka

od derivacije na funkciju ¢iji je neki izraz derivacija jest odredivanje neodredenog integrala.
Ako na primjer imamo funkciju g(X) i znamo da je ona derivacija funkcije h(x) , tada to
simbolicki pisemo: J. g(x)-dx=h(x) . Takoder se profesionalno kaze da je h(x) primitivna
funkcija od g(X). Za elementarne funkcije ocekuje se da studenti znaju tablicu derivacija.

Jasno je da se istom tablicom mogu posluziti 1 u obratnom smjeru. Medutim, tijekom studija,
studenti ¢e u matematickim kolegijima nauciti mnogo vise o procedurama integriranja.

ODREDENI INTEGRAL.:

Radoznali student ¢e se pitati zasto se pojavljuju oznake integrala i diferencijala u simbolickoj
formuli za primitivnu funkcijuh(x) gore. To je povezano s problemom odredivanja povrsine
koja se nalazi ispod krivulje g(x) iz gornjeg primjera izmedu dvije vrijednosti argumenta (na
primjer X, I X,). Vratimo se pocetnoj vezi funkcijskih vrijednosti prije prijelaza u limes:

g(a)-Ax =h(a+ Ax)—h(a) (1.21)
Napis$imo analogni izraz za slu¢aj kada su argumenti u relaciji pomaknuti za jos jedan AX:
g(a+ Ax)-Ax = h(a + 2Ax) —h(a + Ax) (1.22)

Uoc¢imo, ako bismo dva izraza zbrojili, na desnoj strani bi se ¢lanovi oblika h(a+ Ax)
ponistili!!! To znaci ako bismo nacinili sumu izraza:
Z::‘ B g(a+nAx)Ax, na drugoj strani jednakosti bismo dobili (uz kraticu N-Ax=Dhb)
h(b) —h(a). Tako je nas$ rezultat:
> """ g(a +nax)Ax=h(b) - h(a) (1.23)

n=0

Pogledajmo sada geometrijsko znacenje lijevog izraza g(a)-Ax. To je povrSina stupi¢a koji
od osi x ide do funcijske vrijednosti g(a) a ima Sirinu AX . Zbrajanjem povrS$ina takvih stupica
od vrijednosti argumenta a do vrijednosti argumenta b, mi dobivamo priblizni izraz za
povrsinu ispod krivulje g(x) od to¢ke x=a do tocke x=b. Ta je pak povrSina jednaka razlici
funkcijskih vrijednosti primitivne funkcije h(x) na krajnjim tockama : h(b)-h(a)!!! U limesu
kada AXx — 0 (broj sumanada N ide u beskonac¢nost) , lijeva strana postaje egzaktan izraz za
povrsinu. Tako se relacija sa sumom pretvara u odredeni integral:

b
jg(x)-dx: h(b) - h(a) (1.24)

U fizici ¢emo cCesto imati potrebu proracuna suma gornjeg oblika. Vazno je zapamtiti
znaenje veze takve sume u procesu limesa ( kada intervali postaju sve manji) s funkcijskim
vrijednostima primitivne funkcije na krajevima intervala. (primitivna funkcija=neodredeni
integral).



PRIMIJERI UPOTREBE INTEGRALA ZA JEDNOLIKA GIBANJA:

Slucaj jednolikog gibanja:
Kod jednolikog gibanja (nema akceleracije) brzina je stalna ; ozna¢imo je s V,,. To znaci :
3—::‘70 — d =V,dt - [dF = [V,dt >F(t) =V, -t+C (1.25)

Konaéni izraz za vektor polozaja sadrzi dvije Cinjenice: polozaj objekta kod jednolikog
gibanja je odreden konstantnim vektorom C koji ima smisao vektora polozaja u trenutku t=0 1
promjenljivog vektora koji se u smjeru vektora V, jednoliko produljuje s proticanjem

vremena t.

Slucaj jednoliko ubrzanog gibanja (akceleracija je stalna i iznosi &, ):

= 2
?j—‘{: 8,—> V() = [4, -dt=d, -t +7, > F(t) = [ (@,t+7,)-dt —ﬁo,%woué (1.26)

U gornjem smo postupku preskocili korake koje smo svladali kod primjera jednolikog
gibanja. U kona¢nom izrazu za vremensku zavisnost vektora polozaja pojavile su se dvije
konstante. Znacenje V, lako kontroliramo uvrstenjem vremenskog trenutka t=0 u izraz za

brzinu: to je brzina u trenutku t=0. Znacenje konstante C oCitavamo uvrstenjem t=0 u izraz ra
radijvektor. To je kao i u prijaSnjem primjeru vektor polozaja objekta u trenutku t=0.

PRIMJER DERIVIRANJA UMNOSKA U KOJEM SU PRISUTNI VEKTORI:

Ima viSe mogucénosti potrebe deriviranja umnoSka u kojem su prisutni vektori.
Najjednostavniji su : f(t)-é(t),é(t)-B(I),é(t)xﬁ(t)...Pokazat ¢emo na primjeru prvog
slucaja ideju postupka, koji u potpunosti oponasa postupak s umnoskom skalarnih funkcija.

%[ £ (t)- a(t) = lim(At — 0) (L FAD-a( ZtAU -f@®- é(t)} _

:hm(At_)O)[f(t+At)'é(t+AAt:—f(t)-é(t+At)+f(t)-a(t+AAti—f(t)-é(t)}:
_dt da
=4t act)+ f(t) o (1.27)

U ovom izvodu smo u drugom redu dodali 1 oduzeli isti ¢lan u brojnicima, kako bi olaksali
put do pravila. Potpuno analogno se dokazuje:

9 050 B 5o+ a. PO

dt[a(t) b(t)]— ot b(t) +a(t) ™ (1.29)
1 takoder:

Al pa] g8 s db)

dt[a(t) b(t)]— ot b(t) +a(t) " (1.30)



SVOJSTVA DERIVACIJE VEKTORA STALNOG IZNOSA:

Po pretpostavci vrijedi: |F| =r =konstanta

Derivirajmo po vremenu 7 - = r” = (konstanta)® Derivacija konstane je nula:

ar -, -.dr g (131)
dt dt

Slijede dva ekvivalentna zakljucka:

F~(3j—:=0 tojest r-dr =0 (1.32)

Vektor 1 njegova derivacija su okomiti 1 vektor i njegov diferencijal su okomiti jedan na
drugoga. Ovo je narocito vazno kod gibanja po kruznici.

VEKTOR KUTNE BRZINE:

U ravninskom polarnom sustavu polozaj je odreden s varijablama r (udaljenost od sredista
sustava) 1@ (kut kojeg spojnica srediSta 1 promatrane tocke zatvara s osnovnom osi sustava;

student moZze tu os zamisljati kao x-os iz pravokutnog ravninskog sustava). Kutna brzina se

vrlo kompaktno opisuje vektorom koji je okomit na trenutnu ravninu kretanja, ¢iji je iznos

0= _ jinag - 0 2FAV =00 _ (1.33)
dt At
Ako s @ ozna¢imo jediniéni vektor okomit na ravninu gibanja u trenutku t povezan s

gibanjem pravilom desne ruke, tada je vektor kutne brzine:
D=0 (1.34)
JEDINICNI VEKTORI POLARNOG RAVNINSKOG SUSTAVA:

Vektor polozaja I cCesto ¢e se prikazivati preko svog iznosa i jedinicnog vektora u svom
smjeru: r=r-f odakle se dijeljenjem s r lako racuna taj jedini¢ni vektor f. Drugi
jedini¢ni vektor polarnog ravninskog sustava jest azimutalni jedini¢ni vektor: ¢ . On je po
definiciji jedini¢nog iznosa, okomit je na vektorf, a otklonjen je od njega za 7 /2 u smjeru
protivnom gibanju kazaljke na satu. (u matematici to je pozitivni smjer). Lako se provjerava:
. oxT
Q= (1.35)
a-r
za slucaj gibanja u jednoj ravnini.

VEKTORI Vi@ PRI GIBANJU PO KRUZNICI:

Pri gibanju po kruznici iz definicije kuta u radijanima za diferencijal prijedenog puta ds
vrijedi: ds =r-dg; ako to podijelimo s diferencijalom proteklog vremena imamo za brzinu:



_ds de )

Vj=—=r—=r-¢9=row 1.36
e (1.36)

Ako uzmemo u obzir i orijentaciju vektora @, mozemo provjeriti da postoji veza:
V=oxlF=@-r-¢ (1.37)

OPCENITI IZRAZI ZA BRZINU I UBRZANIJE :

_ o dr d(rf) dr , df
Ve—=""T=— . f4r —
dt dt dt dt
Ovdje smo dobili rastavljanje brzine u radijalnom i azimutalnom smjeru. Derivaciju
jedini¢nog radijalnog vektora (stalni mu je iznos) racunamo pravilom koje smo upravo
ustanovili:

dr

(1.38)

V= pr f+r-oxf Koristenjem veze r-f =7 u desnom sumandu slijedi:
_odr .
V=—-"T+oxr (1.39)

dt

Deriviranjem gornjeg izraza po vremenu dobiva se akceleracija:

a= ?j_\t/ = %(ﬂ‘ + o % F) = (KoriStenjem pravila o deriviranju produkata i jedini¢nih vektora)
a=p. 00 00,00 5 5u 00 (1.40)
dt dt dt dt

za situaciju jedini¢énog vektora.

e a0 o do L L
a:r-r+r-a)xr+axr+a)x(r-r+a)><r):r-r+2ra)xr+Exr+a)x(wxr) (1.41)
Gornji ¢e izrazi pokazati ogromnu vaznost kada budemo razmatrali kako se povezuju sile koje

djeluju u razli¢itim koordinatnim sustavima kada se ti sustavi opéenito kre¢u jedan u odnosu
na drugi.

BRZINA I UBRZANJE U POLARNOM SUSTAVU RAVNINE:

Specijalizirat ¢emo gornja razmatranja na sluc¢aj gibanja unutar ravnine koristec¢i takoder
jedini¢ne vektore: radijalni i azimutalni! Posebnost tog sustava lezi u ¢injenici da je @ -7 =0.
Prvi izraz za brzinu iz prethodnog odsjecka mozemo napisati i ovako:

V=r-f+¢@-rp (ve¢ smo pokazali daje r-¢ obodna brzina).

Da bismo iskoristili gornji izraz za akceleraciju napisat ¢emo op¢i rezultat za dvostruki
vektorski produkt; taj ¢emo izraz uskoro dokazati u ovom semestru:

ax (5 xC)= 6(5 -C)—C(a- 6) Navedenim se pravilom dvostruki vektorski produkt u izrazu



za akceleraciju svodi na — T - (@ - @) . Tako akceleracija postaje:

A= +2fop+arg—tw’ (1.41)
ili razdvajanjem komponenti:
d=FF-rp’)+@Q2re+aor) (1.42)

Azimutalni dio je katkad zgodno pisati: (pl%(rz(p). Navedeni opis akceleracije u polarnom
r

sustavu bit ¢e vrlo koristan pri studiju gibanja pod utjecajem centralnih sila i dobivanja jednog
od Keplerovih zakona.



VEKTORI U KARTEZIJEVOM SUSTAVU:

Svojstva vektora su u sustini neovisna o koordinatnom sustavu. Mi ¢emo dominantno
upotrebljavati Kartezijev sustav s tri medusobno okomite koordinatne osi. U fizici su u
opticaju jos dva sustava: polarni i cilindri¢ni.

Kod polarnog sustava prva je koordinata udaljenost tocke od ishodista sustava. Kroz
ishodi$te prolazi izabrana ravnina. Kut otklona zrake iz ishodista prema proizvoljnoj tocki od
okomice na ravninu je druga koordinata &. PoloZaj tocke se zatim projicira na tu ravninu . U
ravnini postoji i izabrana zraka koja prolazi ishodistem. Kut koji projekcija spojnice tocke i
ishodista 1 izabrane zrake u ravnini zatvara jest kut ¢ .

U cilidricnom sustavu se najprije izabire osnovna ravnina koja ide ishodistem. Udaljenost
proizvoljne toC¢ke od izabrane ravnine je koordinata z . Iz proizvoljne to¢ke se potom spusta
okomica na izabranu ravninu. Ta tocka pak ima svoje ravninske polarne koordinate cije
odredivanje smo vec¢ prije opisali.

Jedini¢ni vektori Kartezijevog sustava:

Duz svake od tri okomite osi Kartezijevog sustava su jedini¢ni vektori paralelni trima osima:
X,¥12. Kako su ti vektori jedini¢ni po iznosu i medusobno okomiti, to medu njima vrijede
slijedece relacije:

X-X=y-y=2-2=1 (1.43)
X-y=9-2=2-x=0 (1.44)
IxY=2,yx2=X,ixX=Yy (1.45)

Kartezijeve koordinate vektora

se odreduju projiciranjem vektora na pojedine osi. Prikloni kutevi izmedu zrake koja ide
promatranom tockom i koordinatnih osi su « za X 0S, za y 0si y za z 0S. Tako vrijedi za
Kartezijeve koordinate:

X=r,=X-T=rcosa , y=r,=y-r=rcosff , z=r,=7-F=rcosy (1.46)

Nadalje ocito vrijedi:

X>+y*+z2°=r’=r’cos’a+r’cos’ f+r’cos’y (1.48)

Cime dobivamo relaciju medu kutovima:

cos’ a+cos’ f+cos’ y =1 (1.49)
Radijvektor mozemo prikazati pomoc¢u komponenti:
r=X-x+y-y+2-z=%X-(r-)+y-(r-9)+2-(r-2) (1.50)
Ovakav prikaz vrijedi opéenito za svaki vektor:
d=X-a,+y-a,+Z2-a,=x-(@-x+y-@ y+2-(@-2 (1.51)

Zbrajanje vektora preko komponenti:
a+b=%(a,+b)+¥-(a,+b,)+2-(a, +b,) (1.52)



Mnozenje vektora skalarom preko komponenti:
k-a=%X-(ka,)+Yy-(ka,)+2-(ka,) (1.53)

Skalarni produkt vektora preko komponenti:

a-b =(%a, +ya, +2a,) (b, + §b, + 2b,) =a,b, +a,b, +a,b, (1.54)

Ovdje smo iskoristili svojstvo distributivnosti i1 relacije za skalarne produkte okomitih
jedini¢nih vektora. (Sest skalarnih produkata je jednako nuli).

Kvadrat iznosa vektora:
Slijedi kao specijalni slu¢aj gornje relacije kada su vektori jednaki:

= = 2 2 2 2
d-d=a"=a, +a, +a, (1.55)
Proracun kuta izmedu dva vektora:

a-b ab,+ab, +a,b,
ab ab

cos(d,b) = (1.56)

Vektorski umnozak preko determinante Kartezijevih koordinata:
KoriStenjem svojstva distribucije 1 pravila za vektorsko mnoZenje jedini¢nih vektora imamo:

dxb =(Ra, +Ya, +2a,)x (b, + Jb, + 2b,) =
=X(a,b, —a,b,)+Yy(a,b, —a,b,)+2(a,b, -b,a, )= (1.57)

A A A

Xy 2
=laa,a,
b, b, b

x My Mz
Studenti koji gore ne prepoznaju determinantu treceg stupnja trebaju prihvatiti da je pred
njima pokrata pod kojom se podrazumijeva po definiciji raspis s kojim je determinanta
povezana znakom definicije red iznad nje.

MjeSoviti umnozak preko determinante Kartezijevih koordinata:
Ako zamislimo da vektorski produkt (b xC) trebamo pomnoziti skalarno s a to jest

izraCunati a - (6 x C), pogledajmo raspis koji bismo dobili za vektorski produkt. Ako bismo ga

skalarno mnozili s @, prema svojstvima skalarnih produkata jedini¢nih vektora svaki put bi na
mjestu jedinicnog vektora u raspisu na njegovo mjesto dosla odgovarajuéa komponenta
vektorad. Na primjer, u raspisu bi na mjesto X doSao a, i analogno za ostale komponente.

Sveukupni rezultat jest da bi se u determinanti jedini¢ni vektori zamijenili komponentama



vektoraa , dakle:

aaa, (1.57)
a-(bxC)=|b,b,b,
¢, C, C,
Dvostruki vektorski umnoZzak:
Izvest ¢emo sada rezultat koji smo koristili pri izvodenju rezultata za akceleraciju.

R ¥ i
ax(bxc)= a a a, (1.58)

X y

b,c, -b,c, b, -b,c, bc, —bc,

Gornji izraz imamo punim koriStenjem prvog izraza za vektorski produkt putem determinante.
Njegov donji red su pripadne komponente vektorskog produkta iz okrugle zagrade , a prva
dva reda su u punom skladu s ve¢ poznatim postupkom za racunanje vektorskog produkta
vektora @ s vektorom u okrugloj zagradi. Sada moZemo raspisivati determinantu prema
pravilima koje smo nau¢ili:

=%la, (b,c, —b,c,)-a,(b,c, —bc,) |+

+—9kaz(bycz——bzcy)—-ax(bxcy——bycx)]+

4—2k1x(bzcx——bxcz)——ay(bycz——bzcy)J
Radi Stednje prostora pokazat ¢emo samo rezultat za x komponentu gornjeg izraza; ta
komponenta (uz ispustanje X faktora) se izlu¢ivanjem b, i ¢, faktora moze pisati:
b,(a,c, +a,c,)—c,(a,b, +a,b,)=dodavanjem i oduzimanjem produkta a,b,c,=
b,(a,c, +a,c, +a,c,)—C,(a,b, +a,b, +a,b,)=b,(@-b)-c,(@-b), §to je x komponenta
vektora :6(5 -C)—C(a- 5) . Analognim postupkom se pokazuje i za ostale dvije komponente
da su odgovarajuce komponente gornjeg vektora. Tako smo dokazali identitet:

ax(bxc)=b(@-¢)-c@@-b) (1.59)
DERIVACIJE VEKTORA OPISANOG KARTEZIJEVIM KOORDINATAMA:

Derivacije se u ovom sustavu ¢ine jednostavno, jer su jedini¢ni vektori konstante. Stoga se u
procesu deriviranja treba derivirati samo skalar koji opisuje iznos komponente. Uzmimo
primjere brzine i ubrzanja.

dr d dx . QX"¥2'dz

— = (X X+V-V+2-2)=X-—+V- _
gt g XYY e =X Yy

Jasno je da je akceleracija kao druga derivacija polozaja po vremenu (prva derivacija brzine):
d’x . d’y ,d°z

a==x +Y +12 1.61

a Var Cde (1.61)

v (1.60)




Provjera izraza za brzinu dobivenog na dva nacina za slu€aj gibanja po kruZnici.
Napisimo izraz za radijvektor na dva nacina:

IF=XX+Jy =Xrcos@+ ysing (1.62)
ovdje su r i koordinate iste tocke u polarnom sustavu i veza Kartezijevih i polarnih
koordinata jest:

Brzinu dobivamo deriviranjem radijvektora po vremenu pri ¢emu ¢emo koristiti jedini¢ne
vektore Kartezijevog sustava i izraze za x 1y preko polarnih koordinata:

X =Trcos@ y=rsing v Z%Zd(rcosgo)=rd(cos¢))=_rsin(p.¢=_y_w
*odt dt dt
(1.63)
dy d(rsing) i
y:E:T:rcosq)-(a:Xa) (1.64)

@ je naravno kutna brzina to jest¢.
Mozemo to sada usporediti s rezultatom kojeg smo imali prije za kruzno gibanje. Vektor @ je
usmjeren duz z osi pa vrijedi:
Xy 2
V=oxr=|00 o (1.65)
Xyo
Kada se izvrijedni gornja determinanta dobiju se upravo izrazi dobiveni gore deriviranjem!

Ubrzanje kod kruznog gibanja:
a= w_ )A(di+ 9% =X(-rocosp- @)+ J(-rosing- @) =
dt dt dt
koriStenjem ¢ = @ 1 ve¢ napisanom vezom Kartezijevih i polarnih koordinata:
=— X0’ - W' =-w” T (1.66)
Ovo je vrlo vazan rezultat. U srednjoj skoli ga se eventualno izvodilo uz pomo¢ geometrijskih
crteza. Kada se tijelo giba po kruznici ono doZivljava akceleraciju®’r usmjerenu prema

srediStu oko kojeg se vrti. Koriste¢i vezu obodne brzine v i kutne brzine: v=ar, izraz za
2

.. v e e \" .. C ey c oy v
akceleraciju se moze pisati i kao: — koji se u srednjoj skoli ¢eSce sretao.
r



DINAMIKA - NEWTONOVI AKSIOMI

Do sada smo cinili matemati¢ke pripreme i opisivali razne veli¢ine povezane s gibanjem. Taj
se opisni dio ¢esto naziva kinematikom. Uopce nismo ulazili u razloge bilo kakvog gibanja. U
anti¢ko doba se razvilo razmisljanje o pojavi gibanja koje je bilo opisno. Ono je zadovoljavalo
ljudsku radoznalost, ali je bilo sustinski krivo. Glavni protagonist te slike promatrao je
brodove u atenskoj luci i donio na prvi pogled ocit zaklju¢ak. Da bi se plovilo kretalo,
potreban je ucinak veslanja (to jest neka posebna prisila). Njegovoj paznji je izbjegla
Cinjenica da se ta prisila troS$i na svladavanje otpora vode gibanju. ProSao je ogroman
vremenski period dok se uz razmiSljanje nije pojavilo i mjerenje fizikalnih veli¢ina i
usporedivanje predikcija teorije 1 objektivne stvarnosti testirane eksperimentom. Jedan od
pionira bio je Galilei, no konac¢ni oblik teorije verificirane u svijetu naSih dimenzija i pri
nasSim brzinama dao je Newton.

Prvi Newtonov aksiom: Tijelo miruje ili se giba jednoliko po pravcu dok na njega ne djeluje
drugo tijelo.

Bile su potrebne tisu¢e godina da se ovo shvati. Dok je studentu prvi dio o¢igledan, drugi mu
priblizavamo eksperimentima u kojima je u horizontalno polozenim objektima tijelo na
zra¢nom stolu ili zra¢noj klupi. To su uredaji koji imaju mnostvo sitnih otvora kroz koje izlazi
komprimirani zrak da bi tijelo drzao na zracnom jastuku i tako se bitno umanjilo trenje tijela s
podlogom: uzrok radi kojeg tijela u kretanju na kraju bivaju zaustavljena. Astronauti izvan
svemirskog broda najblizi su uvjetima u kojima je prvi aksiom ocit. Mi zivimo u svijetu u
kojem je realizacija ovog zakona prikrivena utjecajem sile trenja, koja se opire nastavku
gibanja.

Drugi Newtonov aksiom:

Da bismo doista prihvatili drugi Newtonov aksiom moramo oprezno postupiti. Naime u njemu
uz akceleraciju koju znamo §to znaci 1 kako se mjeri (promjena vektora brzine u jedinici
vremena) moramo najprije razumjeti t.j. operativno definirati inercijsku masu tijela.
Poc¢injemo s dnevnim iskustvom. Neka imamo kolica, radi bitnog umanjenja trenja tereta
kojeg prevozimo s podlogom. Uzmimo da na kolica stavljamo sve vecu i vecu koli¢inu istog
materijala. NaSe iskustvo kaze da i za pokretanje i za zaustavljanje kolica trebamo to veéi
napor §to je viSe materijala. Ovdje je bitno uociti da se ne radi o problemu tezine tijela, nego
jednostavno: $to je tijelo masivnije, potrebni je napor veci. Sada mozemo prijeci na operativni
dio definiranja inercijske mase. Studenti ¢e vidjeti pokus u kojem se medu dva identi¢na
kolica (istih masa) stavlja opruga koja se komprimira tako da kada ju se oslobodi ona tjera
kolica u suprotnim smjerovima. Ta se opruga komprimira i tada se kolica poveZze s niti, koja
je dovoljno jaka da drzi oprugu komprimiranu. Ako kolica miruju i nit se prepali, kolica ¢e
krenuti nasuprotno s jednakim brzinama. Sada mozemo prije¢i na malo drukcije uvjete.
Mijenjajmo koli¢ine istog materijala na kolicima. Koli¢ina materijala se moze pratiti
volumenom tijela ako se radi o istom materijalu. Eksperimentalno se nalazi slijedeca
pravilnost za brzine tijela poslije paljenja niti:

ALY @.1)

V2 ml



gdje su indeksi brzina i masa oznake tijela na koje se odnose. Ako masu tijela 1 uzmemo kao
definiciju jedinicne mase, gornja relacija daje nam operativni postupak za mjerenje mase.
Dakle sada imamo operativnu definiciju akceleracije i mase. Drugi Newtonov zakon kaze u
jednostavnijoj formi:

F=ma (2.2)

gdje je F sila koja akceleraciju uzrokuje. Ovo je §iroko prihva¢en drugi Newtonov aksiom.
(ovdje ne ¢emo ulaziti u raspravu da li je pojam sile ve¢ intuitivno student prihvatio kao uzrok
na primjer rastezanja neke mjerne opruge ili pojam sile prihvaca kroz definiciju sile iz ove
relacije kao $to to radi dio struc¢njaka!) Kako ¢emo u relativistiCkim razmatranjima takoder
trebati silu spomenimo da je Newton drugi zakon napisao zapravo ovako:

- od
F = (m7) (2.3)

Ako je masa stalna, dva su izraza naravno identi¢na. Jedinica za silu je Newton (N), koja masi
od kilograma daje jedini¢nu akceleraciju: 1IN =kg-m-s~Uredaj za mjerenje sile pomoc¢u
rastezanja opruge je dinamometar.

Trec¢i Newtonov aksiom:

Taj aksiom se odnosi na usporedbu sila kojima prvo tijelo djeluje na drugo: Ifl_>2 s onom

kojom drugo tijelo istovremeno djeluje na prvo: F
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Tre¢i Newtonov aksiom kaze:

Fi,=-F. (24)

Sile kojima tijela djeluju jedno na druge su po iznosu iste , no suprotnog smisla!

Do identi¢nog zaklju¢ka mozemo do¢i i istovremenim uvazavanjem relacija (1) i (3). Naime u
stvarnosti u vektorskom smislu brzine u (1) imaju suprotni smisao stoga modificirana relacija
glasi:

m\V, =—-m,V, (2.5)

No na pocetku su obje brzine bile nula stoga su brzine V, i V, ujedno i promjene brzina dva
objekta tokom procesa:

V=AY, ; V, =AY, (2.6)
Uvrstenjem (6) u (5) rezultira s :
m,Av, = —-m, AV, (2.7)

Ako se (7) podijeli s proteklim vremenom u kojem se razdvajanje objekata desilo: At, dobiva
se uz konstantnost masa:
A(m1\71) __ A(m2\72)
At At

U limesu At — 0 relacija (8) prelazi u tre¢i Newtonov aksiom (2.4). Naravno, ovo nije izvod
aksioma jer je izvedeno za specijalni slucaj razdvajanja Cestica oprugom (vrijedilo bi i za
svako razdvajanje bilo kojom silom ali to nismo dokazali za generalni slucaj sudara). Treci
Newtonov aksiom naravno vrijedi opéenito ali gornja procedura nije opcéeniti dokaz.

(2.8)



ZAKON SACUVANJA IMPULSA:

Relacija (2.7) nam je zgodna kao ilustracija saCuvanja impulsa. Naime umnozak mase i
vektora brzine objekta je izvanredno vazna veli€ina u fizici. U ovim predavanjima ¢emo tu
veli¢inu zvati impulsom objekta. (Stariji autori su to zvali koli¢inom gibanja prema prijevodu
s njemackog.) Anegdotski mozemo spomenuti da su ¢ak i neka najfundamentalnija otkri¢a u
nuklearnoj fizici 1 fizici elementarnih Cestica (otkri¢a neutrina i W bozona) nacinjena upravo
na temelju primjene zakona sacuvanja impulsa. Uz nepromjenljivost mase mozemo relaciju
(2.7) napisati i kao:

A(MV, +m,V,) =0 (2.9)

Za sustav na kojeg ne djeluje vanjska sila (ovdje samo dvoja kolica putem opruge djeluju
jedna na drugu), zbroj impulsa je stalan, nepromjenljiv, konstantan!

JEDINICE I DIMENZIIJE:

VeliCina pojedinih fizikalnih fenomena se mjeri to jest usporeduje s izabranom jedinicom za
taj fenomen. Udaljenost (dviju tocaka na primjer) morala se mjeriti jo§ od pradavnih vremena
kada su se razgraniCavali posjedi. Mjerenje se sastoji od procesa ustanovljenja koliko mjerena
veli¢ina sadrzi iznosa ili frakciju mjernog etalona-jedinice mjerenja. Na primjer na naSim
prostorima su bile uobicajene mjerne jedinice palac i lakat za duljinu, jutro za povrSinu i t.d.
Danas je globalno prihvacen internacionalni sustav (SI). U mehanici imamo tri osnovne
jedinice iz kojih se sve ostale daju izvesti.

Mjerenje duljine:

U Francuskoj (Sevre) se cuva prauzorak duljine jednog metra. Zatim je otkriven kvalitetniji
standard utemeljen na odredenom broju valnih duljina crvene svjetlost **Kr koji je stabilniji
od komada legure platine 1 iridija, no razmak je zapravo isti. Najnovijastandardizacija pociva
na putu koji svjetlost prijede u odredenom intervalu vremena.

Mjerenje vremena:

Povijesno se sekunda definirala kao odredena frakcija srednje astronomske godine. Danas je
standard odredeni broj vremena titraja cezijevog atoma no to nije izbacilo uobicajenu sekundu
iz upotrebe. Samo je ta sekunda preciznije definirana.

Mjerenje mase: Kao jedinica mase od jednog kilograma uzimala se masa uzorka takoder
deponiranog u Sevre-u. Danas se radi potreba povecane preciznosti kao standard uzima masa
neutralnog atoma ugljika >C , s tim da je kilogram i dalje temeljna jedinica, no pravi
standard viSe nije onaj u Francuskoj; poznata je naime relacija jednog kilograma izraZena
preko mase jednog atoma ugljika.



PRETVORBA MEDU JEDINICAMA:

Tijekom kolegija Op¢ih fizika klonit ¢emo se izrazavanja u drugim jedinicama. Ipak je vrlo
signifikantno znati kako se vrSe pretvorbe jedinica. (Naravno pretvarati se mogu samo
jedinice pripadne istoj fizikalnoj veli¢ini; sekunde se ne mogu pretvarati u kilograme!)

Uzorak za sve pretvorbe:
Neka imamo iznos neke veli¢ine u jedinici a ; zelimo ga izraziti preko jedinice b. Tada
koristimo identitet:

a=—b (2.10)

Znaci da na mjestu jedinice a moZemo pisati omjer (poznati numeric¢ki omjer) jedinica aib te
iza toga jedinicu b. na primjer:

lsat:-—EEEE——-sekunda=:36OOsekundi

sekunda
Omjeri jedinica su tabelirani u tablicama jedinica. Naravno, ako je neka veli€ina izrazena
numerickim dijelom i jedinicom, da bi se dobio novi numericki dio u novoj jedinici, treba
stari numericki dio mnoziti s omjerom stare i nove jedinice 1 tada dopisati novu jedinicu. Na
primjer:

Ssati=5-— > . sekunda = 5-3600 - sekunda = 18000 sekundi
sekunda

DIMENZIJISKA (DIMENZIONALNA) ANALIZA :

Ovo je profesionalni ekvivalent pu¢kom zahtjevu da se ,,ne mijeSa kruske 1 jabuke*.

Naime po prirodi razli€ite fizikalne veli¢ine ne mogu se zbrajati (metri i sekunde ) $to onda
znaci da one ne mogu biti izolirani aditivni termi u nekoj jednadzbi. Fizikalna dimenzija
veli¢ine ima sli¢nosti s jedinicom za veli€inu, ali je jo§ opcenitija. Uzmimo duljinu . Ve¢ smo
spomenuli neke stare jedinice za duljinu. Kada ne obra¢amo paznju koja je jedinica
upotrebljena ve¢ samo naznacujemo prirodu veli¢ine (to jest razmak ili udaljenost) veli¢inu
oznacavamo s L. Sli¢no za vrijeme uzimamo T a za masu M. Tako je dimenzijski udaljenost
L, brzina LT , akceleracija LT 7 i sila MLT . Dimenzijska analiza je od velike pomodéi
pri provjeri ispravnosti izraza koji povezuje fizikalne veliine. Svi individualni aditivni
¢lanovi (to jest oni koji se dodaju) moraju imati istu dimenziju. Takoder dimenzija jedne
strane jednadZzbe mora biti jednaka dimenziji druge strane!



GRAVITACIJSKA SILA:

Ovim odsjeckom zapocinjemo reviju sila koje ¢emo koristiti u semestru Mehanika.
Gravitacijska sila je medu prvima od sila koje susre¢emo. U laboratorijskim uvjetima (dok se
udaljenost objekta od srediSta Zemlje ne mijenja bitno, akceleracija koja potjece od
gravitacijske sile je stalna. Neocekivano ¢emo demonstrirati da u vakuumskim uvjetima, da
bismo izbjegli razlike u trenju objekta sa zrakom, sva tijela imaju istu akceleraciju bez obzira
na masu, ili oblik. Akceleracija tijela takoder ne ovisi o brzini tijela! Ovdje ¢emo nakratko
spomenuti teSku masu za razliku od inercijske mase koju smo diskutirali. Gravitacijska sila
djeluje zapravo na svojstvo tijela nazvano teSkom masom. Napravit ¢emo ovdje paralelu s
elementarnim znanjem iz srednje Skole. Studenti znaju da u elektri¢nom polju E to elektri¢no
polje djeluje na naboj q silom koja je po iznosu F=qE. Teska masa se pojavljuje u izrazu za
gravitacijsku silu na nacin koji oponasa naboj u slu¢aju elektricnog polja:

F,=m,-0 (3.1)

U gornjem izrazu je Ifg gravitacijska sila, ¢iji dominantni u¢inak mozemo demonstrirati
istezanjem opruge na koju tijelo objesimo. m; je spomenuta teSka masa, a § je gravitacijska

akceleracija koja je u naSim krajevima 9.81 metara u sekundi kvadratnoj; uvijek usmjerena
prema dolje; (otprilike) u smjeru centra Zemlje. lako poznajemo vrlo dobro svojstva
gravitacijske sile, mi nemamo jednostavno i ocito objaSnjenje zaSto su (prema svim
dosada$njim mjerenjima ) teSka i troma masa proporcionalne, $to nam ostavlja moguénost da
ih jednostavno izjednac¢imo. Dakle:

F=mg gdjesada m inercijska masa. (3.2)

Ovo nam sad omogucuje usporedbu drugih sila s gravitacijskom, a takoder i usporedivanje
masa preko gravitacijskih sila koje na temelju tih masa djeluju!

Gibanje tijela u homogenom gravitacijskom polju:
Ve¢ smo spomenuli da u sobnim uvjetima sva tijela dozivljavaju jedinstvenu gravitacijsku
akceleraciju:

a=g (3.3)
Ako z os sustava orijentiramo prema gore, slijedi:
a= d°r _ -9
dt’
d’z d>x d’y
=— =0 =0 34
a0 de dt’ G4)
Prvim integriranjem gornjih jednadzbi slijedi:
dz dx dy
—=—gt+v,, -——=V,, -—>=V 3.5
dt g z,0 dt X,0 dt y,0 ( )

Ponovnim integriranjem imamo konacne izraze za koordinate:

1
Z=——gt’ +V, t+2, X=V t+X, y= Vot + Y, (3.6)
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Simboli u (3.6) bivaju ociti ako se u (3.5) 1 (3.6) ubacuje vrijeme t=0 v, , , V,,

komponente brzine u trenu =0 a X, Y, Z, koordinate u istom trenu. U suStini smo

ponovili rezultat (1.26) kada smo studirali primjenu integriranja na jednoliko ubrzano gibanje,
Sto gibanje u homogenom gravitacijskom polju 1 jest. Jedina je razlika u ¢injenici da ovdje
znamo uzrok akceleracije: gravitacijska sila! Simboli u dvjema izrazima (1.26) i (3.6) razlicito
izgledaju, no njihovo fizikalno znacenje je identi¢no!

Mirovanje tijela na horizontalnoj podlozi (bez trenja) u gravitacijskom polju.

Opisano tijelo miruje jer na njega uz gravitacijsku silu djeluje i normalna reakcija podloge.
Ova intuitivno trivijalna situacija zasluzuje paznju jer vjezba primjenu Newtonovih zakona, a
s druge strane upozorava na razlog zasto tijelo na pada iako je u gravitacijskom polju. Redom:
na tijelo djeluje gravitacijska sila

F, =mg (3.7)

Sada u igru ulazi podloga. Tijelo svojom teZinom pritiS¢e podlogu. U mikroskopskoj slici
Cestice tijela pokuSavaju prodrijeti medu molekule podloge. Ukoliko je podloga dovoljno
¢vrsta, njene molekule ¢e se oduprijeti prodoru. (U bogatijim laboratorijima studenti imaju

priliku vidjeti da se podloga Cesto 1 malo deformira kao rezultat sile Ifg ). Po tre¢em

Newtonovom zakonu, sila kojom tijelo pritiS¢e podlogu, podloga jednakom ali nasuprotnom
silom djeluje na tijelo. Ova se sila zove normalnom reakcijom podloge (okomito ili normalno
na horizontalnu povrSinu; reakcija, jer to jest sila iz treCeg Newtonovog aksioma : akcija i

reakcija). U literaturi je raireno ovu silu oznacavati s N . Tijelo je u ravnotezi i miruje jer na
njega djeluju protivne sile:

F,+N=0 To jest, N=-F (3.8)

g
Gibanje na kosini (bez trenja i kotrljanja):

Podloga je nagnuta prema ravnini za kut$. Paralelno kutu nagiba podloge postavljamo os z
(izabrana tako da duz nje djeluje rezultanta sila). Y os postavljamo horizontalno a x os
okomito na ostale dvije. Duz x osi nemamo rezultantne sile (tijelo ne propada kroz podlogu,
nego se po njoj giba). Nadalje duz x-osi djeluje jedna komponeta gravitacijske sile: —mgco$.
Ovu komponentu uravnoteZuje normalna reakcija podloge: N, tako da za rezultantnu silu F
vrijedi:

F, =—-mgcos$+N =0 (3.9
Okomito na ravninu nema sile; tijelo pocetno nije imalo brzinu okomito na ravninu, dakle u
smjeru x-osi ne ¢e biti gibanja (to jest odstupanja od x=0)

dv
F,=0 = md_ty:O = Y=V, t+Y, (3.10)
. dv, : |
F,=—mgsing = m pm =-mgsin$ = Z=—Egsmz9t +V, t+2, (3.11)

Pokusom ¢emo demonstrirati paraboli¢nu prirodu gibanja opisanog gornjim izrazima.



NEWTONOV ZAKON OPCE GRAVITACIJE:

Vrlo velikim brojem mjerenja je demonstrirano, a i astronomskim opazanjima potvrdeno da se
dvije sferne mase privlace silama:

= (,-r) =
F.,, =-Gmm, T~ -3 o
7, 1]

G je gravitacijska konstanta: G = 6.671-107" Nm?kg*>

r—r
= -Gm,m, |(rl r2|3) (3.12)
1 2

Gravitacijska konstanta ubrzanja §:

Ako promatramo tijelo mase m pod utjecajem gravitacijske sile Zemlje F i ozna¢imo masu
Zemlje s M 1 udaljenost tijela od centra Zemlje s I (tijelo nije u untrasnjosti Zemlje), tada iz
(3.12) slijedi da je sila na tijelo:

— r r
F=-GMm = (-GM —)m (3.13)

Izraz u zagradi predstavlja vrijednost gravitacijske akceleracije na danom radijusu r. Treba
zapamtiti da sveukupna akceleracija tijela za objekt koji se nalazi na Zemlji treba biti
korigirana (iznos nije velik) za ¢injenicu da Zemlja rotira. O tome se govori u odsjecku o
inercijskim silama neinercijskih sustava.

Frekvencija obilaska Zemljinog satelita:

Iz (3.13) slijedi izraz za iznos akceleracije kojeg Zemlja daje u radijalnom smjeru satelitu
mase m koji kruzi nana radijusu r. Da bi gibanje bilo kruzno mi smo u (1.66) iznijeli kolika je
radijalna akceleracija potrebna da bi gibanje bilo kruzno.

IzjednaCavanjem ta dva izraza imamo:

GM

—=’r (3.14)
r
Kako je kutna brzina povezana s frekvencijom ophodnje jednostavno:
w=2mrv (3.15)
Kombiniranjem (3.14) 1 (3.15) imamo:
GM
vie—o 3.16
4r’r’ ( )

Ova relacija je povezana s povijesno vaznim 3. Keplerovim zakonom jer na jednostavnom
sluc¢aju kruznog gibanja pokazuje vezu vremena ophodnje T =1/v s radijusom kruzenja u
gravitacijskom slucaju.



DJELOVANIJE ELEKTRICNE SILE:

Elektromagnetizam ¢emo studirati slijede¢i semestar na fundamentalan nac¢in uz mnogo
dublje razumijevanje njegovih potankosti. Ovdje ¢e se upotrijebiti samo nekoliko
konfiguracija elektri¢nih sila s dvije namjere. S jedne strane razli€iti primjeri posluzit ¢e nam
za vjezbe kako proraCunati gibanje tijela kada imamo matematiCki opis sile koja na tijelo
djeluje. S druge strane ste¢i cemo sposobnost razumijevanja rada osciloskopa, jednog od vrlo
vaznih laboratorijskih instrumenta i sprave kojom ¢emo cesto demonstrirati na ekranu
ponasanje veli¢ine u vremenu ili pak meduzavisnost veliina.

Coulombov zakon:
Ako imamo dva elektri¢na naboja oznaenas g, i ¢, s polozajnim vektorima T, i T, tada

medu njima vladaju sile:
= r,—r
F., = =k
12 2—)1 q q2 |F r|

(3.17)

sli¢no gravitacijskoj sili, gdje je k =8.988-10° Nm°C ™ ; C je oznaka za jedinicu naboja.
Uvodimo pojam elektricnog polja:

F=q-E (3.18)
Dakle to je sila na jedini¢ni naboj. Takoder se kaze da se djelovanje sile faktorizira u naboj na
kojeg ona djeluje i elektri¢no polje. Koncept polja je od ogromne vaznosti u fizici , ne samo u
elektromagnetizmu. Naime on udaljava izvor (razlog djelovanja — u ovom slucaju naboje koji
djeluju) iz naseg daljnjeg razmisljanja i ostavlja da se fiziCar suoCi sa stanjem prostora —
poljem- u kojem na svaki naboj djeluje sila proporcionalno jakosti tog naboja! OCcito je polje
tockastog naboja Q smjestenog u ishodiste u tocki s radijvektorom :

E=err—3 (3.19)

Gibanje u homogenom elektricnom polju
Ovo pretpostavlja da je polje istog smjera i jakosti i prostoru.

E = const p0V1a01 da je sila konstantna pa prema tome i akceleracija:

_ F E
a=—-= 9= =konst. vektor (3.20)
m m
Situaciju konstantne akceleracije smo sreli ve¢ dva puta i znamo da se integriranjem dobiva

zavisnost polozajnog vektora o vremenu (1.26):
r() = GE - t +V,t+ 1, gdje suznacenja pocetne brzine i polozaja ista kao u (1.26) (3.21)

Ako specualiziramo situaciju na slucaj kad vrijeme pocinjemo mjeriti u trenutku kad iz
ishodiéta krece Cestica bez brzine imamo:

F(t) = t2 (t) = L (3.21)
Izborom da elektricno polje koincidira s osi z slijedi :
v 9B oG (3.22)

m 2m



Kombiniranjem dviju relacija unutar (3.22):
7=y o je ekvivalentno qEz = L2 (3.23)
20E 2
Ovako usputno dobivenu relaciju (3.23) studenti ¢e kasnije prepoznati kao zakon sa¢uvanja
energije. Naime lijeva strana druge relacije u (3.23) predstavlja rad koje je polje izvrsilo na
naboju, a desna strana kineticku energiju koju je time naboj stekao. Komentar relacija (3.23)
student koji se nije sretao s pojmovima energije moZe jednostavno za sada preskociti!

Otklanjanje ¢estica u homogenom elektri¢nom polju.

Ova situacija jo$ uvijek podlijeze obliku rjesenja problema sa stalnom akceleracijom, Cije je
opce rjeSenje izraz (1.26). Specijalni su uvjeti sada da se Cestica kre¢e stalnom brzinom V, u
smjeru osi z, a elektri¢no polje djeluje u smjeru osi y. U smjeru osi X nema brzine. Dakle:
d’x

=0 =v,=konst =0 =x=konst, =0 (3.24)
dt? " 1
2
‘;tf —0= v, =V, (3.25)
d’y qE qE
@ o 020

Znaci naboj putuje u y-z ravnini. Komponenta brzine u z smjeru je stalna, a u y smjeru raste
proporcionalno vremenu. Trenutni nagib putanje naboja prema z osi & je jasno odreden
omjerom pripadnih brzina:

gE
v —t
tg,gz_yzm_ (3.27)
v Y

Ako sada pretpostavimo da je naboj putovao izmedu plocCica koje su stvarale homogeno
elektricno polje put L (duljina plo€ica duz osi z) tada je vrijeme t u (3.27) u kojem traje
otklanjanje putanje od smjera z:

t= L (3.28)
VO
Sada mozemo uci s (3.28) u (3.27):
tgg = 9EL (3.28)
mv,

Ovo nalazi primjenu u radu osciloskopa. Naime, koristi se toCkasti izvor elektrona koji ih
izbacuje stalnom brzinom V. Na plo€icama za otklanjanje daje se zeljena vrijednost E da bi

se na ekranu udaljenom za stalnu udaljenost kutom odredenim s (3.28) osvijetlila tocka
koordinate determinirane tim kutom. Uobicajeno je horizontalnu koordinatu snopa upravljati
tako da raste linearno u vremenu, a vertikalnu predati na upravljanje fizikalnoj veli¢ini koju
zelimo ispitivati. Tako u tom slucaju slika na ekranu predstavlja prikaz:

y= f(t) ,gdjeje fispitivana veli¢ina. (3.29)



DJELOVANIJE MAGNETSKE SILE:

Od studenta se u ovom semestru ne ¢e traziti razumijevanje zasto magnet na relativno
neocekivan nacin djeluje na naboj u gibanju. Ako se naboj giba brzinom V a magnetsko polje

ima jakost B, tada na naboj q djeluje sila:
F=qixB (3.30)
Razmotrit ¢emo najjednostavniji slucaj u kojem su brzina naboja i magnetsko polje okomiti.

Iz izraza za silu u drugom Newtonovom zakonu i ovog eksplicitno izraza za magnetsku silu
imamo:

~ dv ~
F=m—=qvxB 3.31
g - avx (3.31)

Pomnozimo posljednju jednakost skalarno sV. Tada mjeSoviti produkt (VxB)-V iS¢ezava

radi kolinearnosti dva faktora u njemu. (ovo se vidi ili iz ,,geometrijske interpretacije
mjeSovitog produkta kao volumena zadanog s tri vektora“ ili kroz izraz s determinantom koja
i8¢ezava ako su joj dva retka identi¢na). Znaci iz (3.31) s navedenim mnozenjem slijedi:

0=q(\7xl§)-\7=m\7-3—\: (3.32)

Svojstvo da skalarni produkt vektora i njegove derivacije iS¢ezava sreli smo kod vektora
stalnog iznosa. (vidi razmatranja (1.31), (1.32).

Na istom mjestu smo zakljucili da se u tom slucaju ponaSanje vektora stalnog iznosa dade
opisati kao:

av .
—=wxV 3.33
i (3.33)
Ako se s ovim vratimo u (3.31) i u vektorskom produktu brzine i polja zamijenimo poredak,
@XV:(—ﬁ)xV (3.34)
m
Jedna od moguénosti da ova relacija bude ispunjena jest:
= _g8 (3.35)
m

Fizikalna posljedica ove relacije jest rotacija naboja u homogenom magnetskom polju
frekvencijom (3.35), koju mnogi zovu ciklotronskom frekvencijom, radi njene primjenljivosti
u radu klasi¢nog ciklotronu u kojem je magnetsko polje homogeno i vremenski
nepromjenljivo.



OSNOVNE SILE U PRIRODI:

Nakon uvida u gravitacijsku 1 elektromagnetsku silu spominjemo jo§ dvije osnovne sile u
prirodi. U Cetvrtom semestru ¢emo susresti nuklearne sile koje se javljaju unutar atomske
jezgre : nuklearna jaka sila i nuklearna slaba sila. Kako im kaZzu i imena , one se prvenstveno
razlikuju svojom jakos$¢u unutar jezgre. Slikovito mozemo reci da jaka sila kontrolira staze
nukleona (protona i neutrona) u jezgri, dok slaba sila vrsi pretvorbe medu njima. Ovu c¢e
materiju studenti postepeni uciti na vi§im godinama. Ovdje smo nabrojali temeljne sile samo
radi opc¢e fizicarske kulture. U nastavku teksta jo§ ¢emo upoznati netemeljne sile koje su
medutim od velike prakti¢ne vaznosti.

ELASTICNA SILA:

U cvrstim tijelima (za razliku od plinova i tekuéina) postoje medu molekulama materijala
relativno jake privlace sile. Radi njih na primjer ne moZemo s jednim tijelom bez velikog
napora prodrijeti u drugo tijelo. Kada se tijela podvrgnu razli¢itim vanjskim utjecajima kao
Sto su : istezanje, sabijanje, torzija (zakretanje jednog presjeka tijela u odnosu na drugi),
smicanje (translacija jednog presjeka u odnosu na drugi)... tijela u pocetku reagiraju
elasticnom deformacijom koja se sastoji od produljenje, kompresije, zaokreta... koji su
proporcionalni vanjskoj prisili. U elasticnom rezimu tijela se vra¢aju nedeformiranom obliku
kada vanjska prisila prestane. U elasticnom istezanju tijela Hook je otkrio jednostavnu
pravilnost za tijelo duljine I:
Al =kF (3.36)
Produljenje tijela Al je proporcionalno vanjskoj sili F. U Hookovom zakonu vrsi se
parametrizacija ovog rastezanja na slijede¢i nacin:
Al 1TF

Il ES
Naime produljenje tijela je proporcionalno ne samo sili nego 1 duljini tijela a obrnuto
proporcionalno povrSini S popreCnog presjeka tijela koje se rasteze. Konstanta
proporcionalnosti se unosi preko Youngovog modula E , po konvenciji napisanog u nazivniku
izraza (3.37). Youngov modul karakteristi¢an je za materijal i moze se nac¢i u odgovarajué¢im
tablicama.
Izraz (3.37) moZe se intuitivno pribliziti studentima. Zamislimo da na tijelu ozna¢imo n
popre¢nih oznaka. Time je njegova originalna duljina razdijeljena u n segmenata duljine 1/n.
Ako tijelo podvrgnemo rastezanju sile F , svi ¢e se mali segmenti duljine I/n produljiti za isti
1znos. Ukupno produljenje cijelog tijela je to vece Sto ima viSe segmenata upravo te duljine 1/n
(pri tome ne bi pomoglo umjetno povecanje broja n gus¢im postavljanjem oznaka, nego
stvarno dodavanje novih segmenata). Tako razumijemo proporcionalnost produljenja tijela s
njegovom duljinom. Pojavu povrSine S u nazivniku obja$njavamo ovako: Ako bi isto tijelo
uzduzno razrezali na m Stapica materijala, jasno je da svaki od njih uravnotezuje silu F/m.
Dodavanjem jos$ takvih segmenata , da bismo zadrzali isto produljenje, morali bismo povecati
silu proporcionalno povecanju broja Stapica. Drugim rije¢ima povecali bi silu proporcionalno
nacinjenom povecanju presjeka tijela. Dakle relativno produljenje jest proporcionalno omjeru
F/S. Relacija (3.37) vrijedi samo u t.zv. elasticnom podru¢ju. Ponasanje materijala prati se
dijagramom kidanja produljenjem na apscisi i silom na ordinati. Na pocetku vrijedi
proporcionalnost (3.37). Na kraju tijelo popusta i prekida se. U meduintervalu nastaju pojave
specificne za materijal.

(3.37)



SILA TRENIJA:

Sila trenja pojavljuje se neizbjezno u svim nasim dnevnim aktivnostima. Silu trenja
upotrebljavamo i za pokretanje i za zaustavljanje. Prisutna je unutar svih strojeva koje
koristimo. Ovdje ¢emo se koncentrirati na fenomenoloSke aspekte (opis bez dubokog
teorijskog uvida) , ali ¢emo pruziti studentu ipak sliku o njenom porijeklu. Zamislimo dvije
povrSine predmeta u kontaktu (na primjer knjiga koja lezi na horizontalnom stolu) uz
prisutnost okomitog pritiska okomitog na kontaktnu plohu. Ma kako glatke bile te povrSine,
pod mikroskopom bismo uocili izbocenja iz osnovne plohe. Ako su plohe makroskopski
ravnine, (ravnina je odredena s tri to¢ke) postoje tri mjesta na kojima neravnine izbocene iz
jedne plohe u drugu zaprecavaju klizanje medu plohama kada ako gornje tijelo silom
nastojimo pomaknuti horizontalno preko donjeg tijela. Ipak, ako je horizontalna sila dovoljno
jaka, do¢i ¢e ili do mikroskopskog izdizanja tijela 1 zaobilazenja neravnine ili do lomljenja
mikrozapreke. Nadalje je intuitivno prihvatljivo da ¢e jednom pokrenuto tijelo trebati manju
silu za nastavak gibanja nego za pokretanje. Konacno, ako sada po¢nemo velikom brzinom
prelaziti preko tijela, frekvencija sudara mikrozapreka ¢e se povecati i bit ¢e ponovno
potrebna veca sila za to brZe gibanje; to veca Sto je gibanje brZze. Ovo razmatranje je dobra
podloga da lakse prihvatimo eksperimentalno utvrdena pravila o svojstvima sile trenja. Silom
trenja opcenito zovemo silu koja se javlja prilikom pokretanja ili tijekom gibanja objekta.
Ovdje ¢emo detaljnije razmatrati trenje medu plohama materijala, no trenje se dogada i pri
gibanju tijela u tekudini ili u plinu!

Koeficijent trenja mirovanja:
Ako odaberemo dvije plohe nekih materijala u kontaktu, opiSemo silu kojom se djeluje
normalno na podlogu (tezina knjige u proSlom pasusu) s N 1 ozna¢imo maksimalnu silu kojom
tijelo vuemo paralelno kontaktnoj plohi, prije nego Sto se tijelo pokrenulo s (F,)

max
eksperimentalna je €injenica da su te dvije sile medusobno proporcionalne. Neocekivano je
studentima, a demonstrira se pokusom, da za iste materijale sila trenja ne zavisi o kontaktnoj
povrsini nego samo o normalnoj sili N . Sjecaju¢i se mikroskopske slike ovo je sasvim
razumljivo, jer u tvorbi sile ucestvuju svega tri tocke (neravnine) , a dubina propadanja
neravnina jednih u druge zavisi samo o sili N ! Za opis ove Cinjenice se koristi koeficijent
trenja mirovanja definiran s :

_ ( Ft )max
p= (3.38)

Postoji 1 koeficijent trenja gibanja:

(F)v—const
1 — V=Cons 3 . 3 9
H N (3.39)
Za silu trenja kod neke relativne brzine ploha. Pred studentima ¢e se pokusom demonstrirati:
> i (3.40)

U primjeru knjige na stolu, da bi doslo do gibanja, mora sila F , koja uzrokuje gibanja biti
veca od sile trenja:

F = (F) >0 ili F—uN>0 (3.41)
Naravno, akceleracija tijela (koje je ve¢ u gibanju) bit ¢e rezultat djelovanja rezultantne sile
na masu tijela m :

F—-u'N=ma (3.42)

Trenje ¢e naCiniti 1 zaustavljanje tijela, ako je pa primjer sila F=0 u gornjem slucaju.



Mjerenje x pomocu kosine:

Osim mjerenja sila u (3.38) i (3.39) , moze se koeficijent trenja mirovanja odrediti i
postavljanjem tijela na kosinu, pove¢avanjem kuta nagiba kosine do situacije u kojoj se tijelo
pokrece. Ako je kut nagiba kosine &, tada je normalna reakcija podloge jednaka komponenti
gravitacijske sile okomite na podlogu:

N =mgcosa (3.43)

(Ft )max = mg Sin amax (344)

Gdje je na desnoj strani sinus maksimalnog kuta do kojeg se tijelo joS nije pokrenulo. Tada je
prema (3.38) 1 (3.44) :

1=190,, (3.45)

Da bismo odredili korespondentni koeficijent trenja za gibanje, odredit ¢emo za izabranu
brzinu kut pod kojim kosina treba biti nagnuta da bi se realiziralo jednoliko gibanje tom
brzinom. Tangens toga kuta analogno (3.45) odgovara koeficijentu trenja gibanja za tu brzinu.

Gibanje tijela na kosini uz trenje:
Tijelo je na kosini, os y je horizontalna, a os x je takoder u ravnini kosine okomita na y-os s
pozitivnim smislom prema dolje. Newtonove jednadzbe gibanja u komponentama glase:

2

mztzx — mg sin & — z'mg cosa-vvx (3.46)
2 v

md 2y=—,u'mgcosoz—y (3.47)
dt Vv

Faktori — i — u gornjim jednadZbama se pojavljuju kao rezultat projiciranja sile trenja
vV oV

koja se opire ukupnom vektoru brzine v duz smjera te brzine. Gornje jednadzbe su
matematic¢ki vrlo komplicirane 1 mi ih ne ¢emo rjeSavati. Radi se o komplicirano vezanim
diferencijalnim jednadzbama a njihova kompliciranost je skrivena u nazivniku v koji je
zapravo drugi korijen kvadrata prvih derivacija koordinata x i y po vremenu! Mozemo
medutim rijesiti u kojoj je postoji samo komponenta brzine duz x osi. Tada se problem
reducira na samo:

X :gsina—,u'gcosa:gsina(l—L) (3.48)
dt tga
Tijelo se ubrzava ako je ¢lan Ao,
tga

Opc¢enito trenje nastojimo smanjiti. U strojevima to se ¢ini podmazivanjem uljima. S druge
strane ima situacija 1 kada ga nastojimo povecati (padobran, povecanje pritiska guma trkacih
automobila na podlogu...) .



INERCIJSKI I NEINERCIJSKI SUSTAVI

Poznato nam je dnevno iskustvo pri voznji nekim vozilom da pri promjeni iznosa brzine
vozila ili promjeni smjera vozila osjecamo neocekivano djelovanje, koja traje tako dugo dok
vozilo ponovno ne ide jednoliko po pravcu. U ovom dijelu predavanja ¢emo izvesti upravo
oblike tih prividnih sila koje nisu rezultat sila koje smo do sada upoznali, nego nacina gibanja
sustava u kojem se promatrano tijelo promatra. Podimo od jednostavne usporedbe sila koje
djeluju na tijelo u dva razlicita fizikalna i koordinatna sustava.

Sustav S je inercijski i u njemu vrijedi drugi Newtonov zakon koji smo prihvatili:
F=ma, 4.1)

Sila F je stvarna,realna sila , jedna od onih iz proSlog poglavlja ili sila koju na primjer
proizvodi Zivo bi¢e svojim djelovanjem na tijelo. Indeks I u (4.1) nas podsjeca na ¢injenicu da
se radi o akceleraciji u inercijskom sustavu S.

Neinercijski sustav S' giba se u odnosu na S (relativnom, dakle onom u odnosu na S)
akceleracijom : a . Tada je jasno da se ukupna akceleracija u inercijskom sustavu moZe
rastaviti u dva vektorska doprinosa (ovu izjavu ¢emo u nastavku i pokazati i dokumentirati):

a, =ag +4a, 4.2)

gdje je a,, akceleracija u neinercijalnom sustavu. Ako relaciju (4.2) pomnoZimo s masom
tijela koje promatramo u oba sustava, i uzmemo u obzir (4.1), imamo:

—

F —ma, =ma,, (4.3)
Desna strana u (4.3) je uzrok akceleracije u neinercijskom sustavu. Odavle je jasno: ¢ak i iako
na tijelo ne djeluje stvarna sila F, u neinercijskom sustavu djeluje sila: — ma;. U

neinercijskom sustavu, radi specifi¢nosti gibanja tog sustava prema inercijskom, javlja se,
ponavljamo prividna ili pseudo sila:

F =-ma, (4.4)

p
[ustracija zakljucka o neinercijskoim silama Atwoodovim padostrojem.

Atwoodov padostroj se sastoji od koloture s horizontalnom osi rotacije Cije je trenje s osi
zanemarivo. Preko koloture je prebacena nit , Cije trenje sa kotatem koloture je zanemarivo.
Nit ima zanemarivu masu i jedina joj je uloga osigurati prijenos sile kroz nit napetoséu niti.
Znaci da se sila koja djeluje na jednom kraju niti pronosi bez promjene do tocke na kojoj je
nit pri¢vrs¢ena na drugo tijelo. Prirodno nit pronosi silu i sa drugog kraja na prvi kraj. Vazno
je uociti da u napetoj niti postoji jedna jedinstvena sila N koja se njome pronosi. Na niti
vjeSamo dva tijela razli¢itih masa (nit se postavlja vertikalno). Mase tijela oznacimo
indeksima 112 s tim da je masa 2 ve¢a od mase 1. Odaberimo smjer rezultantne akceleracije
niti kao pozitivan. Primjenom Newtonovih zakona imamo:

m,a=m,g—N 4.5)
ma=N-m.g (4.6)
Izratunom N iz obadvije relacije slijede:

N=m,g-—m,a=mg+ma (4.7)



Iz gornjih relacija dobivamo:
_m,-m

a= (4.8)
m, +m,
N = 2& (4.9)
m, +m,

Na ovom mjestu je zgodno komentirati (4.8). Sustav masa se krece akceleracijom koja je
rezultanta suprotnih sila tezina dva tijela , a ta rezultanta tjera obadvije mase (vidi nazivnik u
(4.8)). Konacni je zakljucak: tijela u Atwoodovom padostroju su tijela u akceleriranom
sustavu. Na predavanju ¢emo ilustrirati uklju€enjem dinamometra, koji mjeri napetost niti,
efekt prividnih sila koje nastaju u ubrzanom sustavu. Usporedit ¢e se napetost niti u mirovanju
za obadva tijela, s onom koja je prisutna u ubrzanom sustavu.

ODNOS VEKTORA POLOZAJA;BRZINE I UBRZANJA INERCIJSKOG I
NEINERCIJISKOG SUSTAVA:

Inercijski sustav S miruje i njegovi su jedini¢ni vektori nepromjenljivi. Polozaj promatrane
tocke u prostoru opisuje njen radijvektorr, . IshodiSte drugog sustava S' opisano je vektorom
lo gdje indeks I podsjeca da je pocetak vektora ishodiSte inercijskog sustava, a O oznacuje
da se prati ishodiSte (obi¢no oznaceno kao O) proizvoljnog sustava. U tom proizvoljnom
sustavu polozaj iste promatrane tocke mjeren od ishodista O je opisan vektoromr . Jasno da
vrijedi temeljna veza vektora polozaja u dvama sustavima:

N=ry+r (4.10)
Sustav S' ne samo da proizvoljno mijenja svoj polozaj , kako prati vektor ,, , nego i rotira
oko proizvoljne osi kutnom brzinom @. Napisat ¢emo niz relacija u inercijskom sustavu,
koje smo ve¢ imali prije ( (1.50) za kordinate, (1.60) za brzine i (1.62) za akceleracije:
n=XX+%Y +2z (4.11)
Jedini¢ni vektori imaju indeks I da se naglasi njihova pripadnost inercijskom sustavu.

dr,

E:)’ZIXI +9,Y, +2,2, =V, (4.12)
df e e s s
dtl =X X +Y Y, +4,Z, =4, (4.13)

Potpuno analogne relacije vrijede za polozajni vektor ishodiSta proizvoljnog sustava i
pripadne vremenske drivacije:

F|o =Rlxlo+ylylo+2lzlo (4.14)

dr, . N . _

d—'to=X|X|O+y|y|O+Z|Z|O =Vio (4.15)

—dzﬁo—)A(X +y,. V+27, =4a (4.16)
dt =X X0t Y Yo 1£10 = %0 .

Sve gornje veli¢ine su veli¢ine opisane u inercijskom sustavu S.



U sustavu S' su jedini¢ni vektori X, Y,Z. Kao i cijeli S' sustav oni su rotirani vektorom @. Iz
tog razloga moZemo za njihove derivacije po vremenu pisati izraz analogan (1.37):

%:@xf( ﬂ: Xy %:@xi (4.17)

dt dt dt

Radijvektor toc¢ke u neinercijskom sustavu opisan je s jedini¢nim vektorima neinercijskog
sustava:

r=XXxX+yy +2%z (4.18)
Znaju¢i kako se derivira produkt i vodeé¢i rac¢una o derivacijama jedini¢nih vektora kroz
relacije (4.16)-(4-18), imamo:

dar
dt
Gdje je V vektor brzine gibanja promatrane tocke kako ga vide jedini¢ni vektori sustava koji
se okre¢e s @ . Druga derivacija po vremenu vektora I slijedi deriviranjem (4.19) upotrebom
pravila za deriviranje produkta i uvazavanjem opisa vektora r iV u (4.18) i (4.19) te pravila

za deriviranje jedinicnih vektora (4.17):

X(XX +YYy +22 )+ KX+yW+2Z=wxr+V (4.19)

S

Rezultat jest:

d’F U S,

v =20xV+ox(@xF)+woxrf+a (4.20)
Gdje je @ akceleracija toce kako je u rotirajuéem sustavu vide jedini¢ni vektori tog sustava:
a=xX+VW+12Z (4.21)

Znajuéi vezu medu vektorima poloZaja (4.10) moZemo ga derivirati po vremenu i za desnu
stranu koristiti izraze (4.15) 1 (4.19).
V, = an

| _E:Vm +oxF+V (422)
I postupajuci analogno pri jo§ jednom deriviranju:
4, =8, +20xV+dx(OxXF)+dxF+a (4.23)

Student ¢e lako usporediti ovaj izraz s izrazom (1.41) koji mu je strukturno vrlo blizak.
Razlike su male. Nastaju samo od cCinjenice da se udaljavanje od ishodista (neinercijskog
sustava) druk¢ije prati u dva slucaja.

Sada mozZemo pratiti nastanak raznih prividnih ili pseudosila. Slu¢aj @ =0,® =0,V = 0 koji
nastupa samo pri translacijskoj akceleraciji ishodista smo ve¢ konzumirali, samo podsjecamo
da po receptu (4.4) nastupa u neinercijskom sustavu pseudosila:

F, =-md, (4.24)

Anegdotalno mozemo studenta podsjetiti pitanja koje je Nobelovac Feynman kao dijete
postavljao svom ocu: ,, Zasto se lopta postavljena na kolica pocne gibati prema kraju kolica
ako kolica povucemo (akceleriramo) prema naprijed?. Odgovor je naravno pojava pseudosile
u akceleriranom sustavu.



Coriolisova sila
Slijedeca je sila ona u kojoj su d,, =d = 0. Tada nastupa Coriolisova pseudosila:

F, =—2m@xV (4.25)

Ova se sila manifestira na slijede¢im primjerima:Foucaultovo njihalo i uoceno pravilo da
rijeke koje teku prema jugu na nasoj polutci deru desnu obalu. Pojavu da se ravnina gibanja
njihala rotira kao rezultat rotacije Zemlje se demonstrira studentima.

Centrifugalna sila:

F, =—-mox(oxr) (4.26)

je poznata svakom tko se vozio na vrtuljku.

Tezina tijela koje na Zemlji miruje:
Po definiciji je tezina tijela sila koju u (neinercijskom) sustavu treba uravnoteziti da bi tijelo
mirovalo.

Fe: = Fya + F, (4.27)

tez grav
gdje je u slucaju mirnog tijela na povrsini Zemlje (koje s njom rotira) pr dan s (4.26).

To je razlogom da tezina tijela varira s geografskom Sirinom pozicije na kojoj se mjeri!

Tezina tijela u jednostavnim akceleriranim sustavima:
Razmotrimo dizalo koje se akcelerira prema gore i uzmimo pozitivni smjer prema gore: a,

je usmjeren prema gore i pozitivan i iznosom jednak iznosu stvarne akceleracije dizala a.
Pseudosila je tada

F, =-ma (4.27)
Kako je i gravitacija istog smjera imamo:
Fe; =—ma-—mg (4.28)

U dizalu koje akcelerira prema gore osje¢amo se tezim. Obratom predznaka akceleracije svi
fenomeni povezani s njom mijenjaju predznak i mi se osjecamo laksi.

U posebnom slucaju naSa tezina (u neinercijskom sustavu) iS€ezava. Iz na primjer (4.28)
1S¢itavamo da je to situacija kada dizalo slobodno pada. ( u sustavu u kojem je pozitivni smjer
prema gore tada je a =—0Q).

Pokus s Coriolisovom silom:

Prati se ravnina njihanja njihala koje se sastoji od teSke kugle na vrlo dugoj zici. Pocetna
ravnina se utvrduje laserskom zrakom koja obasjava zicu i u polozaju ravnoteze i u polozaju
odmaknutom od ravnoteze odredenim niti koja je izvukla kuglu iz polozaja ravnoteze.
Prepaljivanjem niti oslobada se njihalo. U pocetku njihalo titra tako da ga obasjava laserska
zraka. Nakon nekog vremena opaza se osvjetljenje Zice samo u trenucima prolaska kroz
polozaj ravnoteze.



GALILEIeve TRANSFORMACIJE I GALILEIeva INVARIJANTNOST:

Relativisticke pojave kod velikih brzina koje duboko naruSavaju klasi¢nu intuiciji razvijenu u
dnevnim uvjetima studirat ¢emo na samom kraju semestra. Sada ¢emo se ograniciti na vezu
koordinata sustava (zgodno je pretpostaviti da je jedan od njih inercijski) koji medusobno
jednoliko translatiraju. Pri malim brzinama dozvoljeno je pretpostaviti da vrijeme teCe
jednako u obadva sustava. Izabrat ¢emo, da u t=0 trenutku polozaji ishodiSta sustava
koincidiraju, a koordinatne osi sustava ¢emo izabrati tako da se translacija deSava duz
njihovih x osi. y i z osi izabrat ¢emo tako da su posebno y osi dva sustava paralelne i posebno
z osi takoder. Ako unutar inercijskog sustava S sustav S' jednoliko translatira duz x osi udesno
brzinom V tada je veza medu x koordinatom u sustavu S i1 x' koordinatom iste tocke u sustavu
S":

x=x'+Vt (4.29)

dok su vrijednosti drugih dviju koordinata iste u obadva sustava:

y=y' 7=7' (4.30)

Ovo se moze napisati i u opcenitijem i kompaktnijem obliku

=4Vt (4.31)

Ako relaciju (4.31) deriviramo jednom po vremenu slijedi:

ar_dr,yv Ry (4.32)
dt dt

Gdje su V i V' brzine promatrane to¢ke u sustavima SiS'a V je relativna brzina sustava.

Relacija (4.32) je prirodna i dobro poznata relacija o slaganju brzina , koja pri malim
brzinama vrijedi. Ponovnim deriviranjem relacija (4.32) dobit ¢emo vezu akceleracija u dva
sustava. Kako je relativna brzina medu sustavima V konstantna to njezina vremenska
derivacija i8Cezava:
d’r _d’r

dt*>  dt?
Akceleracije opazene u dvama sustavima su identi¢ne. Kako su akceleracije manifestacije
sila, to znaci da su sile , kako ih vide dva sustava, identi¢ne. Sada, ako je prvi sustav inercijski
1 u njemu vrijede Newtonovi zakoni, radi identiteta sila 1 akceleracija , isti fizikalni zakoni
vrijede u obadva sustava! Ta izjava naziva se Galileievom invarijancijom.

55" (4.33)



ZAKON SACUVANJA ENERGIJE:
ELEMENT RADA:

U mehanici je koncept energije blizak potencijalnoj moguénosti vrSenja rada. Stoga je za
koncept energije potrebno razumjeti koncept rada. Tvrdnja da je za stalnu silu i zadani put na
kojem je sila savladavana produkt dvije veli¢ine rad , bez ulaska u detalje, se ¢ini intuitivno
prihvatljivim. Kada ,medutim, usporedimo napor potreban da se predmet pomakne dva metra
horizontalno s naporom potrebnim da se isti predmet digne dva metra, postaje jasno da i kut
izmedu sile 1 puta igra ulogu. Kada mi¢emo predmet okomito na smjer sile nemamo napora.
Kada mi¢emo predmet nasuprot sili postoji napor. Kada sila mi¢e predmet, on dobiva brzinu
(i potencijal da radi protiv neke sile)! Uz to rad treba definirati za male (diferencijalne)
pomake jer se sila moze prostorno mijenjati a takoder i kut izmedu sile 1 pomaka. Stoga je
definicija elementa rada:

dW =F -ds (5.1)
dW je element rada, F je sila koja vrsi rad , ds je element prijedjenog puta.

Vidimo da izraz (5.1) vodi rauna o svim potankostima koje smo u gornjem tekstu diskutirali.
Jedinica za rad je Joule i 1z (5.1) je jasno da je to Newton pomnozen s metrom. Iz (5.1) se
takoder vidi da rad moze imati i1 pozitivan i negativan predznak. Rad je pozitivan kada je sila
pomagala pomak, a negativan kad mu se odupirala. Skalarni produkt je izvrsna formulacija
slijedecih ¢injenica. Pomak moZzemo rastaviti na komponentu duz sile i okomito na silu. Jasno
je prema gornjoj analizi da nema rada pri micanju okomito na silu, no postoji rad za
komponentu pomaka u smjer sile. Skalarni produkt (5.1) upravo o tome vodi racuna.

ELEMENT KINETICKE ENERGIJE:

U relaciji (5.1) mozemo provesti zanimljive transformacije s dubokim fizikalnim smislom:
- - 2
Fods =m® a5 = m @ e = mv - dv = a(™
dt dt 2
Najprije smo silu pisali preko Newtonovog zakona. Zatim smo faktor elementa puta izrazili
pomocu brzine 1 elementa vremena. Zatim smo pokratili vremenske faktore i konacno produkt
brzine i diferencijala brzine izrazili preko polovice diferencijala kvadrata brzine. Sve to je

preko (5.1) povezano s elementom-diferencijalom rada. Vidimo da se rad utro$io na promjenu
2

)y=dw (5.2)

veli¢ine . Blisko nam je stoga uvesti termin za tu veli¢inu kao kineticku energiju. Pod

energijom ¢emo od sada smatrati veli¢inom koja odraZzava sposobnost tijela ili sustava da
izvr$i rad. Naime, relaciju (5.2) mozemo ditati i natraske. Interpretirajuéi taj obrat kao obrat u

vremenu to bi znacilo da se kinetiCka energija trosi na svladavanje sile F .



ELEMENT POTENCIJALNE ENERGIJE:

Da bismo prihvatili matematicki izraz za element-diferencijal potencijalne energije moramo
razmotriti potankosti malo kompleksnije situacije. ProSirit ¢emo razmatranje na vise
fenomena. Najprije imamo u razmatranju tijelo mase m. Tijelo je sastavni dio nekog sustava u
kojem djeluje unutrasnja sila; radi jednostavnosti joj ne¢emo dodavati indeks u opisu. Sila

koja je sastavni dio sustava kojem pripada i tijelo je dakle F . (kao mentalni model za ovu
situaciju mozemo uzeti tijelo u gravitacijskom polju; tijelo i polje ili tijelo,Zemlja i
gravitacijska sila su sustav). Sad dodajemo i silu izvana koja takoder moZe djelovati na tijelo.
To vanjsku silu ¢emo oznaéiti kao F - (U naSem modelu to moze biti dodatna opruga ili

¢ovjek). Na tijelo znaéi djeluje rezultantna sila: F+ F,, . S ovom rezultantnom provedimo
proceduru (5.2) na diferencijalu puta ds . Rezultat je :

) (5.3)

my

2
Gornja relacija jako mnogo govori. Rad vanjske sile dijeli se na promjenu kineticke energije
tijela 1 jo$ jednu veli¢inu. Neke sile kao gravitacijska ili elektri¢na imaju posebno svojstvo da

F, -ds=—F-ds+d(

se njihov — F - ds moze napisati kao diferencijal to jest da vrijedi:
—F-ds =dP (5.4)
Kada je relacija (5.4) ispunjena uo¢avamo dva elementa: Kada nema vanjske sile F > tada je

suma diferencijala kineticke energije i diferencijala veli¢ine P jednaka nuli, to znaci je suma
kineti¢ke energije i elementa rada sile sustava (uzetog s negativnim predznakom) sacuvana.
Kada je (5.4) ispunjeno, imamo definiciju potencijalne energije. Sile koje ispunjavaju relaciju
(5.4) zovemo konzervativnim silama. Sila trenja na primjer ne ispunjava gornji uvijet.
Konzervativne sile imaju dodatna udobna svojstva, o kojima ¢emo razmatrati u kasnijem
tekstu. Potencijalna energija definirana s (5.4) + kineticka energija je sacuvana veli¢ina dok
nema sile izvan sustava.

SACUVANIJE ENERGIJE MEHANICKOG SUSTAVA:

Mozemo uvrstiti (5.4) u (5.3):

2 2
F, -ds=dP+ d(mzv Uld

)=d(P+ 5 ) (5.5)

Kada nema vanjske sile (lijeva strana u (5.5) iS¢ezava) suma kineticke 1 potencijalne energije
sustava je stalna. Suma potencijalne i kineticke energije i naziva se mehanickom energijom
sustava. Studentima ¢e se demonstrirati pokusi sa saCuvanjem mehanicke energije. (na primjer
njihalo, titranje opruge s masom...) Dok imamo posla s mehanickim silama ovi oblici
energije prelaze iz jedne forme u drugu u sustavima bez vanjskih sila. U nastavku teksta
koncentrirat ¢emo se na potencijalnu energiju konzervativnih sila: njena svojstva i nacine
kako je izraCunati za neke slucajeve.



KONZERVATIVNE SILE:

Sile koje zadovoljavaju uvjet (5.4) nazivamo konzervativnim silama. Bolje razumijevanje ove
Cinjenice ste¢i ¢emo analizom svojstava koja iz (5.4) proizlaze. I sila i putanja mogu na
razli¢ite nacine zavisiti o prostornim koordinatama. No zamislimo da smo za silu koja ima
svojstvo (5.4) nacinili putanju, po kojoj savladavamo tu silu, zatvorenom, to jest da je poCetna
1 konacna tocka ista. Ukupni je rad zbroj svih diferencijalnih elemenata rada od pocetne do
konacne tocke. To se u slu€aju konzervativnih sila svodi na razliku vrijednosti potencijalne

energije pocetne i1 konacne tocke.
KON KON

W= j Fds = j (—dP) = P(POC) — P(KON) (5.6)
POC POC

Ako su pocetna i1 konacna tocka iste, tada imamo:

§1?“ -ds = P(POC isto kao KON) — P(POC isto kao KON) =0 (5.7)

Konzervativne sile mogu se karakterizirati bilo definicijom preko (5.4) ili preko (5.7) s time
da (5.7) mora vrijediti za proizvoljnu zatvorenu putanju! Jo§ dodatno opazamo da
konzervativne sile imaju svojstvo da im rad ne zavisi od putanje kojom se od pocetne tocke
doslo do konac¢ne. Odmah je jasno da sila trenja nije te vrste. Naime micanjem tijela jednog
materijala po povrSini drugog materijal (ukljucujuéi 1 isti), rad ¢e medu ostalim zavisiti o
ukupnoj duZini puta, a ne samo o po&etnoj i konaénoj tocki. Stovise, rad po zatvorenoj putanji
izvjesno ne ¢e biti nula.

POTENCIJALNA ENERGIJA U HOMOGENOM GRAVITACIJISKOM POLJU:

Ako su x 1y osi sustava horizontalne , a z os vertikalna 1 uperena prema gore, tada je opis
gravitacijske sile:

F =mg =-mg? dP=—F -ds = mgz - ds (5.8)
Skalarni produkt jedinicnog vektora z i diferencijala pomaka ds je dz diferencijalni pomak
duZz samo z osi — projekcija ds na z os. Stoga je iz (5.8) diferencijal potencijalne energije:

dP = mgdz (5.9)
Integriranjem diferencijala potencijalne energije iz (5.9) od koordinate 7,,. do ry,, imamo:
KON

j mgdz = mg(Zox — Z por) (5.10)

POC
Sad imamo egzaktno izveden izraz kojeg su neki intuitivno prihvacali u srednjoj Skoli.

POTENCIJALNA ENERGIJA CENTRALNOG GRAVITACIJISKOG POLJA:

F=- 7 dP:—ﬁ-d§=(GMm:—3)-d§ (5.11)



Vektor 7 pisemo kao rrav-ds =dr (5.12)
Koristenjem (5.12) u (5.11) slijedi:

dP:Gy?Cﬁ=deGMm5 (5.13)
r r
11

Pooe _ Proy = GMm(—————) (5.14)

Txon — Tpoc

COULOMBOVA ELEKTRICNA SILA:
Kako se Coulombova sila u svom analitickom opisu piSe samo s drugim konstantama i
suprotnim predznakom, mozemo procedurom identicnom gornjoj dose¢i analogni rezultat:

1 1
Pooe = Pron = kQq(——— ) (5.15)

Yroc  Tkon
Studenti su upozorili na potrebu boljeg razumijevanja veze:
~F-ds =dP
Stoga u redovna predavanja ukljuCujemo i ovaj umetak koji bi trebao pomoc¢i boljem
razumijevanju dubine svojstava koje ima konzervativna sila i odgovarajuca potencijalna
energija.
UMETAK O DIFERENCIJALU PROSTORNO ZAVISNE FUNKCIJE

Izraz za derivaciju funkcije f(x) piSemo kao :

df (x
=9I 1.
dx
No mozemo ga pisati i kao :
df = f'(x)dx »2 5

Veza diferencijala varijable dx i diferencijala funkcije df je ovdje jednostavna. U 3D prostoru
veza je mnogo kompliciranija. Ako imamo funkciju P(x,y,z), njen diferencijala (prirast) jest:
4P — OP(x,v,z2) dr+ OP(x,y,z) N OP(x,y,z2) i 3.

X oy 0z
OP(x,,z)
ox
veli¢ine y i z smatraju konstantnima a derivira se P samo po x varijabli. (parcijalna derivacija

P po x).

Vrlo brzo postaje jasno da nije svaki izraz oblika f(x,y,z)dx+g(x,y,z)dy+ h(x,y,z)dz
diferencijal. Da bi to bilo ispunjeno, prema ,, 3 ,, dijelovi f, g 1 h , moraju biti parcijalne
derivacije ISTE prostorne funkcije po varijablama x, y i z respektivno. Za op¢i izraz:
—ﬁ'~d§=—dex—Fydy—deZ ”4”

potpuno je upitno da li ga se moze napisati kao diferencijal neke prostorno zavisne funkcije.
Da bi to bilo moguce, (=F,),(=F,),(—F.) trebaju biti parcijalne derivacije ISTE prostorno

Podsje¢amo na znacenje izraza . U navedenom izrazu podrazumijeva se da se

zavisne funkcije P(x,y,z) po varijablama x,y,z respektivno. Taj uvjete neke sile zadovoljavaju
, tada ih zovemo konzervativnim i tada imaju odli¢na svojstva o kojima smo ve¢ govorili. S
druge strane sila trenja taj uvjet ne zadovoljava. Sila trenja ne moZe se opisivati preko
potencijala!



CENTRALNA ELASTICNA SILA:

F=-KF dP=—(-KrF)-ds (5.16)

dP = Krdr = d(%Krz) (5.17)
1

Pooe = Peoy = EK(rzpoc“ — 77 kon ) (5.18)

NAPOMENA O STANDARDIZACIJT INTEGRACIJSKE KONSTANTE:

U principu pri gornjim operacijama integriranja kada smo se od diferencijala potencijalne
energije vracali na sam potencijal nastaje viSeznacnost. Naime, derivacija konstante je nula.
Stoga pri obratnom putu rezultata integriranja sadrzi proizvoljnu konstantu. U gornjim
proracunima razlike potencijalne energije ta se konstanta dokida. No ako Zelimo imati
apsolutnu vrijednost potencijalne energije, tada mozemo pribje¢i konvenciji, to jest Siroko
prihva¢enom dogovoru kojim je vrijednost te konstante utvrdena. Na primjer, prihvaéeno je
da je vrijednost potencijalne energije za dva tijela ,,beskona¢no razmaknuta* za elektri¢no 1
gravitacijsko djelovanje jednaka nuli. Istu vrijednost nula pripisuyjemo u homogenom
gravitacijskom polju tijelu na koordinati z=0. Nultu vrijednost potencijalne energije
pripisujemo i poloZaju u sredini koordinatnog sustava za centralnu elasti¢nu silu.

RACUNANIE SILE IZ POTENCIJALNE ENERGIJE:

U prostoru je potencijalna energija funkcija polozaja tijela, znaCi funkcija njegovih
koordinata:

P(F) = P(x,,2) (5.19)

Znamo izracunati diferencijal funkcije jedne varijable:

d[f(x)]= Zl -dx (5.20)
X

Ako u (5.19) naCinimo samo pomak duz x osi , imat ¢emo odgovarajuéu promjenu
Potencijalne energije:
P(x+Ax,y,z)—P(x,y,Z)EAXP(X,y,Z) (521)
Prirast potencijalne energije mozemo podijeli s prirastom varijable:
P(x—l—Ax’y’Z)_P(x:yaZ)

Ax
Gornji kvocijent pri limesu kadaAx — 0 nazivamo parcijalnom derivacijom potencijalne
energije po varijabli x.
llm(Ax BN O) P(X+AX,)/,Z)_P(X>)’,Z) = ap(xayaz)

Ax ox

(5.22)

(5.23)



Intuitivno govoreci (5.23) je brzina promjene potencijalne energije u tocki s koordinatama
X,y,z ako se razmatra samo promjene nastale mijenjanjem koordinate x. U istom smislu
imamo i diferencijal u smjeru x:
a.p=2ax (5.24)
Ox
Po svom znacenju je to infinitezimalna promjena P koja odgovara infinitezimalnoj promjenu
dx. Istu proceduru mozZemo naciniti mijenjajuéi samo koordinatu y, a zatim posebno
koordinatu z. Tako bismo dobili:
oP

d P=—d 5.25

Sl ly (5.25)

d_P= P 4. (5.26)
0z

Ako istovremeno imao sva tri pomaka, sveukupni diferencijal promjene jest:

dP:a—de+a—de+a—sz (5.27)
dx oy 0z
Sada mozemo usporediti dva izraza za dP (5.4) 1 (5.27) pa imamo:

dP = ~(F,dx+ F,dy + F,dz) = z—de+a—de+6—sz (5.28)
X

oy oz
Diferencijali dx,dy,dz su medusobno nezavisni. Stoga u izrazu (5.28) faktori koji uz njih stoje
moraju biti nezavisni. Znac¢i imamo tri jednakosti:

9P __op Jo—Cs (5.29)
ox oy oz
Prema (5.29) poznajemo komponente sile F iz parcijalnih derivacija potencijalne energije
koju ta sila daje. Izrazi (5.29) mogu se kompaktno napisati:
F=GZip, % (5.30)
ox oy 0z

U prijasnjim odsje¢cima smo izvodili kako iz analitickog opisa sile u prostoru izracunati
potencijalne energiju. Ovdje smo s (5.30) dobili obratnu proceduru: kako iz zadane
potencijalne energije izraCunati silu koja tu potencijalnu energiju uzrokuje.

MATEMATICKI OPERATOR GRADIJENTA:

Pisemo ovaj odsjecak , jer je viSegodiSnje iskustvo pokazalo da studenti jesu spremni
prihvatiti izvod (5.30), no imaju poteskoc¢a s formalnim nazivom operacije koja slijedi i Siroko
se koristi u literaturi. Relaciju (5.30) moZemo napisati tako da izvadimo oznaku potencijalne
energije iz zagrade 1 smjestimo je iza nje. MoZemo o tome misliti kao o svojstvu distribucije
mnozenja na slu¢aj sume. U novoj notaciji zna¢i imamo:

ﬁ:-()eﬁ+yi+2§)za (5.31)
/4

ox oy



Temeljno je znati da (5.31) po definiciji znaci isto $to 1 (5.30)

U matematici je obiCaj naznaku postupka koji ¢e se s nekom funkcijom c¢initi nazvati

operatorom. U ovom slucaju faktor ispred funkcije P u (5.31) naznacuje da ¢e se funkcija P

najprije derivirati po x i rezultat mnoziti s jedini¢nim vektorom osi x. Paralelno ¢e se iste

operacije uciniti 1 za ostale smjerove 1 konacno ¢e uslijediti zbrajanje raznih komponenti u

jedinstveni vektor sile. Taj operator se naziva gradijentom i pise se:

gradz)eivtf/ivtég (5.32)
ox oy 0Oz

U (5.32) nema znaci posebnih matematickih ili fizikalnih svojstava, to je jednostavno

konvencija za skrac¢eno pisanje koje matematicke operacije (na primjer deriviranje , mnozZenje

s jedini¢nim vektorima i zbrajanje komponenti) kojim redoslijedom treba Ciniti da se dobije

rezultat primjene operatora grad na funkciju, koja je u slucaju (5.31) potencijalna energija.

Tako u Siroko prihva¢enoj notaciji imamo:

F =—grad P=-VP (5.33)
Uo&avamo da je oznaka V alternativa za oznaku grad. Intuitivno je operacija grad naznaka

deriviranja funkcije u prostoru. Ovaj segment predavanja je posvefen traZzenju sile iz
potencijalne energije. Studentu je za pocetak dovoljna relacija (5.30). No s vremenom je

dobro koristiti gradijent odnosno vektorski operator nablaV jer to osigurava kompaktnost
pisanja, a kasnije ¢e poticati 1 razvoj intuicije.

RACUN SILE 1Z POTENCIJALNE ENERGIJE ZA HOMOGENO GRAVITACIISKO
POLIJE:

U (5.10) smo uz konvenciju o izboru integracijske konstante pokazali:

P(r)=mg-z (5.34)
Prema (5.31) slijedi za odgovarajuéu silu:
e (P Oy 0Py (300me2)  00mgz) | . O(mg2), (5.35)
Ox oy 0z Ox oy 0z

Kako u gornjem slucaju potencijalna energija zavisi samo o z i to linearno, parcijalne
derivacije po x 1y i§Cezavaju a parcijalna derivacija poz z je radi linearnosti samo konstantni
¢lan ispred varijable z. Tako je rezultat:

F=-mgz (5.36)
To smo 1 ocekivali. S tim smo opisom 1 poceli u (5.8).

RACUN SILE 1Z POTENCIJALNE ENERGIJE ZA CENTRALNO GRAVITACIISKO
POLJE:

P(F) = —GMm- (5.37)
r

F = —grad(-GMm l) = GMm gmd(l) (5.38)
r r



grad(}) = fci(;)wﬁ(;)u (5.39)
r X x?+y? + 27 W xt+yt+ 2 qlx +y?+z°
-3 A
fci( ! ):)?-(x2+y2+zz)2(——)-2x=—ﬂ (5.40)

Ox VxXP+yi+z? 2 r
Analognim postupkom imamo za ostale komponente gradijenta odgovarajuée izraze. Kada
sve te komponente Zbrojimo imamo:

1 XX+ yy+zz
grad( ) = (L) - (5.41)
Uvrstenjem (5.41) u (5.38) Slljedl.
F=-GMm~ (5.42)
r

To je izraz s kojim smo u (5.11) 1 poceli!

RACUN SILE IZ POTENCIJALNE ENERGIJE ZA ELASTICNU CENTRALNU SILU:

F = —grad(%Krz) (5.43)

T
Il

2 2 2 2 2 2 2 2 2
—Kl i@(x +y +z )+)A}8(x +y +z )+26(x +y +2z7) _
ox oy 0z (5.46)
=—-K(xx+ yy+z2z) =—Kr
Sto odgovara pocetnoj relaciji (5.16).

DEFINICIJA T PRIMJERI EKVIPOTENCIJALNIH PLOHA:

Ploha na kojoj je potencijalna energija stalna naziva se ekvipotencijalnom plohom. U slucaju
homogenog gravitacijskog polja potencijalna energija je stalna ako je koordinata z stalna.
(vidi (5.34)). Znaci da su u ovom slucaju ekvipotencijalne ravnine horizontalne plohe.
Primjeri takvih ekvipotencijalnih ploha su povrSine jezera i mora. Primjena ekvipotencijalnih
vremena poznata je jo§ bar od staroegipatskih graditelja koji su spojene cijevi ispunjene
vodom koristili za nivelaciju tocaka! Inspekcijom izraza (5.37) i (5.43) vidimo da u tom
slucaju potencijalana energija zavisi samo o radijusu polozaja tijela. Sukladno tome
zakljuCujemo da su ekvipotencijalne plohe u tim slucajevima kugle. Vazno svojstvo
ekvipotencijalnih ploha slijedi iz (5.4). Naime ako se mi¢emo po ekvipotencijalnoj plohi, po
definiciji je dP=0, a prema (5.4) i element rada sile je takoder jednak nuli! Dok se gibamo po
ekvipotencijalnoj plohi ne vrSimo rad protiv sile za koju je ploha definirana!

SILNICE I GRADIJENT POTENCIJALNE ENERGIJE:

Silnicama nazivamo linije koje u svakoj prostornoj tocki pokazuju smjer sile. Pokazat ¢emo
da je smjer sile, koja ima ekvipotencijalne plohe okomit na ekvipotencijalnu plohu! Izaberimo
tocku na ekvipotencijalnoj plohi. Kroz tu tocku povucimo tangencijalnu ravninu. Diferencijal
potencijalne energije dok smo u tocki dodira tangencijalne ravnine s ekvipotencijalnom
plohom i$¢ezava dok je diferencijalni pomak unutar tangentne ravnine. Postavimo koordinatni
sustav tako da su u tangentnoj ravnini osi X iy, a 0s z je na njih okomita. U tako odabranom
sustavu je u tocki dodira:



gradP=)%a—P+)38—P+2a—P (5.47)
ox oy oz

no znamo da se P ne mijenja u smjerovima unutar tangencijalne ravnine; stoga parcijalne
derivacije po x 1 y varijabli i§Cezavaju. Preostaje zakljuCak da je gradijent potencijalne
energije okomit na ekvipotencijalnu plohu! Kako su gradijent potencijalne energije i smjer
odgovarajuce sile povezani relacijom (5.33), to je 1 smjer sile okomit na ekvipotencijalnu
plohu! U primjeru homogenog gravitacijskog polja ekvipotencijale su horizontalne a silnice
vertikalne. Kod slucajeva kuglastih ekvipotencijala, silnice su radijalne (u smjeru radijusa).

Gradijent potencijala je uvijek usmjeren duz smjera najbrzeg porasta potencijalne energije
u zadanoj tocki. To proizlazi iz (5.27), koju mozZemo napisati i kao dP = gradP - dr . Drzimo
li modul pomaka i gradijent konstanim, a variramo samo kut medu njima, ocito dP ima
najvecu vrijednost kada su gradijent i pomak paralelni!

POTENCIJAL:

Potencijal se definira kao omjer potencijalne energije tijela i iznosa one veli¢ine na koju se
potencijalna energija odnosi. Tako je gravitacijski potencijal nekog tijela jednak omjeru
gravitacijske energije koju probno tijelo ima u gravitacijskom polju i1 iznosa mase probnog
tijela. Elektricki potencijal je omjer elektricne potencijalne energije koju u polju tijela ima
probni naboj 1 iznos probnog naboja. U literaturi postoji viSe simbola za potencijal, stoga
¢emo ovdje upotrebljavati jednostavno punu rijec, a indeks ¢e oznacavati vrstu.

GM

r
G je gravitacijska konstanta, M je masa tijela koje proizvodi gravitacijsku silu, a r je
udaljenost od tijela na kojoj se gravitacijski efekt opaza. Jedinica za gravitacijski potencijal je
Jkg.

Potencijal, = — (5.48)

Potencijal ,,, = k0 (5.49)

r
Q je naboj koji proizvodi elektricnu silu, k je konstanta iz Coulombovog zakona, a r je
udaljenost na kojoj se promatra elektricko djelovanje naboja Q. Jedinica za elektricki
potencijal je J/ C. (Joule podijeljen s Coulombom).

SNAGA:

Snaga je veli¢ina koja prati brzinu vrSenja rada:

Snaga = a (5.50)
dt

Uzimajuéi u obzir (5.2)1(5.50) imamo:

Snaga:d—WzF'dgzﬁ'-ﬁ (5.51)
dt dt

Gdje je v brzina kojom se sviadava sila F . Jedinica za snagu je Watt=J/s .



ZAKONI SACUVANJA ENERGIJE I IMPULSA ZA SUSTAVE
TIJELA:

VELICINE KOJE OPISUJU TIJELA 1 SUSTAV:

Sustav od N tijela sadrzi tijela koje indeksiramo indeksom ,,i* kao njegovom individualnom
oznakom. Na i-to tijelo moze djelovati vanjska F,

iv

ili pak sila s tijela j . Silu kojom tijelo j

djeluje na tijelo i oznagavamo s F_,. Rezultantna sila na i-to tijelo IEi je suma vanjske sile i

joie

sila kojim sva druga tijela sustava djeluju na tijelo ,,i :

T dv,
F :Fi,v+Z'Fj»i :miéi :mid_'[l (6.1)
j=1

U (6.1) oznaka sume s crticom: Z' podsjeca da se suma ne odnosi na ¢lan u kojom su dva

indeksa identi¢ni .

ZAKON SACUVANJA ENERGIJE ZA SUSTAV TIJELA POD DJELOVANJEM
KONZERVATIVNIH SILA:

Relaciju (6.1) mnozimo s vektorom diferencijala puta i-tog tijela:

- - av,
F -ds; +Z:'Fj—n -ds; =m, d—t'~d§i =m;V,.dv, (6.2)
i
Individualne radove na svim tijelima moZzemo posumirati po indeksu i:
2
= - m.v.

Z'( F -ds, +Z'Fj—>i -ds; ): dz# (6.3)

- J. i

Radi preglednosti uvodimo slijedece pokrate:
Diferencijal rada svih vanjskih sila jest:

dw, =Y F,, -ds; (6.4)

dP=->"'F_ -ds=d( >R, ) (6.5)
i,j po parovima

dP; =—F;(ds, —ds,) (6.6)

dP je diferencijal ukupne potencijalne energije koji se dobiva iz sume potencijalnih energija
za medudjelovanje sviju parova tijelaP, ; , uz pretpostavku da se za svaki par taj diferencijal
potencijalne energije formira u potpunoj analogiji s izrazom (5.4) koji opisuje tvorbu
diferencijala za danu konzervativnu silu (6.6). S desne strane (6.3) stoji diferencijal ukupne
kineticke energije koja je suma kineti¢kih energija sviju tijela. Tako (6.3) moZemo C¢itati i kao:
dw, =dP +dT (6.7)

Ukupni rad vanjskih sila trosi se na sumu povecanja potencijalne 1 kineticke energije sustava.
Takoder je ocito , ako vanjskih sila nema (kazemo da je sustav izoliran), tada mu je ukupna
energija sacuvana .



ZAKON SACUVANIJA IMPULSA ZA SUSTAV TIJELA:

Mozemo ponovno napisati izraz (6.1):

LN av.,
F=F,+)'F=ma=m—"
= dt
Mozemo provesti sumaciju po indeksu tijela i :

- - d "
ZFi,v +ZZ'FJ—>i :a ‘ m;V; (6.8)
i [ [

Kako su sile unutar para dva tijela( i,j) i( j.i) jednake i suprotnog smjera prema tre¢em
Newtonovom zakonu, to dvostruka suma u (6.8) iScezava. Nadalje suma svih impulsa tijela

sustava se oznatava kao P, to mozemo zakljuditi da je rezultantna vanjska sila (zbroj svih

vanjskih sila) jednaka vremenskoj derivaciji ukupnog impuls P :

= _yE Qg P

i
Ako lijeva strana u (6.9) iS¢ezava , tada je vremenska derivacija ukupnog impulsa jednaka
nuli, to jest impuls je stalan u vremenu!

F,=0 = P=¢ (6.10)

U (6.10) nas vektor C asocira na vremenski nepromjenljivi vektor.
VEKTOR POLOZAJA SREDISTA TROMOSTI SUSTAVA TIJELA:

Definiramo vektor polozaja tocke koju ¢emo kasnije nazvati srediStem tromosti kad
dokazemo njena posebna svojstva:

2. M
R=- (6.11)

2m,
Vratimo se relaciji (6.9):

= 2
_’V :iZ:ml\_/.I :i mlﬁzd—MF_é (6.12)
dt dt dt dt’

oL

Gdjeje M = Zmi . Do konacnog izraza u (6.12) smo dosli prosirivs§i sumu s izrazom M/M i
1

definicijom (6.11). 1z (6.12) opazamo prvo vazno svojstvo koordinate R: Ona se ponasa kao

da rezultanta svih vanjskih sila djeluje u njoj, kao da je u njoj masa cijelog sustava i nastaje

njena akceleracija po drugom Newtonovom zakonu! Mozemo zakljuciti da je navedenim

opravdan naziv srediSta tromosti za sustav tijela. Moze se pokazati dodatna relacija, koja

potvrduje gornji naziv:

~ d d -
P=mvV.=—>) mrr=M—R 6.13
Z | | dtz 11 dt ( )



Impuls sustava se moze napisati kao produkt ukupne mase sustava i brzine srediSta tromosti
sustava.

Cesto se daju ilustracije ponasanja polozaja sredita mase koja slijede iz (6.12) .
Primjer gibanja sustava tijela u homogenom gravitacijskom polju:

F, =Y F,=>mg=Mgj=MR (6.14)
Slijedi:
R=g (6.15)

SrediSte tromosti sustava pada jednoliko akceleracijom g. Ovo je netrivijalna izjava jer medu
dijelovima sustava djeluju i medusobne sile, no to ne mijenja ponasanje i putanju sredista
tromosti. Jedan je primjer projektil izbacen koso uvis, koji tijekom letenja eksplodira. Od
prije znamo da bi putanja cijelog projektila (dok je trenje sa zrakom zanemarivo) bila
parabola. Koristimo (6.12), vanjska sila je gravitacijska, a mi smo upravo pokazali u (6.14)
da je akceleracija g, usmjerena prema dolje. Ako je tijelo imalo pocetnu brzinu koso u odnosu
na horizontalu, putanja je paraboli¢na. Dakle srediSte tromosti putuje kao i za cijeli projektil.
Eksplozija se manifestira unutra$njim silama koje prema (6.12) nemaju utjecaja na gibanje
centra tromosti.

SUDARTI:

Sudari tijela su zanimljiv 1 instruktivan primjer primjene zakona sacuvanja energije, impulsa 1
koncepta srediSta tromosti. Nacinit ¢emo najprije razmatranja sudara dva tijela u jednoj
dimenziji (bez trenja) jer je slucaj blizak intuiciji. Medutim , veli¢ine koje ¢emo sresti i
rezultati koje ¢emo dobiti prakticki ¢e se moéi generalizirati na sudare u prostoru
mnemotehnicki jednostavnim receptom. Umjesto skalarnih veli¢ina trebat ¢emo za koordinate
i brzine pisati vektore!

SUDAR DVA TIJELA U JEDNOJ DIMENZIJI:

Tijela oznacavamo indeksima 1 i 2 , mase tijela s m ,brzine s v prije sudara a v' poslije sudara.
Razmatramo sudar izvan utjecaja drugih sila. (Na primjer na zra¢noj klupi gravitacijska je sila
uravnotezena sa strujanjem zraka iz rupica na klupi; time je rezultantna sila jednaka nuli).
Jednodimenzijski koordinatni sustav je takav da su koordinate desno od ishodista pozitivne a
lijevo negativne. U odsustvu vanjskih sila ukupni impuls P je sacuvan (6.10), tako mozemo
pisati:

P=myv, +myv, =mV' +myV',=(m, +m,)V = MV (6.16)

M je ukupna masa a V je brzina srediSta tromosti.

Odbijanjem druge relacije s desne strane od druge 1 trece relacija s lijeve strane imamo:

m, (v, =V)+m,(v, =V)=0=m,(V',-V)+m,(V',-V) (6.17)
Uocimo da su u gornjim izrazima razlike brzina zapravo relativna brzina u odnosu na srediste
mase. Nadalje u anglosaksonskoj literaturi srediSte se mase zove Center of mass s kraticom
CM, to ¢emo relativne brzine u (6.17) biljeziti v s indeksom tijela na koji se odnose 1
oznakom CM. Time (6.17) piSemo u novoj notaciji:

MView +MyVaeu =0=MV, gy +MV', gy (6.18)



Od velike su koristi i relativne brzine medu tijelima dobivene jednostavnim odbijanjem brzina
u pocetnom sustavu:
Ve =V, =V, =Voem ~Viem V=V =V on —V'iew ) (6.19)
Lijeve strane relacija (6.18) i1 (6.19) mozemo vidjeti kao sustav dvije jednadzbe s dvije
nepoznanice za brzine u srediStu tromosti (one s indeksom CM) i izraziti ih preko relativne
brzine:

m m
View =—————V,  V,gy =———V (6.20)

r r

m, +m, m, +m,
Koristenjem desnih strana relacija (6.18) 1 (6.19) analognom procedurom imamo :

m m
View = _mszmzv'r Viem = mlTlsz'r (6.21)
Sada smo u srzi problema. Tijekom studija mnogih procesa sudara, ¢ak i u najmodernijem
sudarivacu LHC u CERN-u, fizikalno promatranje je najtransparentnije u CM sustavu, jer u
njemu nema dodatnih translacija sustava koje maskiraju bit. Fizikalno pitanje jest kako iz
veli¢ina (6.20) koje su odredene pocetnim brzinama i masama odrediti (6.21) to jest rezultate
sudara. Kada se ovo pitanje rijesi, transformacijama koje su obrat slijedu (6.16) do (6.20)
dobivamo rezultate u poc¢etnom sustavu! Da bismo na to pitanje odgovorili potrebno nam je
znati da li se tijekom sudara iz unutrasnjih svojstava tijela koja se sudaraju u sustav dodala ili
oduzela energija. Jedan primjer jest: u trenutku kontakta nastaje eksplozija, koja povecava
kineticku energiju sustava ili obrnuto: dio energije pretvori se u zagrijavanje tijela i smanji
kineticku energiju sustava. Prvi slu¢aj zovemo egzotermnim procesom , a drugi endotermnim
procesom. Najjednostavnija je klasa sudara u kojima nema promjene kineticke energije; ta se
klasa naziva elasticnim sudarima. Ubrzo ¢emo pokazati da je u jednodimenzionalnom
elasticnom sudaru konac¢na relativna brzina po apsolutnom iznosu jednaka pocetnoj relativnoj
brzini. Dakle imamo dvije moguénosti:
V', =V, ili V', =-Vv, (6.22)
U prvom slucaju prema (6.21) imamo da su brzine u CM nakon sudara iste kao (6.20) to jest
prije sudara. Ovo je slucaj u kojem kao da sudar nije ni nastupio. U drugom sluc¢aju nakon
sudara vrijedi:
Viw=—2 v, Vg =y (6.23)

r r

m, +m, m, +m,
Iz (6.23) lako dobivamo brzine tijela u pocetnom sustavu znajuc¢i da se one dobiju zbrajanjem
brzine centra tromosti V i brzine u centru tromosti koje smo upravo izracunali. (vidi komentar
o brzinama u sustavu sredista tromosti u tekstu ispod (6.17). Dakle vrijedi:

m,v, +m,v m m, —m 2m
V=V 4V gy=—"t—2+—2— (v, -V) =——2V + 2 v, (6.24)
m, +m, m, +m, m, +m, m, +m,
m,v, + m,v m 2m m, —m
V=V 4V, gy =———2+ L—(v,—V,) = v, +—2—1Lv, (6.25)

m, +m, m, +m, m, +m, m, +m,



Iako je ovo elementarno razmatranje, izraz (6.24) je fundamentalno vazan za konstrukciju
nuklearnih reaktora poput onog u Krskom. Bez ulaska u detalje rada reaktora spominjemo da
se pri nuklearnoj fisiji oslobada nama potrebna energija raspadom uranove jezgre ali se
oslobadaju 1 neutroni potrebni za nastavak lancane reakcije to jest spontanog nastavka
fisijskog procesa na preostalim jezgrama urana. No ti neutroni su prebrzi za efikasan nastavak
procesa i treba ih usporiti (termalizacija neutrona). Usporavanje neutrona moze se €initi samo
sudarima s drugim jezgrama. Tu se doslovno primjenjuje relacija (6.24). Dodajmo da neutron
uzimamo kao &esticu 1 a jezgru usporivaéa kao Gesticu 2. Cestica 2 poéetno miruje v, = 0.

Iz (6.24) je ocito da neutron poslije sudara ima to manju brzinu , §to je manja razlika neutrona
1 jezgre s kojom se sudara. Stoga se kao usporivaci (moderatori) upotrebljavaju materijali
nacinjeni od lakih jezgri. Najefikasnije usporavanje je na jezgrama vodika; brzina neutrona
nakon sudara s protonom koji ima gotovo jednaku masu kao i neutron u slucaju centralnog
sudara (slu¢aj jednodimenzionalnog sudara) je i prema (6.24) jednaka nuli!

Vratimo se sada pitanju iznosa relativne brzine poslije sudara na kojem smo nakon relacije
(6.21) razmatrali samo slucaj elasti¢nih sudara.

Kinetic¢ka energija u laboratorijskom sustavu i sustavu CM:

Laboratorijski sustav je onaj u kojem smo zapoceli originalna razmatranja. Nuklearni fizicari
obicavaju zvati laboratorijskim sustavom onaj u kojem projektil pogada mirnu metu, no to
nije nuzno tako. U laboratorijskom sustavu , generalno, obadva tijela mogu imati brzine. Izraz
za kineticku energija dva tijela lako piSemo pomocu njihovih laboratorijskih brzina, a u
drugom koraku te brzine mozemo izraziti kao zbroj brzine sredista tromosti : V 1 brzine u
sustavu centra tromosti:

T =%m1V12 +%m2v22 :%ml(vl,CM +V)? +%m2(V2,CM +V)? =

= %(m1 +MV 2 +V (MY, gy + MV, e )+%mlv17CM 2 +%m2V2,CM P = (6.26)
— l MV 2 + lmv 2

2 2m, +m,
Pri sredivanju (6.26) osim opisa koraka za prvi red iznad same formule, u srednjem redu smo
iskoristili svojstvo da u CM impuls sustava iS¢ezava (relacija (6.18). Transformaciju dva
posljednja ¢lana srednjeg reda u posljednji ¢lan tre¢eg reda student ¢e lako provjeriti preko
relacija (6.20) koje povezuju brzine u CM s relativnom brzinom. Prvi ¢lan tre¢eg reda u (6.26)
ima oblik koji zasluZuje naziv kineticka energija srediSta tromosti (centra mase). Drugi ¢lan
potjece od dva posljednja ¢lana srediSnjeg reda i to je jasno kinetiCka energija dva tijela u
sustavu srediSta tromosti.

Sada mozemo obraniti tvrdnju iz (6.22). Kod elasti¢nih sudara ukupna kineticka energija je
sacuvana. Nadalje prema posljednjem u nizu izraza za ukupnu kineticku energiju T (6.26) prvi
se ¢lan ne mijenja, jer se ukupna brzina V srediSta tromosti se ne mijenja. Tako zaklju¢ujemo
da se iznos relativne brzine v, takoder ne mijenja!

Potpuno neelasti¢an sudar:
U njemu dva tijela po sudaru putuju zajedno, to jestv,'= 0. Time je ukupna kineticka energija
po sudaru:

T'= % MV 2 (6.27)



OPCI SUDAR DVA TIJELA U PROSTORU:

Sada ¢emo poop¢iti formalizam iz gornjeg odsjecka kroz dva aspekta. Najprije, gibanje vise
ne ¢e biti ogranic¢eno na jednu dimenziju; produkti sudara moéi ¢e se gibati po prostoru. Zatim
¢emo dozvoliti da tijela promjene iznose svojih masa. Ovo ¢emo medutim naciniti na nacin da
je ukupna masa saCuvana, to jest mase dviju Cestica zbrojene prije i poslije sudara su iste.
Mase prije imat ¢e indekse 1 1 2, a poslije 3 1 4. Ovo ¢inimo kako bismo zapravo gotovo
korektno razrijesili problem kinematike niskoenergijskih nuklearnih reakcija s dva tijela u
kona¢nom stanju! Rijeci niskoenergijske reakcije zapravo kazu da su brzine projektila tijekom
procesa bitno nize od brzine svjetlosti. Uvjet saCuvanja mase:

m+m,=m;+m, =M (6.28)

u nuklearnim reakcijama je ispunjen do reda veli¢ine 1 promila, a koristan nam je u proracunu
relativne brzine poslije sudara. Procedura koja slijedi je identi¢na onoj iz gornjeg odsjecka;
jedina je razlika pojava vektorskih oznaka u izrazima za brzine! Pocinjemo sa sacuvanjem
impulsa u punoj analogiji s (6.16):

P=my, +m,V, =m,V, +m,V, =(m, +m,V = MV (6.29)
Uvodimo broj¢ani pokazatelj promjene kineticke energije u sustavu, Q vrijednost reakcije u
nuklearnoj fizici ili opcenito Q vrijednost procesa povezan s kinetickom energijom prije
sudara T 1 kinetickom energijom poslije sudara T' relacijom:

Q =T'-T . Pretpostavlja se da znamo pocetne uvjete (mase, brzine, Q vrijednost i konac¢ne
mase) ostaje otvoren problem predvidanja brzina nakon sudara. Dva vektora kona¢nih brzina
predstavljaju Sest nepoznanica. Postoje zakoni sacuvanja energije i impulsa. Oni predstavljaju
Cetiri uvjeta koji se na izbor mogucih konac¢nih stanja postavljaju. Ako meta miruje, postoji
simetrija oko upadne osi projektila. Time se postavlja jo§ jedan uvjet na varijable kona¢nog
stanja. Vidimo da je preostala samo jedna nepoznanica 1 nju se Cesto izabire kao kut jedne od
izlaznih Cestica. Nakon izbora kuta, sve druge veli¢ine su odredene zakonima sacuvanja!

Pisanjem vektorskog analogona relacije (6.17) imamo:

m,(V, V) +m,(V, =V)=0=m,(V, =V) +m, (V, -V) (6.30)
Gornji izrazi u okruglim zagradama su zapravo brzine projektila u sustavu srediSta tromosti
(CM):

\71,CM = \71 -V VZ,CM = \72 -V \73,CM = \73 -V \74,CM = \74 -V (6.31)
Uvodimo nadalje relativne brzine prije sudara V, i poslije sudara V', :

—

Vo =V, =V =V, op —Viem (6.32)
1

\7'r = \74 - \73 = \74,CM - \73,CM (6.33)
Oponasanjem koraka kombiniranja (6.18) 1 (6.19) u (6.20) dobivamo i1z (6.30) 1 (6.32) :

_ m, _ m

Vigy =————V Vyoy =———V 6.34
1,CM ml + m2 r 2,CM ml + m2 r ( )

A kombiniranjem (6.30) 1 (6.33) :

_ m, _, m, _,

Viem = v r Vaem =7 —V r (6.35)

m, +m, m, +m,



Sad je posve jasno da se rjeSavanje problema svelo samo na odredivanje V', . Naime kad njih
znamo, (6.35) daje konacne brzine u CM, a relacije (6.31) nas vracaju do vrijednosti brzina
poslije sudara; brzinu sustava centra mase lako raCunamo iz ukupnog impulsa i ukupne mase.
Vratimo se sada relaciji (6.26):

1 I mm
T=—MV?4+——2 v’

2 2m,+m,
Njen izvod mozemo ponoviti istim argumentima kakvim se izvelo (6.26).
Isto vrijedi i analogna relacija nakon sudara:

m.m

T=dimye L MM o
2 2m,+m,

Kako su kineticke energije povezane s Q vrijednos¢u procesa, vrijedi:
T'=T+Q (6.38)
Sto zajedno s (6.36) i (6.37) omogucuje izratun relativne brzine nakon sudara:

(6.36)

(6.37)

I mym,
2m, +m,

I mm
vi= ——2.v’4+Q (6.39)
2m,+m,
Potpuno odredenje vektora V', nafinimo koriste¢i njegov iznos iz (6.39) i proizvoljnim

odabirom kuta u CM. Tada ve¢ opisanom procedurom slijede sve ostale CM 1 laboratorijske
brzine! Tako student ima u rukama formalizam za proracun kinematike nuklearne reakcije s
dva tijela u kona¢nom stanju , to jest vezu izmedu kuta pod kojim projektil izlazi u sustavu
CM i njegove brzine/ kineticke energije u ostalim sustavima.

Veza medu kutovima emisije tijela poslije sudara za laboratorijski i CM sustav:

Za laboratorijski sustav se obi¢no odabire onaj u kojem tijelo-projektil ima brzinu, dok tijelo s
kojim se sudara (meta) miruje. Tada imamo jednoznacno odreden vektor brzine CM sustava:

- mv
gm0

projektil (640)

M ekt + M

projekti mete

Kako se brzine vektorski zbrajaju, to medu brzinama tijela u sustavu CM Vg, 1
laboratorijskom sustavu V,,, postoji jednostavna veza:

Vio =V + Ve (6.41)

Kut emisije u laboratorijskom sustavu 4, je kut izmedu vektora Vi V,, » a kut u sustavu

sredista tromosti J,, je kut izmedu vektora V i Vg, . Ako je jedan od kutova zadan i ako su

poznati iznosi dva vektora, trigonometrija nam daje drugi kut!
Razlikujemo tri moguénosti:
Vey <V (6.42)

Crtanjem kruznice s radijusom V., koja ne dostize duzinu V zakljucujemo da postoje dva
kuta 4., koji daju isti 9, . Takoder §,, u tom sluaju ne moze prije¢i maksimalnu

vrijednost odredenu omjerom Vv, /V .

Vey =V (6.43)
U tom slucaju je maksimalna vrijednost 9, =90°. Tre¢a je moguénost:
Vey >V (6.44)

U tom slucaju je korespondencija laboratorijskog kuta i kuta u sustavu srediSta tromosti
jednoznacna!



ZAKLJUCNO O SUDARIMA

Sudari su jedino sredstvo za istraZivanje interakcija u nevidljivom mikrosvijetu. To se ilustrira
studentima jednostavnim simulacijama: roj kugli se lansira prema koso postavljenoj ploci u
odnosu na njihovu trajektoriju. Sve kugle koje se sudaraju s plocom reflektiraju se od nje pod
istim kutom i s istom brzinom/energijom. Detektori sa strane bi to registrirali. Kada smo
ravnu plo¢u zamijenili kruznim profilom, kugle su se rasprsile na sve strane. Da ne mozZemo
o¢ima pratiti tijek sudara, mogli bismo iz kutova refleksije i brzina kugli rekonstruirati oblik i
svojstva ploce (na primjer gubitak kinetiCke energije ako kugle sudarom gube energiju 1 griju
plo€u). Na istom principu i danas na najsnaznijim ubrzivacima svijeta vrSe se istrazivanja o
konstituentima svijeta 1 njthovim medudjelovanjima kroz sudare. Tako je na primjer klju¢ni
dokaz otkri¢a W bozona bio i manjak impulsa rezultata sudara s jedne strane snopa, jer je na
to stranu W bozon emitirao neutrino, nama tesko detektabilnu cesticu, pa zakon impulsa
prividno nije vrijedio. Ukljuenjem impulsa nedetektiranog neutrina, kinematika procesa
stvaranja W bozona je bila zadovoljena; to je bio dokaz postojanja W bozona. I sam neutrino
je bio otkriven istim receptom. U takozvanim beta raspadima nije bila zadovoljena kinematika
procesa, jer je impuls iz procesa iznosio ve¢ spomenuti neutrino. Kada je Nobelovac Pauli
ukljucio pretpostavku o egzistenciji neutrina, zakoni sacuvanja energije i impulsa su opet
vrijedili, a ujedno je otkrivena nova Cestica: neutrino. Neutrino je naknadno i eksperimentalno
direktnije detektiran, ali prvi znak njegove egzistencije je bilo inzistiranje na zakonima
sacuvanja energije i impulsa, koji su temelj razmatranja u sudarima , kako smo gore pratili.

RAKETNI POGON

Postoji vazni primjer primjene zakona saCuvanja ukupnog impulsa sustava u kojem njegove
komponente nemaju stalne mase. Svemirski brod, izvan djelovanja drugih sila, zajedno sa
svojim ispusnim plinovima predstavlja izolirani sustav, ¢iji ukupni impuls je sacuvan, a
njegova derivacija po vremenu je jednaka nuli. U jednodimenzionalnoj geometriji gibanja
uvodimo slijede¢e oznake: vremenski promjenljiva masa rakete: m. Trenutna brzina rakete:
V.

Brzina izbacivanja plinova mjereno relativno s obzirom na raketu:V,. Kako je derivacija

ukupnog impulsa jednaka nuli , mozemo napisati:

0=mv+vm+(v-V,)(=m)=mv+V,m (6.45)

Ako pretpostavimo da masa raketa opada linearno u vremenu,

m=m, —ot (6.46)

Iz toga slijedi deriviranjem:

m=-« (6.47)

(6.47) uvrstenjem u (6.45) daje diferencijalnu jednadZbu za brzinu rakete:
v oV, aV,

a m m, —at

Integriranjem (6.48) dobivamo izraz za brzinu rakete:

(6.48)

0

m
v=v(t=0)+V, In—2>— 6.49
( )+V, S (6.49)



Ovakva jednadzba bila je orijentir za pripremu raketa u transportne svrhe. Jasno, u uvjetima
na Zemlji ili u gravitacijskom polju, treba dodati i vanjske sile, $to komplicira rjeSavanje, No
ulogu brzine izbacivanja, mase i ispustanja mase imamo ovdje sve jasno reprezentirane i
spremne za optimiranje konstrukcije. Problem je jasan: kako posti¢i §to vecu brzinu rakete!



IMPULSNI MOMENT I MOMENT SILE:

U gibanju sustava Cestica , a narocito pri gibanju tijela , veliku pomo¢ nam pruza veli¢ina
koju knjizevno zovemo impulsni moment. U proslosti hrvatske fizike upotrebljavao se termin
kutna koli¢ina gibanja, a engleska literatura koristi i kod nas neknjizevno upotrebljavan
angular momentum.

Korisnost ove veli¢ine vidjet ¢emo iz vrlo jednostavnog razmatranja povezanog s drugim
Newtonovim zakonom. PomnoZzimo taj zakon s lijeva vektorski s radiusvektorom:

L = . dp d .
FxF=Fx——=—(f 7.1
X il ULl D) (7.1)

—

. . e e ar . . . ..
Naime pri vremenskom deriviranju veli¢ine Fx p ¢lan ax P iSCezava. Radi relacije (7.1)

je jasno da je veli¢ina I x p konstanta u vremenu ukoliko nema vanjske sile ili ukoliko je

djelovanje vanjske sile kolinearno s radiusvektorom (slucaj centralnih sila kao na primjer
gravitacija ili elektri¢na sila). Tako se uvodi po definiciji veli¢ina:

—

L=Fxp (7.2)
impulsnog momenta. I inace, ako imamo neku veli¢inu i vektorski je mnozimo s
radiusvektorom dobivamo njen moment. Tako i1 veli¢ina s desne strane relacije (7.1) je
moment sile: M . Znajuéi ove definicije (7.1) se pise uobicajeno:
Vi

dt
Kao $to smo ve¢ spomenuli moment impulsa je vrlo upotrebljiv kod centralnih sila na jedno

tijelo, ali ima veliku ulogu i pri sustavima mnogo tijela odnosno pri promatranju gibanja
krutih objekata.

(7.3)

SACUVANJE IMPULSNOG MOMENTA SUSTAVA CESTICA

Gore smo pokazali da za i-to tijelo vrijedi:
= d
FXF.:—I_’.’X_’- 74
Bali il (% B) (7.4)
Na i-to tijelo moze djelovati vanjska sila ili sila s nekog od tijela unutar sustava od N tijela:
— — N —
F=F,+ z' Fii (7.5)
j=1
Tada je suma momenata sviju sila na tijela u sustavu:
LMD MU VLIS I UEE S VAT T
i j i i i
Prvi ¢lan na desnoj strani izraza (7.6) je moment vanjskih sila. Drugi ¢lan je moment na

sustav od unutras$njih djelovanja. Zbroj momenata sila unutar jednog para se preko treceg
Newtonovog zakona svodi na izraz:

M =(f —T)x lfjai (7.7)
Za centralne sile razlika vektora u zagradi 1 sila su kolinearni pa je rezultat jednak nuli. Tako

od svih momenata sila u ukupnom momentu sviju sila na sastav preostaje samo suma
momenata vanjskih sila:

unutar para



Mvzzf;x'fi,v (78)

Tako je prema (7.6) vremenska promjena ukupnog momenta impulsa L prouzro&ena
isklju¢ivo momentom vanjskih sila:

dl -

—=M 7.9
i (7.9)
Znaci da odsustvo momenta vanjskih sila povlaci sacuvanje momenta impulsa sustava:
M,=0 = L=konst. vektor (7.10)

POKUS: Spiralna cijev po€inje rotirati ako u njenoj unutraSnjosti pregorimo nit, koja je
spreCavala njihov izlazak iz cijevi.

TEZISTE TIJELA:

Teziste tijela je koncept blizak srediStu tromosti tijela. Moramo medutim biti svjesni o nekim
suptilnim aspektima koji postoje oko njegove definicije. U slucaju da se tijelo nalazi u
homogenom gravitacijskom polju polozaji teziSta tijela 1 srediSta njegove tromosti
koincidiraju. Moment gravitacijske sile je ilustrativno mjesto na kojem mozemo nadiniti
usporedbu. Razdijelimo tijelo u segmente indeksirane op¢im indeksom i . Tako segment ima
masu M, , gravitacijsko polje na toj lokaciji daje segmentu akceleraciju §;, a polozajni

vektor segmenta je I;. Nadalje neka je suma masa svih segmenata M:

M = Z m. (7.11)
Tada je ukupni moment gravitacijskog djelovanja:

N =>"Fm xg, (7.12)
U slucaju da je vrijednost gravitacijskog ubrzanja stalna po svim segmentima:

g;=0 (7.14)
mozemo (7.12) pojednostaviti:

N:(Zmiﬁjxg:Mﬁwxg:MﬁTxg (7.15)

—

R; je upravo definiran prvim u zadnjim izrazom u (7.15). Jasno je iz relacije (7.15) da
gravitacija djeluje na kompozitno tijelo , u slu¢aju homogenog polja, kao da djeluje na
ukupnu masu kroz srediSte tromosti (CM). U tom slucaju konstatiramo da je polozaj sredisSta
tromosti identi¢an s teziStem , shvadenim kao hvatiStem gravitacijskog djelovanja.
Usporedbom (7.12) i (7.15) uvidamo da koncept teziSta postoji za homogeno gravitacijsko
polje. Nastojanje da ga se definira izvan tog konteksta nailazi na poteskoce. Naime, dok je
faktor ukupne mase lako izdvojiti, postoji poteskoca sa usrednjavanjem gravitacijskog dijela
radi njegove vektorske prirode.



DINAMIKA GIBANJA KRUTOG TIJELA :
KRUTO THELO:

Krutim tijelom nazivamo idealizaciju u kojoj su razmaci medu bilo kojim dijelovima
(to¢kama) tijela stalni. Cvrsta tijela , u kojima promjene razmaka medu dijelovima tako
sicusne da ih u proracunima moZemo zanemariti, su dobra aproksimacija krutog tijela. Opci
problem gibanja krutog tijela je dosta zamrSen i jedan je od tezih problema klasi¢ne
mehanike. Mnogo je jednostavniji problem gibanja tijela kojem se ne mijenja os rotacije; taj
¢emo dio najviSe razmatrati.

OPCA RAZMATRANIJA:

U Sestom poglavlju smo obradivali koncept srediSta tromosti i njegovu vezu s ukupnom
masom sustava sastavljenog od komponenti indeksiranih s i. Ponavljamo izraze (6.11)-(6.13)
koji se ticu djelovanja rezultantne vanjske sile F na sloZeni sustav.

R (7.16)
2.m
M=>"m, (7.17)
v 2
dt 5 dt dt dt
i dt dt
Kombinacijom (7.18) i (7.19) imamo i :
. d -
E-——P 7.20
i (7.20)
Za moment vanjske sile imamo vezu s momentom impulsa (7.9) :
~d -
M,=—L 7.21
T (7.21)
No ukupni moment impulsa mozemo ovako razloziti:
L=2Tx P =2 -R)xp+Rx2 P, (7.22)

Prvi ¢lan desne strane je o¢ito moment impulsa oko srediSta tromosti L., a drugi je moment

impulsa srediSta tromosti oko ishodista. Dakle zaklju¢ujemo iz (7.18) da srediSte tromosti
slijedi trajektoriju odredenu rezultantnom vanjskom silom. PonaSanje impulsnog momenta
sustava je odredeno momentom vanjske sile.



SLUCAJ TIJELA S JEDNOM NEPOMICNOM TOCKOM:

Tu to€ku izabiremo za ishodi$te. Koordinate pojedine tocke, njena masa i brzina su redom:
r;,m;,V; . Tada je moment impulsa sustava odreden:

L=>"Fxmy, =D Fx(MaxF)=>" mf x(@xF) (7.23)
=B M= M (-F) (7.24)

Kod tijela koja su oko nepomitne tocke sferno simetri¢na, Lié@ su kolinearni. Isto vrijedi za
slucaj da tijelo rotira oko osi svoje osne simetrije no opcenito relacija (7.24) pokazuje da
Liod imaju vrlo kompleksnu meduzavisnost. Na ovom mjestu raspored masa koji odreduje

tenzor tromosti ulazi direktno u jednadzbe. Tenzore drugog reda srest ¢e studenti tijekom
druge godine studija. Daljnja razrada problema gibanja krutog tijela vodi na Eulerove
diferencijalne jednadzbe; mi ¢emo razmatrati samo jednostavnije slucajeve, posebno one u
kojima os rotacije ne mijenja smjer. Tada je vazna projekcija momenta impulsa na os rotacije:

L-a=L,=a-[ @) x> mF(a-F) ] (7.25)
Uoc¢imo kut izmedu osi rotacije @ i T; radijvektora pojedine tocke: £L,T; ,

L, =w> mr’[ 1-cos’(La,T) ] (7.26)
tada produkt :

[ sin(£@,7) = p, (7.27)
predstavlja udaljenost tocke i od osi rotacije @ i vrijedi:

L, =) mp’ =al, (7.28)

Ova relacija kojom smo ujedno definirali moment inercije oko osi@, |, pruza nam priliku za

razvoj intuicije kod rotacije krutog tijela. Ta ¢e se intuicija proSirivati na druge aspekte
rotiranja. U posebnim uvjetima (na primjer vanjske sile ne daju moment sile, a tijelo rotira
oko svoje osi simetrije) , L, je stalan. Tada mijenjanjem momenta inercije (Sirenjem ruku

plesalice na ledu) dobivamo brze rotiranje tijela pri izvodenju piruete. U mnogim de
aspektima rotiranja kutna brzina biti analogon translacijske brzine, a moment inercije
analogon mase.

POKUS:

Na Prandtlovom stolcu demonstrirat ¢e se na vise nacina sacuvanje momenta impulsa: to su
promjene momenta inercije i promjena momenta impulsa dijela izoliranog sustava izazvana
unutrasnjim silama sistema. Pri Sirenju ruku osobe koja rotira, usporava se rotacija. Ako
osoba na Prandtlovu stolcu prisiljava kota¢ bicikla na rotaciju, sama pocinje rotirati suprotnim
smjerom. Takoder ¢e se pokazati posljedice preokretanja osi rotacije kotaca bicikla na stanje
gibanja osobe na Prandtlovom stolcu.



KOMPONENTE KINETICKE ENERGIJE SUSTAVA CESTICA:

Uobicajeni izraz za kineti¢ku energiju sustava Cestica transformirat ¢emo rastavljanjem brzine

pojedine sastavnice sustava u translacijski i rotacijski dio. Oznacit ¢emo s V brzinu srediSta
mase sustava, a s V,' brzinu kojom i-ta ¢estica rotira zajednickom kutnom brzinom @ .

I My = m V47 (7.29)
Izrazavaju¢i nadalje brzinu V,' koja potjece od rotacije preko kutne brzine @i vektora

polozaja i-te Cestice u sustavu srediSta tromosti F;', slijedi:
T :EZmiN+cf)x F')? =52miV2 +52mi(c?)>< £ 4V (@xT)) (7.30)

U izrazu (7.30) prvi ¢lan na desnoj strani sumira mase sustava uz zajednicki faktor i
predstavlja kineticku energiju translacije sustava.

Zsz MV2 gdje je M ukupna masa sustava (7.31)

translacue -

U istom izrazu na deSIlOJ strani drugi ¢lan predstavlja kineticku energiju rotacije zajednickom
kutnom brzinom a:

rotacue =5 Zm (a)X :%Zmia)zpi2 :%Cozzmipi2 :%Iwa)z (732)
Pri mampulacuama unutar (7.32) koristili smo udaljenost p; i-tog elementa od osi rotacije

kako je to formulirano u (7.27) 1 definiciju momenta inercije |, u izrazu (7.28).

Usporedbom (7.28) s izrazom za linearno gibanje objekta ili sustava vidimo da kutna brzina
ima ulogu analognu translacijskoj brzini, a moment inercije ima ulogu analognu masi. Ista
opazanja mozemo naciniti 1 usporedbom (7.32) s (7.31). Desni, posljednji ¢lan u (7.30)
iS¢ezazava jer sumacija radij vektora polozaja u sustavu srediSta tromosti daje nulu
(D_F'=0). Tako iz (7.30) kona¢no zakljutujemo:

1

T=twmveili et =T
2 2

translacije

+T (7.33)

rotacije

Ukupna kineticka energija krutog tijela moze se separirati u translaciju i rotaciju; Cesto
govorimo da imamo razli¢ite stupnjeve slobode: translacijske i rotacijske.



STEINEROV POUCAK O MOMENTIMA INERCIJE OKO PARALELNIH OSI

Steinerov poucak je od velike pomo¢i za proraCun momenta inercije, ako znamo vrijednost
momenta inercije oko osi koja prolazi srediStem tromosti, a mi raCunamo moment tromosti za
paralelnu os koja je za p,, udaljena od osi kroz srediSte tromosti. (zapravo mozemo govoriti

o vektoru p,, ,jer udaljenost od osi podrazumijeva mjerenje udaljenosti okomito na os!).

Kako u izrazima za moment inercije oko zadane osi vrtnje @ ulogu igra samo udaljenost od
te osi, mozemo u proratunu momenta inercije umjesto o cijelom vektoru polozaja I voditi
rauna samo o njegovoj komponenti okomitoj na os @ oznaéenoj kao p . Uvodimo slijedecu

dekompoziciju (rastavljanje) vektora udaljenosti od novog polozaja osi rotacije p; na vektor
udaljenosti iste i-te tocke od osi rotacije kroz srediSte tromosti p,' i vektor od nove osi do

osi kroz srediste tromosti: p,, . Tada vrijedi:

22 :,BCM +p5 (7.34)

Moment tromosti oko nove osi |, mozemo sada izraziti pomoc¢u onoga koje ima sustav za

vrtnju oko osi koja paralelno prolazi kroz srediSte tromosti |, ¢, :
I, = Z mipi2 = Z M, (Pew + O ')2 :Z M; Pcw e 2Pcm Z m; o, '+Z m; (o, ')2 (7.35)

U srednjem ¢lanu desne strane izraza (7.35) faktor sume iS¢ezava jer se radi o koordinati
srediSta tromosti u sustavu srediSta tromosti. Desni pak ¢lan istog izraza predstavlja moment
tromosti oko srediSta tromosti : 1, ¢, . Tako se (7.35) moZe napisati i kao:

I, =Mpg, T+ Iw,CM (7.36)

Moment inercije oko nove osi jednak je zbroju momenta inercije oko paralelne osi koja ide
srediStem tromosti i momenta tromosti koji bi imao objekt s ukupnom masom sistema M
koncentriran na udaljenosti razmaka dvije osi : pg, .



TEOREM ZA TANKI RAVNINSKI LIK I MOMENTE INERCIJE OKO OKOMITIH OSI

Pretpostavimo da je dimenzija ravninskog tijela zanemariva duz z-osi. Tada se pomocu
momenta inercije oko x-osi:

L= my/’ (7.37)
i momlenta tromosti oko y-osi:

= mx’ (7.38)
moze Iizraziti moment inercije oko z-osi:

L=>mp’ =>mx>+y)=>mx’+>my’ =1, +I, (7.39)

RACUNANJE MOMENTATA INERCIJE PRETPOSTAVKOM KONITUIRANE MASE

Do sada smo izraz za moment inercije pisali pomo¢u sume momenata inercije elemenata s
masom M, 1 udaljenosti od osi rotacije p;. U slijede¢em koraku ¢emo uzeti u obzir da tijelo
dijelimo u sve sitnije fragmenta (¢iji se broj prirodno povecava). Mase tih fragmenata
oznaCavamo s Am, . Tada mozemo prijeci na ideju da je masa kontinuirano raspodijeljena, pa
je njezin iznos na udaljenosti p;:dm . Tada mozemo sa zbrajanja po elementima prijeéi na
integriranje po kontinuiranoj varijabli:

1= p’Am, > [p’dm (7.40)

i

Ako je gustoa mase varijabilna po tijelu tada se diferencijal mase moze napisati preko
diferencijala volumena dV i iznosa gustoce mase u tom diferencijalu prostora. Ovaj izraz ne
¢emo napisati jer bi mogao studente formalno zbunjivati . Naime za gustou mase i za
udaljenost od osi rotacije se upotrebljava isto slovo p . Student moze sam, a bit ¢e pokazano i

na vjezbama izraCunati momente inercije nekih simetri¢nih tijela:

Prsten, obruc ili Suplji valjak polumjera R: | = MR? (7.41)

Puni valjak I = % MR? (7.42)

Stap oko sredista (duZina tapa:L) | = é ML (7.43)

Pravokutna ploda PRy (@* +b?) (7.44)
12

Kugla | = % MR* (7.55)

Studente moZe zanimati da se proracuni momenta inercije pojavljuju 1 u modernim dijelovima
istrazivanja kao §to je na primjer teorijsko predvidanje utjecaja kolektivnog gibanja nukleona
u atomskoj jezgri na moment inercije jezgre. Usporedba s eksperimentalnim podacima tada
pokazuje koliko je takav model dobar.

[lustrirat ¢emo upotrebu koncepata sedmog poglavlja na nekoliko primjera rotiranja tijela oko
njihovih osi simetrije.



VRTNJA VALJKA POLUMIJERA R OKO OSI SIMETRIJE MOMENTOM SILE:

Najprije uo¢imo da se op¢a veza momenta sile i momenta impulsa (7.21) u sluéaju fiksne osi
rotacije svodi na jednodimenzionalnu vezu:
¢ dt

gdje indeks @ oznacava da se radi o projekciji vektora smjer na @ . Primjenom (7.28) u (7.56)
nadalje dobivamo:

M, = wd—wzlma') (7.57)

dt

I u relaciji (7.57) opazamo novu analogiju translacije i rotacije: ovdje moment sile igra ulogu
kakwvu je kod translacije imala sila, moment inercije ulogu mase, a uloga kutne akceleracije:
o=a (7.58)
je analogna linearnoj akceleraciji! Ako silom F djelujemo tangencijalno na plast valjka
radijusa R,

RF =al (7.59)
Ovaj problem mozemo detaljnije razradivati upotrebom izraza iz tabele za momente inercije
raznih vrsta valjaka iz gornje tabele. Nadalje u razmatranje mozemo ukljuciti i obodnu
akceleraciju povezanu s kutnom akceleracijom relacijom:

a=oR (7.60)

(7.56)

VRTNJA VALJKA TIJELOM KOJE PADA POVEZANIM S VALJKOM S NITI

Dijagram sila objesenog tijela daje nam za njegovu akceleraciju (ujedno i obodnu akceleraciju
tocke na plastu valjka):

ma=mg-T (7.61)
Napetost nit T iz gornje relacije je ujedno i sila koja daje moment sile za vrtnu valjka:
TR =l (7.62)
Uvrstimo u (7.62) izraz za napetost niti iz (7.61) 1 vezu kutne akceleracije s obodnom (7.61):
m(g - Ro)R =wl (7.63)
Sredivanjem moZemo izraCunati kutnu akceleraciju:

i mgR
= R (7.64)

Vezom kutne i obodne akceleracije (7.60) mozemo iz (7.64) dobiti i ukljuéenje obodne
akceleracije a :

a(m+ %) =mg (7.65)

Ovo je vrlo poucna relacija za brzu procjenu uloge ukljucenja rotacijskog stupnja slobode u
sistem. Sa stanovista tijela koje pada njegova pogonska sila gravitacije mora tjerati ne samo
njegovu masu nego i efektivnu masul/R*. U problemima koji kombiniraju translaciju i
rotaciju tijela esto ¢emo uociti ovaj fenomen!



KOTRLJANJE VALJKA NIZ KOSINU BEZ OTPORA TRENJA

U problem se ukljucuje ¢injenica da valjak ne klize nego se po njoj kotrlja. Problem se moze
tretirati na viSe nacina, mi izabiremo pomo¢ zakona sacuvanja energije 1 u drugoj verziji
primjenu momenta tezine tijela oko linije dodira valjka i kosine. Kosina je nagnuta za kut o
prema horizontali.

(a) Primjena zakona sa¢uvanja energije
Deriviranjem zakona sacuvanja energije:

%Mv2 +% |y @ + Mgz = const. (7.66)
imamo :
. . dz
MW + I, a)a)+MgE:O (7.67)
Kako nema klizanja, vrijede slijedece relacije:
V=w-r a=owr dz/dt=-v-sina (7.68)
Njihovim uvrstenjem u (7.67) slijedi :
Mva+ 1o, —2o — Mgvsina =0 (7.69)
rr
Odakle je akceleraciju lako izracunati:
Mg sin o
a=——— 7.70
M+1/r? (7.70)

Ve¢ na ovom primjeru verificiramo komentar koji smo o efektivnoj masi s porijeklom od
rotacije (1/r*) naéinili uz (7.65).
(b) Moment tezine valjka

dL
Fx (M) = o= 7.71
(Mg) = (7.71)
Projiciranjem (7.71) na os rotacije (kutne brzine), slijedi:
Mg sin @ = |y, dogira * @ (7.72)

IzraZavanjem @ kao u (7.68) i pomocu Steinerovog teorema o momentima inercije oko
paralelnih osu imamo:

Mgrsina:%(ICM +Mr?) (1.73)

Sto je zapravo identi¢no (7.69) i vodi na isti konacni rezultat (7.70).
GIBANJE TANKOG VALJKA POD DJELOVANJEM SILE U RAVNINI VALJKA

a) Sila djeluje na pravcu koji prolazi sredis§tem mase:
F, =MR (7.74)

dW, = Fds = MR- dR = d(% Mv?) (1.75)

Rad vanjske sile povecava translacijsku kineticku energiju tijela



b) Tijelo je prisiljeno vrtiti se oko stalne osi:
Koristenjem izraza za moment sile i vezom s momentom impulsa:
dLCM

FxF, = . ol oy (7.76)

A projiciranjem na smjer vrtnje,

(F, = (:j_f I, (1.77)
MnozZenjem s d3=wdt i koriStenjem rd3=ds u (7.77) slijedi

dW, = F,ds = d(% Iy @) (7.78)

Rad vanjske sile povecava rotacijsku kineticku energiju.

¢) Sila djeluje okomito na plast valjka, ali tijelo nije uévrséeno
Jednadzbe (7.74) 1 (7.76) obadvije vrijede. Ukupni rad vanjske sile je rad na translacijskom 1
rotacijskom stupnju slobode:

dW, = d(% Mv2)+d(% oy @) (7.79)

Bitno je uociti da veza vi @ zavisi o geometriji problema , to jest o udaljenosti smjera sile od
srediSta mase.

VALJAK NA PODLOZI KOJA SE GIBA AKCELERIRANO (BEZ KLIZANJA)

Analizom problema imamo dva sigurna zakljucka. Ako podloga putuje akcelerirano
akceleracijom a', tijelo koje se po njoj pri tome prisiljava na kotrljanje (jer na njega djeluje
tangencijalna sila u smjeru a') takoder mora putovati akcelerirano akceleracojim a .

Postavlja se pitanje odnosa dvije akceleracije. Izborom srediSta tromosti za praenje veze
momenta sile i momenta impulsa imamo projiciraju¢i uobic¢ajenu vezu medu njima na os
vrtnje:

RF, = dl, (7.80)

Gdje je R radijus valjka, a F, tangencijalna sila koja djeluje na kontaktu podloge 1 valjka.
Znamo da se tijelo akcelerira pod djelovanjem F, .

F. =Ma (7.81)

S druge strane kutna akceleracija pomnoZena s radijusom valjka jest ¢lan razlike izmedu
akceleracijea'ia:

a'-a
w=— 7.82
R (7.82)
Supstitucijom (7.81) 1 (7.82) u (7.80) imamo:
RMa:a—I;aICM Ma:(a'—a)# (7.83)

Druga od relacija (7.83) moze kao i1 u svim dosadas$njim primjerima uzeti kao ilustracija uloge
efektivne mase u rotacijsko-translacijskim problemima. 1z iste relacije konac¢no slijedi:
a'l
a=——"M 7.84
Iy + MR? (7.84)



PRECESIJA ZVRKA

Problem koji razmatramo jest osno simetricni zvrk ; njegov moment inercije oko osi simetrije
jestlg, , vektor njegovog trenutnog polozaja srediSta tromosti u odnosu na toc¢ku oslonca
zvrka je T, a u njegovom srediStu mase ima hvatiSte tezina zvrka: M3 . Time gravitacija
proizvodi moment sile s obzirom na toCku oslonca zvrka rxMJ , pa imamo izraz za
derivaciju momenta impulsa:

I
r<Mg=— 7.85
9= (7.85)
Nacinimo aproksimaciju koja nije potpuno tocna, ali u velikoj mjeri jest:
L=0a-lg, (7.86)
Uvrstenjem (7.86) u (7.85) dobivamo:
do
FrxMg=I,, — 7.87
§=low (7.87)
No za vektore stalnog modula, Sto kutna brzina jest, imamo relaciju:
9 _6va (7.88)
dt

Gdje je Q kutna brzina rotacije kutne brzine @ . Dodajmo da je F =rw/w@. Kada ovo i
(7.88) uvrstimo u (7.87), dobivamo:

Oxo=—(M Gxo (7.89)
cm®@

odakle zaklju¢ujemo
O = MIr (7.89)

lov@
Ostavljamo studentu da razmiSlja Sto je uzrok poznatog fenomena precesije Zemljine osi

rotacije obzirom da taj zvrk nema uporista oko kojeg bi precesirao.

PRECESIJA ZEMLJINE OSI ; GODISNJA DOBA I KALENDARI

Zemljina os rotacije precesira s periodom od otprilike 26 000 godina. Zemlja se takoder nalazi
na elipti¢noj putanji u ¢ijem je jednom fokusu Sunce. Kako je ekscentricitet Zemljine putanje
malen, to godiSnja doba ne nastupaju radi varijacije udaljenosti Zemlja-Sunce, nego radi
inklinacije Zemljine osi rotacije obzirom na ravninu njene putanje. Vrlo mali broj ljudi zna
da je za vrijeme zimskog solisticija Zemlja blize Suncu nego za vrijeme ljetnog. Ekvinociji
su tocke kada ekvatorijalna ravnina prelazi preko Sunca. Sada nastupa sukob oko definicije
godine. S jedne strane je godinu prirodno smatrati vremenom potrebnim da se ponovi
istovjetni polozaj Zemlje prema zvjezdama stajaicama. No radi precesije , to bi znacilo da se
godisnja doba micu na tako definiranoj vremenskoj skali.

Dvije se godine razlikuju: sideralna godina je period za ponavljanje istovjetnog polozaja
prema zvijezdama stajadicama, a tropikalna za ponavljanje polozaja ptolaska Sunca
ekvatorijalnom ravninim.



1 sideralna godina - 1 tropikalna godina = 20 minuta 33 sekunde.
Dva kalendara Gregorijanski 1 Julijanski se razlikuju prema duljini tropikalne godine.

Gregorijanski kalendar uzima za tropikalnu godinu: 365,2425 dana, a Julijanski 365,25 dana.
Gregorijanski kalendar nastoji drzati proljetni ekvinocij na 21. ozujku. Plenetarno je
prihvacen Gregorijanski kalendar.

Iz ove razlike nastaju razlike u kalendarima zapadne i isto¢ne krS¢anske crkve.



STATIKA

Dio mehanike, u kojem se razmatra probleme ravnoteze krutih tijela ili sustava krutih tijela
zovemo statikom. Temeljne relacije statike ve¢ znamo , ali ¢emo ih jo§ jednom istaknuti.

Da bi kruto tijelo bilo u ravnotezi pod djelovanjem vanjskih sila FI , koje imaju pozicije

hvatiSta karakterizirane radijusvektorima [, mora rezultantna sila na tijelo iS¢ezavati

Isto vrijedi za sumu momenata vanjskih sila:
D ExF =0 (8.2)

Relacija (8.2) treba vrijediti izaberemo li bilo koju tocku za ishodiste. U nastavku ¢emo
pokazati ako vrijedi (8.1) i za jedan izbor ishodista vrijedi (8.2), tada (8.2) vrijedi za sve
izbore ishodista!

NEOVISNOST UVJETA MOMENTA SILA O IZBORU ISHODISTA

Pretpostavimo da je za tijelo ispunjen uvjet (8.1) i da postoji ishodisSna tocka za koju je
ispunjen uvjet (8.2). Odaberimo novu tocku kao ishodiste sustava i neka je njen radijusvektor
tada stare radijusvektore I; moZemo iskazati preko :

+T, (8.3)

gdje je 1, radijusvektor iste tocke ,,i* racunan od novog ishodista. Uvrstenjem (8.3) u (8.2):

0= Z( novi '_rnOV|XzF+zr XF (84)

Desm faktor prvog sumanda u (8.4) iS¢ezava prema (8.1), pa preostaje

Zr xF =0 (8.5)

Zakljucak je jednostavan: ako su dva uvjeta (8.1) 1 (8.2) simultano ispunjena obzirom na neko
proizvoljno izabrano ishodiSte sustava, isti uvjet je ispunjen s obzirom na bilo koji drugi izbor
ishodiSta. Ovo je od velike prakti¢ne koristi, jer izbor ishodiSta moZemo prilagoditi
rjeSavanom problemu.

FIOVI 4

r=r

I novi

STATIKA TIJELA U SLUCAJU DA SVE SILE IMAJU ISTO HVATISTE

Kako suma momenta oko hvatista iS¢ezava, preostali uvjet ravnoteze jest (8.1) to jest trazimo
da je i rezultantna sila nula. RjeSavanje se svodi na rjeSavanje geometrijskog slucaja trokuta ili
mnogokuta, ¢ije sve stranice vektorski posumirane moraju rezultirati u nulvektoru. U
problemima se koriste aproksimacije gibljivih , nerastezljivih niti bez mase i1 nesavitljivih
poluga bez mase uloZenih Cesto u zglobove u kojima mogu rotirati bez trenja. U rjeSavanju
problema s trokutom sila koristan je poucak:

F32 _ F22 _ F]Z
2FF,
Jednostavan primjer su dvije niti Ciji su jedni krajevi ucvrséeni, a na drugim krajevima je
objeSeno tijelo zadane tezine. Druga klasa primjera mogu biti poluge koje su na jednim

krajevima u zglobovima bez trenja, a drugi krajevi podupiru tesko tijelo.

cos £F,F, = (8.6)



STATIKA KRUTIH TIJELA:

Homogena greda opterecena teretom i1 poduprta nosa¢ima

Korektan crtez obuhvaca s jedne strane u¢vrséeni nosac, s druge strane nosac¢ na kotaci¢ima,
kako bi se gredi dopustila sloboda u longitudinalnom smjeru. Dok je greda neopterecena, ako
je njena vlastita tezina M @, intuitivno je jasno da su sile reakcije na nosacima jednake i
iznose —MQ /2. Student moze provjeriti da su time obadva uvjeta za ravnotezu ispunjena.
Rezultantna sila koja je zbroj tezine i reakcija nosaca jest nula, a isto vrijedi za zbroj momenta

sila. Naime uzmimo sredinu grede, u kojoj je rezultata teZine za ishodiSte. Moment sile teZe je
nula, a momenti reakcije nosaca , jednaki po iznosu imaju suprotne smjerove. Stoga je i

njihov zbroj nula. Kako dolazimo do gornjeg rjesenja , pa i onda kada je situacija
kompleksnija vidjet ¢emo iz konstrukcije u kojoj je greda dodatno opterecena teretom mase m
smjesStenom na udaljenosti x od kraja s uc¢vr§¢enim nosa¢em. Ukupna duZzina grede je 1. Kraj s
ucvrs¢enim nosacem indeksiramo s ,,1“ a drugi s ,,2“. Ako kraj 2 izaberemo za ishodiste,
imamo za uvjet iS¢ezavanja momenta sile:

IF, =—Mgl/2 - (1 -x)mg (8.7)
Izborom kraja 1 za ishodiste slijedi:

IF, =-Mgl/2 - xmg (8.8)
Sile reakcije F, i F, dobivajuse iz (8.7) 1 (8.8) jednostavnim dijeljenjem s 1!
Vaga jednakih krakova

Vaga je objeSena za objesiSte u tocki O. TeziSte vage je ispod objesiSta na polozaju ﬁT.
Lijevi kraj vage jednakih krakova se numerira kao 1 a desni kao 2. Na krajevima su tereti
masa M, i M, .Vagina poluga ima tezinu M, Ako tereti nisu jednaki (na pr. masa 1 je veca),

vaga ¢e se uravnoteziti s kutom nagnuca prema horizontali « . Iz uvjeta uravnoteZenja
momenata sviju sila oko objesista (uz duljinu kraka vage 1) imamo:
M,glcosa =M,glcosa + M gR; sinax (8.9)

Uz poznate mase M iM, za izmjereni kut « dobivamo masu M,. U homogenom
gravitacijskom polju vage su instrument velike preciznosti za usporedbu (mjerenje) masa.

Teret (Covjek) na ljestvama naslonjenih na zid

Ovo je Cesta realna situacija. Ljestve su prislonjene uz zid i postavlja se pitanje sigurnog
uspinjanja po njima. Postoji pretpostavka, koja u praksi nije tako znacajna, ali koja olakSava
rjeSavanje problema. Uzimamo da u kontaktu ljestvi i zida nema trenja, nego da je ono
ograni¢eno samo na trenje ljestvi i podloge. Na ljestve tada djeluju slijedece sile: teZina
ljestava s hvatiStem u sredini ljestava, tezina tereta s hvatiStem na lokaciji tereta, normalna
reakcija podloge koja djeluje u kontaktnoj tocki horizontalne podloge i ljestava, horizontalno
usmjerena sila trenja izmedu ljestava i podloge 1 horizontalno usmjerena reakcija podloge na
vrhu ljestava. Normalnu reakciju podloge u nozistu lako raCunamo iz uvjeta da je suma svih
sila u vertikalnom smjeru nula:

N =-mg — Mg (8.10)

U horizontalnom smjeru normalna reakcija zida i sila trenja moraju biti izjednacene:
F+F,..,=0 (8.11)

trenja



Ako lokaciju sredine ljestava piSemo kao A, lokaciju tereta kao B a lokaciju vrha ljestvi kao
C, tada uzimanjem noziSta ljestava kao ishodiSta sustava imamo kao uvjet iS¢ezavajuceg
momenta sila:

F,xmg+F, x Mg+ xF =0 (8.12)
Kako su u (8.12) sve veli¢ine zadane geometrijom problema i masama objekata osim modula
F, njega mozemo izracunati. Time je dan 1 nuzan iznos sile trenja. Preostaje samo provjeriti da
li je ta potrebna sila trenja moguca za zadani koeficijent trenja ljestava i horizontalne podloge:
Fopenia < 4N (8.13)

trenja
To je u stvari uvjet ravnoteZe.

Proracun unutrasnjih optere¢enja u konzolnom mostu s teretom

Most se sastoji od Sipki, koje su bez mase, nesavitljive i1 nerastezljive, a povezane su
zglobovima bez trenja na nacin prikazan na slici. Potporanj A ima ucvrS¢enu podlogu, a
podloga B je na valjcima. Most je horizontalan. Sipke su indeksirane brojevima redom iduéi
od lijevog do desnog kraja. Zglobovi su indeksirani slovima na isti nacin. Iznimka je
potporanj na desnoj strani koji je oznacen s B. Teret se nalazi na zglobu E na slici i oznacen je
kao F. Globalno gledaju¢i taj teret nose potpornji A 1 B . Jasno je da se iz lokacije F lako

odreduju normalne reakcije IfAi IfB . Najprije suma njihovih modula mora biti jednaka F, a

omjer medu njima se dobiva lako izborom E za ishodiSte i uravnoteZzenjem momenta IfA [ IEB
oko E. Sada mozemo sistematski pokrenuti masSineriju rastavljanja sile rezultante u sile u dva
smjera Sipki (na primjer IfA u smjerove 1i2) i tako saznati naprezanja koje trpi svaka Sipka.
Izabrali smo ovaj specifi¢ni primjer iz gradevinarske struke jer ¢emo u jednoj kratici puta do

odredenja jedne napetosti, bez prolaza kroz cijelu konstrukciju mosta, vidjeti ne samo kraticu,
nego i dodatni fizikalni element.

U metodi presjeka uvodi se slijedeca ideja. Neka nam je na primjer zelja odrediti silu If6 .

Presijecimo most u dva dijela vertikalno kroz zglob E i uzmimo lijevu i desnu stranu kao
posebne cjeline. Jedine sile koje uravnotezuju lijevi dio mosta i daju momente s obzirom na E

su normalna reakcija iz A 1 sila IE6 . Tako vrijedi:

Fen X IfA +Tgp X 'fs =0 (8.14)

U gornjoj relaciji su sve veli€ine poznate osim modula F,, pa iz nje izraCunavamo 1 napetost
u toj Sipci, bez da smo prolazili kroz proracun svih Sipki prije nje!

VRSTE RAVNOTEZE TIJELA 1 SUSTAVA

Uvjeti za ravnotezu tijela ili sustava znace ispunjenje relacija (8.1) 1 (8.2) . Ipak postoje bitno
razliCite klase ravnoteza. Ako je teziSte tijela vertikalno ispod objesista tijela, imamo primjer
stabilne ravnoteze. To znaci da ¢e unutraSnje sile sistema vracati tijelo u isti polozaj, ako ga iz
tog poloZaja malo izmaknemo. Ako se teziste tijela nalazi vertikalno iznad objesisSta, mali
pomak tijela rezultira u silama koje tijelo odmicu iz polozaja ravnoteze. Ako je tijelo objeseno
kroz teziste, mali pomak ne vadi tijelo iz ravnoteznog polozaja; ovo je slucaj indiferentne
ravnoteze. Mogu se praviti i druge analogije kao $to je kugla na udubljenoj, izbocenoj i ravnoj
povrsini; to su takoder primjeri navedenih ravnoteza.



ODREDIVANIJE POLOZAJA TEZISTA

Ako bilo koje tijelo objesimo pomocu niti, u poloZaju stabilne ravnoteZe njegovo Ce teZiste
biti na pravcu koji dobivamo spajanjem objesiSta i smjera niti preko tijela. Naime, da bismo
imali ravnoteZzu, moment gravitacijskog polja mora iS¢ezavati. Kako teZina tijela ne iS¢ezava
to je jedino moguce ako se teziSte nalazi a smjeru objesiSte-nit. [zmijenimo polozaj objesista i
povucimo novi pravac na kojem se mora nalaziti tezZiSte. TeZiSte se jasno nalazi na presjeku
dva pravca. To se moze provjeravati i tre¢im objesiStem, koje ¢e tre¢i pravac uputiti smjerom
od treceg objesista do presjeka dva prijasnja pravca.

KONSTANTE GIBANJA ZA SLOZENI IZOLIRANI SUSTAV

Ovdje samo sumiramo na jednom mjestu Cinjenicu da izolirani sustav ima tri konstante
gibanja: P, Li E.Znadi ukupni impuls, ukupni moment impulsa i ukupnu energiju.

D' ALAMBERTOV PRINCIP

Pokazat ¢emo da ovaj princip koji obuhvaca takozvane virtualne radove vodi na isti uvjet
ravnoteze kao 1 uvjeti za kruto tijelo. Princip iskazuje:

Zbroj svih diferencijalnih radova svih prisutnih sila na sustav u ravnotezi jednak je nuli.
Uzmimo kruto tijelo pomak ¢ije i—te tocke moze biti opisan kao rezultat pomaka sredista
tromosti tijela i rotacije tijela oko srediSta tromosti:

ds, =dS., +(@xT))-dt (8.15)
Tada gornja tvrdnja prelazi u:

D FRds, =D F(dS, +(@xT)-dt)=0 (8.16)
To znaci da vrijedi:

dSey - Y F +adt) i xF =0 (8.17)

Iz (8.17) jasno Citamo da ako su ispunjeni uvjeti statiCke ravnoteze da je suma sviju sila
jednaka nuli 1 da je suma momenata sviju sila jednaka nuli, tada vrijedi D'Alambertov princip.
Obratno, ako je D'Alambertov uvjet ispunjen za bilo kakve diferencijalne i rotacijske pomake,
to je moguce samo ako faktori suma iS¢ezavaju; znaci ako su ispunjeni uvjeti da je suma sviju
sila 1 suma njihovih momenata jednaka nuli!



MEHANIKA FLUIDA

Za razliku od krutih tijela stalnog oblika, odredeni materijali prilagoduju svoj oblik
takozvanim rubnim uvjetima. Caj u ¢asi prilagodava svoj donji dio prema obliku $alice u
kojoj se nalazi. Plin u plinskoj boci preuzima oblik plinske boce. Takve oblike materije
nazivamo fluidima. Oni dijele mnoga zajednicka svojstva. Grubo ih dijelimo na tekucine 1
plinove. Teku¢ine nemaju stalan oblik, ali ih je teze komprimirati. Na primjer, za vodu se
govori da je nestlaciva; to je naravno samo dosta dobra aproksimacija.

Oblik gornje povrsine teku¢ine u homogenom gravitacijskom polju:

Dnevno je iskustvo da se u homogenom gravitacijskom polju, dok nema drugih sila u
inercijskom sustavu, povrSina vode postavlja okomito na vertikalni pravac kojeg definiraju
gravitacija 1 lokalna akceleracija neinercijskog sustava rotiraju¢e Zemlje. To se moze i
teorijski poduprijeti. Podimo u pravo od te slike da bismo dokazali da se radi o
uravnotezenom stanju. Zamislimo da smo izvrSili (virtualni) rad: s povrsSine tekucine
izvadimo volumen AV i dodamo ga neposredno nad povrSinu ostatka tekuéine. Time je
izvrSen rad:

> F -d5, = pAVg - dz 9.1)

Uvjet ravnoteze jest da je dz jednak nuli; to jest da nema dizanja elementa tekuéine iz
horizontalnog nivoa. Isto svojstvo vrijedi kod posuda,koje su spojene tako da medu njima
tekuc¢ina moze slobodno teci (spojene posude). Nivo tekucine je isti u obje posude.

Oblik gornje povrsine teku¢ine u ubrzanom sustavu:

I ovdje se tekuéina postavlja okomito na rezultantni smjer vektora gravitacijske akceleracije i
(—4a) vektora gdje je avektor akceleracije ubrzanog sustava u inercijskom sustavu. Pokusom
se demonstrira studentima kosa povrSina vode koja nastaje u linearno akceleriranom sustavu.

Sli¢no se demonstrira paraboloidni oblik povrSine teku¢ine u posudi koja rotira oko svoje osi
simetrije. Naime podsje¢amo ako prostoru postoji element masem, teZzine mg i sustav se giba

akceleracijoma, tada u njemu postoji inercijska sila —ma. PovrSina teku¢ine postavlja se
okomito na zbroj gravitacijske i inercijske sile. Kako gravitacijska sila djeluje vertikalno, a
inercijska sila horizontalno i mi znamo njihove iznose, to moZemo izracunati i tangens kuta
njihove rezultante prema vertikali. To je pak tangens kuta tangente na povrSinu tekucine u
izabrnoj tocki prostora:

2
tga:mw r:a)zr/g=% (9.2)
mg dr
Integriranjem dobijemo zavisnost visine tekucine o radijusu polozaja:
z:zo+%a)2r2 (9.3)

To jest jednadZba rotacijskog paraboloida.



TLAK U TEKUCINI

U uvjetima mirne i uravnoteZzene tekucine unutar tekucine na bilo kojem mjestu na
proizvoljno izabranu povrSinu postoji tlak:
_dF
P dA
Gdje je dA element te povrsine, a dF je sila koju ta povrSina trpi od tekuc¢ine okomito na sebe.
Ocito je jedinica za tlak IN/m* =1Pa. Paskal je jedinica tlaka u SI sustavu.

9.4)

U mirnoj tekudini tlak ne zavisi o smjeru u kojem mjerimo. Naime da je suprotno, mogli
bismo konstruirati perpetuum mobile, jer bi usmjerenje tlaka moglo konstrukcijom kanala koji
bi primao tekucinu sa smjera u kojem je tlak usmjeren mogli dobiti strujanje za pogon turbine
koja bi energiju crpla iz Cinjenice usmjerenja. To se naravno protivi zakonu sacuvanja
energije.

PASCALOV TEOREM

Pretpostavimo da imamo spojene posude vertikalno postavljene razlicitih presjeka. Ako
na¢inimo pomak nivoa povrsine teku¢ine pomocu klipa istog presjeka kao $to je i cijev A za
vertikalni iznos dz,, to rezultira promjenom volumena s te strane cijevi za

dV = Adz, =—A,dz, 9.5)

I promjenom volumena suprotnog predznaka s druge strane cijvi €iji su elementi indeksirani
indeksom 2 . Uvjet ravnoteze kroz D'Alambertov princip daje

Fdz, + F,dz, =0 (9.6)

Uvrstenjem (9.5) u (9.6) dobivamo

(i—i)dv =0 9.7)
A A

Kako je dV proizvoljan, ocito:

F_F 08

A A

Odatle slijedi da je promjena tlaka vanjskom silom u teku¢ini svagdje jednaka. Na tom
principu rade brojni hidrauli¢ki uredaji: dizalice, ko¢nice na automobilima, gradevinarski
strojevi 1 robotiCke komponente. (9.8) nam omogucuje multipliciranje sile. Za to jasno
placamo cijenu; rad se ne moze dobiti iz ni¢ega. Stoga povecanje sile dobivamo ve¢im putem
kojim manja sila djeluje s jedne strane sustava, da bi na raCun manjeg pomaka s druge strane
proizvela vecu silu s te druge strane hidrauli¢kog sistema.



HIDROSTATSKI TLAK

Promatramo posudu proizvoljnog oblika. Na odredenoj dubini nam je jasno da tekucina
svojom tezinom proizvodi tlak i da taj tlak zavisi o dubini (zasada zanemarujemo atmosferske
efekte). Zamislimo da smo na istoj dubini nacinili otvor male povrSine a , da smo nadalje
nastavili cilindar iste povr§ine i u njemu micanjem klipa za put ds radom postigli da je
istisnuti volumen premjesSten na povrSinu vode. Preko saCuvanja energije imamo:

dW =p-a-ds=a-ds-p-g-h 9.9
Tako za tlak p dobivamo:
p = pgh (9.10)

U izvodu nije bilo pretpostavki o obliku posude, i tlak o njemu ne zavisi. Hidrostatskim se
paradoksom naziva ¢injenica , da bez obzira kakav profil ima posuda, tlak na nekoj dubini je
neovisan o profilu i dan je s (9.10). Ako postoji jos i1 vanjski tlak na tekucinu i njega treba
uzeti u obzir pri rac¢unu ukupnog tlaka.

TORRICELLIJEVA CIJEV I BAROMETAR

Razlika izmedu tekuéina i plinova unutar obitelji fluida jest u mikroskopskim svojstvima. Kod
teku¢ina molekule su u prakticki u kontaktu jedna s drugom, dok kod plinova molekule
doduse nalijecu jedna na drugu, no veéinu vremena su slobodne u prostoru. Ipak i te slobodne
molekule podlijezu gravitaciji kao i one u tekucini. Rezultat jest da na dnu atmosferskog mora
kojeg predstavlja zrak, to jest u nasoj neposrednoj okolini postoji tlak radi tezine svega zraka
iznad nas. Fenomen tog tlaka je relativnho kasno opazen, jer je zrak za naSe osjete vrlo
prorijeden, a vakuumske uvjete se relativno kasno proucavalo. Torricelli je zamke koje
potjeCu od relativno male gusto¢e vode izbjegao upotrebom zive za mjerenje tlaka. Ako
pripremimo posudu Zzive (ZIVA JE OTROVNA I NE SMIJE JE UPOTREBLJAVATI
OSOBA BEZ KVALIFIKACIJA) i1 dodatno Zivom napunimo cijev , ¢ije je dno zataljeno,
spremni smo za demonstraciju atmosferskog tlaka. Otvoreni kraj cijevi napunjene Zivom
(dugacku oko 1 m) privremeno se zatvori i uroni se u pripremljenu posudu. Ako je zatvoreni
kraj zive ispod nivoa od otprilike 76 cm od povrSine zive u posudi, ziva ¢e i dalje stajati u
cijevi. Kada se , medutim , zatvoreni kraj cijevi sa Zivom , dok je otvoreni uronjen u posudu,
uspravlja iznad nivoa od 76 cm, opazit ¢e se djelomi¢no praznjenje cijevi tako da je nivo Zive
u cijevi uvijek isti i otprilike 76 cm iznad povrSine zive u posudi. Jasno je da su atmosferski
tlak 1 tlak zive u posudi u ravnotezi. Kako atmosferski tlak varira, tako varira i visina stupca
Zive u Zivinom barometru.

ARHIMEDOV ZAKON I UZGON

Svako tijelo uronjeno u tekuc¢inu gubi na tezini onoliko koliko tezi istisnuta teku¢ina. Ovu
izjavu mozemo jasno obrazloziti. Na mjestu uronjenog tijela bila je tekuéina. Taj , u mislima
izolirani dio tekucine, ima svoju tezinu. Tezina tekuc¢ine, u prostoru izoliranog dijela tekucine,
uravnotezena je rezultantnom silom , kojom ostatak tekuéine djeluje na izolirani dio. Kada
tekuc¢inu zamijenim tijelom, 1 na tijelo ¢e djelovati ista rezultanata. Stoga je tezina tijela
uronjenog u tekudinu umanjena za tezinu istisnute tekucine! Sila kojom okolna tekucina
djeluje na tijelo uronjeno u nju se naziva silom uzgona. Do njenog iznosa mozemo doci i
razmatranjem promjena potencijalne energije prilikom potonuca tijela u teku¢inu. Ako tijelo



koje tone ima masu m a tekuéina istog volumena masu m,, , zamjenom visinske koordinate

tek
za AzizvrSen je rad:

AP =mgAz —m,, gAz (9.11)
Ovo mozemo interpretirati kao pojavu sile uzgona koja djeluje vertikalno prema gore u iznosu
IEuzgon = _g “Migy (9 12)

POVRSINSKA ENERGIJA I POVRSINSKA NAPETOST

Privla¢ne sile koje djeluju medu molekulama tekucine kratkog su dosega. Stoga molekula u
unutrasnjosti tekucine interagira (medudjeluje) samo s malim brojem susjednih molekula.
Neka je broj molekula s kojima se jedna molekula privlaéi n . svaku od tih
medumolekularnih interakcija karakterizira energija vezeg,. (Ovo nije isti pojam kao u

Coulombovom zakonu). Pojam energije veze je vrlo bitan u fizici. To je iznos energije koji
treba uloZiti u objekte koji interagiraju, da bi njithovo medudjelovanje prestalo. Na primjer,
Mjesec ima energiju veze,

koja je potrebna da ga se oslobodi Zemljinog gravitacijskog polja; elektron ima energiju veze
potrebno za izlazak iz atoma...Tako je energija veze potrebna da se molekula oslobodi
privlacenja svojih susjeda

E=¢&,°N (9.13)

Nadalje da bi se teku¢ina pretvorila u paru treba osloboditi sve molekule teku¢ine, N .., -

Totalni iznos energije za to potreban stru¢no zovemo latentnom toplinom, o kojoj ¢e biti vise
govora u termodinamici. Prema gornjem ocito bi latentna toplina iznosila:
L= Nukupno ‘n-g, (914)

No jo$ nismo uzeli u obzir vazan povrSinski efekt. Molekule na povrSini imaju manji broj
susjeda pa im je i vezanje slabije. Ako molekula na povrSini ima u prosjeku m susjeda, tada
njeno vezanje u sustav samo:

Epour =ME, (9.15)

povr

MozZemo ukupni broj molekula razdijeliti u one koje nisu na povrsini N, 1 one na povrsini

N o -Tada energija molekula sistema u tekucini iznosi:
E=E,—N ‘m-g, (9.16)
ili

E=E,—N (n—m)g, (9.17)

Pri tome je E, energija molekula kada su slobodne. (Pod kraj semestra ¢emo nauciti da

unate "€ — N povr

ng, +N

ukupno povr

¢injenicom da imaju masu objekti sukladno masi imaju i energiju). Broj molekula na povrsini
mozemo procijeniti ako znamo prosjecnu povrSinu jedne molekulea,i ukupnu povrSinu

tekuc¢ine a . Tako se pozitivni doprinos u (9.17) koji dolazi od povrsinskog efekta smanjenja
ukupne energije veze glasi:

n—m
Epowr =2——&, (9.18)

aO

Tako mozemo formulirati intuitivno razumljiv zakljucak. Tekucina je to stabilnije i njena je
ukupna energija to niZa , §to je njena povrSina manja.
Po definiciji se faktor uz povrsinu u (9.18) zove faktorom povrSinske napetosti o .



, (9.19)

Minimalizacija ¢lana (9.18) , to jest minimalizacija faktora povrsine jest aktivnost koju ¢e
teku¢ina spontano Ciniti na putu prema stabilnosti, to jest uravnotezenom stanju. Izvan
gravitacijskog polja stoga ¢e tekucina teziti formaciji kugle. U gravitacijskom polju koje je
mnogo snaznije od medumolekularnih sila tekuéina ¢e prvenstveno minimalizirati
potencijalnu energiju tog polja. No vidjet ¢emo da se u vrlo pazljivom promatranju oko
povrSina mogu myjeriti i povrsinski efekti.

TLAK UNUTAR KUGLE TEKUCINE U BESTEZINSKOM STANJU

Kako bismo izracunali tlak unutar kugle tekucine, zamislimo da smo ponovno dodali mali
cilindar s pokretnim klipom kojim vr$imo rad:

dW =F -dx=(pA)(dx) = p-dV =o-da (9.20)

Clan iza posljednje jednakosti je rezultat upravo ustanovljene proporcionalnosti izmedu
povrsine i ukupne energije tekuéine (relacije (9.17-9.19)).

Odatle slijedi :
da
=0— 9.21
P=oy 9:21)
Uz poznate izraze za volumen 1 povrSinu kugle:
azam’ i V=217 imamoi $2_2 (9.22)
3 av. r

Tako je tlak unutar kugle:

2
p=-2 (9.23)

r

Kod cilindri¢ne kaplje slicnim bismo postupkom imali:
p=2 (9.24)

i
Studentima ¢e se (9.23) demonstrirati s dva mjehura od sapunice razli¢itih dimenzija medu
kojima postoji kanal za prijelaz plina. Kako je prema (9.23) tlak u manjoj kugli ve¢i, to ¢e on
transportirati plin iz manje kugle u vecu!

Relaciju (9.23) mozemo upotrijebiti i za proracun tlaka u mjehuricu plina unutar tekuéine:
Ako uzmemo u obzir kumulativno djelovanje vanjskog tlaka na tekucinu p,, tlaka unutar

tekucine na dubini h i tlaka kojeg povrSina €ini na unutrasnjost fluida, imamo:

2
p=p,+pgh+2 (9.25)
r
DRUGI POGLED NA POVRSINSKU NAPETOST
Studentima se pokazuje opna sapunice koja je razapeta izmedu tri Cvrste stranice

pravokutnika dok je Cetvrta stranica pomi¢na po njima. Rastezanjem opne za pomak dx Sirine
opne 1, vrsi se rad.

2Fdx = 20da = 20ldx (9.26)
Odatle slijedi:
o= F (9.27)

Tako napetost povrSine mozemo smatrati i silom koju na jedinicu Sirine treba unijeti da se ta
napetost povrsSine uravnotezi.



KAPLJICA TEKUCINE NA CVRSTOJ PODLOZI

Za razumijevanje kapilarnih efekata temelj je razumjeti ravnotezno stanje kapljice koja je na
¢vrstoj podlozi. U medusobnim kontaktima su krutnina 1) , tekucina 2) i plin 3) . Kao rezultat
teku¢ina formira kapljicu s definiranim kutom tangente na tekucinu u tocki kontakta tri
medija. Prikloni kut tangente i krutnine je ¢. Da izrazimo prikloni kut kao rezultat
povrsinskih napetosti pojedinih kontaktnih povrsina polazimo od D'Alambertovog principa o
elementu virtualnog rada. Pretpostavljamo da smo micanjem ruba kapljice dio povrsine da
koji je na krutnini pokrivala tekuéina ,,otkrili* za kontakt krutnine i plina. Time je kontakt 13
povecan a kontakt 23 smanjen za istu povrSinu da. Kontakt 23 je smanjen za povrSinu
da-cosd. Tako je element rada:

dW =0,-da-o,,-da—o, -da-cosd (9.28)

Kako je element proSirenja povrSine proizvoljan, iz (9.28) slijedi:

cosg=21"91 (9.29)
O3

Kut 4 iz (9.29) koji zavisi o ponaSanju triju medija 1,2 1 3, zovemo okrajnjim kutom .

PONASANIJE TEKUCINE UZ RAVNU VERTIKALNU STIJENU

Zavisno o prirodi djelovanja molekula stijene na molekule tekucine (privlacenje ili odbijanje).
Nivo tekucine na mjestu kontakta ¢e se dizati ili spustati. U prijaSnjoj notaciji za medije, u
svakoj tocki blizu kontakta vrijedi:

Yz =—= (9.30)
r
gdje je rradijus zakrivljenosti povrSine tekucine. Odatle mnoZenjem s dz dobivamo:
09z - dz :EGB (9.31)
r

Prikloni kut tangente na povrsSinu s vertikalnom stjenkom je «. Ako je element puta po
povrsini tekucine ds, tada je

2 _ina 932)
ds

Istovremeno je

rodo=ds =% (9.33)

sina

Tako iz (9.33) imamo:

a =sina-da (9.34)
r

Uvrstenjem geometrijske relacije (9.34) u fizikalnu relaciju (9.31) slijedi:

pz-dz=0, sina-da  tojest d(%pgzz):—d(cosa)

22 =293 (1 _gin g) (9.38)
Jer



KAPILARNA ELEVACIJA I DEPRESIJA

U tankim cjev€icama povrSinska napetost teku¢ine zbog okrajnjeg kuta & iz (9.29) i time
prouzroCene zakrivljenosti povrSine uzrokom je promjene razine tekucine u kapilari.
Pretpostavimo da je kapilara dovoljno uska, tako da je oblik povrSine u njoj kuglasti, a ne
cilindri¢ni kao u (9.30). Oznacimo s d dijametar kapilare, a s r polumjer zakrivljenosti kugle,
tada je okrajnji kut geometrijski jednostavno izraziti:

cosd= ﬂ (9.39)
r

Polaze¢i od izraza za tlak (9.23) supstituiranjem (9.39) 1 veze s hidrostatskim tlakom slijedi:

r
Odatle slijedi izraz za elevaciju odnosno depresiju:
4
h="92cos 9 (9.41)
pgd

Pri tome je kosinus okrajnjeg kuta dan s (9.29) . Radi li se o elevaciji ili depresiji zavisi o
predznaku kosinusa okrajnjeg kuta.

Studentima ¢e se demonstrirati nivoi elevacije vode za razlicite dimenzije kapilara, kao i za
depresije zZive .

BERNOULLIjeva JEDNADZBA (stacionarno,laminarno strujanje idealne tekucine)

U izvodu se pretpostavlja da se strujnice tekuc¢ine ne ukrstaju, da nema vrtloga i da ne postoji
trenje medu slojevima tekucine, koje nazivamo viskoznoS¢u. Ako razmatramo strujanje
tekucine kroz cijev (na primjer kruznog presjeka) razlic¢itih dimenzija presjeka na pocetku i na
kraju , predznak ulazne mase dm, i izlazne mase dm, su suprotni no po iznosu jednaki.

dm, =dm=p,-dv, dm, +dm,=0 (9.42)
Mozemo sada naciniti bilancu radova nacinjenih u odnosu na tlakove prisutne na ulasku i
izlasku iz cijevi:

p,-dV, — p,dV, = %dm v, —%dm v, +dm-gh, —dm- gh, (9.43)
Iz ¢ega zakljuCujemo da je zbroj:

Pl gh =konstanta (9.44)
p 2

Bernoullijeva jednadzba (9.44) ima mnogo demonstracija 1 primjena poput Venturijeve cijevi
kao brzinomjera protoka, Bunsenove sisaljke pa i lijeta aviona uz pomo¢ posebnog profila
krila. ZajedniCko svima jest smanjenje tlaka u zoni vece brzine strujanja.



VISKOZNOST I TURBULENCIJA

U izvodu Bernoulli-jeve jednadzbe bilo je pretpostavljeno laminarno strujanje idealne
tekucine. Strujnice su linije koje povezuju polozaje istog dijela tekuéine u raznim vremenima.
Kada se strujnice ne sijeku, govorimo o laminarnom strujanju. Suprotno od toga je
turbulentno gibanje u kojem postoji vrtlozenje. Idealna teku¢ina nema unutrasnjeg otpora na
kontaktu slojeva tekuéine koji se gibaju razli¢itim brzinama. Razmotrimo na trenutak situaciju
s prolaskom krvi kroz naSe kapilare. Radi veli¢ine molekula 1 uskoce kapilara, jasno je da ¢e
krv ,,zapinjati“ o stijenke kapilare , dok ¢e se u sredini kapilare transportirati prakticki bez
otpora. Stoga ¢e , gledano u longitudinalnom presjeku , brzina tekucine zavisiti o njenoj
radijalnoj udaljenosti od osi kapilare. U udzbenicima se obicno prikazuje paraboli¢na
zavisnost brzine tekuc¢ine o radijalnoj udaljenosti tocke promatranja od osi kapilare. Pojave
turbulencije ne mogu se jednostavno matematicki tretirati; one su jedan od primjera kaoti¢nog
gibanja. Realne pojave pri gibanju objekata u fluidima studiraju se na konkretnim modelima u
posebnim uredajima. Na primjer, poboljSanja u automobilskoj i1 avionskoj industriji se ispituju
u tunelima s vjetrovima uz praéenje strujnica oko objekta. Brodske inovacije se testiraju u
bazenima u kojima postoji ili protok vode ili pogon (propulzija) objekta.



HARMONICKI OSCILATOR

Harmonicki oscilator je odigrao ogromnu ulogu u razvoju fizike, jer je postao modelom za niz
pojava u prirodi. Intuitivno je prihvatljivo: ako sustav ima polozaj ravnoteze, a pri udaljavanju
od ravnoteze sila vraca objekt prema ravnotezi i uz to je proporcionalna odmaku od ravnoteze,
kada sustav odmaknemo od ravnoteze i prepustimo samom sebi nastat e titranje oko tog
ravnoteznog polozaja. To je fizikalna sustina koju ¢emo najprije ilustrirati na rjeSavanju 2.
Newtonovog zakona na raznim primjerima, da bismo na kraju generalizirali fenomen
harmonickih oscilacija na op¢i slucaj titranja oko stabilnih konfiguracija.

TIJELO VEZANO OPRUGOM (na horizontalnoj podlozi bez trenja)

Kada je sustav u ravnotezi (opruga nije ni rastegnuta ni stisnuta) , polozaj tijela je X,. Opis
sile koja vraca tijelo prema ravnoteznoj poziciji ako je u novom polozaju X, koja je
proporcionalna odmaku od ravnoteznog polozaja jest:

F =-K(x—=X,)=mX (10.1)
gdje je K konstanta opruge. Supstituiranjem nove varijable za odmak (izraz u zagradi u (10.1),
X=X, =y X=y X=y (10.2)

Uvodenjem te nove varijable iz (10.2) u (10.1) imamo :
1/7+51//=0 55%2 W+ o,y =0 (10.3)
m m

Posljednja jednadZba od (10.3) je univerzalni zapis za (slobodni) harmonicki oscilator. @, je

karakteristi¢na kruzna frekvencija harmonickog oscilatora. Ovo ime ¢e biti uskoro opravdano.
U daljnjem tekstu ¢emo integrirati diferencijalnu jednadzbu (10.3), no radi intuicije ¢emo
zamijeniti taj korak demonstracijom upotrebe zakona sa¢uvanja energije.

E:T+P=%mxz+%K(x—XO)2 (10.4)

Desni ¢lan — potencijalu energiju smo za harmonicku silu izracunali u (5.18).  UvrStenjem
nove varijable u (10.4) slijedi:

v+ o)y’ _2E (10.5)
m

(10.3) 1 (10.5) su u sustini ekvivalentne formulacije svojstava harmonickog oscilatora.
Demonstrira se titranje horizontalnog oscilatora.

TIJELO OBJESENO NA OPRUGU

Neka nam je pozitivna orijentacija osi prema gore. Neka je z, koordinata nerastegnute

opruge. Neka je z polozaj tijela’kraja opruge u proizvoljnom trenutku. Tada je jednadzba
gibanja :

F=mi=-mg-K(z-2,) (10.6)
Supstitucijom
mg

1//=z—zo+? (10.7)



slijedi iz (10.7) uvrStenog u (10.6) diferencijalna jednadzba za y :
W+, =0 (10.8)
Sto je identi¢no s (10.3). Energijskim bi se razmatranjima lako pokazalo da i izraz (10.5)iu

ovom slu¢aju ima svoj ekvivalent; jedino je na desnoj strani malo kompliciranija kombinacija
numerickih konstanti. Demonstrira se titranje vertikalnog oscilatora i utjecaj mase.

MATEMATICKO NJIHALO u aproksimaciji malih kutova

Tijelo mase m je objeSeno na nit duzine | , tangenta na putanju je x-os, kut otklona od
ravnoteze je 4. Za male pomake je

K=19 (10.9)
Povratna sila, koja vra¢a njihalo u polozaj ravnoteze je:

F =-mgsin 4 (10.10)
Za male kutove vrijedi:

sing = 4 (10.11)
Pomocu gornje tri relacije se 2. Newtonov zakon moze napisati kao:

F=mld=-mg9 (10.12)
Odatle uz malo prerasporedivanje slijedi:

|
To je zapravo jednadzba matematicki istovjetna s (10.3) samo s druk¢ijim izrazom za kruZznu
frekvenciju.

FIZIKALNO NJIHALO u aproksimaciji malih kutova
Objekt mase M objeSen je tako da je udaljenost od objesista do tezista 1 . Opca veza momenta

sile 1 vremenske derivacije momenta impulsa (7.21) se u slucaju rotacije oko jedne osi
reducira na (7.57) . U nasem slucaju sila teZa proizvodi na tijelo moment sile oko objesista:

M, =-IMgsin 4 (10.14)
Tako prema (7.57) imamo:
M, =-IMgsind=1,9=39(l, +MI*) (10.15)
U aproksimaciji malih kuteva sinus kuta zamjenjujemo kutom pa slijedi:
d+w,’9=0 (10.16)
gdje je
of=— M8 _g | (10.17)

ley +MIZ 1 | em

MI*

Jasno je da se izborom I, =0 u (10.17), (10.16) svodi na (10.13), Sto je sasvim ocekivano.
No kako smo izvod za fizikalno njihalo nacinili preko momenta sile, jasno je da smo istu
metodu mogli primijeniti 1 na matematickom njihalu s istim rezultatom. Demonstrira se
fizikalno njihalo.



EKVIVALENCIJA DVIJU FORMI JEDNADZBI HARMONICKOG OSCILATORA

Pokazat ¢emo da so obadva opisa ponaSanja harmonickog oscilatora (10.3) i (10.5)
ekvivalentna . Ako (10.3) pomnozimo s ydt imamo:

yydt + o, wy =0 to jest d(%l/ﬂ)m(%wozyﬁ):o (10.18)
Integriranjem (10.18) dobiva se
v’ +w, w? = const (10.19)

Sto je oblik koji ima jednadZzba (10.5). S druge strane ako podemo od jednadZzbe (10.5) i nju
diferenciramo dobivamo: (10.18) i korakom dijeljenja s wdt dobivamo oblik (10.3).

RIESAVANIE JEDNADZBE (10.3) metodom pogadanja:

Lako se mozemo uvjeriti da je rjeSenje jednadzbe (10.3) oblika:

v (t) =y, cos(w,t + @) (10.19)

v, | ¢ suproizvoljne (integracijske) konstante.

Izracunajemo prvu i drugu derivaciju (10.19):

Y =-o, sin(o,t + @) W= —a)02 cos(w,t + @) = —a)ozl,y (10.20)
Pocetak 1 kraj desne relacije u (10.20) pokazuju da oblik (10.19) doista jest rjeSenje
diferencijalne jednadzbe harmonickog oscilatora (10.3).

RJESAVANIJE JEDNADZBE (10.3) integriranjem:

Gore smo ve¢ pokazali da je oblik (10.3) ekvivalentan s (10.19) koji je zapravo oblika (10.5).
Stoga mozemo poceti od (10.19):

v+, "y =konst =y, @, (10.21)
Odatle slijedi:
. d

v =g = oWy v (10.22)
Iz (10.22) operacijama dijeljenja i proSirivanja imamo:

; d()

- Yo — (10.23)

2
\/‘//o -y \/1 _ (K)Z
Yo

Studenti trebaju prepoznati srednji izraz u gornjem redu kao diferencijal funkcije arkus



kosinus:

d{arc cos(l)} = d(w,t) (10.24)
Yo

Integriranjem dobivamo:

arc cos(l) =w,t+o (10.25)
Yo

to jest:

Y _ cos(w,t + @) (10.26)

Yo

To je upravo analiticki oblik rjesenja koje smo pogodili s (10.19) . Prokomentirat ¢emo
rjeSenje (10.26) koje je ljepse napisano u formi (10.19). Tijekom ovog izvoda vidjeli smo da u
postupcima dva integriranja pojavljuju dvije integracijske konstante:y, i ¢ . Kako faktor
cos(w,t + ¢) periodicki titra u vremenu, tada je faktor y, amplituda tog titranja. Pojava ¢
pak kontrolira u kojoj se fazi titranje nalazi u pocetnom trenutku. Ako je ¢ =0 zavisnost
titranja je zavisnost kosinusne funkcije, to jest po¢inje s maksimalnom amplitudom. Ako je
Q= —% , tad je zavisnost o vremenu sinusnog tipa, to jest u pocetnom trenutku amplituda je

jednaka nuli 1 najprije u vremenu raste.
PERIOD I KRUZNA FREKVENCIJA HARMONICKOG OSCILATORA

Kada analiziramo analiticki oblik opisa titranja harmonic¢kog oscilatora (10.19), jasno je da se
vrijednost koordinate u vremenu ponavlja s viemenom T kada argument kosinusne zavisnosti
poveca svoju vrijednost za 27 . To prema (10.19) znaci:

o,t+T)+p=0t+p+2x (10.27)

To jest

1227 (10.28)
2N

Vrijeme ponavljanja polozaja tijela pri harmonijskom titranju T nazivamo periodom titranja.
Kako je ucestalost titraja (frekvencija titranja) obrnuto proporcionalna s T,
1

f=— 10.29
T ( )

slijedi:

o, =2 ili udrugoj notaciji za frekvenciju o, = 2zv (10.30)

Razlog za ime kruZna frekvencija za @, je vidljiv ve¢ iz (10.30). No joS direktniji uvid jest
pogled na originalni izraz (10.19). Naime to je ujedno opis poloZaja projekcije tijela (na x
0s), koje radijusom v, kutnom brzinom @, kruZzi oko ishodista koordinatnog sustava.



REVERZIBILNO (Katerovo) NJIHALO:

Pri studiju fizikalnog njihala odredili smo ovisnost kruzne frekvenicje fizikalnog njihala o
udaljenosti teziSta objekta od njegovog objesista kao i o masi objekta i njegovom momentu
tromosti oko sredista tromosti u izrazu (10.17).
0 =— M8 =L ! (10.17)
Loy +MIP 1 Loy
+ 2
Mi
Mozemo se pitati kolika je duljina matematickog njihala iste frekvencije. 1z (10.13) 1(10.17)
Da bi njihala bila iste frekvencije treba vrijediti:

Z+Iﬂ
Ml

Gdje je L duljina matematickog njihala iste frekvencije kao Sto je ona fizikalnog njihala.
Iz (10.17a) direktno slijedi veza duljina matematic¢kog i fizikalnog njihala:

w,) =—2 :% (10.17a)

1
PP =1L+~ =0 (10.17.b)
M
Mozemo se sjetiti Vietovih formula za rjeSenja kvadratne jednadzbe:
1
I, +1,=L [, -1, =% (10.17¢)

Za zadanu kruznu frekvenciju matematickog njihala duljine L postoje dvije udaljenosti
objesista fizikalnog njihala od srediSta mase s istom frekvencijom. Razmak medu objesiStima
je upravo duljina ekvivalentnog matematickog njihala. Demonstrirat ¢e se rad takvog
(Katerovog) fizikalnog njihala i usporedivati s ekvivalentnim matematickim njihalom.

PONASANIJE KINETICKE 1 POTENCIJALNE ENERGIJE HARMONICKOG
OSCILATORA (model masa + opruga)

T=%mv2 =%m§c2 =%ma)02x02 sin” (w,t + @) (10.31)
P= %sz = %ma)ozxo2 cos’ (w,t + @) (10.32)
Iz (10.31) i (10.32) slijedi

E=T+P:%ma)02x02 =%Kx02 (10.33)

Iz (10.31) 1 (10.32) slijedi da se energija prelijeva iz potencijalnu u kineticku i obratno
tijekom oscilacija. 1z (10.33) zaklju€ujemo da je ukupna energija jednaka maksimalnoj
potencijalnoj, Sto je takoder za oc¢ekivati. Mozemo pitati kolika je prosjecna kineticka energija
oscilatora tijekom jednog perioda.

T"=%Kx02 sin’ (@t + @) =1Kx02%(1—cos2(a)0t+(p))

prosjecro 2

(10.34)

prosjecro

Kako je prosjecna vrijednost konstante upravo konstanta, a prosje¢na vrijednost sinusa i
kosinusa po periodu is¢ezava, to vrijedi:



= 1
T = ZKxO2 (10.35)
Identi¢énom procedurom dobiva se oc¢ekivani rezultat koji je za potencijalnu energiju isti kao

za kineticku.

SUSTAV MALO POMAKNUT IZ STABILNE RAVNOTEZE PONASA SE KAO
HARMONICKI OSCILATOR

Neka je a varijabla koja opisuje pomak od ravnoteze. Tada mozemo potencijalnu energiju
razviti u red:

oP 10°P
P(a)=P0O0)+(—)a+— a’+ 10.36
(a) = P(0)+( a0!) > 20’ ( )
Kinetic¢ka energija mora biti proporcionalna kvadratu brzine promjene « .
T:%Mdz (10.37)

U izrazu (10.36) prva derivacija potencijalne energije po varijabli mora iS¢ezavati, jer za
dovoljno mali & , minimum ne bi bio u pretpostavljenoj tocki a = 0.
Tako da u prvoj aproksimaciji imamo za energiju sustava:

E=%Md2 +%K0{2 (10.38)

Sto je strukturno identi¢no s (10.19), jednadZbom harmonickog oscilatora.
Demonstrirat ¢e se titranje sustava izvedenog iz staticke stabilne ravnoteze koje nije tipa
opruge ni njihala.

Slijedeca varijanta harmonickog oscilatora ¢e biti onaj u kojem postoji guSenje silom trenja.
Kao uvod, razmotriti ¢emo posljedice Ceste pojave u prirodi da je trenje proporcionalno
brzini. Intuitivno obrazloZenje takvog odnosa smo nacinili u odsjecku o sili trenja.

TRENJE RAZMJERNO BRZINI

Gibanje tijela kroz sredstvo s kojim je trenje proporcionalno brzini:

myv = —bv (10.39)

ﬂ:d(lnv):—ﬁ lzﬁ gdje je (10.40)
v T T m

Integriranjem slijedi:
t

v=ve * (10.41)
Kineticka energija tijela tijekom ponasanja (10.41) jest:
2t

T:%mvoze ‘ (10.42)



GRANICNA BRZINA PADANJA TIJELA

Ako u vertikalno gibanje prema dolje uklju¢imo silu (10.39) imamo:

mz = —-mg + bv (10.43)
Ocito se doseze grani¢na brzina kada iS¢ezne akceleracija to jest kada je :

_mg _
Vgraniéra - 7 =87 (1044)

Ovo svojstvo se koristi kod padobrana !
GUSENI HARMONICKI OSCILATOR

Uzevsi u obzir oblik silu trenja iz (10.39) jednadzba gibanja harmonickog oscilatora se
prosiruje na:

mx = —Kx — bx (10.45)

Uz pokrate:

1.5 o=k (10.46)

T m m

(10.45) poprima oblik:

x+lx+a>02x=o (10.47)
T

Ovo je vrlo raSirena notacija za gusSeni harmonicki oscilator. PokuSat ¢emo pogoditi rjeSenje
oblikom:

x = x,e " cos(at + @) (10.48)
Vremenske derivacije takvog rjeSenja su:
x = x,e”" (=) cos(at + @) + x,e” (~w) sin(wt + ) (10.49)

¥ =x,e" (=B)° cos(at + @) + x,e” " (- B)(—w)sin(at + @) -2 + x,e " cos(wt + @) (10.50)
Uvrstavanjem ovih derivacija u (10.47) 1 kra¢enjem s zajednickim faktorom te grupiranjem
¢lanova uz sinusne i kosinusne funkcije imamo:

sin(ar + @) - (2w —2) + cos(at + @) - (S — @ —£+ w,)=0 (10.51)
T T

Kako su sinus i1 kosinus nezavisne i neiS¢ezavajuce funkcije gornji je zahtjev moguce ispuniti
ako su faktori u zagradama jednaki nuli:

1
p=o (10.52)

) > 1
0 =0, ——
4t

Tako smo nasli rjeSenje titranja guSenog harmonickog oscilatora oblika (10.48) , s tim da
vrijede izbori konstanti (10.52) 1 (10.53). S druge strane x, i ¢ su integracijske konstante 1

(10.53)

njihove se vrijednosti odreduju prema, na primjer, poc¢etnim uvjetima.

Mozemo razdijeliti tri osnovne klase rjeSenja jednadzbe guSenog harmonickog oscilatora:

Za slu¢aj @® >0 imamo doista priguseno osciliranje, koje amplitudom opada u vremenu.

To je potkriti¢no guSenje.

Kada je a)02 =0 viSe i nemamo titranja ; to je takozvano kriticko gusenje.

Kona¢no je moguce i natkriticno gusenje; @’ < 0, kada kosinusno titranje prelazi u dodatno
hiperboli¢ko ponasanje.



PRISILNO TITRANJE GUSENOG HARMONICKOG OSCILATORA

Predavanje pocinje demonstracijom sustava matematickog njihala koji se pogoni periodickim
horizontalnim micanjem objesista. Ustanovljuje se dramati¢na ovisnost amplitude rezultatnog
titranja o frekvenciji micanja objesiSta. Takoder se tjera harmonicki oscilator s oprugom
periodickom prisilom na titranje. Ponovno se nalazi da amplituda titranja dramati¢no ovisi o
frekvenciji sile koja tjera sustav na titranje. Ovo su uvodne demonstracije prisilnog titranja
gusenog harmonickog oscilatora koje nas inspiriraju da diferencijalnu jednadzbu koja slijedi
nize pokuSamo rijesiti harmonickim (sinusoidalnim ilil kosinusiodalnim oblicima vremenske
zavisnosti).

Kada na guSeni harmonicki oscilator djeluje vanjska prisila harmonickog titranja, jednadzba
gibanja se modificira:
mX = —Kx —bx + F, cos wt (10.54)

Uz pokrate iz prijasnjeg odsjecka i pokratu: o = F,/m mozemo (10.54) pisati:

5('+l)'(+a)02X:050 cos ot (10.55)
T

Matematicki formulirano, ovo je linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim
koeficijentima drugog reda koja je uz to nehomogena. NehomogenoS¢u se naziva ¢lan na
desnoj strani koji je takoder zavisan o vremenu. Teorija takvih diferencijalnih jednadzbi
pokazuje da se opce rjeSenje jednadzbe tipa (10.55) moze konstruirati iz opceg rjeSenja
homogene jednadzbe ( takva je je jednadzba (10.45) i njeno rjeSenje (10.38)) 1 jednog rjesenja
jednadzbe (10.55).

(VIDI NAPOMENU o rjesavanju ovakvih diferencijalnih jednadzbi koja slijedi za
nekoliko stranica.)
Cilj nam je znaci pogoditi to specijalno rjeSenje. Ono mora titrati frekvencijom @ jer inace ne
bi zadovoljavalo jednadzbu (10.55). Stoga ¢emo pokusati s formom:

X = X, cos(at + @) (10.56)
Slijede izrazi za vremenske derivacije:
X=X,(—w)sin(at +9) X =X,(—0")cos(at + @) (10.57)

Kada (10.57) uvrstimo u (10.55) 1 iskoristimo adicijski teorem za trigonometrijske funkcije te
grupiramo ¢lanove uz sinusni i kosinusni ¢lan imamo: uz pokratu zajednic¢kog faktora:

o . a . . @ .

cos wt(—w” cosp ——sin @ + %z cos ¢ ——2) +sin wt(w” sin ¢ — —cos @ — a)02 sing) =0 10.58
T X, T

Iz uvjeta da faktor uz sinus iS¢ezava slijedi:

o/t
- —a,

Iz uvjeta da faktor uz kosinus iS¢ezava, slijedi:

ﬂ:(a)o2 —w*)cosp—Lsing (10.60)
X T

0



Kombiniranjem (10.60) i (10.59) dobivamo:
o4

X, =

" @) -0 (/)
Ocito postoji rjeSenje oblika (10.56), Cije su konstante odredene jednoznacno s (10.59) i
(10.61) . Takoder je ocito da amplituda tog titranja dramati¢no zavisi od frekvencije prisile i
dostize svoj maksimum kada pogodimo frekvenciju slobodnog oscilatora. S mnogo vise
potankosti svojstava harmonickog oscilatora upoznat ¢emo se u treCem semestru : Titranja i
valovi. Naime, pri formiranju valova, komponente sustava harmonicki osciliraju. Stoga je
dobro poznavanje harmonickog titranja temelj i za razumijevanje valnih fenomena. Nadalje,
funkcije sinusa i kosinusa, rjeSenja slobodnog oscilatora, Cesto se zovu harmonijskim
funkcijama ili harmonickim rjesenjima.

Studentima se pokazuje Bartonovo njihalo. Ono se sastoji od fizikalnog njihala relativno
velike mase . To masivno njihalo se pusta u pogon. Preko zajednic¢ke osovine fizikalno njihalo
postaje izvor harmonicke sile koja tjera niz matematiCkih njihala razli¢itih duzina. Opaza se
da matematicka njihala titraju razliitim amplitudama zavisno o duljinama svojih niti.
Najvec¢e amplitude imaju njihala ¢ija frekvencija slobodnog titranja odgovara frekvenciji
uzbude. Taj se fenomen zove rezonancijom.

(10.61)

SNAGA VANIJSKE SILE usrednjene po periodu titranja

Ovo je razmatranje vazno radi uocavanja ovisnosti unosa energije u oscilator vanjskom silom
o bliskosti frekvencije prisile sa frekvencijom oscilatora, Sto ima jasne fizikalne posljedice.
Kada se u Meksiku desio ¢uveni razorni potres opazen je fenomen da su poruSene upravo one
zgrade, ¢ije su dimenzije imale frekvencije titranja razornog vala. Njima je, radi jasne
zavisnosti unosa energije u objekt o rezonantnim svojstvima objekta, unoSena u titranje
najveca energija. Snagu usrednjenu po periodu titranja oznacit ¢emo s P , a proceduru
usrednjenja sa znakovima < >, dok se usrednjena veli¢ina postavlja medu te znakove:
P =< FX>=<F, cosat - (—w)X, sin(wt + ¢) > (10.62)
a

= F, : 0

J@ -0*) +(o/7)
Srednja vrijednost kosinusne funkcije po periodu je jednaka nuli (vrijednosti funkcije su
jednako pozitivne 1 negativne tokom perioda). Pri izvodu (10.34) smo pokazali da je

< sin’(at + @) >=% (10.64)

P (—w) < cos wtcos @ + cos” wtsinp > (10.63)

Potpuno analogno se dokazuje
< cos’ (at + @) >=% (10.65)

Tako za P imamo medurezultat:



2
1 a,

=—m
2 \/(a)oz —0*)+(w/ 1)’
Student lako moze verificirati trigonometrijsku relaciju:

. tgp
SinQ = ——— (10.67)
J1+tgp

Izraz za tangens faze ¢ imamo u (10.59) pa ga preko (10.67) mozemo supstituirati u (10.66):

P (—w)sing (10.66)

1

1 a,’ (w/r)'a)z—a)z
P=—m 2 (—w) d (10.68)

2 @} -0+ (/) V@, -0*) +(0/7)

(a)o2 _a)z)
Nakon sredivanja (10.68) se pojednostavljuje:
2 2

P (1/2)2moc0 2r _ (1/2)F02 -(rim) (10.69)

1+(u)2 1+(u)2

(w/71) (/1)

Iz (10.69) je razvidno da maksimalna snaga ulazi u sistem na frekvenciji @ =w,, kada
nazivnik ima minimalnu vrijednost , a maksimalna snaga je
P . =1/2)F, (z/m) (10.70)

SIRINA REZONANCIJE

Vrlo se Cesto u fizici postavlja pitanje Sirine vrha nekog fenomena. U profesionalnoj je
upotrebi termin i veli¢ina koji se naziva punom Sirinom za polovicu maksimuma. Pod tim se
podrazumijeva interval vrijednosti varijable (o kojoj promatrana veliCina ovisi) , na ¢ijim
rubovima zavisna veli¢ina pada na polovicu maksimalne vrijednosti. Veliina se oznacava
kao FWHM (Full Width at the Half of the Maximum). Znaju¢i maksimalnu vrijednost snage
prema (10.70) vidimo da su vrijednosti @ one za koje je ispunjeno:

2 2
b (10.71)
(w/7)

Odatle slijedi:

2L Ko, - o) (10.72)

z-
RjeSavanjem gornje kvadratne jednadZzbe dobiva se da je razmak fizikalnih rjeSenja :

Aw = 1 (10.73)

T

Sto je puna Sirina na polovici rezonancije (FWHM)



NAPOMENA O RJESAVANJU LINEARNIH DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI
DRUGOG STUPNJA S KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA.

Znacenje opisa jednadzbi je slijede¢e. U jednadzbi se pojavljuju prva i druga derivacija
funkcije ali u prvoj potenciji kao i sama funkcija. Ako je s druge strane linearne kombinacije
derivacija i funkcije znaka jednakosti nula, imamo homogenu klasu takvih jednadzbi. Tome
¢emo najprije posvetiti paznju. Ovakve se jednadzbe mogu ocito rijesiti pretpostavkom da
funkcija zavisi eksponencijalno o varijabli. Naime, kada ovu pretpostavku supstituiramo u
diferencijalnu jednadzbu i odsepariramo eksponencijalni faktor, na mjestu druge derivacije
ostat ¢e kvadrat eksponenta eksponencijalne zavisnosti, na mjestu prve derivacije ¢e ostati
sam eksponent, a na mjestu funkcije ostat ¢e faktor 1 . Time se diferencijalna jednadzba
transformirala u kvadratnu jednadzbu za eksponent eksponencijalne funkcije. Kako ta
jednadzba ima dva korijena, imat ¢emo dva linearno nezavisna rjeSenja. Tu je i1 objaSnjenje
zaSto smo bili uspjesni u konstrukciji harmonijskih i eksponencijalno rastu¢ih ili padaju¢ih
rjeSenja. Ako su rjeSenja realna, imamo realne eksponencijalne modove. Ako su imaginarna,
imamo sinusoidalno i kosinusoidalno ponaSanje. Ako su kompleksna, imamo produkt
sinusiode 1 eksponencijale kao kod guSenog oscilatora. Tako se nacelno rjeSava klasa
homogenih diferencijalnih jednadzbi drugog reda s konstantnim koeficijentima i dobiva dva
nezavisna rjeSenja, ¢ijim kombiniranje s proizvoljnim konstantama pokrivamo sva moguca
rjeSenja.

Predimo sada na klasu nehomogenih jednadzbi da bi dokazali nasu tvrdnju da se tada rjesenje
nalazi op¢im rjeSenjem homogene jednadzbe, kojem treba dodati jedno rjeSenje nehomogene.
Uzet ¢emo za model jednadzbu prisilnog titranja (10.55).

X’+l>'<+a>02x:a0 cos ot (10.55)
T
Nju mozZemo pisati i preko simbolickog linearnog operatora:
> 1d 2
L=(—+—F—+o 10.74
e (10.79)
Neka su X, (t)iXx,(t) dvanezavisna rjesenja homogene jednadzbe. Tada vrijedi:
Lx, =0i Lx, =0 (10.75)

Akosu C,i C, proizvoljne konstante i linearna kombinacija rjesenja je rjesenje , to jest:

L(C,x,+C,x,)=C,Lx, +C,Lx, =0 (10.76)
Ako sada dodamo jedno specijalno rjeSenje nehomogene jednadzbe (u gornjoj analizi to je
rjeSenje (10.56) ) ), imat ¢emo u toj notaciji ukupno rjesenje:

Xukpno = C1 % +C, X, +X (10.77)
Ako ga uvrstimo u (10.55) imamo:

L(C,x, +C,X, +X)=L(C,x, +C,x )+ Lx =0+ Lx (10.77)
No za Lx imamo radi zadovoljavanja nehomogene jednadzbe

LXx = , cos wt (10.78)



Tako Xyumo zadovoljava nehomogenu jednadzbu , a opcenito je rjeSenje jer ima dvije

proizvoljne konstante, koje se mogu prilagodavati (pocetnim) uvjetima na rjesenje.

Studenti ¢e vidjeti 1 Oberbeckovo njihalo (dva identicna modela matematickih njihala
povezana medusobno s niti napete lak§im teretom) koje rezonantno uzbuduju jedno drugo.

Zatim ¢e se studentima joS jednom demonstrirati ovisnost amplitude titranja o udaljenosti
frekvencije od rezonantne frekvencije kao uvod u razmatranja o §irini rezonancije

SIRINA REZONANCIJE

Vrlo se Cesto u fizici postavlja pitanje Sirine vrha nekog fenomena. U profesionalnoj je
upotrebi termin 1 veli¢ina koji se naziva punom Sirinom za polovicu maksimima. Pod tim se
podrazumijeva interval vrijednosti varijable (o kojoj promatrana veli¢ina ovisi) , na ¢ijim
rubovima zavisna veli¢ina pada na polovicu maksimalne vrijednosti. Veli¢ina se oznacava
kao FWHM (Full Width at the Half of the Maximum). Znaju¢i maksimalnu vrijednost snage
prema (10.70) vidimo da su vrijednosti @ one za koje snaga pada na polovicu maksimalne

vrijednosti dane izrazom:

2 2
®, —o

@) ) =1 (10.71)
Odatle slijedi:
o _ +w,” - @°) (10.72)
RTjeéavanjem gornje kvadratne jednadzbe dobiva se da je razmak fizikalnih rjeSenja :
Aw = % (10.73)

Sto je puna Sirina na polovici rezonancije (FWHM). Zaklju¢ak o razmaku fizikalnih rjeSenja
se lako vidi analizom (10.72). Naime dvije kvadratne jednadzbe imaju svaka po dva rjeSenja:
Ona s pozitivnim predznakom za /7

@, = A @, (10.72a)
T 27 27

a ona s negativnim predznakom za o/t

w,, = . (i)2 +w,’ (10.72b)
’ 27 27

Pozitivne (fizikalno smislene) vrijednosti kruzne frekvencije su samo one iz (10.72a) i
(10.72b) s pozitivnim predznakom ispred korijena. Njihova je razlika Aw ocito je dana s
(10.73).



FAKTOR DOBROTE (Q faktor) OSCILATORSKOG SUSTAVA

U mnogim primjenama osciliraju¢ih sustava faktor dobrote Q je vazna prakti¢na veliCina.
Intuiciju o njemu mozemo dobiti iz dva nezavisna razmatranja. Vratimo se najprije izrazu
(10.61) za amplitudu prisilnog titranja 1 uvrstimo za kruznu frekvenciju o = w,, dakle

rezonantnu vrijednost. Tada se dobije za amplitudu njenu (maksimalnu) vrijednost u
rezonanciji:

a F, ¢ F

X, (rezonantno) = —2—=—L. — = (—) (@ 7)

(w,/7) M @, ma,

Izraz u lijevoj zagradi je odstupanje od poloZaja ravnoteze ako bi na oscilator primijenili
stalnu silu F,. Faktor u drugoj okrugloj zagradi govori nam koliko je puta rezonantna

amplituda veca od amplitude postignute stalnom silom. To je upravo faktor dobrote Q.
S druge strane,vremenskom analizom snage unutar perioda titranja moze se takoder pokazati
da je Q/2z broj titraja, koje Cini sustav prepuSten sam sebi, potreban da energija u

oscilatorskom sustavu padne za faktor 1/e. Naime iz oblika titranja za relativno slabo guSeni
oscilator lako se vidi da energija u oscilatoru pada relacijom: E =Ee™"'" . Ako je N broj
titraja potreban za pad energije za faktor e , oCitoNT =7, gdje je T period titranja; u
rezonanciji to je T,. Ujedno vrijedi @, =27/T,. Kombiniranjem dva posljednja izraza

Q

slijedi: N = % = P To je potvrda drugog svojstva faktora dobrote koji smo gore naveli.
V4 V4

Neki americki udzbenici koriste Q da bi karakterizirali oscilator umjesto parametra 7 .
PONASANJE FAZE OSCILATORA PRI VARIJACIJI FREKVENCIJE PRISILE

Iz relacije (10.59) vidimo da je za w <@, ¢ negativan. To znac¢i da oscilator kasni za
prisilom. U rezonanciji to kaSnjenje dosize vrijednost 7/2. Za @ > @, ¢ mijenja predznak

i oscilator je ispred prisile u svom titranju. Ovo ponasanje faza demonstrira se aktivacijom
Bartonovog njihala kada oscilatori produ kroz fazu tranzijenata.



GIBANJE TIJELA U POLJU SILE fC/r’

Pod utjecajem takve sile se gibaju otprilike planeti oko Sunca (otprilike jer i oni medusobno
djeluju sto komplicira stvarne proracune) . I naelektrizirane kugle su pod djelovanjem sile
istog analitickog opisa. Za slucaj privlacne sile Kepler je formulirao tri zakona. Kako ih se
Cesto spominje, mi ¢emo ih ovdje navesti u poretku koji je on formulirao. Medutim,
matematiCki tretman koji ih opravdava nije po svojoj tezini u istom poretku , pa ¢emo ih
dokazivati / ilustrirati drukc¢ijim redom.

Prvi Keplerov zakon konstatira da su putanje planeta oko Sunca elipse pri ¢emu je Sunce u
jednom od njenih fokusa. Drugi Keplerov zakon kaze da radijus vektori koji idu od Sunca do
planete prebrisavaju u jednakim vremenskim razmacima jednake povrSine. Tre¢i Keplerov
zakon govori da se kubovi glavnih osi njihovoh elipsa odnose kao kvadrati perioda njihovih
ophodnji.

RADIJALNOST SILE I DRUGI KEPLEROV ZAKON.

Kako su vektor sile fC/r” i radijus vektor polozaja planete kolinearni (imaju isti ili suprotni
smjer), to je moment sile takvog matematickog opisa na planet jednak nuli:

FxF=fx fC/r’=0 (11.1)

Prema vezi momenta sile 1 momenta impulsa, vremenska derivacija momenta impulsa jednaka
je nuli. To znaci da je

I x p=vektorska konst (11.2)
Pokazat ¢emo da (11.2) upravo iskazuje drugi Keplerov zakon. Naime (11.2) mozemo
pomnoziti s drugom konstantom: (1/2m) gdje je m masa koja se pojavljuje u impulsu i

dobiti novu relaciju:

Ly P =novakonstanta (11.3)
2m

Velic¢ina s lijeve strane (11.3) je zapravo brzina prebrisavanje povrSine koju vrsi radijus
vektor.

Najprije razmotrimo veli¢inu:

L rxp=lixy (11.4)

2m 2

Jo§ od definicije vektorskog produkta pamtimo da je njegovo znacCenje povrSina
paralelograma zatvorenog s ta dva vektora. Vektorski produkt radijus vektora i brzine kojom
se radijus vektor micCe je povrSina paralelograma koju radijus vektor u jedinici vremena tvori
svojim kretanjem. Sektorska brzina, to jest brzina prebrisavanja povrSine od strane radijus
vektora je samo polovica povrSine stvorene prema definiciji vektorskog produkta. Tako (11.4)
sektorska brzina radijus vektora planetarnog gibanja i upravo smo dokazali da je stalna. Ovo
je karakteristika svih centralnih sila!



OPIS STALNOSTI MOMENTA IMPULSA PREKO POLARNIH KOORDINATA

I:=F><ﬁ:rfx(mz—;)=mrfx(r'f+r(pgb) (11.5)

Kako vektorski produkt jedini¢nog radijus vektora sa samim sobom iS¢ezava, to preostaje
samo:

L=mri’pfx¢ (11.6)
Naravno to je vektor okomit na ravninu gibanja, no za naSa buduca razmatranja iz opisa (11.6)
1 stalnosti momenta impulsa (11.2) slijedi da je veliina opisana polarnim varijablama:

L = mr’¢ =kons tanta (11.7)

POTENCIJALNA ENERGIJA TOCKASTE MASE U POLJU JEDNOLIKE SFERNE
LJUSKE

Razmatranje koje slijedi viSestruko je vazno. Naime i tockaste mase 1 tocCkasti naboji
interagiraju kako smo pokazali silama koje moZemo karakterizirati potencijalnom energijom
proporcionalnom s 1/r gdje je r njihova udaljenost. U slijede¢em tekstu ¢e se pokazati da je
potencijalna energija tockaste mase u odnosu na jednoliko raporedenu masu po nekoj kugli,
dok je tocka izvan te sfere ista kakva bi bila potencijalna energija iste toCkaste mase kad bi
ljuska imala masu koncentriranu u sredisStu te kugle. U (5.14) smo izveli da je potencijalna
energijamasamiM :

U =—GMm2 (11.8)
r

Neka je masa M razmazana jednoliko po sfernoj ljusci radijusa r . Uocimo diferencijal
povrsine te ljuske da, koji je prstenastog oblika osno simetri¢no smjesten oko pravca izmedu
m 1 srediSta kugle M . Njegovu masu mozemo izraziti kao:

2 .
M = Mg M2 sin9 d‘gz%smg-dg (11.9)

4ar? 4nr

U (11.8) kut 9 je kut izmedu izmedu spomenutog pravca poveznice i radijus vektora koji ide
od centra kugle M na prsten mase dM opisane s (11.8). Diferencijal potencijalne energije
koji pripada interakciji ms dM je prema gornjem izrazu (11.8):
mdM
rl

du =-G

(11.10)

Udaljenost promatranog prstena od mase m smo oznacili s I, i ona se prirodno pojavljuje u

(11.10); sve su tocke prstena jednako udaljene od m .
Kosinusni poucak povezuje spomenute veli¢ine:

ri’ =R?+r? —2Rrcos & (11.11)
Razmak sredista kugle s masom M i mase m je R u jednadzbi (11.11). O¢ito da za zadane R i
r postoji zavisnost medu r, i ¢ preko (11.11). Diferenciranjem te jednadzbe tako imamo:
2r,dr, =2Rrsin $-d9 ili  sin$-d&/r, =dr, /(Rr) (11.12)
Uvrstavanjem (11.9) u (11.10) i koristenjem izraza (11.12) za sin9-d$3/r, dobivamo za
diferencijal potencijalne energije:



dr,

2rR
Ukupnu potencijalnu energiju dobivamo integriranjem doprinosa sviju prstenova pri ¢emu se
integracijaska varijabla mijenja :
a) zaslucaj da je mizvan M od R-r do r+R pa je u tom slucaju potencijalne energija:

r+R
U=—GmM-—L—jdn:—GmM
2Rr 7, 2Rr

Tako smo dokazali tvrdnju s pocetka odsjecka da je potencijalna energija tockaste mase u
polju ljuske mase jednoliko rasporedene po sferi ista kao da je ljuskasta masa sva
koncentrirana u srediStu sfere.
b) Ako je masa m unutar sfere, tada integracija (11.13) ide od r-R do R+r, $to znaci da se
tijekom proracuna (11.14) zamjenjuju granice integracije, pa izraz u zagradi postaje
R+r-r+R 1 konacni rezultat postaje:
U= GmM

r
Neocekivano potencijalna energija u untrasnjosti kugle postaje konstanta. Ova Cinjenica ¢e
biti narocito vazna u elektricnim problemima slijede¢eg semestra.

dU = -GmM

(11.13)

(r+R-R+r)=-GmM /R (11.14)

(11.15)

Rezultat a) gornjeg razmatranja mozemo sa slucaja tockaste mase 1 sfericne jednolike ljuske
poop¢iti i na slucaj dvije jednolike sferne ljuske pa i na pune kugle. Naime , ako imamo slucaj
dvije jednoliko razmazane masene kuglaste ljuske, najprije za svaku tocke jedne sfere
mozemo utjecaj druge sfere svesti na jednu te istu tocku: centar te druge sfere. Tada nam je
ostao vec rijeSeni problem tockaste druge mase i jednolike ljuske prve mase, Sto se sada svodi
na dvije mase koncentrirane u sredi$tima kugala!

PUTANJA TIJELA U POLJU SILE OPISA fC/r?

Kada razmatramo dvije mase koje se privlace, pravilan racun bi iSao smjerom koji ¢emo
kasnije ilustrirati, to jest transformacijom gibanja pojednih masa na opis pomoc¢u koordinata
teziSta 1 vektora koji opisuje relativno gibanje. Tako se problem dva tijela reducira na mnogo
jednostavniji problem jednog tijela to jest na promatranje ponaSanja vektora njihovog
relativnog polozaja. U slucaju razmatranja Zemlje i Sunca , masa Sunca je bitno ve¢a od mase
Zemlje. Stoga se navedeni vektor relativnog polozaja moze zamijeniti slikom u kojoj Sunce
miruje, a Zemlja se giba pod utjecajem Sunceve gravitacije. U (11.6) smo opisali konstantnost
momenta impulsa u polju radijalne sile. Radi toga je moment impulsa stalan ne samo po
iznosu , nego i po smjeru. To pak znaci da je vektorski produkt vektora polozaja koji iz
ishodista ( Sunca) pratimo polozaj Zemlje 1 brzine Zemlje stalan po smjeru. To znaci da je
gibanje Zemlje ogranic¢eno ravninom razapetom radijus vektorom Zemlje i njenom brzinom u
jednom trenutku. Zemlja iz te ravnine ne moze izaci, jer bi time bilo naruseno sacuvanje
vektora impulsnog momenta. Stoga posljedice drugog Newtonovog zakona u slucaju
centralne sile mozemo razmatrati unutar jedne ravnine. Najpovoljniji je za racun polarni
sustav. KoriStenjem izraza za akceleraciju, koji smo dobili u (1.42) imamo za navedenu
specijalnu silu slijedecu relaciju:

C .
— (11.16)

~ 1d
F=ma=m| f(i —r¢’>)+ ¢o——(’¢p) |=
[fF=rp®)+ o () ]=-



Ulogu iscezavanja drugog (azimutalnog) dijela akceleracije i njene posljedice smo veé
utvrdili. Usporedbom radijalnih komponenti slijedi:

'r'—rgb2:£2 (11.17)
r
No prema (11.7) se kutna brzina moze opisati i uz pomo¢ modula momenta impulsa L :
. L
$=—7 (11.18)
mr

Uvrstenjem (11.18) u (11.17) imamo jednostavniju diferencijalnu jednadzbu:
L? C
- == 11.19
m’r®  mr’ ( )
Ova se diferencijalna jednadzba dade pojednostaviti supstitucijom, pri kojoj vodimo racuna
da su obadvije veli¢ine : r i nova varijabla U obadvije slozene funkcije najprije polarnog kuta

@ , apolarni kut zavisi o vremenu t . Supstitucija glasi:

1
rlo®)]=—— (11.20)
ulp(t)]
Za vremenske derivacije radijusa slijedi:
: 1 du . 1 du L 1 du Lu* du L
f=-— —@=-—F ——— = — =——— (11.21)

po_dU o du L, (11.22)

Ako (11.22) uvrstimo u (11.19) i zamijenimo r s u prema (11.20) , a zatim sredimo dobivamo:

2
v, ¢cm (11.23)
do L
Gdje je A integracijska konstanta. Student moze lako provjeriti da je rjeSenje gornje
diferencijalne jednadzbe:

u=—c|:_—r2n+ Acos ¢ (11.24)

Takoder je jasno da je ovo rjeSenje dobiveno sukladno naSem znanju o rjeSavanju linearnih
nehomogenih jednadzbi drugog reda s konstantnim koeficijentima! Sjeéajuci se veze varijabli
riu(11.20), imamo stazu tijela:

;:_i_gu Acos ¢ (11.25)

Nacinit ¢emo posebnu analizu analitickog opisa krivulje (11.25) i pokazati da ona predstavlja
jednadZbu cCunjosjecnice; krivulje koja u Kartezijevim koordinatama jest zapisana preko
polinoma drugog stupnja. U stvari ovo je generalni zapis za presjeke plasta stoSca s ravninom.
Moguci presjeci su elipsa, parabola 1 hiperbola. Kruznica je naravno specijalni sluc¢aj elipse.



ANALIZA POLARNE JEDNADZBE CUNJOSJECNICE

Kre¢emo od rezultata (11.25). U njemu ¢emo uvesti nove parametre umjesto starih kako
bismo imali izraz u kojem parametri imaju bolju geometrijsku interpretaciju.
1

S=—— 11.26
A (11.26)

AL’

e= 11.27
e (11.27)

Time (11.25) postaje:

E:l—cosgo (11.28)

r e

Ovo je oblik koji je standardiziran u analitickoj geometriji. Prijelazom na Kartezijeve
koordinate pokazat ¢emo da je (11.28) jednadzba jedne od navedenih krivulja. U Kartezijevim
koordinatama se (11.28) pise kao:

> :l_L ili L:l (11.29)
e

/X2 +_y2 e lxz +_yz /X2 +_y2

Ako se u desnom izrazu (11.29) rijeSimo nazivnika i rezultat kvadriramo imamo:

e’s’ +e’ - 2sx+e’x  =x>+y° (11.30)
Regrupiranjem i jednostavnim operacijama imamo slijed:
x> (1—e*)—2sxe’ +y* =e’s’ (11.31)
2 2,4 2 2.2 2,4 2.2
XZ_Zsez'X—i_ Sez >t y2=832 Sezzz eszz (11.32)
l1-e (1-e) 1-e° 1-e° (1-€) (1-e7)
se? ) yz e2g2
X — + = 11.33
( 1—e2) 1-e> (1-¢°)’ ( )

Sada pretpostavljamo da student zna oblike opisa ¢unjosjecnica u centralnom obliku:

ELIPSA:
2 2
X—2 + y—z =1
a~ b
HIPERBOLA:
2 2
a’> b’
PARABOLA:
y? =2px

Na temelju tog znanja mozemo nastaviti diskusiju oblika putanje (11.33) koju smo dobili za
izabrani oblik centralne sile .



Ako je 0<e<l1,tada je prema (11.33) putanja elipsa.

Ako je e>1, tada je putanja hipoerboli¢na .

Ako je e=1 ( moramo jednadzbu prije analize pomnoziti s (1—e*)*) dobivamo parabolu.

U slucaju privlacne sile imamo elipti¢nu putanju, koja u granicnom sluc¢aju prelazi u parabolu.
Kod odbojne sile putanja je hiperboli¢na. Ovo student moZe provjeriti povratkom na znacenje
originalnih parametara i njihovu vezu s geometrijskim parametrima.

Time smo dokazali prvi od Keplerovih zakona. Tre¢i Keplerov zakon smo ilustrirali na
primjeru kruznog gibanja i ovdje ga ne ¢emo dalje proSirivati.

REDUKCIJA PROBLEMA GIBANJA DVA TIJELA POVEZANIH MEDUSOBNOM
SILOM NA OPIS EKVIVALENTAN PROBLEMU JEDNOG TIJELA U POLJU SILE

Imamo tijela masa m,im, s radijus vektorima I, iF, . Sila koja medu njima djeluje ima
analitiCki opis zavisan o njihovom relativnom poloZzaju: F, —1; . Tako za opis problema
imamo vezane difrencijalne jednadzbe:

mf, = F (%, - F)) (11.34)
m,r, = —F(F, - T,) (11.35)
Sjetimo se srediSta tromosti i relativnog polozaja iz problema sudara:
5 M +m,r

(11.36)
m, +m,
r=r-rm (11.37)
Zbrajanjem (11.34) i (11.35) slijedi:
mlﬁ + mzﬁ =0 $to je ekvivalentnos R =0 (11.38)
Teziste sustava se giba jednoliko pocetnom brzinom!
Odbijanjem relacija (11.34) od (11.35) imamo:
. F(F,-F) F(,-F
~Z_ﬁ= (2 l)+ (2 1) (11.39)
ml m2
Ako se podsjetimo reducirane mase x,, =mm, /(m, +m,) (11.49)
mozemo sjecajuci se (11.37) napisati:
,,F = F(F) (11.50)

Formalno gledaju¢i ovo je upravo jednadzba gibanja Cije rjeSavanje opisuje gibanje tijela
mase /4, u polju sile F . Pri vizualiziranju dogadanja student treba imati na umu da vektor

relativnog polozaja prolazi srediStem mase , da su dva tijela obadva udaljena od srediSta mase
dok su njihove udaljenosti od srediSta mase obrnuto proporcionalna njihovim masama. Kako
vrijeme teCe, razmak se mijenja i duljinom 1 orjentacijom, ali uvijek tako da su odmaci od
polozaja srediSta mase obrnuto proporcionalni masama. Tako se obadva tijela gibaju!
Medutim kada je masa jednog od njih tako velika u odnosu na drugu (slucaj Zemlja Sunce)
gibanje velike mase se u praksi mozZe zanemariti.



RELATIVISTICKA MEHANIKA
UVOD:

Nakon sustinskog razumijevanja Newtonovske mehanike, relativisticka je mehanika slijedeci
koncepcijski izazov studentu fizike . Dva su tome razloga:

1) Fenomeni relativisticke mehanike su daleko od nasih dnevnih iskustava jer se deSavaju
pri brzinama koje su u redu veli¢ine brzine svjetlosti.

2) Za teorijsko utemeljenje relativisticke mehanike potrebno je uz prihvaéanje €injenice
da je brzina svjetlost ista u svim inercijskim sustavima prihvatiti i visok stupanj
apstrakcije s razli¢itim vremenima raznih sustava i linearnosti veza prostorno-
vremenskih koordinata.

POVIJEST MJERENJA BRZINE SVJETLOSTI

Olaf Roemer je 1676 godine zakljucivao o brzini svjetlosti prateéi gibanje Jupiterovog satelita
Io. Dobivsi kvalitetan rezultat za frekvenciju obilaska, ustanovio je da se ponavljanje iste
pozicije Io u odnosu na Jupiter javlja sve kasnije kako se Zemlja udaljava od Jupitera. Mjereéi
to vremensko odstupanje (naprimjer zalaska Io za Jupiter) za minimalni 1 maksimalni razmak
Zemlje 1 Jupitera dobio je podatak o tome koliko dugo svjetlost putuje tom razlikom razmaka
Zemlje 1 Jupitera . Odatle je dobio prvu informaciju da svjetlost ne ide beskonac¢no brzo 1
informaciju koja je otprilke ta brzina. J. Bradley je opazao razliku kuta pod kojim se zvijezda
stajacica opaza zavisno od toga da li je Zemljino kretanje u smjeru ili protivnho smjeru
zvijezde. Fizeau je rotiraju¢im zupcastim kotaCem prekidao svjetlost , postavio na putu od
otprilike 8,6 km zrcalo 1 opazao pri kojoj brzini rotacije reflektirana zraka nailazi na
nazubljeni dio nakon §to je u pravcu zrcala prosla kroz otvor izmedu dva zuba. Sli¢na je bila i
Foucaltova metoda koji je umjesto zubaca koristio rotiraju¢a zrcala. Michelson je velikim

putem od 2x22 milje dogao u domenu veée to¢nosti za brzinu ¢~ 2,99x10° m/s.

TEORIJSKI SIGNAL U SMJERU NEZAVISNOSTI BRZINE SVJIETLOSTI O SUSTAVU

Elektrodinamika, koju studiramo slijedec¢i semestar prekrasno daje ujedinjeni 1 neproturjean
opis elektromagnetskih fenomena. Ve¢ smo konstatirali princip da fizikalni zakoni ne bi
smjeli zavisiti o sustavu. Maxwellove jednadzbe takoder ne zavise o sustavu. No iz
Maxwellovih jednadzbi slijedi numericka vrijednost brzine svjetlosti koja je tako u njih
ugradena. Time 1 ta numericka brzina treba biti konstanta. Povijesno, ovo nije bila baza za
relativistiCku mehaniku, ali studentima moze biti dodatni argument za teSko prihvatljivu
eksperimentalno ustanovljenu neovisnost brzine svjetlosti o sustavu.

TEORIJA ETERA 1 POKUSAJ USTANOVLIENJA BRZINE SVIETLA PREMA ETERU

U doba pred rad Einsteina, vjerovalo se da je eletromagnetski val fenomen na sredstvu
nazvanom eter, kao $to je zvuk titranje zraka. Ako je brzina svjetla u eteru c, tada bismo
kretanjem ususret svjetla trebali vidjeti da svjetlosni fenomen putuje brzinom v+c gdje je v
brzina gibanja prema eteru. Sli¢no bi pri gibanju u suprotnom smjeru trebali vidjeti brzinu
c-v. Michelson 1 Morley su eksperimentalnu demonstrirali da gibanje Zemlje ne utjece na
eksperimentalni rezultat mjerenja brzine svjetlosti. Ovdje ¢emo iznimno morati pretpostaviti
da student zna S$to je fenomen interferencije svjetlosti. Ako opcenito valu koji dolazi iz istog
izvora dozvolimo da se kreée dvjema stazama razlicitih duljina, kada valove ponovno



zdruzimo, oni ce se pojacavati ako je razlika putova cijeli broj valnih duZzina, a ponistavati ako
je razlika putova pola valne duZine. Michelson i Morley rascijepili su svjetlost polupropusnim
zrcalom (pola intenziteta se reflektira a pola prolazi zrcalom). Jednu su zraku pustili smjerom
»eterskog vjetra® (to jest suprotno gibanju Zemlje) , a drugu okomito na taj smjer. Tada su na
istu udaljenost od polupropusnog zrcala postavili prava zrcala. Svjetlost reflektirana na dva
prava zrcala natrag na polupropusno zrcalo se sada preko polupropusnog zrcala slala na lecu
koja je tu wujedinjenu  svjetlost koncentrirala u fokus. Tu se sada trebao deSavati
interferencijski efekt zavisan od toga kolika je razlika putova zrake koja je iSla niz i uz
»eterski vjetar” i zrake koja je iSla okomito na ,,eterski vjetar. Prora¢un razlike vremena za
dvije razliCite putanje tece ovako.

Za zraku koja je iSla niz i uz vjetar: uz oznaku | za razmak polupropusnog i realnog zrcala:

At =t (12.1)
c+v

At, = ! (12.2)
c—v

Zakasnjenje te zrake jest:

At + AL, =1( ! + ! = 2 ! (12.3)

c+v c—-v  cl-(v/c)
Kod okomite zrake trebamo uociti da za vremenski interval A¢; zraka okomita na ,.eterski
vjetar” putuje put / u vertikalnom smjeru i put vA¢; u smjeru vjetra a u smjeru hipotenuze ta

dva gibanja prelazi put cAt, . Po Pitagorinom poucku slijedi veza hipotenuze i kateta:

I* + (VAt,) = (cAt,)’ (12.4)
Odatle slijedi:
At, = LU (12.5)

¢ J1-(v/c)?

Isti takav vremenski interval je potreban povratnoj zraci:
At, = At, (12.6)
Tako je razlika u vremenu dolaska dvije zrake natrag na polupropusno zrcalo:

2] 1 1
At +At, =2At, = — - 12.7
|+ Aty =201, C{I(W)z ,—1—(v/c)2] (12.7)

Mnozenjem s ¢ (12.7) razlika vremena dolaska pretvara se u razliku prevaljenih puteva. Ta
razlika puteva se trebala manifestirati kroz interferencijski fenomen, Sto se nije desilo.
Detaljniji opis tog aspekta ide ovako. Ako se aparatura kojom smo gledali fenomen zarotira za
90 stupnjeva, i1 tada gleda razlika putova u odnosu na gornju, tada je ukupna razlika dvije
konfiguracije 2cx vremenski interval (12.7). (ako jos$ u (12.7) upotrijebimo ¢injenicu da je v
mnogo manji od ¢, tada je razlika puteva za nerotiranu i rotiranu konfiguraciju:

2
A4{ ! ! ]zZZv—z (12.8)

|-/ icwrer | e

Ova se udaljenost trebala usporediti s valnom duljinom upotrijebljenog svjetla da se ispita
postoji li fenomen interferencije. Kvocijent gornje razlike putova podijeljen s valnom
duljinom daje nam informaciju za koliki dio valne duzine se dvije konfiguracije razlikuju.

A 21 v

z:?(Z) (12.9)




Uvrstenjem konkretnih brojeva za Michelson Morley aparaturu taj je kvocijent treba iznositi
oko 0,4. To znaci ako smo u jednoj konfiguraciji Michelsonovog uredaja imali maksimalni
intenzitet u fokusu lece, tada bi u zarotiranoj konfiguraciji trebali imati prakticki minimum.
Michelson- Morley uredaj medutim nije registrirao nikakvu razliku. Naprotiv, dokazao je da
se bez obzira da li brzinu svjetla mjerimo u smjeru gibanja Zemlje ili okomito na taj smjer,
potrebno vrijeme jest isto i gibanje Zemlje ne utjece na ishod mjerenja.

DANAS POZNATA SVOJSTVA BRZINE SVJETLOSTI

a) Brzina Sirenja elektromagnetskih valova u slobodnom prostoru ne zavisi o frekvenciji

b) Brzina svjetlosti ne zavisi o brzini izvora ili opazaca

¢) Nije moguce prenoSenje Cestica ili poruka brzinom ve¢om od brzine svjetlosti

d) Brzina svjetlosti je ugradena u Maxwellove jednadzbe. Kako one nisu ovisne o
sustavu nije ni brzina svjetlosti

EKSPERIMENTALNA DEMONSTRACIJA DA JE GRANICNA BRZINA GIBANJA ¢

Elektroni su ubrzavani stalnim elektriécnim poljem, ¢ime se znala energija koju su
akceleracijom dobili. Studenti koji imaju elementarno poznavanje elektricnih pojava (a mi
smo to takoder pokazali pri demonstraciji rjeSavanja Newtonovih jednadzbi u elektricnom
polju) znaju da pri prolazu kroz elektri¢no polje jakosti E , na duljini 1 elektron naboja q
dobiva energiju qEl . U nerelativistickoj mehanici to ide u kineti¢ku energiju dobro poznatom
relacijom:

qEl :%mv2 (12.10)

Prema (12.10) brzina elektrona bi se mogla neograniceno povecavati dizanjem njegove
energije. U navedenom pokusu mjerena je i brzina elektrona jednostavnom metodom proleta.

Mjereno je vrijeme potrebno da elektron prevali put izmedu dva detektora. Nakon tog
mjerenja provedeno je jo§ jedno kontrolno mjerenje energije elektrona. Naime pratilo se
koliko elektronski snop grije metu u kojoj se zaustavlja. Najprije je utvrdeno da elektronu
doista mozemo kontrolirano i provjereno dizati energiju. S druge strane, njegova brzina brzo
odstupa od ocekivanja (12.10) kada se energija elektrona poveéa u podrucje reda veliCine

E=mc’ (12.11)
Gdje je m, masa mirovanja elektrona. Zakljucak je eksperimenta dvojak . Relacija (12.10) ne

vrijedi za velike brzine. Eksperiment je takoder pokazao da se dizanjem energije dize i dalje
brzina elektrona ali samo asimptotski prema brzini ¢. Ovaj je eksperiment demonstrirao
fizi¢ar W. Bertozzi! Ovaj eksperiment nije bio poznat u Einsteinovo vrijeme i spominjemo ga
samo zato da studenti budu svjesni da danas postoje vrlo snazni dodatni eksperimentalni
dokazi svi u smjeru potvrde Einsteinove specijalne teorije relativnosti.

OSNOVNE TVRDNIJE SPECIJALNE TEORIJE RELATIVNOSTI

1) Brzina svjetlosti jednaka je u svim inercijskim sustavima

2) Prostor je homogen i izotropan, a vrijeme u svakom inercijskom sustavu tece
jednoliko

3) Osnovni fizi¢ki zakoni su isti za dva opazafa koji se gibaju stalnom relativnom
brzinom



Studenti mogu imati problema s ¢injenicom da gornje tvrdnje vode na intuitivno neo¢ekivane
rezultate. Stoga su neki skloni u njih sumnjati. S vremenom ipak prihvacaju da je stalnost
brzine svjetlosti eksperimentalna ¢injenica, a da je homogenost i izotropnost vremensko-
prostorog sustava jedina moguca pocetna pretpostavka.

EINSTEINOV VLAK : INDIKACIJA PROBLEMA S ISTOVREMENOSTI U DVA
RAZNA SUSTAVA

Zamislimo da smo putnik u vlaku koji ide odredenom brzinom. Ako u sredini vlaka bljesne
svjetlo, prema gornjim pretpostavkama 1) i 3) , svjetlosni signal treba istovremeno dospjeti do
obadva kraja vlaka. Ako smo putnik izvan vlaka, koji miruje dok vlak putuje, jasno je da
¢emo opaziti da je svjetlo prije doSlo do kraja vlaka koji se (izvana gledajuci priblizava , a
kasnije do kraja vlak koji se od mjesta bljeska udaljava. I OBADVA OPAZACA MORAJU
BITI U PRAVU. Einstein uo¢ava da nesto nije u redu s konceptom istovremenosti. Sto je
istovremeno u jednom sustavu, nije istovremeno u drugom sustavu. VREMENA u raznim
sustavima teku RAZLICITO.

IZVOD LORENTZOVIH TRANSFORMACIJA

Pretpostavimo da imamo dva inercijska sustava S 1 S' . Pri tome su sve njihove osi paralalne.
Sustav S' se giba na desno(u smjeru pozitivne X osi) brzinom v u sustavu S. Radi pretpostavke
2). veza izmedu prostornih i vremenskih koordinata dva sustava mora biti linearna . Ako to ne
bi bilo ispunjeno, postojala bi nejednolikost toka vremena ili nehomogenost prostora.
Najopcenitija linearna veza jest:

X = ax'+bt' (12.12)

t = dx'+et' (12.13)
Konstante a,b,d,e treba odrediti. Zasada imamo informaciju da sustav S' putuju jednoliko
brzinom v . Dozvoljeno nam je podesiti satove tako da u trenutku kada se ishodista dva
sustava poklope poc¢injemo mjeriti vrijeme:

x(0)=0=x"(0) (12.14)
Promatrajmo sada gibanje ishodista ( x'=0) u sustavu S. Njegova vremensko prostorne
koordinate se ponasaju kao:

x=bt' t=et (12.15)

No ta tocka putuje brzinom v pa vrijedi prema (12.14):

,oX_0 (12.16)
t e

To je prva relacija medu nepoznatim koeficijentima.
Obrnutim izborom koordinate x =0 koja se giba u S' ulijevo , znaci ima brzinu —v istim
putem dobivamo:

N (12.17)
t a

Iz (12.16)1(12.17) imamo :

a=e (12.18)

i

b=va (12.19)

S gornjim imamo veze medu koordinatama s manjim brojem konstanti:

x = ax'+avt' (12.20)

t = at'+dx' (12.21)



Ako u vrijeme kada ishodista koincidiraju (12.14) pustimo svjetlosni signal iz ishodista, mora
vrijedit,i dok se signali Sira duz x-osi, radi iste vrijednosti brzine svjetlosti u dva sustava:

x*=ct’ (12.22)
x?=c’t"? (12.23)

Uvrstenjem (12.20) 1 (12.21) u (12.22) imamo:

a’x*2a’vx't+a* Vit = a’t? ¢’ + 2at'dx'c* +d*x" ¢? (12.24)
Relacije (12.23) i (12.24) trebaju biti konzistentne. Znaci da se koeficijenti uz iste potencije
varijabli x' 1 t' mogu izjednaciti.

a’—c’d’ =1 (12.25)
2a’v = 2adc’ (12.26)
Iz (12.26) raCunamo d:
av
d = = (12.27)
Uvrstenjem (12.27) u (12.25) dobivamo relaciju za koeficijent a:
2.2
L1 (12.28)
c
Odatle slijedi vrijednost :
RN : (12.29)
v
C2
Kombiniranjem (12.27) 1 (12.29) imamo i vrijednost za d :
v 1
d=—- = (12.30)
C 1 v
CZ
Tako Lorentzove transormacije medu x koordinatama glase:
x=—2L (1231
v
1- 2
CZ

A medu vremenima:

v
t'+7x'
t=—5 (12.32)
V2
I_CT

Ovo je povijesni Einsteinov zahvat kojim je modificirao naSu predrasudu o apsolutnom
vremenu. Svaki sustav ima svoje vrijeme. To vrijeme unutar sustava se moze sinkronizirati
slanjem svjetlosnog signala, za koji znamo kojom brzinom putuje tako da unutar svakog
sustava moZemo imati jedinstveno vrijeme. Vremena u razli¢itim sustavima mogu se samo
usporedivati preko Lorentzovih transformacija (12.31) i1 (12.32) koje se naravno mogu
generalizirati 1 na slucajeve da signali ne putuju samo duz x osi. To je vrlo lagano uciniti.
Naime pokazat ¢emo da se u slucaju translacije sustava duz x-osi komponente u dva sustava u
transverzalnom smjeru ne razlikuju .

y=y z=2' (12.33)



Gornju tvrdnju ¢emo dokazati putem koji je Einstein Cesto koristio, naroCito u svojoj
korespondenciji s N. Bohrom; misaonim eksperimentom. (U misaonom eksperimentu
zamisljamo pokus , ¢iji nam je ishod ocit na temelju naSeg znanja fizike, iako je sam pokus u
sadasnjem tehnoloskom okruZenju prakticki neizvedljiv). Neka se u sustavu S nalazi Stap
duljine L u smjeru y osi . Neka se u sustavu S' u smjeru paralelne osi y' nalazi Stap iste duljine
L. Neka se sustavi S i1 S' nalaze u stanju relativnog gibanja kako je gore opisano; znac¢i samo
duz osi x/x' . Ako ne bi vrijedila jednakost y koordinata, jedna od veli¢ina y,y' bila bi manja.
To bi znacilo da moZzemo zakljuciti slijedece: Siljak na kraju skra¢enog Stapa bi ostavio
posjekotinu na duzem Stapu. No svi inercijski sustavi su ravnopravni. Promatrajuc¢i dogadaj sa
stanoviSta drugog sustava, relacija krac¢i-duzi bi bila obrnuta. Naravno nije moguce da je jedan
te isti Stap istovremeno i dulji 1 kra¢i od drugog. Tako smo tvrdnju (12.33) dokazali. U
uzduznom smjeru takvo zaklju¢ivanje ne ¢e biti moguce. Student treba uociti , kako ne bi bio
zbunjen, da u slucaju usporedivanja duljina transverzalnih Stapova, obadva se kraja Stapa
susre¢u s odgovaraju¢im krajevima Stapova u drugom sustavu U ISTOM TRENUTKU. To
pak ne ¢e biti slucaj kada Stapovi budu polozeni paralelno smjeru relativnog gibanja.

Konac¢ni rezultat za analiticku povezanost vremensko-prostornih koordinata inercijskih
sustava S i S' koji se medusobno krecu relativnom brzinom v duZz osi x kako je to opisano na
pocetku jest:

x'+vt' t'+L2x'
x=—— 3 = t=;2 (12.34)
\% \%
1-— 1-—
C C

Ovo su cuvene Lorentzove transformacije. Korektno je spomenuti da je analiticki oblik
transformacija u prostornom dijelu bio predlagan 1 prije Einsteina. No Einstein je bio taj koji
je nacinio radikalni zahvat na kritici apsolutnog vremena, pridijeli je svakom sustavu njegovo
vrijeme 1 za vremena u razli€itim sustavima da analiticki izraz za njihovu povezanost. Time
prividno jesu moguci razni paradoksi. Na primjer slijed istih dogadaja u raznim sustavima ne
mora biti identian. Pokazuje se medutim da je to posebna klasa dogadaja, koji su prostorno
toliko udaljeni, da svjetlosni signal ne stigne doprijeti od jednog do drugog da bi prenio bilo
kakvu informaciju. Drugim rije¢ima, takvi dogadaji se fizikalno ne mogu povezati! U tom
slu¢aju vremenski odnos takva dva dogadaja i nema fizikalnih posljedica!

Radi analiza fenomena skra¢ivanja duljine i dilatacije vremena od interesa su nam i
transformacije obratne od (12.34), to jest one u kojima veli¢ine S' sustava piSemo pomocu
veli¢ina S sustava. Te obratne transformacije mozemo dobiti pocevsi s izvodom od (12.12) do
(12.34) s time da zamijenimo uloge S i S' koordinata. Pri tome su prirodno zamjenjuje i
predznak relativne brzine v. Tako obratne transformacije glase:

v
2

X'= Y=y 2=z t'=—— (12.35)
1%



SKRACIVANIJE DULJIINE STAPA KOJI SE GIBA OPAZENO IZ MIRNOG SUSTAVA.

Pokazat ¢emo da se Stap koji u S' sustavu miruje i ima odredenu duljinu u sustavu S u kojem
se Stap giba ima kracu duljinu. Najprije moramo nauciti ispravno govoriti o duljini objekta u
nekom sustavu. To je razmak (razlika koordinata, ako je duljina duZ jedne koordinatne osi)
ustanovljen u jednom trenutku. Neka znaci Stap miruje u S' tako da su mu krajevi x,'7 x,".

Tada je njegova vlastita, prava duljina:

L, =x,"—x,' (12.36)
Promatrajmo sada objekt (Stap) koji miruje u S' u sustavu S. Neka su satovi podeseni tako da
je u trenutku susreta ishodiSta sustava #'=¢t=0 . Prema (12.35) raCunamo prostorne
koordinate S' sustava:
X, —vt X, — Vvt
x| == X, == (12.37)
v’ v’
1-— 1-—
c c

Duljina Stapa u sustavu S dobiva se usporedbom x koordinata krajeva Stapa za identi¢na
vremena:

t, =t (12.38)
Ako u razliku koordinata iz (12.37) uvrstimo (12.38) dobivamo:
NPT S (12.39)

2 B 2
Iy
C C

Kako je L razlika koordinata uz istovremenost u sustavu S (relacija (12.38), to predstavlja
duZinu Stapa u sustavu S. Direktna posljedica (12.39) jest:

2
L=1, 1—‘0’—2

Kako je numeric¢ka vrijednost korijena na desnoj strani (12.40) uvijek manja od 1, Stap koji
prolijece sustavom ima duljinu manju od duljine u sustavu u kojem miruje.

(12.40)

Edukativna napomena. Mnogi americ¢ki udzbenici na ovom mjestu testiraju razumijevanje
relativistike na slijede¢i nacin. Neka Stap dulji od zgrade( s dvoma vratima postavljenim
jednima nasuprot drugima) prolijeCe zgradom brzinom bliskom svjetlosti. Da li se
istovremenim zatvaranjem vrata , u trenutku dolaska prednjeg kraja Stapa do straznjih vrata,
moze konstatirati da je cijeli Stap (iako u svom sustavu mirovanja dulji od zgrade) nalazi sav u
zgradi??? Sokantan odgovor je potvrdan, ako je brzina §tapa dovoljno visoka da bi prema
(12.40) stao u zgradu. Naravno, nakon istovremenog zatvaranja vrata, zadnja vrata se moraju
smjesta i ponovno otvoriti, kako se Stap-projektil ne bi zabio u zatvorena vrata.

USPORAVANIE SATA

Ovo je jos jedan relativistiCki fenomen koji s jedne strane uznemiruje nasu intuiciju, no s
druge strane ovdje imamo direktnu potvrdu da su relativisticki proracuni eksperimentalno u
skladu s procesima opazenim u prirodi! Neka se sata nalazi u sustavu S' u stanju mirovanja.
Neka je registrirao da je izmedu dva dogadaja protekao vremenski period 7 . Situaciju
mozemo preko relativisti¢kih koordinata opisati kao:

x,'=x,' (12.41)
Sat se nije micaou S'.

t,'-t'=71 (12.42)



Proteklo vrijeme je po naSoj definiciji z. Upotrijebit ¢emo sada (12.34) 1 to u njenom
vremenskom dijelu izrazavajuci preko koordinata S' vremena u sustavu S:

' v 1 ' v 1
t 1+72.x1 t2 +72x )
= ——5 t,=—=5—" (12.43)
v v
6'2 02
Odbijanjem izraza za t, od izraza za t, u (12.43) 1 koriStenjem (12.41) slijedi:
bt =20 T (12.44)

Vz V2
Jl‘cz ==

Kako je nazivnik u (12.44) manji od jedinice, to znaci da opazac¢ u sustavu u kojem sat putuje
registrira ve¢i vremenski razmak. Vrijeme tece najbrze u sustavu u kojem opazac¢/sat miruje.
To se vrijeme naziva 1 vlastitim vremenom sustava. Ova pojava usporenja sata se 1
eksperimentalno opaza. Jedna od temeljnih Cestica, mion, raspada se dobro definiranim
vremenom raspada u mirnom sustavu. No kada imamo snop miona dobro definirane brzine,
mozemo izmyjeriti da se vrijeme raspada produljuje upravo prema (12.44). Nadalje, na temelju
relacije (12.44) prenose se snopovi nestabilnih Cestica velikih brzina preko udaljenosti od vise
stotina metara, iako bi se pri maloj brzini transporta raspali ve¢ na centimetarskim
udaljenostima.

SVJETLOSNI SAT:

Neka u S' imamo slijede¢i satni mehanizam. Postavljena su dva planparalelna ogledala.
(Znacenje rijeci: ogledala su isjecci dvije paralelne ravnine.) Neka su postavljena tako da su
im srediSta na okomici dviju ravnina. Ako s jednog od zrcala emitiramo zraku okomito na
zrcalo,svjetlost ¢e se trajno reflektirati medu njima. Ako je razmak medu ravninama L, tada za
jedan odlazak svjetlosne zrake od pocetnog zrcala i njezin povratak na isto zrcalo treba

vrijeme:
2L (12.45)
C

To moZemo smatrati vremenskim etalonom svjetlosnog sata i vremenski interval odredivati
prema tome koliko je titraja nacinio svjetlosni sat u ispitivanom intervalu! Na punoj je liniji
nasSeg proucavanja ispitati, koje vrijeme opaza da je potrebno za odlazak i povratak promatrac,
u ¢ijem se sustavu svjetlosni sat giba brzinom v paralelno ravninama zrcala. Mozemo sada
izraCunati vrijeme koje registrira opaza¢ dok svjetlosni sat prolijece pokraj njega potrebno za
jedan titraj sata. Svjetlo u jednom smjeru sada putuje katetom trokuta kojeg Cine razmak
zrcala L 1 put koji prevali zrcalo u vrijeme t/2 putujuéi brzinom v, gdje je t vrijeme potrebno
za put od jednog do drugog zrcala, a kako ga registrira mirni opazac. Dakle :

(ct/2) =L* +(vt/2)* (12.46)
Odatle moZemo izracunati t :
t=2—L- ! =7- ! (12.47)
c 1 V2 1 V2
c? c?

Vidimo da svjetlosni sat usporava kako smo upravo predvidjeli razmatranjem o usporavanju
sata (12.44).



LORENTZOVE TRANSFORMACIJE BRZINE:

U nerelativistickoj fizici brzine su se transformirale medu inercijskim sustavima vrlo
jednostavno. Brzini u jednom sustavu trebalo je (vektorski) dodati samo relativnu brzinu
medu sustavima. Ta je jednostavnost potjecala od pretpostavke jednog, jedinstvenog,
apsolutnog vremena koje jednoliko 1 istom brzinom te€e u svim inercijskim sustavima.
Einstein nam je pokazao da tome nije tako. Kako se, relativisti¢ki, pomak i vrijeme razli¢ito i
separatno transformiraju to je nazalost veza brzina u raznim sustavima mnogo zamrsenija.
Ispostavit ¢e se da to ima dalekosezne posljedice. Globalno gledajudi, relativisticke
transformacije brzina natjerat ¢e nas na specificnu definiciju impulsa, koja ¢e se moci
interpretirati i kao promjenljivost mase objekta zavisno o brzini objekta.

Pocetne relacije u nasem razmatranu su veze medu prostorno-vremenskim koordinatama
(12.34) ; sada dobro poznate Lorentzove transformacije. Ako pratimo dogadaj u sustavu S od
pocetnih koordinata objekta : (x,y,zt) , nakon vremenskog diferencijala dt, koordinate istog
objekta ¢e imati iznose: (x+dx,y+dy,z+dz,t+dt). Kao i do sada brzine su:

dx dy &

yo=— Vv, = Vv, =— 12.48
todt Todt coodt ( )
Analogno su brzine u sustavu S':
Vx,:d_x vv':dl vz':d—z (12.49)
dt' - dr dr'

Uzimajué¢i dx' i dt' u relacijama (12.34) kao slobodne , nezavisne diferencijale, mozemo
prema (12.34) napisati i odgovarajuce izraze za dx, dy, dz, dt:

dt'+—-dx'
! ' 2
_ vl ey dr—de di——C
v v
cZ cZ
Uvrstavanjem diferencijala iz (12.50) u izraze (12.48) dobivamo izraze za pojedine

komponente brzina:
_dx  dx'+vdt V. '+v

dx (12.50)

y o _ (12.51)
A goetae 140
C C
] 2 v ' 2
v, :Z_y:L L S P (12.52)
! dt'+izdx' ¢ 1+v”—2v ¢
C C
' 2 [} 2
L A LS P . (12.53)
R A W LA R
C C

Ocito su veze medu brzinama u relativistickoj mehanici vrlo kompleksne. Brzine se ne
dobivaju jednostavnim vektorskim zbrajanjem. Dapace, u transformaciji jedne komponente,
konkretno u transformacijama transverzalnih brzina, u€estvuje i longitudinalna komponenta
brzine!



DOPPLEROV EFEKT

Klasi¢ni Dopplerov efekt je fenomen u kojem se frekvencija ucestalosti signala emitiranih
jednom frekvencijom pri opaZzanju detektorom mijenja radi relativnog kretanja izvora bilo s
obzirom na detektor ili s obzirom na sredstvo. Klasicni Dopplerov efekt podrazumijeva i
nerelativisticke uvjete 1 Sirenje signala putem sredstva-medija za propagaciju (Sirenje) signala.

Potpuno opcenite okolnosti , u kojima se vektori gibanja izvora i detektora nalaze u
proizvoljnom odnosu ¢emo pojednostavniti na jednodimenzionalni slucaj. Neka je u vrijeme
t=0 razmak izmedu izvora i detektora bio jednak a . Ozna¢imo s v, i v, brzine detektora i

izvora. Neka je u ¢ =¢, emitiran puls signal iz izvora .Taj signal je detektiran u detektoru koji
se giba u vrijeme? =¢,,.

Ako je u t=0 izvor u ishodiStu, detektor je na udaljenosti a. U vrijeme emisije signala izvor je
na polozaju v, a detektor je na polozaju vt +a. Kako signal putuje do detektora

konacnom brzinom v_ to ¢e biti detektiran u detektoru u vrijeme iza emisije : ¢, . Tako
signal treba ukupno prevaliti put:a+v,t, —v,¢, krecuéi se brzinom v, vrijeme ¢, —¢, .
Znadi,

a+v,t,—vt=v(t,—t,) (12.54)
Slijedeci puls se emitira nakon vremenskog razmaka pulsova u izvoru Af¢, a kasni za prvim

pulsom u detektoru za Af¢, . Tako imamo novi odnos konstruiran na nacin (12.54) :

a+v,(t, +At,))=v,(t, +At,))=v_(t, +At, —t, — At,) (12.55)
Odbijanjem relacije (12.54) od (12.55) slijedi:
(v, =v)At, = (v, —=v,)At, (12.56)

Tako za vremenski razmak pulsova (perioda pulsova) u izvoru At; i razmak u detektoru A¢,

vrijedi odnos:
At,  v.—v,

—& = (12.57)
At v, -V,

Kako su periodi titranja i1 frekvencije titranja recipro¢no povezani, to je odnos emitirane i
detektirane frekvencije:

v, V.-V

4 _"z d (12.58)

v, V.-V,

1

Studenti znaju da na primjer pri stacionarnom promatracu (brzina detektora je nula) , izvor
koji nam se priblizava prema (12.58) ima viSu frekvenciju od onog koji se udaljava. Na tom
principu radi vrlo vazna dijagnosticka aparatura: ,,Color Doppler . Naime reflektirani
ultrazvuk s krvnih zrnaca u naSem kardiovaskularnom sustavu tim efektom daje informacije o
brzini protjecanja krvi na nekoj lokaciji u tijelu. Naravno, ime boja u naslovu metode nema
vezu s optikom. Naime na ekranu na kojem se daje koordinatni prikaz rasporeda strujanja
krvi, intenzitet brzine se prikazuje bojom .



RELATIVISTICKI DOPPLEROV EFEKT

Relativisticki Dopplerov efekt se od klasi¢nog razlikuje u dva bitna aspekta. Jedan je naravno
relativistiCka priroda fenomena. No preSutno, bez naglaSavanja, implicira se da u ovom
slucaju ne postoji medij poput zraka ili etera; elektromagnetski val se $iri kao titranje polja u
prostoru.

U izvodu ¢emo Kkoristiti varijantu (12.35) Lorentzovih transformacija. Izvor se nalazi u
sustavu S na koordinati x=0 . Prvi signal emitira se u vrijeme ¢, =0 a drugiu ¢, =7 . Prema

izrazu za vrijeme i1z (12.35), ¢,'=0, a

(12.59)

No u trenutku odasiljanja drugog signala sa stanoviSta sustava S' , izvor se nalazi na
koordinati:

X, — VL, —VT

x,'= = (12.60)

2 2
g
C C

Da bi svjetlost dosla do ishodista sustava S' treba prije¢i put (12.60) iduéi brzinom c , tako da
uz t," dodatno kasni vremenski interval.

wle

—x,"/c= (12.61)
V2
e
Tako je ukupni razmak signala u vremenu u sustavu S'":
Af'=t, () = RIC _ NIrv/e (12.62)
V2 V2 N1-v/c
1-— 1-—
¢ c
Odnos frekvencija je naravno recipro¢an:
oy Mzvie (12.63)

NJl+v/e

Ovaj izraz za Dopplerov pomak je bio sudbonosan za prve indikacije teorije velikog praska.
Naime on omoguéuje odredivanje brzina kojima se svemirski objekti udaljavaju od
promatraca. Prva indikacija o Sirenju Svemira doSla je iz Cinjenice da se dalji objekti
udaljavaju brze od blizih, $to je jedino u skladu s modelom prvobitne eksplozije, pri kojoj
najbrzi objekti , nakon odredenog vremena jesu i najudaljeniji objekti.



RELATIVISTICKI IMPULS OBJEKTA

Lorentzove transformacije su neizbjezna posljedica eksperimentalno utvrdene neovisnosti
brzine svjetlosti o inercijskom sustavu. Pri daljnjoj prilagodbi fizikalnih varijabli relativistici
prirodno je zahtijevati da se definicije fizikalnih veli¢ina izvedu na nacin koji osigurava da se
one u nerelativisti¢koj situaciji vrate na naSe stare definicije. S druge strane Zelimo da do sada
ustanovljeni fizikalni zakoni vrijede 1 u relativistickom slucaju. Razmotrit ¢emo sada
modifikaciju koja je potrebna da bi impuls objekta bio sacuvana veli¢ina pri elasticnom
sudaru. Posljedica ¢e biti takva generalizacija definicije koja omogucuje obadva gornja
zahtjeva.

Pokazat ¢emo najprije da se sa starom definicijom impulsa kao produkta nepromjenljive mase
i (relativisticke) brzine generalno ne ¢uva impuls u elastiénom sudaru dvije jednake mase.

U sustavu centra mase naravno nemamo problema:

(P, +132)poc“ =0=(P, + D2)ton (12.64)
Naime u sustavu CM prije 1 poslije sudara vrijede jasno slijede¢i odnosi:
Vie Viy Vor Vo,
Prije sudara v, =V, —v, v,
Poslije sudara v, v, —v, -V,

Nacinimo sada transformaciju brzina u sustav S' prema izrazima za transformaciju brzina
(12.51) 1 (12.52). Pri tome se izrazi za brzine u S' razlikuju za predznak relativne brzine v (to
jest gdje god je upisan v u obratnoj transformaciji treba pisati (-v)). Nadalje je brzina sustava
S' jednaka

V=-—v (12.65)

X
Uvrstavanjem (12.65) u izraze za izraZavanje brzina u S' sustavu preko onih u S sustavu
imamo za novu tabelu brzina :
v,—(-v,)  2v

(le')puc* = V ( v ) ‘j = (vlr')kun (1266)
1- x

(vly')poé = v ( v ) 2 vxz = _(vly')kon (1267)
1— C

(v2x')poé = _‘}%((__VVX)) = O = (V2x')k0n (1268)
1_#

C
2
' _ Vy _ vx _ V)’ _ '
o _1 v, (-v,) Vl ¢ L2 V2, Vo (12.69)
c? 1- cxz

Inspekcijom rezultata (12.66) — (12.69) mnoZenih s masom ustanovljujem da je u x smjeru
ukupni impuls (zbroj impulsa dva tijela) sacuvan u x smjeru. Naime u S' sustavu impuls prve
Cestice se nije promijenio, a isto vrijedi za drugu. S druge strane y komponenta impulsa u S'
sustavu prije sudara jest:

-V, [ v,
mﬁ l—sz/Cz +m#>o (12.70)
Ty, /¢ 1-v.°/c?



Nakon sudara ta komponenta impulsa mijenja predznak; znaci nije sacuvana.

ZakljuCujemo da se stara definicija impulsa ne moze uskladiti sa zakonom sacuvanja impulsa.
U naSem se razmatranju problem manifestirao u y komponenti. Porijeklo je u slijedecoj
Cinjenici. Dok je dy = dy' nije istovremeno dt = dt' 1 to je razlog problema. Medutim ako
bismo u definiciju uvrstili deriviranje po vremenu u kojem tijelo miruje (pozr iz naSih
razmatranja o transformaciji vremena), to je vrijeme jedinstveno i problem bi i u y smjeru bio
rijesen.

Znaci ispravna definicija impulsa jest za y smjer:

_ody  dydt v,

=m m———=m ———— 12.71
Py dr dt dr N1=v2/c? ( )
Stoga se impuls definira:
- m -
p=——=V (12.72)
V1-v?/c?
Tako govorimo o relativistickom ponasanju mase:
i (12.73)

G ey

RELATIVISTICKA ENERGIJA

Promjena definicije impulsa inducira promjenu definicije sile i energije. Sada je sila:
P dp d my

i A A A— 12.74
dt  dt \J1-y?/c? ( )
Rad ovako definirane sile pri ubrzanju tijela je
W=Jﬁd§=fi(—m§ )ds (12.75)
dt \1-v*/¢?
_ T — 2
W=j (m-dv/dnds . (=1/2)(=2v)(dv/dn)(l/c) (12.76)
i VI-v?/c? A=V /ety
B N ~ - 2
W:J- mvdv Jrm(v ds /dt)(vdv)/c (12.77)
V1-v?/¢? Ja-vi/e?y?
S R N - = 2 2
W:Imvdv mvdv(v®/c”)+mvdv(v-/c”) (12.78)
NA=v?/c?)?
2
W= J'd( mc ) (12.79)

V1-v?/c?
Kako je diferencijal u (12.79) u sustini diferencijal relativisticke energije, to je znaci
relativisticka energija:

2
mc

E=—Fe— (12.80)
N1-v?/c?

Vidljivo je da ¢ak i pri brzini tijela v=0 postoji energija mirovanja tijela:

E =mc? (12.81)



NAPOMENA: velik dio literature u izrazu (12.73) masu mirovanja oznacava s m,. Sukladno

tome se u izrazu za energiju mirovanja masa oznacava istom oznakom. S druge strane , u toj
literaturi, je oznaka m rezervirana za veli¢inu koju smo u (12.73) oznacili s m(v).

Kineticka je energija povecanje energije od energije mirovanja do energije koju tijelo ima pri
brzini v. Dakle:

2
mc

E, = ——=—mc’ (12.82)
N1-v?/c?
Student moze lako pokazati u nerelativistickom limesu da izraz (12.82) prelazi u uobicajeni

izraz za kineti¢ku energiju. Naime razvojem u faktora s korijenom u nazivniku dobivamo:
1

(1=v*/c?) 2 =1+1/2W° /c® +... (12.83)
Kako je kinetic¢ka energija razlika energije tijela u gibanju (12.80) i energije tijela u mirovanju
(12.81), ocito se ta razlika u nerelativistickom limesu preko razvoja (12.83) svodi na:

_mv?

kin 2

Sto je otprije poznati rezultat. Rezultat (12.81) je mnogo puta verificiran u nuklearnim
reakcijama. Naime tijekom nuklearnih reakcija ukupna masa sviju u€esnika nije sacuvana .
dolazi do takozvanog defekta mase. Ako s Am ozna¢imo manjak mase nastao u nuklearnom
procesu, tada se u istom procesu kineti¢ka energija poveéava za iznos Amc”. To je direktna
verifikacija izraza (12.81) i naSih razmatranja o energiji u relativistickim uvjetima. To je
takoder 1zvor tvrdnje o ekvivalenciji mase 1 energije.

(12.84)

VEZA TOTALNE ENERGIJE I IMPULSA

Kvadriranjem i svodenjem na isti nazivnik student moze lako provjeriti da je relacija (12.85)

identitet:

( 1 ) v/c
\/l—vz/c2 «/l—vz/c2

Ako relaciju pomnozimo s izrazomm’c”*i nakon toga za prvi ¢lan lijeve strane uvrstimo

relaciju (12.80), a za drugi Clan lijeve strane koristimo (12.72), dobivamo slijede¢u vezu

totalne energije 1 impulsa:

E*-p’c’ =m’c* (12.86)

Ova je relacija verificirana pokusima sliénim onim kao $to je opisani pokus W. Bertozzija.

Naime totalna energija se moze mjeriti t.zv. kalorimetrima, a impuls se dobiva iz radijusa

zakrivljenosti nabijene Cestice u magnetskom polju poznate jakosti.

Mozemo jo§ dodati da je u sluc¢aju da je masa mirovanja objekta jednaka nuli (slucaju kvanta

svjetla-fotona), E=pc.

) =1 (12.85)




LORENTZOVE TRANSFORMACIJE IMPULSA I ENERGIJE

Poznate su nam Lorentzove transformacije skupa (x,y,zt). Te su transformacije linearne i
imaju u matematickom smislu transformacijska svojstva vektora .Radi toga se govori da taj
skup koordinata koji se naziva i dogadajem predstavlja ¢etverovektor u prostoru Minkovskog.
Specificno ime prostora potjeCe od Cinjenice da se invarijantni modul vektora definira
razlicito od, na primjer, trodimenzionalnog slucaja gdje je modul ili norma vektora povezana s
komponentama nama poznatom relacijom:

X2+ Y4zt =7 (12.87)
U prostoru Minkovskog Cetiri koordinate dogadaja su povezane poznatom relacijom:
Xy 4zt = =0 (12.88)

No radi transformacijskih svojstava koja nalazimo u Lorentzovim relacijama skup (x,y,z,t)
nazivamo Cetverovektorm. Pokazat ¢emo jednostavnim argumentima da  skup

(po>p,,p.E/ c’) ima identi¢na transformacijska svojstva kao i skup (x,y,zt) ; to znadi da je
u istom smislu ¢etverovektor.

Po¢i ¢emo od relacija koje prihvatili definicijom impulsa:

p,=mdx/dt p,=mdy/dr p. =mdz/dr E/c* =mdt/dr (12.89)

Kako su m i dr konstante nezavisne o transformaciji, o¢ito se skup(p,,p,,p.E/ c’)
transformira kao kao skup (dx,dy,dz,dt) to jest i kao skuo (x,y,zt). Stoga mozemo smjesta
pisati:

. p.—v(E/c?) _E/cz—(v/cz)p)r

p)="——"p'=p, p.'=p. E'/c’ =
NI=v?/¢c? ’ ’ NI=v?/c?

Struénim rje¢nikom i vremensko prostorne koordinate i impulsno koordinate zajedno s E/c’
imaju ista transformacijska svojstva sadrzana u Lorentzovim transformacijama. I jedan i drugi
skup jest ¢etverovektor.

(12.90)
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