RELATIVISTICKA MEHANIKA
UVOD:

Nakon sustinskog razumijevanja Newtonovske mehanike, relativisticka je mehanika slijedeci
koncepcijski izazov studentu fizike . Dva su tome razloga:

1) Fenomeni relativisticke mehanike su daleko od nasih dnevnih iskustava jer se deSavaju
pri brzinama koje su u redu veli¢ine brzine svjetlosti.

2) Za teorijsko utemeljenje relativisticke mehanike potrebno je uz prihvaéanje €injenice
da je brzina svjetlost ista u svim inercijskim sustavima prihvatiti i visok stupanj
apstrakcije s razli¢itim vremenima raznih sustava i linearnosti veza prostorno-
vremenskih koordinata.

POVIJEST MJERENJA BRZINE SVJETLOSTI

Olaf Roemer je 1676 godine zakljucivao o brzini svjetlosti prateéi gibanje Jupiterovog satelita
Io. Dobivsi kvalitetan rezultat za frekvenciju obilaska, ustanovio je da se ponavljanje iste
pozicije Io u odnosu na Jupiter javlja sve kasnije kako se Zemlja udaljava od Jupitera. Mjereéi
to vremensko odstupanje (naprimjer zalaska Io za Jupiter) za minimalni 1 maksimalni razmak
Zemlje 1 Jupitera dobio je podatak o tome koliko dugo svjetlost putuje tom razlikom razmaka
Zemlje 1 Jupitera . Odatle je dobio prvu informaciju da svjetlost ne ide beskonac¢no brzo 1
informaciju koja je otprilke ta brzina. J. Bradley je opazao razliku kuta pod kojim se zvijezda
stajacica opaza zavisno od toga da li je Zemljino kretanje u smjeru ili protivnho smjeru
zvijezde. Fizeau je rotiraju¢im zupcastim kotaCem prekidao svjetlost , postavio na putu od
otprilike 8,6 km zrcalo 1 opazao pri kojoj brzini rotacije reflektirana zraka nailazi na
nazubljeni dio nakon §to je u pravcu zrcala prosla kroz otvor izmedu dva zuba. Sli¢na je bila i
Foucaltova metoda koji je umjesto zubaca koristio rotiraju¢a zrcala. Michelson je velikim

putem od 2x22 milje dogao u domenu veée to¢nosti za brzinu ¢~ 2,99x10° m/s.

TEORIJSKI SIGNAL U SMJERU NEZAVISNOSTI BRZINE SVJIETLOSTI O SUSTAVU

Elektrodinamika, koju studiramo slijedec¢i semestar prekrasno daje ujedinjeni 1 neproturjean
opis elektromagnetskih fenomena. Ve¢ smo konstatirali princip da fizikalni zakoni ne bi
smjeli zavisiti o sustavu. Maxwellove jednadzbe takoder ne zavise o sustavu. No iz
Maxwellovih jednadzbi slijedi numericka vrijednost brzine svjetlosti koja je tako u njih
ugradena. Time 1 ta numericka brzina treba biti konstanta. Povijesno, ovo nije bila baza za
relativistiCku mehaniku, ali studentima moze biti dodatni argument za teSko prihvatljivu
eksperimentalno ustanovljenu neovisnost brzine svjetlosti o sustavu.

TEORIJA ETERA 1 POKUSAJ USTANOVLIENJA BRZINE SVIETLA PREMA ETERU

U doba pred rad Einsteina, vjerovalo se da je eletromagnetski val fenomen na sredstvu
nazvanom eter, kao $to je zvuk titranje zraka. Ako je brzina svjetla u eteru c, tada bismo
kretanjem ususret svjetla trebali vidjeti da svjetlosni fenomen putuje brzinom v+c gdje je v
brzina gibanja prema eteru. Sli¢no bi pri gibanju u suprotnom smjeru trebali vidjeti brzinu
c-v. Michelson 1 Morley su eksperimentalnu demonstrirali da gibanje Zemlje ne utjece na
eksperimentalni rezultat mjerenja brzine svjetlosti. Ovdje ¢emo iznimno morati pretpostaviti
da student zna S$to je fenomen interferencije svjetlosti. Ako opcenito valu koji dolazi iz istog
izvora dozvolimo da se kreée dvjema stazama razlicitih duljina, kada valove ponovno



zdruzimo, oni ce se pojacavati ako je razlika putova cijeli broj valnih duZzina, a ponistavati ako
je razlika putova pola valne duZine. Michelson i Morley rascijepili su svjetlost polupropusnim
zrcalom (pola intenziteta se reflektira a pola prolazi zrcalom). Jednu su zraku pustili smjerom
»eterskog vjetra® (to jest suprotno gibanju Zemlje) , a drugu okomito na taj smjer. Tada su na
istu udaljenost od polupropusnog zrcala postavili prava zrcala. Svjetlost reflektirana na dva
prava zrcala natrag na polupropusno zrcalo se sada preko polupropusnog zrcala slala na lecu
koja je tu wujedinjenu  svjetlost koncentrirala u fokus. Tu se sada trebao deSavati
interferencijski efekt zavisan od toga kolika je razlika putova zrake koja je iSla niz i uz
»eterski vjetar” i zrake koja je iSla okomito na ,,eterski vjetar. Prora¢un razlike vremena za
dvije razliCite putanje tece ovako.

Za zraku koja je iSla niz i uz vjetar: uz oznaku | za razmak polupropusnog i realnog zrcala:

At =t (12.1)
c+v

At, = ! (12.2)
c—v

Zakasnjenje te zrake jest:

At + AL, =1( ! + ! = 2 ! (12.3)

c+v c—-v  cl-(v/c)
Kod okomite zrake trebamo uociti da za vremenski interval A¢; zraka okomita na ,.eterski
vjetar” putuje put / u vertikalnom smjeru i put vA¢; u smjeru vjetra a u smjeru hipotenuze ta

dva gibanja prelazi put cAt, . Po Pitagorinom poucku slijedi veza hipotenuze i kateta:

I* + (VAt,) = (cAt,)’ (12.4)
Odatle slijedi:
At, = LU (12.5)

¢ J1-(v/c)?

Isti takav vremenski interval je potreban povratnoj zraci:
At, = At, (12.6)
Tako je razlika u vremenu dolaska dvije zrake natrag na polupropusno zrcalo:

2] 1 1
At +At, =2At, = — - 12.7
|+ Aty =201, C{I(W)z ,—1—(v/c)2] (12.7)

Mnozenjem s ¢ (12.7) razlika vremena dolaska pretvara se u razliku prevaljenih puteva. Ta
razlika puteva se trebala manifestirati kroz interferencijski fenomen, Sto se nije desilo.
Detaljniji opis tog aspekta ide ovako. Ako se aparatura kojom smo gledali fenomen zarotira za
90 stupnjeva, i1 tada gleda razlika putova u odnosu na gornju, tada je ukupna razlika dvije
konfiguracije 2cx vremenski interval (12.7). (ako jos$ u (12.7) upotrijebimo ¢injenicu da je v
mnogo manji od ¢, tada je razlika puteva za nerotiranu i rotiranu konfiguraciju:

2
A4{ ! ! ]zZZv—z (12.8)
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Ova se udaljenost trebala usporediti s valnom duljinom upotrijebljenog svjetla da se ispita
postoji li fenomen interferencije. Kvocijent gornje razlike putova podijeljen s valnom
duljinom daje nam informaciju za koliki dio valne duzine se dvije konfiguracije razlikuju.
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Uvrstenjem konkretnih brojeva za Michelson Morley aparaturu taj je kvocijent treba iznositi
oko 0,4. To znaci ako smo u jednoj konfiguraciji Michelsonovog uredaja imali maksimalni
intenzitet u fokusu lece, tada bi u zarotiranoj konfiguraciji trebali imati prakticki minimum.
Michelson- Morley uredaj medutim nije registrirao nikakvu razliku. Naprotiv, dokazao je da
se bez obzira da li brzinu svjetla mjerimo u smjeru gibanja Zemlje ili okomito na taj smjer,
potrebno vrijeme jest isto i gibanje Zemlje ne utjece na ishod mjerenja.

DANAS POZNATA SVOJSTVA BRZINE SVJETLOSTI

a) Brzina Sirenja elektromagnetskih valova u slobodnom prostoru ne zavisi o frekvenciji

b) Brzina svjetlosti ne zavisi o brzini izvora ili opazaca

¢) Nije moguce prenoSenje Cestica ili poruka brzinom ve¢om od brzine svjetlosti

d) Brzina svjetlosti je ugradena u Maxwellove jednadzbe. Kako one nisu ovisne o
sustavu nije ni brzina svjetlosti

EKSPERIMENTALNA DEMONSTRACIJA DA JE GRANICNA BRZINA GIBANJA ¢

Elektroni su ubrzavani stalnim elektriécnim poljem, ¢ime se znala energija koju su
akceleracijom dobili. Studenti koji imaju elementarno poznavanje elektricnih pojava (a mi
smo to takoder pokazali pri demonstraciji rjeSavanja Newtonovih jednadzbi u elektricnom
polju) znaju da pri prolazu kroz elektri¢no polje jakosti E , na duljini 1 elektron naboja q
dobiva energiju qEl . U nerelativistickoj mehanici to ide u kineti¢ku energiju dobro poznatom
relacijom:

qEl :%mv2 (12.10)

Prema (12.10) brzina elektrona bi se mogla neograniceno povecavati dizanjem njegove
energije. U navedenom pokusu mjerena je i brzina elektrona jednostavnom metodom proleta.

Mjereno je vrijeme potrebno da elektron prevali put izmedu dva detektora. Nakon tog
mjerenja provedeno je jo§ jedno kontrolno mjerenje energije elektrona. Naime pratilo se
koliko elektronski snop grije metu u kojoj se zaustavlja. Najprije je utvrdeno da elektronu
doista mozemo kontrolirano i provjereno dizati energiju. S druge strane, njegova brzina brzo
odstupa od ocekivanja (12.10) kada se energija elektrona poveéa u podrucje reda veliCine

E=mc’ (12.11)
Gdje je m, masa mirovanja elektrona. Zakljucak je eksperimenta dvojak . Relacija (12.10) ne

vrijedi za velike brzine. Eksperiment je takoder pokazao da se dizanjem energije dize i dalje
brzina elektrona ali samo asimptotski prema brzini ¢. Ovaj je eksperiment demonstrirao
fizi¢ar W. Bertozzi! Ovaj eksperiment nije bio poznat u Einsteinovo vrijeme i spominjemo ga
samo zato da studenti budu svjesni da danas postoje vrlo snazni dodatni eksperimentalni
dokazi svi u smjeru potvrde Einsteinove specijalne teorije relativnosti.

OSNOVNE TVRDNIJE SPECIJALNE TEORIJE RELATIVNOSTI

1) Brzina svjetlosti jednaka je u svim inercijskim sustavima

2) Prostor je homogen i izotropan, a vrijeme u svakom inercijskom sustavu tece
jednoliko

3) Osnovni fizi¢ki zakoni su isti za dva opazafa koji se gibaju stalnom relativnom
brzinom



Studenti mogu imati problema s ¢injenicom da gornje tvrdnje vode na intuitivno neo¢ekivane
rezultate. Stoga su neki skloni u njih sumnjati. S vremenom ipak prihvacaju da je stalnost
brzine svjetlosti eksperimentalna ¢injenica, a da je homogenost i izotropnost vremensko-
prostorog sustava jedina moguca pocetna pretpostavka.

EINSTEINOV VLAK : INDIKACIJA PROBLEMA S ISTOVREMENOSTI U DVA
RAZNA SUSTAVA

Zamislimo da smo putnik u vlaku koji ide odredenom brzinom. Ako u sredini vlaka bljesne
svjetlo, prema gornjim pretpostavkama 1) i 3) , svjetlosni signal treba istovremeno dospjeti do
obadva kraja vlaka. Ako smo putnik izvan vlaka, koji miruje dok vlak putuje, jasno je da
¢emo opaziti da je svjetlo prije doSlo do kraja vlaka koji se (izvana gledajuci priblizava , a
kasnije do kraja vlak koji se od mjesta bljeska udaljava. I OBADVA OPAZACA MORAJU
BITI U PRAVU. Einstein uo¢ava da nesto nije u redu s konceptom istovremenosti. Sto je
istovremeno u jednom sustavu, nije istovremeno u drugom sustavu. VREMENA u raznim
sustavima teku RAZLICITO.

IZVOD LORENTZOVIH TRANSFORMACIJA

Pretpostavimo da imamo dva inercijska sustava S 1 S' . Pri tome su sve njihove osi paralalne.
Sustav S' se giba na desno(u smjeru pozitivne X osi) brzinom v u sustavu S. Radi pretpostavke
2). veza izmedu prostornih i vremenskih koordinata dva sustava mora biti linearna . Ako to ne
bi bilo ispunjeno, postojala bi nejednolikost toka vremena ili nehomogenost prostora.
Najopcenitija linearna veza jest:

X = ax'+bt' (12.12)

t = dx'+et' (12.13)
Konstante a,b,d,e treba odrediti. Zasada imamo informaciju da sustav S' putuju jednoliko
brzinom v . Dozvoljeno nam je podesiti satove tako da u trenutku kada se ishodista dva
sustava poklope poc¢injemo mjeriti vrijeme:

x(0)=0=x"(0) (12.14)
Promatrajmo sada gibanje ishodista ( x'=0) u sustavu S. Njegova vremensko prostorne
koordinate se ponasaju kao:

x=bt' t=et (12.15)

No ta tocka putuje brzinom v pa vrijedi prema (12.14):

,oX_0 (12.16)
t e

To je prva relacija medu nepoznatim koeficijentima.
Obrnutim izborom koordinate x =0 koja se giba u S' ulijevo , znaci ima brzinu —v istim
putem dobivamo:

N (12.17)
t a

Iz (12.16)1(12.17) imamo :

a=e (12.18)

i

b=va (12.19)

S gornjim imamo veze medu koordinatama s manjim brojem konstanti:

x = ax'+avt' (12.20)

t = at'+dx' (12.21)



Ako u vrijeme kada ishodista koincidiraju (12.14) pustimo svjetlosni signal iz ishodista, mora
vrijedit,i dok se signali Sira duz x-osi, radi iste vrijednosti brzine svjetlosti u dva sustava:

x*=ct’ (12.22)
x?=c’t"? (12.23)

Uvrstenjem (12.20) 1 (12.21) u (12.22) imamo:

a’x*2a’vx't+a* Vit = a’t? ¢’ + 2at'dx'c* +d*x" ¢? (12.24)
Relacije (12.23) i (12.24) trebaju biti konzistentne. Znaci da se koeficijenti uz iste potencije
varijabli x' 1 t' mogu izjednaciti.

a’—c’d’ =1 (12.25)
2a’v = 2adc’ (12.26)
Iz (12.26) raCunamo d:
av
d = = (12.27)
Uvrstenjem (12.27) u (12.25) dobivamo relaciju za koeficijent a:
2.2
L1 (12.28)
c
Odatle slijedi vrijednost :
RN : (12.29)
v
C2
Kombiniranjem (12.27) 1 (12.29) imamo i vrijednost za d :
v 1
d=—- = (12.30)
C 1 v
CZ
Tako Lorentzove transormacije medu x koordinatama glase:
x=—2L (1231
v
1- 2
CZ

A medu vremenima:

v
t'+7x'
t=—5 (12.32)
V2
I_CT

Ovo je povijesni Einsteinov zahvat kojim je modificirao naSu predrasudu o apsolutnom
vremenu. Svaki sustav ima svoje vrijeme. To vrijeme unutar sustava se moze sinkronizirati
slanjem svjetlosnog signala, za koji znamo kojom brzinom putuje tako da unutar svakog
sustava moZemo imati jedinstveno vrijeme. Vremena u razli¢itim sustavima mogu se samo
usporedivati preko Lorentzovih transformacija (12.31) i1 (12.32) koje se naravno mogu
generalizirati 1 na slucajeve da signali ne putuju samo duz x osi. To je vrlo lagano uciniti.
Naime pokazat ¢emo da se u slucaju translacije sustava duz x-osi komponente u dva sustava u
transverzalnom smjeru ne razlikuju .

y=y z=2' (12.33)



Gornju tvrdnju ¢emo dokazati putem koji je Einstein Cesto koristio, naroCito u svojoj
korespondenciji s N. Bohrom; misaonim eksperimentom. (U misaonom eksperimentu
zamisljamo pokus , ¢iji nam je ishod ocit na temelju naSeg znanja fizike, iako je sam pokus u
sadasnjem tehnoloskom okruZenju prakticki neizvedljiv). Neka se u sustavu S nalazi Stap
duljine L u smjeru y osi . Neka se u sustavu S' u smjeru paralelne osi y' nalazi Stap iste duljine
L. Neka se sustavi S i1 S' nalaze u stanju relativnog gibanja kako je gore opisano; znac¢i samo
duz osi x/x' . Ako ne bi vrijedila jednakost y koordinata, jedna od veli¢ina y,y' bila bi manja.
To bi znacilo da moZzemo zakljuciti slijedece: Siljak na kraju skra¢enog Stapa bi ostavio
posjekotinu na duzem Stapu. No svi inercijski sustavi su ravnopravni. Promatrajuc¢i dogadaj sa
stanoviSta drugog sustava, relacija krac¢i-duzi bi bila obrnuta. Naravno nije moguce da je jedan
te isti Stap istovremeno i dulji 1 kra¢i od drugog. Tako smo tvrdnju (12.33) dokazali. U
uzduznom smjeru takvo zaklju¢ivanje ne ¢e biti moguce. Student treba uociti , kako ne bi bio
zbunjen, da u slucaju usporedivanja duljina transverzalnih Stapova, obadva se kraja Stapa
susre¢u s odgovaraju¢im krajevima Stapova u drugom sustavu U ISTOM TRENUTKU. To
pak ne ¢e biti slucaj kada Stapovi budu polozeni paralelno smjeru relativnog gibanja.

Konac¢ni rezultat za analiticku povezanost vremensko-prostornih koordinata inercijskih
sustava S i S' koji se medusobno krecu relativnom brzinom v duZz osi x kako je to opisano na
pocetku jest:

x'+vt' t'+L2x'
x=—— 3 = t=;2 (12.34)
\% \%
1-— 1-—
C C

Ovo su cuvene Lorentzove transformacije. Korektno je spomenuti da je analiticki oblik
transformacija u prostornom dijelu bio predlagan 1 prije Einsteina. No Einstein je bio taj koji
je nacinio radikalni zahvat na kritici apsolutnog vremena, pridijeli je svakom sustavu njegovo
vrijeme 1 za vremena u razli€itim sustavima da analiticki izraz za njihovu povezanost. Time
prividno jesu moguci razni paradoksi. Na primjer slijed istih dogadaja u raznim sustavima ne
mora biti identian. Pokazuje se medutim da je to posebna klasa dogadaja, koji su prostorno
toliko udaljeni, da svjetlosni signal ne stigne doprijeti od jednog do drugog da bi prenio bilo
kakvu informaciju. Drugim rije¢ima, takvi dogadaji se fizikalno ne mogu povezati! U tom
slu¢aju vremenski odnos takva dva dogadaja i nema fizikalnih posljedica!

Radi analiza fenomena skra¢ivanja duljine i dilatacije vremena od interesa su nam i
transformacije obratne od (12.34), to jest one u kojima veli¢ine S' sustava piSemo pomocu
veli¢ina S sustava. Te obratne transformacije mozemo dobiti pocevsi s izvodom od (12.12) do
(12.34) s time da zamijenimo uloge S i S' koordinata. Pri tome su prirodno zamjenjuje i
predznak relativne brzine v. Tako obratne transformacije glase:

v
2

X'= Y=y 2=z t'=—— (12.35)
1%



SKRACIVANIJE DULJIINE STAPA KOJI SE GIBA OPAZENO IZ MIRNOG SUSTAVA.

Pokazat ¢emo da se Stap koji u S' sustavu miruje i ima odredenu duljinu u sustavu S u kojem
se Stap giba ima kracu duljinu. Najprije moramo nauciti ispravno govoriti o duljini objekta u
nekom sustavu. To je razmak (razlika koordinata, ako je duljina duZ jedne koordinatne osi)
ustanovljen u jednom trenutku. Neka znaci Stap miruje u S' tako da su mu krajevi x,'7 x,".

Tada je njegova vlastita, prava duljina:

L, =x,"—x,' (12.36)
Promatrajmo sada objekt (Stap) koji miruje u S' u sustavu S. Neka su satovi podeseni tako da
je u trenutku susreta ishodiSta sustava #'=¢t=0 . Prema (12.35) raCunamo prostorne
koordinate S' sustava:
X, —vt X, — Vvt
x| == X, == (12.37)
v’ v’
1-— 1-—
c c

Duljina Stapa u sustavu S dobiva se usporedbom x koordinata krajeva Stapa za identi¢na
vremena:

t, =t (12.38)
Ako u razliku koordinata iz (12.37) uvrstimo (12.38) dobivamo:
NPT S (12.39)

2 B 2
Iy
C C

Kako je L razlika koordinata uz istovremenost u sustavu S (relacija (12.38), to predstavlja
duZinu Stapa u sustavu S. Direktna posljedica (12.39) jest:

2
L=1, 1—‘0’—2

Kako je numeric¢ka vrijednost korijena na desnoj strani (12.40) uvijek manja od 1, Stap koji
prolijece sustavom ima duljinu manju od duljine u sustavu u kojem miruje.

(12.40)

Edukativna napomena. Mnogi americ¢ki udzbenici na ovom mjestu testiraju razumijevanje
relativistike na slijede¢i nacin. Neka Stap dulji od zgrade( s dvoma vratima postavljenim
jednima nasuprot drugima) prolijeCe zgradom brzinom bliskom svjetlosti. Da li se
istovremenim zatvaranjem vrata , u trenutku dolaska prednjeg kraja Stapa do straznjih vrata,
moze konstatirati da je cijeli Stap (iako u svom sustavu mirovanja dulji od zgrade) nalazi sav u
zgradi??? Sokantan odgovor je potvrdan, ako je brzina §tapa dovoljno visoka da bi prema
(12.40) stao u zgradu. Naravno, nakon istovremenog zatvaranja vrata, zadnja vrata se moraju
smjesta i ponovno otvoriti, kako se Stap-projektil ne bi zabio u zatvorena vrata.

USPORAVANIE SATA

Ovo je jos jedan relativistiCki fenomen koji s jedne strane uznemiruje nasu intuiciju, no s
druge strane ovdje imamo direktnu potvrdu da su relativisticki proracuni eksperimentalno u
skladu s procesima opazenim u prirodi! Neka se sata nalazi u sustavu S' u stanju mirovanja.
Neka je registrirao da je izmedu dva dogadaja protekao vremenski period 7 . Situaciju
mozemo preko relativisti¢kih koordinata opisati kao:

x,'=x,' (12.41)
Sat se nije micaou S'.

t,'-t'=71 (12.42)



Proteklo vrijeme je po naSoj definiciji z. Upotrijebit ¢emo sada (12.34) 1 to u njenom
vremenskom dijelu izrazavajuci preko koordinata S' vremena u sustavu S:

' v 1 ' v 1
t 1+72.x1 t2 +72x )
= ——5 t,=—=5—" (12.43)
v v
6'2 02
Odbijanjem izraza za t, od izraza za t, u (12.43) 1 koriStenjem (12.41) slijedi:
bt =20 T (12.44)

Vz V2
Jl‘cz ==

Kako je nazivnik u (12.44) manji od jedinice, to znaci da opazac¢ u sustavu u kojem sat putuje
registrira ve¢i vremenski razmak. Vrijeme tece najbrze u sustavu u kojem opazac¢/sat miruje.
To se vrijeme naziva 1 vlastitim vremenom sustava. Ova pojava usporenja sata se 1
eksperimentalno opaza. Jedna od temeljnih Cestica, mion, raspada se dobro definiranim
vremenom raspada u mirnom sustavu. No kada imamo snop miona dobro definirane brzine,
mozemo izmyjeriti da se vrijeme raspada produljuje upravo prema (12.44). Nadalje, na temelju
relacije (12.44) prenose se snopovi nestabilnih Cestica velikih brzina preko udaljenosti od vise
stotina metara, iako bi se pri maloj brzini transporta raspali ve¢ na centimetarskim
udaljenostima.

SVJETLOSNI SAT:

Neka u S' imamo slijede¢i satni mehanizam. Postavljena su dva planparalelna ogledala.
(Znacenje rijeci: ogledala su isjecci dvije paralelne ravnine.) Neka su postavljena tako da su
im srediSta na okomici dviju ravnina. Ako s jednog od zrcala emitiramo zraku okomito na
zrcalo,svjetlost ¢e se trajno reflektirati medu njima. Ako je razmak medu ravninama L, tada za
jedan odlazak svjetlosne zrake od pocetnog zrcala i njezin povratak na isto zrcalo treba

vrijeme:
2L (12.45)
C

To moZemo smatrati vremenskim etalonom svjetlosnog sata i vremenski interval odredivati
prema tome koliko je titraja nacinio svjetlosni sat u ispitivanom intervalu! Na punoj je liniji
nasSeg proucavanja ispitati, koje vrijeme opaza da je potrebno za odlazak i povratak promatrac,
u ¢ijem se sustavu svjetlosni sat giba brzinom v paralelno ravninama zrcala. Mozemo sada
izraCunati vrijeme koje registrira opaza¢ dok svjetlosni sat prolijece pokraj njega potrebno za
jedan titraj sata. Svjetlo u jednom smjeru sada putuje katetom trokuta kojeg Cine razmak
zrcala L 1 put koji prevali zrcalo u vrijeme t/2 putujuéi brzinom v, gdje je t vrijeme potrebno
za put od jednog do drugog zrcala, a kako ga registrira mirni opazac. Dakle :

(ct/2) =L* +(vt/2)* (12.46)
Odatle moZemo izracunati t :
t=2—L- ! =7- ! (12.47)
c 1 V2 1 V2
c? c?

Vidimo da svjetlosni sat usporava kako smo upravo predvidjeli razmatranjem o usporavanju
sata (12.44).



LORENTZOVE TRANSFORMACIJE BRZINE:

U nerelativistickoj fizici brzine su se transformirale medu inercijskim sustavima vrlo
jednostavno. Brzini u jednom sustavu trebalo je (vektorski) dodati samo relativnu brzinu
medu sustavima. Ta je jednostavnost potjecala od pretpostavke jednog, jedinstvenog,
apsolutnog vremena koje jednoliko 1 istom brzinom te€e u svim inercijskim sustavima.
Einstein nam je pokazao da tome nije tako. Kako se, relativisti¢ki, pomak i vrijeme razli¢ito i
separatno transformiraju to je nazalost veza brzina u raznim sustavima mnogo zamrsenija.
Ispostavit ¢e se da to ima dalekosezne posljedice. Globalno gledajudi, relativisticke
transformacije brzina natjerat ¢e nas na specificnu definiciju impulsa, koja ¢e se moci
interpretirati i kao promjenljivost mase objekta zavisno o brzini objekta.

Pocetne relacije u nasem razmatranu su veze medu prostorno-vremenskim koordinatama
(12.34) ; sada dobro poznate Lorentzove transformacije. Ako pratimo dogadaj u sustavu S od
pocetnih koordinata objekta : (x,y,zt) , nakon vremenskog diferencijala dt, koordinate istog
objekta ¢e imati iznose: (x+dx,y+dy,z+dz,t+dt). Kao i do sada brzine su:

dx dy &

yo=— Vv, = Vv, =— 12.48
todt Todt coodt ( )
Analogno su brzine u sustavu S':
Vx,:d_x vv':dl vz':d—z (12.49)
dt' - dr dr'

Uzimajué¢i dx' i dt' u relacijama (12.34) kao slobodne , nezavisne diferencijale, mozemo
prema (12.34) napisati i odgovarajuce izraze za dx, dy, dz, dt:

dt'+—-dx'
! ' 2
_ vl ey dr—de di——C
v v
cZ cZ
Uvrstavanjem diferencijala iz (12.50) u izraze (12.48) dobivamo izraze za pojedine

komponente brzina:
_dx  dx'+vdt V. '+v

dx (12.50)

y o _ (12.51)
A goetae 140
C C
] 2 v ' 2
v, :Z_y:L L S P (12.52)
! dt'+izdx' ¢ 1+v”—2v ¢
C C
' 2 [} 2
L A LS P . (12.53)
R A W LA R
C C

Ocito su veze medu brzinama u relativistickoj mehanici vrlo kompleksne. Brzine se ne
dobivaju jednostavnim vektorskim zbrajanjem. Dapace, u transformaciji jedne komponente,
konkretno u transformacijama transverzalnih brzina, u€estvuje i longitudinalna komponenta
brzine!



DOPPLEROV EFEKT

Klasi¢ni Dopplerov efekt je fenomen u kojem se frekvencija ucestalosti signala emitiranih
jednom frekvencijom pri opaZzanju detektorom mijenja radi relativnog kretanja izvora bilo s
obzirom na detektor ili s obzirom na sredstvo. Klasicni Dopplerov efekt podrazumijeva i
nerelativisticke uvjete 1 Sirenje signala putem sredstva-medija za propagaciju (Sirenje) signala.

Potpuno opcenite okolnosti , u kojima se vektori gibanja izvora i detektora nalaze u
proizvoljnom odnosu ¢emo pojednostavniti na jednodimenzionalni slucaj. Neka je u vrijeme
t=0 razmak izmedu izvora i detektora bio jednak a . Ozna¢imo s v, i v, brzine detektora i

izvora. Neka je u ¢ =¢, emitiran puls signal iz izvora .Taj signal je detektiran u detektoru koji
se giba u vrijeme? =¢,,.

Ako je u t=0 izvor u ishodiStu, detektor je na udaljenosti a. U vrijeme emisije signala izvor je
na polozaju v, a detektor je na polozaju vt +a. Kako signal putuje do detektora

konacnom brzinom v_ to ¢e biti detektiran u detektoru u vrijeme iza emisije : ¢, . Tako
signal treba ukupno prevaliti put:a+v,t, —v,¢, krecuéi se brzinom v, vrijeme ¢, —¢, .
Znadi,

a+v,t,—vt=v(t,—t,) (12.54)
Slijedeci puls se emitira nakon vremenskog razmaka pulsova u izvoru Af¢, a kasni za prvim

pulsom u detektoru za Af¢, . Tako imamo novi odnos konstruiran na nacin (12.54) :

a+v,(t, +At,))=v,(t, +At,))=v_(t, +At, —t, — At,) (12.55)
Odbijanjem relacije (12.54) od (12.55) slijedi:
(v, =v)At, = (v, —=v,)At, (12.56)

Tako za vremenski razmak pulsova (perioda pulsova) u izvoru At; i razmak u detektoru A¢,

vrijedi odnos:
At,  v.—v,

—& = (12.57)
At v, -V,

Kako su periodi titranja i1 frekvencije titranja recipro¢no povezani, to je odnos emitirane i
detektirane frekvencije:

v, V.-V

4 _"z d (12.58)

v, V.-V,

1

Studenti znaju da na primjer pri stacionarnom promatracu (brzina detektora je nula) , izvor
koji nam se priblizava prema (12.58) ima viSu frekvenciju od onog koji se udaljava. Na tom
principu radi vrlo vazna dijagnosticka aparatura: ,,Color Doppler . Naime reflektirani
ultrazvuk s krvnih zrnaca u naSem kardiovaskularnom sustavu tim efektom daje informacije o
brzini protjecanja krvi na nekoj lokaciji u tijelu. Naravno, ime boja u naslovu metode nema
vezu s optikom. Naime na ekranu na kojem se daje koordinatni prikaz rasporeda strujanja
krvi, intenzitet brzine se prikazuje bojom .



RELATIVISTICKI DOPPLEROV EFEKT

Relativisticki Dopplerov efekt se od klasi¢nog razlikuje u dva bitna aspekta. Jedan je naravno
relativistiCka priroda fenomena. No preSutno, bez naglaSavanja, implicira se da u ovom
slucaju ne postoji medij poput zraka ili etera; elektromagnetski val se $iri kao titranje polja u
prostoru.

U izvodu ¢emo Kkoristiti varijantu (12.35) Lorentzovih transformacija. Izvor se nalazi u
sustavu S na koordinati x=0 . Prvi signal emitira se u vrijeme ¢, =0 a drugiu ¢, =7 . Prema

izrazu za vrijeme i1z (12.35), ¢,'=0, a

(12.59)

No u trenutku odasiljanja drugog signala sa stanoviSta sustava S' , izvor se nalazi na
koordinati:

X, — VL, —VT

x,'= = (12.60)

2 2
g
C C

Da bi svjetlost dosla do ishodista sustava S' treba prije¢i put (12.60) iduéi brzinom c , tako da
uz t," dodatno kasni vremenski interval.

wle

—x,"/c= (12.61)
V2
e
Tako je ukupni razmak signala u vremenu u sustavu S'":
Af'=t, () = RIC _ NIrv/e (12.62)
V2 V2 N1-v/c
1-— 1-—
¢ c
Odnos frekvencija je naravno recipro¢an:
oy Mzvie (12.63)

NJl+v/e

Ovaj izraz za Dopplerov pomak je bio sudbonosan za prve indikacije teorije velikog praska.
Naime on omoguéuje odredivanje brzina kojima se svemirski objekti udaljavaju od
promatraca. Prva indikacija o Sirenju Svemira doSla je iz Cinjenice da se dalji objekti
udaljavaju brze od blizih, $to je jedino u skladu s modelom prvobitne eksplozije, pri kojoj
najbrzi objekti , nakon odredenog vremena jesu i najudaljeniji objekti.



RELATIVISTICKI IMPULS OBJEKTA

Lorentzove transformacije su neizbjezna posljedica eksperimentalno utvrdene neovisnosti
brzine svjetlosti o inercijskom sustavu. Pri daljnjoj prilagodbi fizikalnih varijabli relativistici
prirodno je zahtijevati da se definicije fizikalnih veli¢ina izvedu na nacin koji osigurava da se
one u nerelativisti¢koj situaciji vrate na naSe stare definicije. S druge strane Zelimo da do sada
ustanovljeni fizikalni zakoni vrijede 1 u relativistickom slucaju. Razmotrit ¢emo sada
modifikaciju koja je potrebna da bi impuls objekta bio sacuvana veli¢ina pri elasticnom
sudaru. Posljedica ¢e biti takva generalizacija definicije koja omogucuje obadva gornja
zahtjeva.

Pokazat ¢emo najprije da se sa starom definicijom impulsa kao produkta nepromjenljive mase
i (relativisticke) brzine generalno ne ¢uva impuls u elastiénom sudaru dvije jednake mase.

U sustavu centra mase naravno nemamo problema:

(P, +132)poc“ =0=(P, + D2)ton (12.64)
Naime u sustavu CM prije 1 poslije sudara vrijede jasno slijede¢i odnosi:
Vie Viy Vor Vo,
Prije sudara v, =V, —v, v,
Poslije sudara v, v, —v, -V,

Nacinimo sada transformaciju brzina u sustav S' prema izrazima za transformaciju brzina
(12.51) 1 (12.52). Pri tome se izrazi za brzine u S' razlikuju za predznak relativne brzine v (to
jest gdje god je upisan v u obratnoj transformaciji treba pisati (-v)). Nadalje je brzina sustava
S' jednaka

V=-—v (12.65)

X
Uvrstavanjem (12.65) u izraze za izraZavanje brzina u S' sustavu preko onih u S sustavu
imamo za novu tabelu brzina :
v,—(-v,)  2v

(le')puc* = V ( v ) ‘j = (vlr')kun (1266)
1- x

(vly')poé = v ( v ) 2 vxz = _(vly')kon (1267)
1— C

(v2x')poé = _‘}%((__VVX)) = O = (V2x')k0n (1268)
1_#

C
2
' _ Vy _ vx _ V)’ _ '
o _1 v, (-v,) Vl ¢ L2 V2, Vo (12.69)
c? 1- cxz

Inspekcijom rezultata (12.66) — (12.69) mnoZenih s masom ustanovljujem da je u x smjeru
ukupni impuls (zbroj impulsa dva tijela) sacuvan u x smjeru. Naime u S' sustavu impuls prve
Cestice se nije promijenio, a isto vrijedi za drugu. S druge strane y komponenta impulsa u S'
sustavu prije sudara jest:

-V, [ v,
mﬁ l—sz/Cz +m#>o (12.70)
Ty, /¢ 1-v.°/c?



Nakon sudara ta komponenta impulsa mijenja predznak; znaci nije sacuvana.

ZakljuCujemo da se stara definicija impulsa ne moze uskladiti sa zakonom sacuvanja impulsa.
U naSem se razmatranju problem manifestirao u y komponenti. Porijeklo je u slijedecoj
Cinjenici. Dok je dy = dy' nije istovremeno dt = dt' 1 to je razlog problema. Medutim ako
bismo u definiciju uvrstili deriviranje po vremenu u kojem tijelo miruje (pozr iz naSih
razmatranja o transformaciji vremena), to je vrijeme jedinstveno i problem bi i u y smjeru bio
rijesen.

Znaci ispravna definicija impulsa jest za y smjer:

_ody  dydt v,

=m m———=m ———— 12.71
Py dr dt dr N1=v2/c? ( )
Stoga se impuls definira:
- m -
p=——=V (12.72)
V1-v?/c?
Tako govorimo o relativistickom ponasanju mase:
i (12.73)

G ey

RELATIVISTICKA ENERGIJA

Promjena definicije impulsa inducira promjenu definicije sile i energije. Sada je sila:
P dp d my

i A A A— 12.74
dt  dt \J1-y?/c? ( )
Rad ovako definirane sile pri ubrzanju tijela je
W=Jﬁd§=fi(—m§ )ds (12.75)
dt \1-v*/¢?
_ T — 2
W=j (m-dv/dnds . (=1/2)(=2v)(dv/dn)(l/c) (12.76)
i VI-v?/c? A=V /ety
B N ~ - 2
W:J- mvdv Jrm(v ds /dt)(vdv)/c (12.77)
V1-v?/¢? Ja-vi/e?y?
S R N - = 2 2
W:Imvdv mvdv(v®/c”)+mvdv(v-/c”) (12.78)
NA=v?/c?)?
2
W= J'd( mc ) (12.79)

V1-v?/c?
Kako je diferencijal u (12.79) u sustini diferencijal relativisticke energije, to je znaci
relativisticka energija:

2
mc

E=—Fe— (12.80)
N1-v?/c?

Vidljivo je da ¢ak i pri brzini tijela v=0 postoji energija mirovanja tijela:

E =mc? (12.81)



NAPOMENA: velik dio literature u izrazu (12.73) masu mirovanja oznacava s m,. Sukladno

tome se u izrazu za energiju mirovanja masa oznacava istom oznakom. S druge strane , u toj
literaturi, je oznaka m rezervirana za veli¢inu koju smo u (12.73) oznacili s m(v).

Kineticka je energija povecanje energije od energije mirovanja do energije koju tijelo ima pri
brzini v. Dakle:

2
mc

E, = ——=—mc’ (12.82)
N1-v?/c?
Student moze lako pokazati u nerelativistickom limesu da izraz (12.82) prelazi u uobicajeni

izraz za kineti¢ku energiju. Naime razvojem u faktora s korijenom u nazivniku dobivamo:
1

(1=v*/c?) 2 =1+1/2W° /c® +... (12.83)
Kako je kinetic¢ka energija razlika energije tijela u gibanju (12.80) i energije tijela u mirovanju
(12.81), ocito se ta razlika u nerelativistickom limesu preko razvoja (12.83) svodi na:

_mv?

kin 2

Sto je otprije poznati rezultat. Rezultat (12.81) je mnogo puta verificiran u nuklearnim
reakcijama. Naime tijekom nuklearnih reakcija ukupna masa sviju u€esnika nije sacuvana .
dolazi do takozvanog defekta mase. Ako s Am ozna¢imo manjak mase nastao u nuklearnom
procesu, tada se u istom procesu kineti¢ka energija poveéava za iznos Amc”. To je direktna
verifikacija izraza (12.81) i naSih razmatranja o energiji u relativistickim uvjetima. To je
takoder 1zvor tvrdnje o ekvivalenciji mase 1 energije.

(12.84)

VEZA TOTALNE ENERGIJE I IMPULSA

Kvadriranjem i svodenjem na isti nazivnik student moze lako provjeriti da je relacija (12.85)

identitet:

( 1 ) v/c
\/l—vz/c2 «/l—vz/c2

Ako relaciju pomnozimo s izrazomm’c”*i nakon toga za prvi ¢lan lijeve strane uvrstimo

relaciju (12.80), a za drugi Clan lijeve strane koristimo (12.72), dobivamo slijede¢u vezu

totalne energije 1 impulsa:

E*-p’c’ =m’c* (12.86)

Ova je relacija verificirana pokusima sliénim onim kao $to je opisani pokus W. Bertozzija.

Naime totalna energija se moze mjeriti t.zv. kalorimetrima, a impuls se dobiva iz radijusa

zakrivljenosti nabijene Cestice u magnetskom polju poznate jakosti.

Mozemo jo§ dodati da je u sluc¢aju da je masa mirovanja objekta jednaka nuli (slucaju kvanta

svjetla-fotona), E=pc.

) =1 (12.85)




LORENTZOVE TRANSFORMACIJE IMPULSA I ENERGIJE

Poznate su nam Lorentzove transformacije skupa (x,y,zt). Te su transformacije linearne i
imaju u matematickom smislu transformacijska svojstva vektora .Radi toga se govori da taj
skup koordinata koji se naziva i dogadajem predstavlja ¢etverovektor u prostoru Minkovskog.
Specificno ime prostora potjeCe od Cinjenice da se invarijantni modul vektora definira
razlicito od, na primjer, trodimenzionalnog slucaja gdje je modul ili norma vektora povezana s
komponentama nama poznatom relacijom:

X2+ Y4zt =7 (12.87)
U prostoru Minkovskog Cetiri koordinate dogadaja su povezane poznatom relacijom:
Xy 4zt = =0 (12.88)

No radi transformacijskih svojstava koja nalazimo u Lorentzovim relacijama skup (x,y,z,t)
nazivamo Cetverovektorm. Pokazat ¢emo jednostavnim argumentima da  skup

(po>p,,p.E/ c’) ima identi¢na transformacijska svojstva kao i skup (x,y,zt) ; to znadi da je
u istom smislu ¢etverovektor.

Po¢i ¢emo od relacija koje prihvatili definicijom impulsa:

p,=mdx/dt p,=mdy/dr p. =mdz/dr E/c* =mdt/dr (12.89)

Kako su m i dr konstante nezavisne o transformaciji, o¢ito se skup(p,,p,,p.E/ c’)
transformira kao kao skup (dx,dy,dz,dt) to jest i kao skuo (x,y,zt). Stoga mozemo smjesta
pisati:

. p.—v(E/c?) _E/cz—(v/cz)p)r

p)="——"p'=p, p.'=p. E'/c’ =
NI=v?/¢c? ’ ’ NI=v?/c?

Struénim rje¢nikom i vremensko prostorne koordinate i impulsno koordinate zajedno s E/c’
imaju ista transformacijska svojstva sadrzana u Lorentzovim transformacijama. I jedan i drugi
skup jest ¢etverovektor.

(12.90)



