GIBANJE TIJELA U POLJU SILE fC/r’

Pod utjecajem takve sile se gibaju otprilike planeti oko Sunca (otprilike jer i oni medusobno
djeluju sto komplicira stvarne proracune) . I naelektrizirane kugle su pod djelovanjem sile
istog analitickog opisa. Za slucaj privlacne sile Kepler je formulirao tri zakona. Kako ih se
Cesto spominje, mi ¢emo ih ovdje navesti u poretku koji je on formulirao. Medutim,
matematiCki tretman koji ih opravdava nije po svojoj tezini u istom poretku , pa ¢emo ih
dokazivati / ilustrirati drukc¢ijim redom.

Prvi Keplerov zakon konstatira da su putanje planeta oko Sunca elipse pri ¢emu je Sunce u
jednom od njenih fokusa. Drugi Keplerov zakon kaze da radijus vektori koji idu od Sunca do
planete prebrisavaju u jednakim vremenskim razmacima jednake povrSine. Tre¢i Keplerov
zakon govori da se kubovi glavnih osi njihovoh elipsa odnose kao kvadrati perioda njihovih
ophodnji.

RADIJALNOST SILE I DRUGI KEPLEROV ZAKON.

Kako su vektor sile fC/r” i radijus vektor polozaja planete kolinearni (imaju isti ili suprotni
smjer), to je moment sile takvog matematickog opisa na planet jednak nuli:

FxF=fx fC/r’=0 (11.1)

Prema vezi momenta sile 1 momenta impulsa, vremenska derivacija momenta impulsa jednaka
je nuli. To znaci da je

I x p=vektorska konst (11.2)
Pokazat ¢emo da (11.2) upravo iskazuje drugi Keplerov zakon. Naime (11.2) mozemo
pomnoziti s drugom konstantom: (1/2m) gdje je m masa koja se pojavljuje u impulsu i

dobiti novu relaciju:

Ly P =novakonstanta (11.3)
2m

Velic¢ina s lijeve strane (11.3) je zapravo brzina prebrisavanje povrSine koju vrsi radijus
vektor.

Najprije razmotrimo veli¢inu:

L rxp=lixy (11.4)

2m 2

Jo§ od definicije vektorskog produkta pamtimo da je njegovo znacCenje povrSina
paralelograma zatvorenog s ta dva vektora. Vektorski produkt radijus vektora i brzine kojom
se radijus vektor micCe je povrSina paralelograma koju radijus vektor u jedinici vremena tvori
svojim kretanjem. Sektorska brzina, to jest brzina prebrisavanja povrSine od strane radijus
vektora je samo polovica povrSine stvorene prema definiciji vektorskog produkta. Tako (11.4)
sektorska brzina radijus vektora planetarnog gibanja i upravo smo dokazali da je stalna. Ovo
je karakteristika svih centralnih sila!



OPIS STALNOSTI MOMENTA IMPULSA PREKO POLARNIH KOORDINATA

I:=F><ﬁ:rfx(mz—;)=mrfx(r'f+r(pgb) (11.5)

Kako vektorski produkt jedini¢nog radijus vektora sa samim sobom iS¢ezava, to preostaje
samo:

L=mri’pfx¢ (11.6)
Naravno to je vektor okomit na ravninu gibanja, no za naSa buduca razmatranja iz opisa (11.6)
1 stalnosti momenta impulsa (11.2) slijedi da je veliina opisana polarnim varijablama:

L = mr’¢ =kons tanta (11.7)

POTENCIJALNA ENERGIJA TOCKASTE MASE U POLJU JEDNOLIKE SFERNE
LJUSKE

Razmatranje koje slijedi viSestruko je vazno. Naime i tockaste mase 1 tocCkasti naboji
interagiraju kako smo pokazali silama koje moZemo karakterizirati potencijalnom energijom
proporcionalnom s 1/r gdje je r njihova udaljenost. U slijede¢em tekstu ¢e se pokazati da je
potencijalna energija tockaste mase u odnosu na jednoliko raporedenu masu po nekoj kugli,
dok je tocka izvan te sfere ista kakva bi bila potencijalna energija iste toCkaste mase kad bi
ljuska imala masu koncentriranu u sredisStu te kugle. U (5.14) smo izveli da je potencijalna
energijamasamiM :

U =—GMm2 (11.8)
r

Neka je masa M razmazana jednoliko po sfernoj ljusci radijusa r . Uocimo diferencijal
povrsine te ljuske da, koji je prstenastog oblika osno simetri¢no smjesten oko pravca izmedu
m 1 srediSta kugle M . Njegovu masu mozemo izraziti kao:

2 .
M = Mg M2 sin9 d‘gz%smg-dg (11.9)

4ar? 4nr

U (11.8) kut 9 je kut izmedu izmedu spomenutog pravca poveznice i radijus vektora koji ide
od centra kugle M na prsten mase dM opisane s (11.8). Diferencijal potencijalne energije
koji pripada interakciji ms dM je prema gornjem izrazu (11.8):
mdM
rl

du =-G

(11.10)

Udaljenost promatranog prstena od mase m smo oznacili s I, i ona se prirodno pojavljuje u

(11.10); sve su tocke prstena jednako udaljene od m .
Kosinusni poucak povezuje spomenute veli¢ine:

ri’ =R?+r? —2Rrcos & (11.11)
Razmak sredista kugle s masom M i mase m je R u jednadzbi (11.11). O¢ito da za zadane R i
r postoji zavisnost medu r, i ¢ preko (11.11). Diferenciranjem te jednadzbe tako imamo:
2r,dr, =2Rrsin $-d9 ili  sin$-d&/r, =dr, /(Rr) (11.12)
Uvrstavanjem (11.9) u (11.10) i koristenjem izraza (11.12) za sin9-d$3/r, dobivamo za
diferencijal potencijalne energije:



dr,

2rR
Ukupnu potencijalnu energiju dobivamo integriranjem doprinosa sviju prstenova pri ¢emu se
integracijaska varijabla mijenja :
a) zaslucaj da je mizvan M od R-r do r+R pa je u tom slucaju potencijalne energija:

r+R
U=—GmM-—L—jdn:—GmM
2Rr 7, 2Rr

Tako smo dokazali tvrdnju s pocetka odsjecka da je potencijalna energija tockaste mase u
polju ljuske mase jednoliko rasporedene po sferi ista kao da je ljuskasta masa sva
koncentrirana u srediStu sfere.
b) Ako je masa m unutar sfere, tada integracija (11.13) ide od r-R do R+r, $to znaci da se
tijekom proracuna (11.14) zamjenjuju granice integracije, pa izraz u zagradi postaje
R+r-r+R 1 konacni rezultat postaje:
U= GmM

r
Neocekivano potencijalna energija u untrasnjosti kugle postaje konstanta. Ova Cinjenica ¢e
biti narocito vazna u elektricnim problemima slijede¢eg semestra.

dU = -GmM

(11.13)

(r+R-R+r)=-GmM /R (11.14)

(11.15)

Rezultat a) gornjeg razmatranja mozemo sa slucaja tockaste mase 1 sfericne jednolike ljuske
poop¢iti i na slucaj dvije jednolike sferne ljuske pa i na pune kugle. Naime , ako imamo slucaj
dvije jednoliko razmazane masene kuglaste ljuske, najprije za svaku tocke jedne sfere
mozemo utjecaj druge sfere svesti na jednu te istu tocku: centar te druge sfere. Tada nam je
ostao vec rijeSeni problem tockaste druge mase i jednolike ljuske prve mase, Sto se sada svodi
na dvije mase koncentrirane u sredi$tima kugala!

PUTANJA TIJELA U POLJU SILE OPISA fC/r?

Kada razmatramo dvije mase koje se privlace, pravilan racun bi iSao smjerom koji ¢emo
kasnije ilustrirati, to jest transformacijom gibanja pojednih masa na opis pomoc¢u koordinata
teziSta 1 vektora koji opisuje relativno gibanje. Tako se problem dva tijela reducira na mnogo
jednostavniji problem jednog tijela to jest na promatranje ponaSanja vektora njihovog
relativnog polozaja. U slucaju razmatranja Zemlje i Sunca , masa Sunca je bitno ve¢a od mase
Zemlje. Stoga se navedeni vektor relativnog polozaja moze zamijeniti slikom u kojoj Sunce
miruje, a Zemlja se giba pod utjecajem Sunceve gravitacije. U (11.6) smo opisali konstantnost
momenta impulsa u polju radijalne sile. Radi toga je moment impulsa stalan ne samo po
iznosu , nego i po smjeru. To pak znaci da je vektorski produkt vektora polozaja koji iz
ishodista ( Sunca) pratimo polozaj Zemlje 1 brzine Zemlje stalan po smjeru. To znaci da je
gibanje Zemlje ogranic¢eno ravninom razapetom radijus vektorom Zemlje i njenom brzinom u
jednom trenutku. Zemlja iz te ravnine ne moze izaci, jer bi time bilo naruseno sacuvanje
vektora impulsnog momenta. Stoga posljedice drugog Newtonovog zakona u slucaju
centralne sile mozemo razmatrati unutar jedne ravnine. Najpovoljniji je za racun polarni
sustav. KoriStenjem izraza za akceleraciju, koji smo dobili u (1.42) imamo za navedenu
specijalnu silu slijedecu relaciju:

C .
— (11.16)

~ 1d
F=ma=m| f(i —r¢’>)+ ¢o——(’¢p) |=
[fF=rp®)+ o () ]=-



Ulogu iscezavanja drugog (azimutalnog) dijela akceleracije i njene posljedice smo veé
utvrdili. Usporedbom radijalnih komponenti slijedi:

'r'—rgb2:£2 (11.17)
r
No prema (11.7) se kutna brzina moze opisati i uz pomo¢ modula momenta impulsa L :
. L
$=—7 (11.18)
mr

Uvrstenjem (11.18) u (11.17) imamo jednostavniju diferencijalnu jednadzbu:
L? C
- == 11.19
m’r®  mr’ ( )
Ova se diferencijalna jednadzba dade pojednostaviti supstitucijom, pri kojoj vodimo racuna
da su obadvije veli¢ine : r i nova varijabla U obadvije slozene funkcije najprije polarnog kuta

@ , apolarni kut zavisi o vremenu t . Supstitucija glasi:

1
rlo®)]=—— (11.20)
ulp(t)]
Za vremenske derivacije radijusa slijedi:
: 1 du . 1 du L 1 du Lu* du L
f=-— —@=-—F ——— = — =——— (11.21)

po_dU o du L, (11.22)

Ako (11.22) uvrstimo u (11.19) i zamijenimo r s u prema (11.20) , a zatim sredimo dobivamo:

2
v, ¢cm (11.23)
do L
Gdje je A integracijska konstanta. Student moze lako provjeriti da je rjeSenje gornje
diferencijalne jednadzbe:

u=—c|:_—r2n+ Acos ¢ (11.24)

Takoder je jasno da je ovo rjeSenje dobiveno sukladno naSem znanju o rjeSavanju linearnih
nehomogenih jednadzbi drugog reda s konstantnim koeficijentima! Sjeéajuci se veze varijabli
riu(11.20), imamo stazu tijela:

;:_i_gu Acos ¢ (11.25)

Nacinit ¢emo posebnu analizu analitickog opisa krivulje (11.25) i pokazati da ona predstavlja
jednadZbu cCunjosjecnice; krivulje koja u Kartezijevim koordinatama jest zapisana preko
polinoma drugog stupnja. U stvari ovo je generalni zapis za presjeke plasta stoSca s ravninom.
Moguci presjeci su elipsa, parabola 1 hiperbola. Kruznica je naravno specijalni sluc¢aj elipse.



ANALIZA POLARNE JEDNADZBE CUNJOSJECNICE

Kre¢emo od rezultata (11.25). U njemu ¢emo uvesti nove parametre umjesto starih kako
bismo imali izraz u kojem parametri imaju bolju geometrijsku interpretaciju.
1

S=—— 11.26
A (11.26)

AL’

e= 11.27
e (11.27)

Time (11.25) postaje:

E:l—cosgo (11.28)

r e

Ovo je oblik koji je standardiziran u analitickoj geometriji. Prijelazom na Kartezijeve
koordinate pokazat ¢emo da je (11.28) jednadzba jedne od navedenih krivulja. U Kartezijevim
koordinatama se (11.28) pise kao:

> :l_L ili L:l (11.29)
e

/X2 +_y2 e lxz +_yz /X2 +_y2

Ako se u desnom izrazu (11.29) rijeSimo nazivnika i rezultat kvadriramo imamo:

e’s’ +e’ - 2sx+e’x  =x>+y° (11.30)
Regrupiranjem i jednostavnim operacijama imamo slijed:
x> (1—e*)—2sxe’ +y* =e’s’ (11.31)
2 2,4 2 2.2 2,4 2.2
XZ_Zsez'X—i_ Sez >t y2=832 Sezzz eszz (11.32)
l1-e (1-e) 1-e° 1-e° (1-€) (1-e7)
se? ) yz e2g2
X — + = 11.33
( 1—e2) 1-e> (1-¢°)’ ( )

Sada pretpostavljamo da student zna oblike opisa ¢unjosjecnica u centralnom obliku:

ELIPSA:
2 2
X—2 + y—z =1
a~ b
HIPERBOLA:
2 2
a’> b’
PARABOLA:
y? =2px

Na temelju tog znanja mozemo nastaviti diskusiju oblika putanje (11.33) koju smo dobili za
izabrani oblik centralne sile .



Ako je 0<e<l1,tada je prema (11.33) putanja elipsa.

Ako je e>1, tada je putanja hipoerboli¢na .

Ako je e=1 ( moramo jednadzbu prije analize pomnoziti s (1—e*)*) dobivamo parabolu.

U slucaju privlacne sile imamo elipti¢nu putanju, koja u granicnom sluc¢aju prelazi u parabolu.
Kod odbojne sile putanja je hiperboli¢na. Ovo student moZe provjeriti povratkom na znacenje
originalnih parametara i njihovu vezu s geometrijskim parametrima.

Time smo dokazali prvi od Keplerovih zakona. Tre¢i Keplerov zakon smo ilustrirali na
primjeru kruznog gibanja i ovdje ga ne ¢emo dalje proSirivati.

REDUKCIJA PROBLEMA GIBANJA DVA TIJELA POVEZANIH MEDUSOBNOM
SILOM NA OPIS EKVIVALENTAN PROBLEMU JEDNOG TIJELA U POLJU SILE

Imamo tijela masa m,im, s radijus vektorima I, iF, . Sila koja medu njima djeluje ima
analitiCki opis zavisan o njihovom relativnom poloZzaju: F, —1; . Tako za opis problema
imamo vezane difrencijalne jednadzbe:

mf, = F (%, - F)) (11.34)
m,r, = —F(F, - T,) (11.35)
Sjetimo se srediSta tromosti i relativnog polozaja iz problema sudara:
5 M +m,r

(11.36)
m, +m,
r=r-rm (11.37)
Zbrajanjem (11.34) i (11.35) slijedi:
mlﬁ + mzﬁ =0 $to je ekvivalentnos R =0 (11.38)
Teziste sustava se giba jednoliko pocetnom brzinom!
Odbijanjem relacija (11.34) od (11.35) imamo:
. F(F,-F) F(,-F
~Z_ﬁ= (2 l)+ (2 1) (11.39)
ml m2
Ako se podsjetimo reducirane mase x,, =mm, /(m, +m,) (11.49)
mozemo sjecajuci se (11.37) napisati:
,,F = F(F) (11.50)

Formalno gledaju¢i ovo je upravo jednadzba gibanja Cije rjeSavanje opisuje gibanje tijela
mase /4, u polju sile F . Pri vizualiziranju dogadanja student treba imati na umu da vektor

relativnog polozaja prolazi srediStem mase , da su dva tijela obadva udaljena od srediSta mase
dok su njihove udaljenosti od srediSta mase obrnuto proporcionalna njihovim masama. Kako
vrijeme teCe, razmak se mijenja i duljinom 1 orjentacijom, ali uvijek tako da su odmaci od
polozaja srediSta mase obrnuto proporcionalni masama. Tako se obadva tijela gibaju!
Medutim kada je masa jednog od njih tako velika u odnosu na drugu (slucaj Zemlja Sunce)
gibanje velike mase se u praksi mozZe zanemariti.



