HARMONICKI OSCILATOR

Harmonicki oscilator je odigrao ogromnu ulogu u razvoju fizike, jer je postao modelom za niz
pojava u prirodi. Intuitivno je prihvatljivo: ako sustav ima polozaj ravnoteze, a pri udaljavanju
od ravnoteze sila vraca objekt prema ravnotezi i uz to je proporcionalna odmaku od ravnoteze,
kada sustav odmaknemo od ravnoteze i prepustimo samom sebi nastat e titranje oko tog
ravnoteznog polozaja. To je fizikalna sustina koju ¢emo najprije ilustrirati na rjeSavanju 2.
Newtonovog zakona na raznim primjerima, da bismo na kraju generalizirali fenomen
harmonickih oscilacija na op¢i slucaj titranja oko stabilnih konfiguracija.

TIJELO VEZANO OPRUGOM (na horizontalnoj podlozi bez trenja)

Kada je sustav u ravnotezi (opruga nije ni rastegnuta ni stisnuta) , polozaj tijela je X,. Opis
sile koja vraca tijelo prema ravnoteznoj poziciji ako je u novom polozaju X, koja je
proporcionalna odmaku od ravnoteznog polozaja jest:

F =-K(x—=X,)=mX (10.1)
gdje je K konstanta opruge. Supstituiranjem nove varijable za odmak (izraz u zagradi u (10.1),
X=X, =y X=y X=y (10.2)

Uvodenjem te nove varijable iz (10.2) u (10.1) imamo :
1/7+51//=0 55%2 W+ o,y =0 (10.3)
m m

Posljednja jednadZba od (10.3) je univerzalni zapis za (slobodni) harmonicki oscilator. @, je

karakteristi¢na kruzna frekvencija harmonickog oscilatora. Ovo ime ¢e biti uskoro opravdano.
U daljnjem tekstu ¢emo integrirati diferencijalnu jednadzbu (10.3), no radi intuicije ¢emo
zamijeniti taj korak demonstracijom upotrebe zakona sa¢uvanja energije.

E:T+P=%mxz+%K(x—XO)2 (10.4)

Desni ¢lan — potencijalu energiju smo za harmonicku silu izracunali u (5.18).  UvrStenjem
nove varijable u (10.4) slijedi:

v+ o)y’ _2E (10.5)
m

(10.3) 1 (10.5) su u sustini ekvivalentne formulacije svojstava harmonickog oscilatora.
Demonstrira se titranje horizontalnog oscilatora.

TIJELO OBJESENO NA OPRUGU

Neka nam je pozitivna orijentacija osi prema gore. Neka je z, koordinata nerastegnute

opruge. Neka je z polozaj tijela’kraja opruge u proizvoljnom trenutku. Tada je jednadzba
gibanja :

F=mi=-mg-K(z-2,) (10.6)
Supstitucijom
mg

1//=z—zo+? (10.7)



slijedi iz (10.7) uvrStenog u (10.6) diferencijalna jednadzba za y :
W+, =0 (10.8)
Sto je identi¢no s (10.3). Energijskim bi se razmatranjima lako pokazalo da i izraz (10.5)iu

ovom slu¢aju ima svoj ekvivalent; jedino je na desnoj strani malo kompliciranija kombinacija
numerickih konstanti. Demonstrira se titranje vertikalnog oscilatora i utjecaj mase.

MATEMATICKO NJIHALO u aproksimaciji malih kutova

Tijelo mase m je objeSeno na nit duzine | , tangenta na putanju je x-os, kut otklona od
ravnoteze je 4. Za male pomake je

K=19 (10.9)
Povratna sila, koja vra¢a njihalo u polozaj ravnoteze je:

F =-mgsin 4 (10.10)
Za male kutove vrijedi:

sing = 4 (10.11)
Pomocu gornje tri relacije se 2. Newtonov zakon moze napisati kao:

F=mld=-mg9 (10.12)
Odatle uz malo prerasporedivanje slijedi:

|
To je zapravo jednadzba matematicki istovjetna s (10.3) samo s druk¢ijim izrazom za kruZznu
frekvenciju.

FIZIKALNO NJIHALO u aproksimaciji malih kutova
Objekt mase M objeSen je tako da je udaljenost od objesista do tezista 1 . Opca veza momenta

sile 1 vremenske derivacije momenta impulsa (7.21) se u slucaju rotacije oko jedne osi
reducira na (7.57) . U nasem slucaju sila teZa proizvodi na tijelo moment sile oko objesista:

M, =-IMgsin 4 (10.14)
Tako prema (7.57) imamo:
M, =-IMgsind=1,9=39(l, +MI*) (10.15)
U aproksimaciji malih kuteva sinus kuta zamjenjujemo kutom pa slijedi:
d+w,’9=0 (10.16)
gdje je
of=— M8 _g | (10.17)

ley +MIZ 1 | em

MI*

Jasno je da se izborom I, =0 u (10.17), (10.16) svodi na (10.13), Sto je sasvim ocekivano.
No kako smo izvod za fizikalno njihalo nacinili preko momenta sile, jasno je da smo istu
metodu mogli primijeniti 1 na matematickom njihalu s istim rezultatom. Demonstrira se
fizikalno njihalo.



EKVIVALENCIJA DVIJU FORMI JEDNADZBI HARMONICKOG OSCILATORA

Pokazat ¢emo da so obadva opisa ponaSanja harmonickog oscilatora (10.3) i (10.5)
ekvivalentna . Ako (10.3) pomnozimo s ydt imamo:

yydt + o, wy =0 to jest d(%l/ﬂ)m(%wozyﬁ):o (10.18)
Integriranjem (10.18) dobiva se
v’ +w, w? = const (10.19)

Sto je oblik koji ima jednadZzba (10.5). S druge strane ako podemo od jednadZzbe (10.5) i nju
diferenciramo dobivamo: (10.18) i korakom dijeljenja s wdt dobivamo oblik (10.3).

RIESAVANIE JEDNADZBE (10.3) metodom pogadanja:

Lako se mozemo uvjeriti da je rjeSenje jednadzbe (10.3) oblika:

v (t) =y, cos(w,t + @) (10.19)

v, | ¢ suproizvoljne (integracijske) konstante.

Izracunajemo prvu i drugu derivaciju (10.19):

Y =-o, sin(o,t + @) W= —a)02 cos(w,t + @) = —a)ozl,y (10.20)
Pocetak 1 kraj desne relacije u (10.20) pokazuju da oblik (10.19) doista jest rjeSenje
diferencijalne jednadzbe harmonickog oscilatora (10.3).

RJESAVANIJE JEDNADZBE (10.3) integriranjem:

Gore smo ve¢ pokazali da je oblik (10.3) ekvivalentan s (10.19) koji je zapravo oblika (10.5).
Stoga mozemo poceti od (10.19):

v+, "y =konst =y, @, (10.21)
Odatle slijedi:
. d

v =g = oWy v (10.22)
Iz (10.22) operacijama dijeljenja i proSirivanja imamo:

; d()

- Yo — (10.23)

2
\/‘//o -y \/1 _ (K)Z
Yo

Studenti trebaju prepoznati srednji izraz u gornjem redu kao diferencijal funkcije arkus



kosinus:

d{arc cos(l)} = d(w,t) (10.24)
Yo

Integriranjem dobivamo:

arc cos(l) =w,t+o (10.25)
Yo

to jest:

Y _ cos(w,t + @) (10.26)

Yo

To je upravo analiticki oblik rjesenja koje smo pogodili s (10.19) . Prokomentirat ¢emo
rjeSenje (10.26) koje je ljepse napisano u formi (10.19). Tijekom ovog izvoda vidjeli smo da u
postupcima dva integriranja pojavljuju dvije integracijske konstante:y, i ¢ . Kako faktor
cos(w,t + ¢) periodicki titra u vremenu, tada je faktor y, amplituda tog titranja. Pojava ¢
pak kontrolira u kojoj se fazi titranje nalazi u pocetnom trenutku. Ako je ¢ =0 zavisnost
titranja je zavisnost kosinusne funkcije, to jest po¢inje s maksimalnom amplitudom. Ako je
Q= —% , tad je zavisnost o vremenu sinusnog tipa, to jest u pocetnom trenutku amplituda je

jednaka nuli 1 najprije u vremenu raste.
PERIOD I KRUZNA FREKVENCIJA HARMONICKOG OSCILATORA

Kada analiziramo analiticki oblik opisa titranja harmonic¢kog oscilatora (10.19), jasno je da se
vrijednost koordinate u vremenu ponavlja s viemenom T kada argument kosinusne zavisnosti
poveca svoju vrijednost za 27 . To prema (10.19) znaci:

o,t+T)+p=0t+p+2x (10.27)

To jest

1227 (10.28)
2N

Vrijeme ponavljanja polozaja tijela pri harmonijskom titranju T nazivamo periodom titranja.
Kako je ucestalost titraja (frekvencija titranja) obrnuto proporcionalna s T,
1

f=— 10.29
T ( )

slijedi:

o, =2 ili udrugoj notaciji za frekvenciju o, = 2zv (10.30)

Razlog za ime kruZna frekvencija za @, je vidljiv ve¢ iz (10.30). No joS direktniji uvid jest
pogled na originalni izraz (10.19). Naime to je ujedno opis poloZaja projekcije tijela (na x
0s), koje radijusom v, kutnom brzinom @, kruZzi oko ishodista koordinatnog sustava.



REVERZIBILNO (Katerovo) NJIHALO:

Pri studiju fizikalnog njihala odredili smo ovisnost kruzne frekvenicje fizikalnog njihala o
udaljenosti teziSta objekta od njegovog objesista kao i o masi objekta i njegovom momentu
tromosti oko sredista tromosti u izrazu (10.17).
0 =— M8 =L ! (10.17)
Loy +MIP 1 Loy
+ 2
Mi
Mozemo se pitati kolika je duljina matematickog njihala iste frekvencije. 1z (10.13) 1(10.17)
Da bi njihala bila iste frekvencije treba vrijediti:

Z+Iﬂ
Ml

Gdje je L duljina matematickog njihala iste frekvencije kao Sto je ona fizikalnog njihala.
Iz (10.17a) direktno slijedi veza duljina matematic¢kog i fizikalnog njihala:

w,) =—2 :% (10.17a)

1
PP =1L+~ =0 (10.17.b)
M
Mozemo se sjetiti Vietovih formula za rjeSenja kvadratne jednadzbe:
1
I, +1,=L [, -1, =% (10.17¢)

Za zadanu kruznu frekvenciju matematickog njihala duljine L postoje dvije udaljenosti
objesista fizikalnog njihala od srediSta mase s istom frekvencijom. Razmak medu objesiStima
je upravo duljina ekvivalentnog matematickog njihala. Demonstrirat ¢e se rad takvog
(Katerovog) fizikalnog njihala i usporedivati s ekvivalentnim matematickim njihalom.

PONASANIJE KINETICKE 1 POTENCIJALNE ENERGIJE HARMONICKOG
OSCILATORA (model masa + opruga)

T=%mv2 =%m§c2 =%ma)02x02 sin” (w,t + @) (10.31)
P= %sz = %ma)ozxo2 cos’ (w,t + @) (10.32)
Iz (10.31) i (10.32) slijedi

E=T+P:%ma)02x02 =%Kx02 (10.33)

Iz (10.31) 1 (10.32) slijedi da se energija prelijeva iz potencijalnu u kineticku i obratno
tijekom oscilacija. 1z (10.33) zaklju€ujemo da je ukupna energija jednaka maksimalnoj
potencijalnoj, Sto je takoder za oc¢ekivati. Mozemo pitati kolika je prosjecna kineticka energija
oscilatora tijekom jednog perioda.

T"=%Kx02 sin’ (@t + @) =1Kx02%(1—cos2(a)0t+(p))

prosjecro 2

(10.34)

prosjecro

Kako je prosjecna vrijednost konstante upravo konstanta, a prosje¢na vrijednost sinusa i
kosinusa po periodu is¢ezava, to vrijedi:



= 1
T = ZKxO2 (10.35)
Identi¢énom procedurom dobiva se oc¢ekivani rezultat koji je za potencijalnu energiju isti kao

za kineticku.

SUSTAV MALO POMAKNUT IZ STABILNE RAVNOTEZE PONASA SE KAO
HARMONICKI OSCILATOR

Neka je a varijabla koja opisuje pomak od ravnoteze. Tada mozemo potencijalnu energiju
razviti u red:

oP 10°P
P(a)=P0O0)+(—)a+— a’+ 10.36
(a) = P(0)+( a0!) > 20’ ( )
Kinetic¢ka energija mora biti proporcionalna kvadratu brzine promjene « .
T:%Mdz (10.37)

U izrazu (10.36) prva derivacija potencijalne energije po varijabli mora iS¢ezavati, jer za
dovoljno mali & , minimum ne bi bio u pretpostavljenoj tocki a = 0.
Tako da u prvoj aproksimaciji imamo za energiju sustava:

E=%Md2 +%K0{2 (10.38)

Sto je strukturno identi¢no s (10.19), jednadZbom harmonickog oscilatora.
Demonstrirat ¢e se titranje sustava izvedenog iz staticke stabilne ravnoteze koje nije tipa
opruge ni njihala.

Slijedeca varijanta harmonickog oscilatora ¢e biti onaj u kojem postoji guSenje silom trenja.
Kao uvod, razmotriti ¢emo posljedice Ceste pojave u prirodi da je trenje proporcionalno
brzini. Intuitivno obrazloZenje takvog odnosa smo nacinili u odsjecku o sili trenja.

TRENJE RAZMJERNO BRZINI

Gibanje tijela kroz sredstvo s kojim je trenje proporcionalno brzini:

myv = —bv (10.39)

ﬂ:d(lnv):—ﬁ lzﬁ gdje je (10.40)
v T T m

Integriranjem slijedi:
t

v=ve * (10.41)
Kineticka energija tijela tijekom ponasanja (10.41) jest:
2t

T:%mvoze ‘ (10.42)



GRANICNA BRZINA PADANJA TIJELA

Ako u vertikalno gibanje prema dolje uklju¢imo silu (10.39) imamo:

mz = —-mg + bv (10.43)
Ocito se doseze grani¢na brzina kada iS¢ezne akceleracija to jest kada je :

_mg _
Vgraniéra - 7 =87 (1044)

Ovo svojstvo se koristi kod padobrana !
GUSENI HARMONICKI OSCILATOR

Uzevsi u obzir oblik silu trenja iz (10.39) jednadzba gibanja harmonickog oscilatora se
prosiruje na:

mx = —Kx — bx (10.45)

Uz pokrate:

1.5 o=k (10.46)

T m m

(10.45) poprima oblik:

x+lx+a>02x=o (10.47)
T

Ovo je vrlo raSirena notacija za gusSeni harmonicki oscilator. PokuSat ¢emo pogoditi rjeSenje
oblikom:

x = x,e " cos(at + @) (10.48)
Vremenske derivacije takvog rjeSenja su:
x = x,e”" (=) cos(at + @) + x,e” (~w) sin(wt + ) (10.49)

¥ =x,e" (=B)° cos(at + @) + x,e” " (- B)(—w)sin(at + @) -2 + x,e " cos(wt + @) (10.50)
Uvrstavanjem ovih derivacija u (10.47) 1 kra¢enjem s zajednickim faktorom te grupiranjem
¢lanova uz sinusne i kosinusne funkcije imamo:

sin(ar + @) - (2w —2) + cos(at + @) - (S — @ —£+ w,)=0 (10.51)
T T

Kako su sinus i1 kosinus nezavisne i neiS¢ezavajuce funkcije gornji je zahtjev moguce ispuniti
ako su faktori u zagradama jednaki nuli:

1
p=o (10.52)

) > 1
0 =0, ——
4t

Tako smo nasli rjeSenje titranja guSenog harmonickog oscilatora oblika (10.48) , s tim da
vrijede izbori konstanti (10.52) 1 (10.53). S druge strane x, i ¢ su integracijske konstante 1

(10.53)

njihove se vrijednosti odreduju prema, na primjer, poc¢etnim uvjetima.

Mozemo razdijeliti tri osnovne klase rjeSenja jednadzbe guSenog harmonickog oscilatora:

Za slu¢aj @® >0 imamo doista priguseno osciliranje, koje amplitudom opada u vremenu.

To je potkriti¢no guSenje.

Kada je a)02 =0 viSe i nemamo titranja ; to je takozvano kriticko gusenje.

Kona¢no je moguce i natkriticno gusenje; @’ < 0, kada kosinusno titranje prelazi u dodatno
hiperboli¢ko ponasanje.



PRISILNO TITRANJE GUSENOG HARMONICKOG OSCILATORA

Predavanje pocinje demonstracijom sustava matematickog njihala koji se pogoni periodickim
horizontalnim micanjem objesista. Ustanovljuje se dramati¢na ovisnost amplitude rezultatnog
titranja o frekvenciji micanja objesiSta. Takoder se tjera harmonicki oscilator s oprugom
periodickom prisilom na titranje. Ponovno se nalazi da amplituda titranja dramati¢no ovisi o
frekvenciji sile koja tjera sustav na titranje. Ovo su uvodne demonstracije prisilnog titranja
gusenog harmonickog oscilatora koje nas inspiriraju da diferencijalnu jednadzbu koja slijedi
nize pokuSamo rijesiti harmonickim (sinusoidalnim ilil kosinusiodalnim oblicima vremenske
zavisnosti).

Kada na guSeni harmonicki oscilator djeluje vanjska prisila harmonickog titranja, jednadzba
gibanja se modificira:
mX = —Kx —bx + F, cos wt (10.54)

Uz pokrate iz prijasnjeg odsjecka i pokratu: o = F,/m mozemo (10.54) pisati:

5('+l)'(+a)02X:050 cos ot (10.55)
T

Matematicki formulirano, ovo je linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim
koeficijentima drugog reda koja je uz to nehomogena. NehomogenoS¢u se naziva ¢lan na
desnoj strani koji je takoder zavisan o vremenu. Teorija takvih diferencijalnih jednadzbi
pokazuje da se opce rjeSenje jednadzbe tipa (10.55) moze konstruirati iz opceg rjeSenja
homogene jednadzbe ( takva je je jednadzba (10.45) i njeno rjeSenje (10.38)) 1 jednog rjesenja
jednadzbe (10.55).

(VIDI NAPOMENU o rjesavanju ovakvih diferencijalnih jednadzbi koja slijedi za
nekoliko stranica.)
Cilj nam je znaci pogoditi to specijalno rjeSenje. Ono mora titrati frekvencijom @ jer inace ne
bi zadovoljavalo jednadzbu (10.55). Stoga ¢emo pokusati s formom:

X = X, cos(at + @) (10.56)
Slijede izrazi za vremenske derivacije:
X=X,(—w)sin(at +9) X =X,(—0")cos(at + @) (10.57)

Kada (10.57) uvrstimo u (10.55) 1 iskoristimo adicijski teorem za trigonometrijske funkcije te
grupiramo ¢lanove uz sinusni i kosinusni ¢lan imamo: uz pokratu zajednic¢kog faktora:

o . a . . @ .

cos wt(—w” cosp ——sin @ + %z cos ¢ ——2) +sin wt(w” sin ¢ — —cos @ — a)02 sing) =0 10.58
T X, T

Iz uvjeta da faktor uz sinus iS¢ezava slijedi:

o/t
- —a,

Iz uvjeta da faktor uz kosinus iS¢ezava, slijedi:

ﬂ:(a)o2 —w*)cosp—Lsing (10.60)
X T

0



Kombiniranjem (10.60) i (10.59) dobivamo:
o4

X, =

" @) -0 (/)
Ocito postoji rjeSenje oblika (10.56), Cije su konstante odredene jednoznacno s (10.59) i
(10.61) . Takoder je ocito da amplituda tog titranja dramati¢no zavisi od frekvencije prisile i
dostize svoj maksimum kada pogodimo frekvenciju slobodnog oscilatora. S mnogo vise
potankosti svojstava harmonickog oscilatora upoznat ¢emo se u treCem semestru : Titranja i
valovi. Naime, pri formiranju valova, komponente sustava harmonicki osciliraju. Stoga je
dobro poznavanje harmonickog titranja temelj i za razumijevanje valnih fenomena. Nadalje,
funkcije sinusa i kosinusa, rjeSenja slobodnog oscilatora, Cesto se zovu harmonijskim
funkcijama ili harmonickim rjesenjima.

Studentima se pokazuje Bartonovo njihalo. Ono se sastoji od fizikalnog njihala relativno
velike mase . To masivno njihalo se pusta u pogon. Preko zajednic¢ke osovine fizikalno njihalo
postaje izvor harmonicke sile koja tjera niz matematiCkih njihala razli¢itih duzina. Opaza se
da matematicka njihala titraju razliitim amplitudama zavisno o duljinama svojih niti.
Najvec¢e amplitude imaju njihala ¢ija frekvencija slobodnog titranja odgovara frekvenciji
uzbude. Taj se fenomen zove rezonancijom.

(10.61)

SNAGA VANIJSKE SILE usrednjene po periodu titranja

Ovo je razmatranje vazno radi uocavanja ovisnosti unosa energije u oscilator vanjskom silom
o bliskosti frekvencije prisile sa frekvencijom oscilatora, Sto ima jasne fizikalne posljedice.
Kada se u Meksiku desio ¢uveni razorni potres opazen je fenomen da su poruSene upravo one
zgrade, ¢ije su dimenzije imale frekvencije titranja razornog vala. Njima je, radi jasne
zavisnosti unosa energije u objekt o rezonantnim svojstvima objekta, unoSena u titranje
najveca energija. Snagu usrednjenu po periodu titranja oznacit ¢emo s P , a proceduru
usrednjenja sa znakovima < >, dok se usrednjena veli¢ina postavlja medu te znakove:
P =< FX>=<F, cosat - (—w)X, sin(wt + ¢) > (10.62)
a

= F, : 0

J@ -0*) +(o/7)
Srednja vrijednost kosinusne funkcije po periodu je jednaka nuli (vrijednosti funkcije su
jednako pozitivne 1 negativne tokom perioda). Pri izvodu (10.34) smo pokazali da je

< sin’(at + @) >=% (10.64)

P (—w) < cos wtcos @ + cos” wtsinp > (10.63)

Potpuno analogno se dokazuje
< cos’ (at + @) >=% (10.65)

Tako za P imamo medurezultat:



2
1 a,

=—m
2 \/(a)oz —0*)+(w/ 1)’
Student lako moze verificirati trigonometrijsku relaciju:

. tgp
SinQ = ——— (10.67)
J1+tgp

Izraz za tangens faze ¢ imamo u (10.59) pa ga preko (10.67) mozemo supstituirati u (10.66):

P (—w)sing (10.66)

1

1 a,’ (w/r)'a)z—a)z
P=—m 2 (—w) d (10.68)

2 @} -0+ (/) V@, -0*) +(0/7)

(a)o2 _a)z)
Nakon sredivanja (10.68) se pojednostavljuje:
2 2

P (1/2)2moc0 2r _ (1/2)F02 -(rim) (10.69)

1+(u)2 1+(u)2

(w/71) (/1)

Iz (10.69) je razvidno da maksimalna snaga ulazi u sistem na frekvenciji @ =w,, kada
nazivnik ima minimalnu vrijednost , a maksimalna snaga je
P . =1/2)F, (z/m) (10.70)

SIRINA REZONANCIJE

Vrlo se Cesto u fizici postavlja pitanje Sirine vrha nekog fenomena. U profesionalnoj je
upotrebi termin i veli¢ina koji se naziva punom Sirinom za polovicu maksimuma. Pod tim se
podrazumijeva interval vrijednosti varijable (o kojoj promatrana veliCina ovisi) , na ¢ijim
rubovima zavisna veli¢ina pada na polovicu maksimalne vrijednosti. Veliina se oznacava
kao FWHM (Full Width at the Half of the Maximum). Znaju¢i maksimalnu vrijednost snage
prema (10.70) vidimo da su vrijednosti @ one za koje je ispunjeno:

2 2
b (10.71)
(w/7)

Odatle slijedi:

2L Ko, - o) (10.72)

z-
RjeSavanjem gornje kvadratne jednadZzbe dobiva se da je razmak fizikalnih rjeSenja :

Aw = 1 (10.73)

T

Sto je puna Sirina na polovici rezonancije (FWHM)



NAPOMENA O RJESAVANJU LINEARNIH DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI
DRUGOG STUPNJA S KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA.

Znacenje opisa jednadzbi je slijede¢e. U jednadzbi se pojavljuju prva i druga derivacija
funkcije ali u prvoj potenciji kao i sama funkcija. Ako je s druge strane linearne kombinacije
derivacija i funkcije znaka jednakosti nula, imamo homogenu klasu takvih jednadzbi. Tome
¢emo najprije posvetiti paznju. Ovakve se jednadzbe mogu ocito rijesiti pretpostavkom da
funkcija zavisi eksponencijalno o varijabli. Naime, kada ovu pretpostavku supstituiramo u
diferencijalnu jednadzbu i odsepariramo eksponencijalni faktor, na mjestu druge derivacije
ostat ¢e kvadrat eksponenta eksponencijalne zavisnosti, na mjestu prve derivacije ¢e ostati
sam eksponent, a na mjestu funkcije ostat ¢e faktor 1 . Time se diferencijalna jednadzba
transformirala u kvadratnu jednadzbu za eksponent eksponencijalne funkcije. Kako ta
jednadzba ima dva korijena, imat ¢emo dva linearno nezavisna rjeSenja. Tu je i1 objaSnjenje
zaSto smo bili uspjesni u konstrukciji harmonijskih i eksponencijalno rastu¢ih ili padaju¢ih
rjeSenja. Ako su rjeSenja realna, imamo realne eksponencijalne modove. Ako su imaginarna,
imamo sinusoidalno i kosinusoidalno ponaSanje. Ako su kompleksna, imamo produkt
sinusiode 1 eksponencijale kao kod guSenog oscilatora. Tako se nacelno rjeSava klasa
homogenih diferencijalnih jednadzbi drugog reda s konstantnim koeficijentima i dobiva dva
nezavisna rjeSenja, ¢ijim kombiniranje s proizvoljnim konstantama pokrivamo sva moguca
rjeSenja.

Predimo sada na klasu nehomogenih jednadzbi da bi dokazali nasu tvrdnju da se tada rjesenje
nalazi op¢im rjeSenjem homogene jednadzbe, kojem treba dodati jedno rjeSenje nehomogene.
Uzet ¢emo za model jednadzbu prisilnog titranja (10.55).

X’+l>'<+a>02x:a0 cos ot (10.55)
T
Nju mozZemo pisati i preko simbolickog linearnog operatora:
> 1d 2
L=(—+—F—+o 10.74
e (10.79)
Neka su X, (t)iXx,(t) dvanezavisna rjesenja homogene jednadzbe. Tada vrijedi:
Lx, =0i Lx, =0 (10.75)

Akosu C,i C, proizvoljne konstante i linearna kombinacija rjesenja je rjesenje , to jest:

L(C,x,+C,x,)=C,Lx, +C,Lx, =0 (10.76)
Ako sada dodamo jedno specijalno rjeSenje nehomogene jednadzbe (u gornjoj analizi to je
rjeSenje (10.56) ) ), imat ¢emo u toj notaciji ukupno rjesenje:

Xukpno = C1 % +C, X, +X (10.77)
Ako ga uvrstimo u (10.55) imamo:

L(C,x, +C,X, +X)=L(C,x, +C,x )+ Lx =0+ Lx (10.77)
No za Lx imamo radi zadovoljavanja nehomogene jednadzbe

LXx = , cos wt (10.78)



Tako Xyumo zadovoljava nehomogenu jednadzbu , a opcenito je rjeSenje jer ima dvije

proizvoljne konstante, koje se mogu prilagodavati (pocetnim) uvjetima na rjesenje.

Studenti ¢e vidjeti 1 Oberbeckovo njihalo (dva identicna modela matematickih njihala
povezana medusobno s niti napete lak§im teretom) koje rezonantno uzbuduju jedno drugo.

Zatim ¢e se studentima joS jednom demonstrirati ovisnost amplitude titranja o udaljenosti
frekvencije od rezonantne frekvencije kao uvod u razmatranja o §irini rezonancije

SIRINA REZONANCIJE

Vrlo se Cesto u fizici postavlja pitanje Sirine vrha nekog fenomena. U profesionalnoj je
upotrebi termin 1 veli¢ina koji se naziva punom Sirinom za polovicu maksimima. Pod tim se
podrazumijeva interval vrijednosti varijable (o kojoj promatrana veli¢ina ovisi) , na ¢ijim
rubovima zavisna veli¢ina pada na polovicu maksimalne vrijednosti. Veli¢ina se oznacava
kao FWHM (Full Width at the Half of the Maximum). Znaju¢i maksimalnu vrijednost snage
prema (10.70) vidimo da su vrijednosti @ one za koje snaga pada na polovicu maksimalne

vrijednosti dane izrazom:

2 2
®, —o

@) ) =1 (10.71)
Odatle slijedi:
o _ +w,” - @°) (10.72)
RTjeéavanjem gornje kvadratne jednadzbe dobiva se da je razmak fizikalnih rjeSenja :
Aw = % (10.73)

Sto je puna Sirina na polovici rezonancije (FWHM). Zaklju¢ak o razmaku fizikalnih rjeSenja
se lako vidi analizom (10.72). Naime dvije kvadratne jednadzbe imaju svaka po dva rjeSenja:
Ona s pozitivnim predznakom za /7

@, = A @, (10.72a)
T 27 27

a ona s negativnim predznakom za o/t

w,, = . (i)2 +w,’ (10.72b)
’ 27 27

Pozitivne (fizikalno smislene) vrijednosti kruzne frekvencije su samo one iz (10.72a) i
(10.72b) s pozitivnim predznakom ispred korijena. Njihova je razlika Aw ocito je dana s
(10.73).



FAKTOR DOBROTE (Q faktor) OSCILATORSKOG SUSTAVA

U mnogim primjenama osciliraju¢ih sustava faktor dobrote Q je vazna prakti¢na veliCina.
Intuiciju o njemu mozemo dobiti iz dva nezavisna razmatranja. Vratimo se najprije izrazu
(10.61) za amplitudu prisilnog titranja 1 uvrstimo za kruznu frekvenciju o = w,, dakle

rezonantnu vrijednost. Tada se dobije za amplitudu njenu (maksimalnu) vrijednost u
rezonanciji:

a F, ¢ F

X, (rezonantno) = —2—=—L. — = (—) (@ 7)

(w,/7) M @, ma,

Izraz u lijevoj zagradi je odstupanje od poloZaja ravnoteze ako bi na oscilator primijenili
stalnu silu F,. Faktor u drugoj okrugloj zagradi govori nam koliko je puta rezonantna

amplituda veca od amplitude postignute stalnom silom. To je upravo faktor dobrote Q.
S druge strane,vremenskom analizom snage unutar perioda titranja moze se takoder pokazati
da je Q/2z broj titraja, koje Cini sustav prepuSten sam sebi, potreban da energija u

oscilatorskom sustavu padne za faktor 1/e. Naime iz oblika titranja za relativno slabo guSeni
oscilator lako se vidi da energija u oscilatoru pada relacijom: E =Ee™"'" . Ako je N broj
titraja potreban za pad energije za faktor e , oCitoNT =7, gdje je T period titranja; u
rezonanciji to je T,. Ujedno vrijedi @, =27/T,. Kombiniranjem dva posljednja izraza

Q

slijedi: N = % = P To je potvrda drugog svojstva faktora dobrote koji smo gore naveli.
V4 V4

Neki americki udzbenici koriste Q da bi karakterizirali oscilator umjesto parametra 7 .
PONASANJE FAZE OSCILATORA PRI VARIJACIJI FREKVENCIJE PRISILE

Iz relacije (10.59) vidimo da je za w <@, ¢ negativan. To znac¢i da oscilator kasni za
prisilom. U rezonanciji to kaSnjenje dosize vrijednost 7/2. Za @ > @, ¢ mijenja predznak

i oscilator je ispred prisile u svom titranju. Ovo ponasanje faza demonstrira se aktivacijom
Bartonovog njihala kada oscilatori produ kroz fazu tranzijenata.
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