Prvi seminarski zadatak 1z kvantne fizike

Prosinac 2009.

1. Pretpostavimo da potencijal koji osjecaju elektroni u egzoti¢noj 1D
molekuli mozemo aproksimirati dvostrukom potencijalnom jamom ob-

lika:

Vo, lz| <a
Vz)=4 0, a<lz|<a+b
0o, |z|[>a+b

gdje su Vo = 2eV-a, a = 1A i b = 2A. Odredite energijske nivoe po-
jedinih vezanih stanja te valne funkcije. Objasnite sto bi se dogodilo
kad bi elektron u nekom pocetnom trenutku bio opisan valnom funkci-
jom beskonacno duboke potencijalne jame smjestene na mjestu jedne
od jama zadanog potencijala. Objasnite posebne slucajeve a — oo,
Vo — o0.

2. Elektron dolazi s lijeva i nalije¢e na potencijal oblika:

0; < —a
B Vo, —a<x<0
Viz)= -Vi; 0<az<b
0; x>0

Izracunajte koeficijente transmisije i refleksije. Posebnu paznju obratite
energijama na kojima se zapazaju valnomehanicki efekti; konstruktivna
i destruktivana interferencija, rezonantni uhvat, itd.



3. Pretpostavimo da se elektron giba u potencijalu 1D vodikova atoma:

V(e) = ——

x|

Izracunajte valne funkcije i energije vezanih stanja.

4. Izracunajte energije i valne funkcije Cestice koja se nalazi u central-
nosimetri¢cnom potencijalu oblika:

A
V(T) = ﬁ +BT’2,

gdje su A, B > 0. Nacrtajte potencijal, a preko njega energije i valne
funkcije.

5. Cestica mase m je ograni¢ena u desnoj polovici, u 1D problemu, sa
beskonacnim potencijalom u ishodistu. Postoji privla¢ni potencijal:

V(z) = —Vyad(xz — a),

za a > 0.
a) Nadite izraz za energiju vezanog stanja
b) Koja je minimalna vrijednost V; dovoljna za vezano stanje?

6. Atom s atomskim brojem Z uronjen je u Fermijevo more (npr. lokalizirana
necistoéa u metalu). Pretpostavimo da zbog Paulijevog principa okolni
sistem za elektrone predstavlja beskonacno repulzivnu barijeru, odnosno
mozemo rec¢i da elektroni efektivno osjecaju potencijal:

Ze.

T r<ro
005 T 2T

Izracunajte energijske nivoe i valne funkcije elektrona te ih usporedite
s onima dobivenim za slobodni atom s atomskim brojem Z. Objasnite
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je li atomu energetski povoljnije dok je uronjen u Fermijevo more.

Sfericna potencijalna jama zadana je sa

Vo

Vir)= ——=
1+ea

za a << R. Odredite vezana stanja za [ = 0. Nacrtajte potencijal
energije i valne funnkcije.

Rjesie Schrodingerovu jednadzbu za potencijal

r

e a

Vir)=-Vo——=
l1—ea

za slucaj [ = 0 i odredite vlastite energije. Nacrtajte potencijal, en-
ergije i valne funkcije.

Potencijal za rotacije i vibracije dvoatomne molekule ima oblik

a 1la?
V(ir)=—2D(% - -%
)= —2D(* - 2 %)
Potencijal ima minimum V' (a) = —D. Rjesite Schrodigerovu jednadzbu

u sustavu centra mase. Nacrtajte potencijal, energije i valne funkcije.
Cestica mase m giba se u 1D potencijalu

n*P
V(r) = ———6(2* — a®
(5) = = -5(2 — a?)
gdje je P pozitivna bezdimenzionalna konstanta. Diskutirajte vlastita

stanja kao funkciju od P.
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Pretpostavimo atom koji se sastoji od piona 7t (m,+ = 237.2m,) i
miona p~ (m,- = 206.77m.). Pretpostavimo da je pionski naboj ho-
mogeno nabijena sferi¢na ljuska radijusa Ry = 10~3cm te da je mion
tockasti naboj. Koristec¢i racun smetnje odredite relativni pomak u en-
ergiji 1s 1 2p stanja. Zanemarite efekte vezanja spina i staze.

Vodikov atom se nalazi u homogenom elektricnom polju E. [zracunajte
koliki je pomak u energiji n = 1 i n = 2 stanja. Objasnite zasto u
slucaju n = 1 imamo kvadrati¢ni, a u slucaju n = 2 linearni Starkov
efekt. Zasto je najniza popravka n = 2 stanja linearna u E i u kojim
granicama to vise ne vrijedi?

Pretpostavimo da se atom nalazi u homogenom elektri¢cnom Ei mag-
netskom B polju koja su medusobno okomita. Izracunajte najnize po-
ravke energije n = 2 stanja. Pretpostavite da su jezgra i elektron cestice
spina S = 0 te zanemarite relativisticke efekte.

Elektron na udaljenosti z od povrsine tekuceg helija osjeca potencijal:

oo, <0
V(x)—{ —%, x>0
a)lzracunajte energije i valne funkcije osnovnog stanja.
b)lzrac¢unajte Starkov pomak osnovnog stanja u prvom i drugom redu

racuna smetnje. Uzmite da je elektricno polje u x smjeru.

Razmotrimo sljede¢i model Van der Waalsove sile izmedu dva atoma.
Svaki atom se sastoji od jednog elektrona koji je potencijalom:

1
V(ry) = §mw27’i2
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vezan za beskonacno tesku jezgru. Dvije jezgre su na udaljenosti d
\/% uzduz x osi, a interakcija izmedu atoma dana je izrazom:

T129e>

Vie = 572

a)Razmotrite osnovno stanje cijeloga sistema kada je 8 = 0. Napisite
kako izgleda ukupna valna funkcija W (717%5) te ukupna enegija.
b)Izrac¢unajte najnizu doprinoseéu korekciju energije i valne funkcije
osnovnog stanja kada je 3 # 0.

Za atom bez permanentnog magnetskog momenta kazemo da je dijam-
agnetski. Fokus problema u ovom zadatku biti ¢e proracun induciranog
dijamagnetskog momenta za vodikov atom u slabom magnetskom polju
B uz zanemarivanje spina elektrona i protona.

a)Napisite nerelativisticki Hamiltonijan za ¢esticu mase m i naboja e
u elektromagnetskom polju.

b)Ako clan:

/ e 2o ¢? A2
H =—Ap+ A
me 2mc?

tretiramo kao smetnju odredite najnizu doprinose¢u popravku energije
osnovnog stanja.
¢)Odredite inducirani dijamagnetski moment po atomu.

Prvo pobudeno stanje trodimenzionalnog harmonickog oscilatora (frekven-
cije wo 1 mase m) je trostruko degenerirano. Koristeéi perturbativnu
teoriju izracunajte pomake u energiji trostruko degeneriranih stanja
ako na sistem primjenimo malu perturbaciju oblika:

H = exy

€ je perturbacijski parametar. Kako izgledaju valne funkcije u prvom
redu, prikazane pomoc¢u nesmetanih valnih funkcija.
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Pretpostavimo da promatramo elektronska stanja u metalnoj plocici
povrsine 4L2, gdje L — oo i debljine 2d = 2nm, koja je naparena na
podlogu koja ima svojstva vakumma. Neka je potencijal koji elektroni
osjecaju u metalnoj plocici opisan slede¢im izrazima:

0; |z|<L
V()=

oo; x| > L

0; Jyl<L
Viy) =

o0; |yl > L

0; |z|<d
Vi(z) =

oo; |z| >d

Podloga se proteze u podruc¢ju z > d. U jednom trenutku iz zp — —oo
pocinje se priblizavati metalna povrsina. Metalna povrsina za stanja
metalne plocice predstavlja smetnju koju mozemo predociti potenci-

jalom oblika:
2

e
V)= —————
(z) 4(z+ 20)

gdje je polozaj povrsine polubeskona¢nog metala z = —z.

Skicirajte problem!

[zracunajte koliki su pomaci energijskih nivoa u tankoj metalnoj plocici
zbog utjecaja metalne povrsine. Rac¢un provedite u prvom i drugom
redu racuna smetnje. Parametar zy nastimajte tako da stvar mozete
tretirati perturbativno. Na istom grafu nacrtajte polozaj enegijskih
nivoa prije i poslije primjenjivanja smetnje. Nacrtajte energijske po-
make kao funkciju parametra z, tj. AE! ().

Pretpostavite da promatramo molekulu NaCl-a, koja se sastoji od poz-
itivnog iona Na™ i negativnog iona CI~ koje u prvoj aproksimaciji
smatramo kao tockaste monopole koji na velikoj udaljenosti intereagi-
raju privlacnom kulonskom silom opisanom potencijalom:
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Na malim udaljenostima elektronska struktura iona pocinje igrati dom-
inantnu ulogu, naime pocinje dolaziti do prekrivanja elektronskih or-
bitala sto efektivno djeluje kao odbojna centralno-simetri¢na interakcija
oblika:

C

Vo(r):p

gdje konstantu C' potrazite u literaturi. Dakle ukupni potencijal je
oblika:

V(r)=Ve(r)+V(r)
Koliki je pomak u energiji osnovnog stanja molekule NaCl-a koja se
nalazi u osnovnom stanju ako molekulu stavimo u homogeno elektriéno
polje E = Ez. Koliki je pomak prvog pobudenog stanja. Rezultate za
energijske pomake usporedite sa klasicnim dipolom, dipolnog momenta
P = e (r)ry gdje je (r) prosjecna udaljenost izmedu iona u promatranim
kvantnomehanickim stanjima.

Cestica mase m se nalazi u dvodimenzionalnoj kutiji duljine L. U njoj
djeluje slabi potencijal dan sa:

V(z,y) = VoL?6(x — 20)d(y — yo)

a) Izracunajte korekciju prvog reda u energiji osnovnog stanja.

b) Napisi izraz za korekciju drugog reda u energiji i korekciju prvog
reda valne funkcije osnovnog stanja. Objasni kako bi se izra¢unao izraz
za (xo,v0) = (L/2,L/2).

c¢) Nadite izraz za energiju prvog pobudjenog stanja u prvom redu po Vj.
Koja je razlika izmedu energijskih podnivoa za (o, o) = (L/4,L/4).
d) Za prvo pobudeno stanje, nadi tocke (zg,yo) koje definiraju po-
tencijal V(z,y) koji ne mice degeneraciju. Objasni rezultat pomocéu
simetrije problema.

Pronadite energijski spektar i valne funkcije sistema opisanog Hamil-
tonijanom:
oz 1
H=Hy+ H = ——— + —mw?2® + az® + bz*
2mdx? 2

7
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gdje su a i b perturbacijski parametri.

Ravninski rotator momenta inercije I i elektricnog dipolnog momenta
d smjesten je u homogeno elektri¢no polje E. Uz pretpostavku da elek-
tricno polje tretiramo kao slabu smetnju, odredite popravke energijskih
nivoa i valnih funkcija ravninskog rotatora u najnizem doprinose¢em
redu racuna smetnje. Isti problem rjesite (egzaktno u derugom redu
racuna smetnje) za slucaj kada kruti rotator nije ograni¢en samo na
gibanje u ravnini.

Cestica mase m se nalazi u polju dviju potencijalnih jama oblika é —funkcija:

e - —afs(e- 1) 45 (-4 20

U trenutku ¢ — —oo potencijalne jame su se nalazile na beskonacnoj
udaljenosti jedna od druge, a Cestica je bila u vezanom stanju u jednoj
od jama. Udaljenost medju jamama se vrlo polako smanjvala i u nekom
trenutku 7" doslo je do stapanja dviju jama u jednu, koja ima oblik

Uz, T) = —2ad(x).

Kolika je vjerojatnost da ¢e pri tome cCestica ostati u vezanom stanju?

Cestica mase m se nalazi u beskona¢noj potencijalnoj jami koja ima
oblik rotacionog elipsoida
22 4?22
a2 B2

pri ¢emu vrijedi da je
|a—b|< a.
Prema tome, potencijal ¢estice se moze prikazati u obliku

0, unutar elipsoida,
00, izvan elipsoida.

Ule,y,2) = {
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(a) Izracunajte, u prvom redu racuna smetnje, pomak energije os-
novnog stanja cCestice relativno prema energiji osnovnog stanja
cestice, koja se giba u beskonaé¢noj sferno—simetri¢noj potencijal-
noj jami, istog volumena kao elipsoid.

(b) Poopdite rezlutat dijela a) zadatka na pobudjena stanja cestice.

(c) Razmotrite pitanje karaktera uklanjanja degeneracije s obzirom na
projekcije angularnog momenta ¢estice u prvom i visim redovima
racuna smetnje.

Cestica se nalazi u polju U(z) oblika

Ulz), x>0,

00, z < 0.

U(z) = {

Izrazite srednju silu s kojom cestica djeluje na stjenku x = 0 u sta-
cionarnom stanju diskretnog spektra, pomocu vrijednosti ¥/ (0) normi-
rane valne funkcije.

Na vodikov atom djelujke smetnja V' koja ima matri¢ne elemente

mZ2%e* || n? —n?|

2h* n

anm,n’l’m’ =«

gdje je a—bezdimenzionalna konstanta, a n. = max(n,n’). Odredite
korekciju energetskog nivoa n = 2 u drugom redu rac¢una smetnje.

Neka je potencijalna energija V (z,y, z) homogena funkcija koordinata
stupnja homogenosti v, tj.

V(Ax, \y, A\z) = X'V (z,y, 2).

Dokazite da je srednja vrijednost kineticke energije u stanju diskretnog
spektra vezana sa srednjom vrijednoséu potencijalne energije relacijom



Ovo je virijalni teorem!

28. (a) Cestica mase m se nalazi u jednodimenzionalnoj potencijalnoj

jami oblika

] =W, |z| < a,
Viz) = { 0, |z] > a.

Dokazite da za svaku pozitivnu vrijednost od Vya? postoji vezano
stanje.

Cestica mase m se giba u trodimenzionalnom sferno—simetriénom
potencijalnoj jami
- r<a
Vi(r) = ’ ’
(r) 0, r > a.

Dokazite da, u ovom slucaju, postoji vezano stanje samo ako je
ispunjen uvjet
242
mh
Voa? > )
8m
Kako izgleda analogna situacija za dvodimenzionalnu potencijalnu
jamu oblika

—Vo, < a,
V(p):{ O0 pp>a.

Koje je, ako postoji, fizikalno znacenje ovih rezultata.
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