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Visedimenzionalne raspodjele

Primjer: u eksperimentu sudaramo 2 protona

Prije sudara oni imaju energiju i impuls E;, p;; E,, p,
Nakon sudara nastaje mnostvo razliCitih Cestica s energijamali
impulsima E,/,p,/

Da bismo odredili energiju i impuls Cestice u konacnom stanju mjerimo
npr. njen impuls u magnetskom spektrometrui energiju u kalorimetru.

U tom slucaju energija i impuls su kontinuirane slucajne varijable

Pitanja: da li su nezavisne? Ako ne, kako su one povezane? Kako su
povezane sa energijama i impulsima ostalih Cestica?

* U eksperimentima se Cesto opaza vedi broj varijabli, koje
mogu biti neovisne ili povezane, o cemu Ce ovisiti analiza
rezultata i racun pogreske



Dvodimenzionalne raspodjele

* Uzmimo dvije diskretne slucajne varijable X i Y definirane na
istom prostoru elementranih dogadaja

* Def: zdruzena raspodjela vjerojatnosti p(x,y) za diskretne
sluCajne varijable X i Y je vjerojatnost da istodobno X poprimi
vrijednost x i Y poprimi vrijednost y:

p(x,y) = P(X=xiY=y)

* Def: Rubne raspodjele vjerojatnosti za varijable X i Y

oznacavamo s py(x) i py(y), a dane su izrazima:

px(x) = Z p(x,y) pr(y)= Z p(x,y)

yEDy xeDy
- vjerojatnost da pojedina varijabla iz zdruzene raspodjele
poprimi neku vrijednost bez obzira na drugu varijablu.



Dvodimenzionalne raspodjele

. rimie;sudentiprve AP TR TR

godine razvrstani po

1 2

ocjenama (varijabla X) 2 13 3 16

i spolu (varijabla Y) 3 = . -

4 18 7 25

* Natemelju raspodjele 5 4 3 7
definiramo vjerojatnost UKUPNO 60 22 82

a posteriori:

— Vjerojatnost da student bude Zensko i ima ocjenu 3 je 7/82, a
vjerojatnost student bude musko i ima ocjenu 3 je 15/82.

— Rubna vjerojatnost da bilo koji student ima ocjenu 3 je 22/82,
a rubna vjerojatnost da student bude musko je 60/82



Dvodimenzionalne raspodjele

e Za kontinuirane slucajne varijable X,Y definiramo zdruzenu
funkciju gustoce vjerojatnosti f(x,y), tako da za bilo koji
dvodimenzionalniinterval A € R X R vrijedi:

P((X,Y) € 4) = f £ (6, y)dxdy

e Zdruzena funkcija gustoce vjerojatnosti mora zadovoljavati

uvjete: Fx,y) =0, Vx,y ff f(x,y)dxdy =1
RXR
* Rubne funkcue gustoce vjerojatnosti deflnlramo kao:

fo () = j fandy o) = f FOx,y)dx



Dvodimenzionalne raspodjele

Primjer: zdruzena funkcija gustoce vjerojatnosti je:
3. 2 2

Fay =125 ) xeo1lye[o1]
0, inace

Koja je vjerojatnost
daje X<1/4iY<1/4?  f(xy)

Koja je vjerojatnost "
da je X< 1/4 bez obzira i
na Y ? 0.00

0.50 0.50

1.000.00



Podsjetnik: uvjetna vjerojatnost i
nezavisnost dogadaja

Definicija: dogadaji A i B su nezavisni onda i samo onda
kad vrijedi:

P(A]|B)=P(A)
(Vjerojatnost da se dogodi A ne ovisi o tome da li se dogodio B)
|z definicije uvjetne vjerojatnosti slijedi:
P(ANB)

P(AIB) =53

= P(4)

1z toga slijedi:

P(ANnB)=P(A)P(B)




Uvjetna vjerojatnost

* Nekasu Xi Y kontinuirane slucajne varijable sa zdruzenom
funkcijom gustode vjerojatnosti f(x,y) i rubnom funkcijom

fi(x). Uvjetna funkcija gustoce vjerojatosti za varijablu Y, ako
je X=x je:
e A= f(x,)

f —
YT ()
Uz uvjetdaje fx(x) #= 0

* Analogno pomocu raspodjela vjerojanosti definiramo uvjetnu
vjerojatnost za diskretne varijable:
_r(xy)
PO T ()




Nezavisne slucajne varijable

Svaka slucajna varijabla predstavlja ishod nekog dogadaja,
stoga mozemo poopciti definiciju nezavisnih dogadaja na
nezavisne varijable

Dvije sluCajne varijable Ce biti nezavisne, ako vrijednost jedne
ne uvjetuje vrijednost druge, tj. ako vrijedi:

_rxy)
Px|ly) = () = px(x)

|z toga slijedi da za nezavisne varijable vrijedi:

p(x,y) = px()py(y)



Nezavisne slucajne varijable

Opcenito, slucajne varijable X'i Y su nezavisne ako za svaki par

vrijednosti x i y vrijedi:

p(x,y) = px(X)py(y)

f&xy) = fx)fy )

(za diskretne varijable)

(za kontinuirane varijable)

Na primjeru raspodjele studenata po ocjeni i po spolu vidimo

da te varijable nisu nezavisne



Nezavisne slucajne varijable

* Primjer: istovremeno bacanje kocke i novcica
— slucajna varijabla X opisuje ishod na kocki
— Slucajna varijabla Y opisuju ishod na novciéu

— 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12

n 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/2

m 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
* Vidise da za svaki par vrijednosti x i y vrijedi:

p(x,y) = px()py (y)

* Dakle varijable su nezavisne!
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Momenti dvodimenzionalne
raspodjele

e Pomocni moment:

m,. = Z Z xTySP(x,y) Za diskretne varijable

x€Dy VEDy

m, = jj x"y f(x,y)dxdy Za kontinuirane varijable

RXR
e Centralni moment:

M, = Z Z (x — ﬂX)T(y — ,uy)s'p(x,y) Za diskretne varijable

xX€Dy YEDy

M, = J (x —ux) " (y —uy)°f(x,y)dxdy Zakontinuirane varijable
RXR




Ocekivanje

* Pomocni momentimy, i m,:

Mo = Z z xplx,y) = Z xpx(x) = Uy

XEDy YVEDy XEDy
M= Y Y ypy) = ) yp ) =y
XEDx VEDy YEDy

* Ovi pomocni momenti odgovaraju ocekivanjima diskretnih
slucajnih varijabli X odn. Y

* Analogno vrijedi i za kontinuirani slucaj



Varijanca

* Sredisnji momenti M,, i M,, odgovaraju varijancama:

M3o = Z Z (x — ux)’p(x,y)

X€EDyx YEDy
= ) @ - u)?px(0) = V(X)
xeEDy
Moz = Z Z v —uy)’r(x,y)
X€EDyx VEDy

= > )Py (3) = V()

YEDy



Ky

Kovarijanca je veli¢ina koja govori o zavisnosti varijabli Xi Y:

lzrazena pomocu pomocnih momenata ova relacija postaje:

Kovarijanca

COU(X, Y) — JXY — Mll

Cov(X,Y) =my —mygmy, = E(XY) — E(X)E(Y)

Cov(X,Y)>0

Yy 4

BY e e

Cov(X,Y)<O0

My

4

<
®

|
T
|
le
| e
I

!

My

Cov(X,Y)~ 0
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Kovarijanca nezavisnih varijabli

Po definiciji za kovarijancu vrijedi:
Oxy = E(XY) — E(X)E(Y)

Prvi pribrojnik mozemo pisati kao:
E(XY) = Z Z xy p(x,y)
x y

Za nezavisne varijable:
= z 2 xy p(x)p, (¥) = 2 xXpy (x) 2 ypy ()
y y

X X

Slijedi: E(XY) = E(X)E(Y)

Dobivamo da je kovarijanca nezavisnih varijabli: [0xy =0




Korelacija

Kovarijanca ovisi o veliCinama koje mjerimo i njihovim jedinicama
- nije pogodno za usporedbu povezanosti razlicitih veli¢ina

Uvodimo bezdimenzionalnu veli¢inu — korelaciju — kao mjeru
povezanosti, tj. zavisnosti varijabli

Koeficijent linearne korelacije varijabli X i Y se definira kao:

Oxy
Ox Oy

Corr(X,Y) = pyy = p =

(omjer kovarijance i produkta standardnih devijacija)



Korelacija

* Primjer 1:Za 10 studenata usporedujemo ocjene iz domace

zadace i ocjene na ispitu
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Ocjena ispit
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]
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4 4 L 4 *

3 2 2 2

2 *

1 T T T T 1
1 2 3 4 5 6

Ocjena DZ

Gp; =1,02

Gispir = 0,90

Gpzispir = 0,65 (kovarijanca)

2>p=0,7

Vidimo naznaku linearne ovisnosti
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Korelacija

Primjer 2: Studenti mjere otpor cilindricnog vodica u ovisnosti

0 njegovom radijusu:

0,1
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1

Koeficijent korelacije p = - 0,68

Vidimo izrazenu obrnuto kvardatnu ovisnost,

Sto teorijski i o¢ekujemo:

1 1

o T2

1,2
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Korelacija

* Primjer 3: promatramo vezu izmedu godine upisa studija i
trajanja studija

| Godina_ Tra:ame/god ] e

2001 g6 . ¢

5 . . . ¢
2002 6,5 g >3 . .

§ 5- ¢
2003 5,2 £

4,5

2004 5,7 . | | | | | |
2005 5’9 2000 2002 2004 GOdiZ:aO:Spisa 2008 2010 2012
2006 5,1
2007 5,7 Koeficijent korelacije p = 0,05
2008 = Ne uocava se izrazena ovisnost!
2009 5,8

2010 6,2



Korelacija

* Svojstva:
1. —-1<p=<1l
2. Akosu XiY nezavisne varijable onda je p=0 = primjer 3
(ali obrat ne vrijedi)

3. Ako je ovisnost varijabli linearna Y=aX+b onda i samo onda je
p=1ili p=-1 (za a>0 odn. a<0)
4. Moze se jos pokazati da vrijedi:
Corr(aX + b,cY +d) = Corr(X,Y)

* Opcenito ako je |p|<0,5 kazemo da je linearna korelacija slaba
(primjer 3), a ako je |p]|>0,5 kazemo da je linearna korelacija
izrazena (primjeri 1i2)

* |z primjera 2 vidimo da imamo izrazito jaku kvadratnu korelaciju, no
koeficijent je -0.68 obzirom da je on mjera linearne korelacija



Suma slucajnih varijabli

* Definiramo slucajnu varijablu Y=X,+X,

* Ocekivanje slucajne varijable Y:
E(Y) = E(X,) + E(X})

e Dokaz:

E(X; +X,) = Zz(x1 + x%2)p (%1, X7)

= Z Z X1 (%, %2) + Z Z X0 (%1, Xx7)
Z X1Px1 (X1) + Z X2 Pz (X2)

Xq

= EXy) + E(Xy)



Suma slucajnih varijabli

* Definiramo slucajnu varijablu Y=X,+X,

* Varijanca slucajne varijable Y:

V(Y) = V(X,) + V(X,)+20,,,,

e Dokaz:

V(X1 + X5) = E{[(xq + x5) — (g + p2)1%}
= E{[(x; — py) + (xp — )17}
= E[(x; — u)?] + E[(x; — u2)?]
+ 2E[(xq — pq) (%2 — uz)))



Linearna kombinacija slucajnih varijabli

* Zaslucajne varijable X,, X,, ..., X, mozemo definirati novu
slu€ajnu varijablu:
=a, X, +a,X,+..+a X,
gdje su a,...a, konstatne. Y se naziva linearnom kombinacijom
varijabli X.
* Poopcenje relacije za ocekivanje:

E(a) Xy +ay Xy +---+ap X, )=a1E(X)) + a3 E(X3) +---+ay E(X,)

* Vrijedi bez obzira na to da li su varijable medusobno neovisne



Linearna kombinacija slucajnih varijabli

* Poopcenje relacije za varijancu:

Via X, +a, X, ++a,X, ) =a] V(X)) +a;V(Xy) + +a,V(X,)+ D D aa,Con(X,. X))

i J=i

* Posebno, ako su varijable nezavisne, vrijedi:

Vi Xy +ay Xy ++ayXy) = aiV(Xy) + a3V (Xa) + -+ apV (Xy)

* Vazan primjer: varijanca razlike nezavisnih varijabli
VX -Y)=V(X)+ V() =0;+ 0y
Npr. mjerenje spektra s oduzimanjem pozadine.




Linearna kombinacija nezavisnih
normalnih slucajnih varijabli

* |z prethodnih razmatranja slijedi specijalni slucaj normalnih
varijabli:
Neka su Xi, Xo.... X, nezavisne normalne sluc¢ajne varijable. Tada njihova linearna
kombinacija

Y= ﬁ1‘171+ () j.Yz‘F.. ~+a ,—«!.Y;.?
1
takoder ima normalnu raspodjelu s ocekivanjem gy = Z a;ft; 1 varijancom
i=1

il

n
; 2 2
oy, =Y. aiof .
i=1

 Dokaz preskacemo



