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Kontinuirana slucajna varijabla

Definicija: Slucajna varijabla X je kontinuirana ako skup njenih
vrijednosti €ini interval brojeva, tj. ako je za A i B (A<B) svaki
X € [A,B] moguc.

* Kontinuirana slucajna varijabla ce biti reprezentacija
opservabli poput mase, duljine, vr.emena, itd.

e Vecina karakteristi¢nih veliCina (oCekivanje, varijanca, idr.)
kontinuirane slucajne varijable moze se dobiti iz veliCina
diskretne slucajne varijable uz prelazak sa sume na integral



Kontinuirana slucajna varijabla

* Primjer: mjerimo dubinu jezera na ~10000 mjesta
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Funkcija gustoce vjerojatnosti

Definicija: funkcija gustoce vjerojatnosti kontinuirane slucajne
varijable X je funkcija f(x) takva da za bilo koja dva brojaa<hb

vrijedi:

b
Pla<X<bh)= J‘f(x)dx

|z definicije slijedi da je:
P(X=x,) = 0, za svaki x,!

- Vjerojatnost da X poprimi vrijednost u intervalu [a,b] dana je
povrsinom ispod funkcije gustoce vjerojatnosti u tom intervalu

* Pritome f(x) zadovoljava svojstva:

1. fx)=0  Wwx

2. ff(x)dx=1



Funkcija raspodjele

Funkcija raspodjele (kumulativna funkcija distribucije) diskretne
slucajne varijable X definirana je:

F(x) = P(X < %) = f FO)dy

* Opcenito vrijedi:

P(a <X <b) =F(b) — F(a)~> distribucijska
funkcija ima vaznu ulogu kod kontuiruiranih sl. var. jer pomocu
nje jednostavno dobivamo vjerojatnost

e |z distribucijske funkcije jednostavno dobivamo funkciju
gustoce vjerojatnosti iz:

f(x) =

dF (x)
dx




Funkcija gustoce vjerojatnosti

Primjer: uniformna ili pravokutna raspodjela u intervalu [A,B]
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Funkcija raspodjele

* Primjer: uniformna ili pravokutna raspodjela u intervalu [A,B]

0, x < A
x— A

F(x) =A< , A<x<B
B—A
.1, x> B

F(X)




Ocekivanje i varijanca kontinuirane
slucajne varijable

Ocekivanje kontinuirane slucajne varijable X definira se:

O

iy = E(X) = f Xf () dx

-2

Varijanca kontinuirane slucajne varijable X je:

V00 = 0f = | (v - f(dx = B[ - 7]

Moze se pokazati da i ovdje vrijedi:
V(X) = E(X?) — [E(X)]?



Ocekivanje i varijanca kontinuirane
slucajne varijable

* Primjer: uniformna ili pravokutna raspodjela u intervalu [A,B]

1
f(JC) — m A<x<DRB
0 inace
o . A+ B
« Ocekivanje: E(X) = >
(A — B)?

* \arijanca: V(X) =
J (X) 5



Funkcija izvodnica i momenti

Definicije:

Co

g(t) = J‘etxf(x)dx

—_ G

* funkcija izvodnica:

e pomocni moment: 00

m, = J‘xrf(x)dx

— CD

e centralni moment:

M, = f (x — W7 f(x)dx



Ocekivanje i varijanca funkcije
kontinuirane slucajne varijable

Za funkciju h(X) kontinuirane slucajne varijable X s gusto¢om
vjerojatnosti f(x), oekivanje je:

CO

B(h00) = i = | RGF (@

— GO

Za funkciju h(X) kontinuirane slucajne varijable X s gusto¢om
vjerojatnosti f(x), varijanca je:
v(RCO) = E[RC)?] = [E(RCO)]
Specijalno: linearna funkcija h(X)=aX+b
— Ocekivanje: E(aX+b)=a E(X)+b
— Varijanca: V(aX+b)=aZV(X)




Normalna (Gaussova) raspodjela

e Slucajna varijabla X ima normalnu
raspodjelu ako je njena funkcija
gustoce vjerojatnosti:

flx) =

202

v'_

gdje x moze biti iz (—o0, )

e Slucajnu varijablu koja ima
normalnu raspodjelu
oznacavamo sa:

X~N(1, 0°)
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Normalna (Gaussova) raspodjela

Normiranost raspodjele slijedi iz definicije:

Co

1 _G-w?
2
f oV 21 e 207 ax uz supstituciju: ¥ = x — U

O CO

1 u
J‘ e 202
v o 2T

Slijedi: ff(x)dx =1




Normalna (Gaussova) raspodjela

Ocekivanje — prema definiciji:

- - (x—p)?
E(X) = fx (x)dx = fx e 202 dx
—C0 f — 0 Jm
. X —H
* Uzsupstituciju: u = -
* Slijedi: E(X) =u

Varijanca — prema definiciji se moze pokazati da slijedi:

V(X) = g*?




Normalna (Gaussova) raspodjela

Standardizirana raspodjela
X — |
.o V4 . . . G-
* Funkcija gustoCe vjerojatnosti standardne normalne

raspodjele: 1 u?

@(H)=E€ e

- Normalna raspodjela s o¢ekivanjem 0 i varijancom 1 U~N(0,1)
* Veza s “obicnom” Gaussovom raspodjelom:

f(x) =§<ﬂ(u)

 Kumulativna funkcija standardizirane normalne raspodjele:

* Uvodimo substituciju: u =

O(u) = f 2 dy - Vrijednosti dane u tablicama!



Normalna (Gaussova) raspodjela

Vjerojatnost da x poprimi vrijednost u intervalu (x;, x,) je po
X
definiciji: 1 @-w?
Plx, <x<x,) = fe 202 dx
! 2 V2o

X
* Prelaskom na standardiziranu raspoldjelu, tj. uvodenjem

supstitucije 4 = * K vjerojatnost postaje:
g 1 Uz .2
Plx, <x<x,)=—— | e 2du
1 2 ;—2?1_
Uy

e Koristimo distribucijsku funkciju:

P(x; <x <xy) = ®(uy) — ®(uy)




Normalna (Gaussova) raspodjela

Vjerojatnost — primjer

* Uzmimo normalnu raspodjelu u=50 i =2

* Kolika je vjerojatnost da X poprimi vrijednost izmedu 46 53
P(46 < X < 53) =?

e X —H
e Uz substituciju u = ;

o
P(46 < X <53)=P(-2<U<1,5)
= ®(1,5) — d(-2)
e Tablice: http://www.stat.ufl.edu/~athienit/Tables/Ztable.pdf

- P =0,9332-0,0228=0,9104



http://www.stat.ufl.edu/~athienit/Tables/Ztable.pdf

Normalna (Gaussova) raspodjela

* Vjerojatnost da X
poprimi vrijednost:

(u—o, u+o) 0,683
(u—20, u+20) 0,954
(u—30, u+30) 0,997

* Simetricnost o;=0
* Spljostenost a,=3

99.74%

A

95.44%

Y

68.26%

Y

~
|

A

Y

18



Znacaj normalne raspodjele

Objasnjava najveci broj statistiCih opazanja
Opisuje raspodjelu slucajne pogreske mjerenja

Opcenito opisuje pojave gdje postoji velik broj slucajnih
utjecaja = pokazuje sa da je ukupna raspodjela veli¢ine
podvrgnute tim utjecajima, Gaussova raspodjela



Aproksimacija binomne raspodjele
Gaussovom

Primjer: koja je vjerojatnost da u 12 bacanja novci¢a ispadne
najmanje 4 a najvise 7 glava?

* Binomna raspodjela:
O n=12
O p=1/2
>P(4<X<7)=0733
* Aproksimacija Gaussovom:
> 1/13<1/2 <12/13
\ » npg=3<9
n=60%=3
> P(3.5 <X <75) =0,733

p(x). f(x)
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Aproksimacija binomne raspodjele
Gaussovom

* Pokazuje se da kod binomne raspodjele:
— koeficijent asimetrije o, O kad h=> o0 a;=——
J % © g 1-6pg

npq

— koeficijent spljostenosti o, = 3 kad n=> oo a,
— to su upravo svojstva normalne raspodjele
— Binomna tezi u normalnu kad n = oo

* U praksi se uglavhom pokazuje da je aproksimacija
Gaussovom raspodjelom dobra ako su zadovoljeni uvjeti:

1 n

1. <p<
n+1 n+1

2. npg>9



Aproksimacija Poissonove raspodjele
Gaussovom

* Ako X ima Poissonovu raspodjelu X~P(1\) sa velikim A (A>20)
moze se dobro aproksimirati Gaussovom X~N(A,A)
Primjer: Geigerov broja¢ mjeri raspa-
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Obitelj gama raspodjela

Definiramo I'-funkciju: ['(a) = f x* e *dx, a>0
* Svojstva: 0

1. Va>1-T(a) =(a— 1TI'(a—1) (rekurzija)
2. VnEN->T(n)=((m—1)! (poopcenje faktorijela!)

30 7

1
3, F(—)zﬁ 3
2 .




Standardna I -raspodjela

* Funkcija gustoce vjerojatnosti I raspodjele slucajne varijable
Xj@: x(x—le—x

fix;a) =1 T'(a) ’
0, x <0

3

x =0

* gdje je parametar
raspodjele a>0

p—
3
o n
X 25
[res

2_




Standardna I -raspodjela

» Svojstva — osnovni uvjeti raspodjele vjerojatnosti:

1. f(x;a) =0, VX

M(@)

[ e v = [ ya-1p-rgy — T
2._£f(x,cr)dx—r(a)0fx e dx—r(a)—l

e QOcekivanje: E(X)=c

e Varijanca: V(X)=«



Opcenita I '-raspodjela

* Funkcija gustoce vjerojatnosti:

x(x—le—x{,{?
f(x; o, p)= { BIr'(a) ' x =0
0, x <0

gdjesua, 3 >0
* Ocekivanje: E(X)=af
* Varijanca: V(X)=af

Za =1 opcenita = standardna I'-raspodjela



