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Raspodjele vjerojatnosti

Zelimo matematicki i statisti¢ki opisati raspodjele varijabli koje
se javljaju u prirodi u raznim podrucjima fizike i izvan nje

¢ Diskretne raspodjele: Bernoullijeva, Binomna, Poissonova,
Hipergeometrijska, idr.

** Kontinuirane raspodjele: Gaussova, Gama, idr.




Binomna raspodjela

Primjeri:
* Bacanje novcica
— Dva mogudéaishodaPi G
— Za posten novcic¢ p(P) = p(G) = 0.5
e Galtonova daska: http://www.geogebra.org/m/49479
— Kuglica pada i na svakom koraku moze skrenuti lijevo ili desno
— p(L)=p(D) =0.5
Sto je zajedni¢ko ovim pokusima?
— Imaju dva moguca ishoda
> PiliG
> LiliD
» Uspjehili neuspjeh



http://www.geogebra.org/m/49479

Binomna raspodjela

Binomni pokus:
1. Sastoji se od n (Bernoullijevih) pokusaja, gdje je n unaprijed zadan
2. Pokusajiimaju dva mogudéa ishoda: uspjeh (A) ili neuspjeh (A)
3. Vjerojatnost uspjeha (p) i neuspjeha (gq=1-p) je jednaka za sve
pokusaje
4. Pokusaji su nezavisni (ishod jednog ne utjece na drugi)

Binomna slucajna varijabla:
Za binomni pokus sa n pokusaja definiramo slucajnu varijablu:
X = broj uspjeha u n pokusaja, X~Bin(n,p)
X=0..n



Binomna raspodjela

* Def. Binomna raspodjela

— Za binomni eksperiment i binomnu slu¢ajnu varijablu X~Bin(n,p),
njenu raspodjelu vjerojatnosti nazivamo binomnom raspodjelom i

oznacavamo: b(x; n,p)
* Uzmimo da niz od n Bernoullijevih eksperimenata zavrsi:
AAAAAA...... AA
— A se pojavljuje x puta, A n-x puta
— Koja je vjerojatnost jednog takvog ishoda? = p* q"*
— Koliko ima takvih istih ishoda (koji su svi jednako vjerojatni)? = (D
— Vjerojatnost da se pojavi bilo koji ishod koji ima x uspjeha je:

n -
b(x;n,p) = (x) pxqn-x 22X 0,1,2,..n

b(x; n, p) = 0 za sve ostale x
- vjerojatnost da u seriji od n pokusa dogadaj A nastupi x puta




Binomna raspodjela

* Primjer: Galtonova daska

4
b(x;4,0.5) = (x

b(x;4,0.5) = (i) 1

) 0.5%0.5%**
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Binomna raspodjela

Rekurzivna formula
— Pomaze u racunu, posebice kod velikih faktorijela
— Koja je vjerojatnost da varijabla poprimi vrijednost x-17?

n
b(x — 1;n,p) = (x - 1) p gt

— Iz omjera b(x)/b(x-1) dobivamo rekurzivnu formulu:

n—x+1
b(x;n,p) = " gb(x— 1;n,p)

- Vjerojatnost za bilo koji x mozemo dobiti rekurzijom iz:
b(0; n,p) = q"



Binomna raspodjela

Primjer koristenja rekurzije: za koju vrijednost x je b(x)

maksimalan?
 Koristimo rekurzivhu formulu
Mora biti zadovoljeno:

b(x —1;n,p) < b(x;n,p) = b(x+ 1;n,p)

Nakon raspisivanja (domaca zadaca) po rekurzivnoj formuli
slijedi:

np_qumaxgnp_l_p




Binomna raspodjela

* Vrijedi binomni poucak:

n

(a+b)" = Z (:) akpnk

k=0

Funkcija raspodjele diskretne slucajne varijable sa binomnom

raspodjelom:
( x

F(x):<2(:)pkq”‘k,0£x<n

k=0
\ 1, X=n




Binomna raspodjela

Ocekivanje diskretne slucajne varijable sa binomnom
raspodjelomje: E(X) =np
* To mozemo pokazati na sljedeci nacin:
— Definiramo funkciju g(t) = (g + pt)"
— Razvoj po binomnom poucku: n

(q +pt)" = Z (z) p g = Z b(x)t*
x=0

— Deriviranjem po t dobivamo: *=0

T
np(q + pt)" 1 = Z x b(x)t*1

— Zat=1: R
np(q +p)" = Z x b(x)
— Sto po definiciji daje: x=0

np = E(X)



Funkcija izvodnica

Opcenito za diskretnu slucajnu varijablu definiramo funkciju
izvodnicu:
Z 9(0) = ) e™p)

xXeD
|z definicije slijedi:

g’(tz[]):z;c-p(x)zml

XeD

g'(t=0)= ) x*-p(x) =m,

xeD

g(r)(t =0) = z x" -p(x) =m,

xeD
- pomocu funkcije izvodnice mogu se dobiti svi pomocni, a

posredno i centralni momenti slucajne varijable
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Binomna raspodjela

Drugi nacin da odredimo ocekivanje (a i varijancu) je pomocu
funkcije izvodnice

Funkcija izvodnica za binorr])lnu raspodjelu:

gx(t) = E(et®) = Z o tX (:’) px g

x=0
— Z (:’) (pet)an—x

Prema binomnom poucku slijedi:

gx(t) = (pe* + )"

12



Binomna raspodjela

* Prva derivacija funkcije izvodnice:
g'x(t) = npet(pe’ + )"
g',(0) =npe’(pe’ + )" =np (=my)
= EX)=np

* Druga derivacija funkcije izvodnice:

gx () = npet(pet + )"
+n(n—1)(pet)*(pet + q)"*

gx(0) =np +n(n—1)p*  (=m))



Binomna raspodjela

* Varijanca je jednaka centralnom momentu drugog reda
e Otprije imamo: M, = m, —m;]

* Slijedi Varijanca diskretne slucajne varijable sa binomnom
raspodjelom:

V(X) =np +nn—1)p* — (np)*
=np(1+ (n—1)p-np)
=np(1—p)

m) V(X) = npq

Treba jos primijetiti da se za n=1 binomna raspodjela svodi na
Bernoullijevu, sto je i za oCekivati bududi da ona opisuje
Bernoullijev pokus koji se ponavlja n puta!
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Binomna raspodjela

Primjer: kontrola uzoraka

* Neki uredaj izraduje 8% neispravnih proizvoda. Proizvodi se
pakiraju u kutije od 50 komada.
Koja je vjerojatnost da se u kutiji nade 2 defektna komada?
— n=50, p=0.08
— b(Z) — (2 )p2q50—2
> b(2) =014

Koji je najvjerojatniji broj defektnih komada u kutiji?
— n=50, p=0.08
— Nnp-q <= Xy <= np+p 2 3.08 < =x,, <=4.08

2> Xy =4



Poissonova raspodjela

 Uzmimo da je vjerojatnost uspjeha pojedinog Bernoullijevog
pokusaja u binomnom pokusu jako mala, te taj pokus
ponavljamo jako puno puta (n>>, p<<)

pri tome ocekivana vrijednost konstantna E(x)=np= const.

* Primjer: raspad radioaktivhog uzorka:
— Vjerojatnost pojedinog raspada je iznimno mala
— Uzorak sadrzi jako puno izotopa koji se nezavisno mogu raspasti
—> Sredniji broj raspada u nekom vremenskom intervalu je konstantan.



Poissonova raspodjela

e Kao granicni slucaj binomne:
n
b(x;n,p) = (x) prqtT™
nn-1.(m—x+1)

x! pan—x
nn—-Dn—-x+1)2" ) AN
B x! nx ( n)

D0 Ay Ay

| Ax A

p(x) = lim b(x) = ;gl_}rgo (1 — ;)
/‘Lx

= p(x) =;€_’1
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Poissonova raspodjela

* (Ocekivanje je prema definiccjgi:
X

E(X) = Zx%e"l

x=0 Ax—l
= le 4 = e el

—~ (x —1)!
=) £(X) =
* Prema definiciji varijance takoder izlazi da je:
V(X) =2 odn. oy = VA
 Normiranost raspodjele injedi iz definicije:

Zp(x}l)—e —1— e et =1

x=0




Poissonova raspodjela

* Funkcija izvodnica:

*© X
g(t) = Z etxe—ﬁl% _ oAget — ,A(et-1)

x=0

* Pomocéni momenti:

g'(t) = Aetere™=1) 5 m =2

gn(t) = /let(l + ﬂet)e;l(et_l) - m, = A2+ 2

- E(X) i V(X) moZemo elegantno dobiti preko funkcije izvodnice



Poissonova raspodjela

* Rekurzija
— lz omjera p(x)/p(x-1) slijedi:

A
p(x) = ;P(x - 1)

* Najvjerojatnija vrijednost
— lzuvjeta: plxy —1) < plxy) =plxy + 1)
— Slijedi: A—1<xy,<A




Poissonova raspodjela

* P.r.je potpuno odredena parametrom A
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Suma dvije nezavisnhe
Poissonove varijable

* Zadvije slucajne varijable Xi Y s Poissonovim raspodjelama
p(x,m) i p(y,n) vrijedi da je raspodjela slucajne varijable Z=X+Y
jednaka p(z, m+n)

* Dokaz: P(Z =7) = Z P(X = k)P(Y = z—k)
k=0

z k z—k

_Z m M n_N
“L° K GZoh)

k=0
z
e—[m+n] 7 .
- ( )m n
z! k
k=0

e—(m+n)

pr (m+n)? =p(z,m+n)



Poissonova raspodjela
(primjene)
Primjer: Poissonova raspodjela kao granicni slucaj binomne

* Serija proizvoda sadrzi 4% losih
* Kolika je vjerojatnost da u seriji od 10 proizvoda nadjemo

najvise jedan los proizvod? 08

— N=10 } b(0;10,0.04) + Z o7 ¢ Binomna
b(1;10,0.04) = 06 ¢ ] Poissonova
— P=0.04 | 9418 o
p(0;0.4) + 0,4
— Np=0.4 | p(1;0.4)= os |—
0.9384 s
- Poissonova r. je dobra > .
0 . . ] o ) o

aproksimacija binomne! o 12 3 4 s 6 7
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Poissonova raspodjela
(primjene)

Primjer: Poissonova raspodjela za proucavanje rijetkih dogadaja
e Konstanta raspada nekog izotopa je A=7,3 10195
* Uzorak sadrzi 4,8 1022 radioaktivnih atoma
* Treba odrediti raspodjelu vjerojatnosti k raspada u 1 s.
e Zakon radioaktivnog raspada daje broj atoma u vremenu:
N(t)=N,e™""
* | aktivnost uzorka: az‘(ij—l:l‘ =%
* Slijedi da je vjerojatnost k raspada u intevalu At:
P (At)=b(ki N, VAT 1y _ b ant)
* Vjerojatnost dogadaja proporciofnall\rlm je velicini intervala
— Takve procese nazivamo Poissonovim procesima!



Prilagodba empirickim podacima

Primjer Poissonova raspodjela

Mjeren je broj beta raspada x iz nekog uzorka u intervalu od 10 sekundi.

Broj slucajeva u kojima je emitirano to¢no x Cestica je oznacen kao f,

— smatramo da bi broj opazenih Cestica trebao slijediti Poiss. raspodjelu.

X f p(x) f

0 57 0,0209 | 54,4
1 203 | 0,0807 | 2105
2 383 | 0,1562 | 407,4
3 525 | 0,2015 | 525,5
4 532 | 0,1949 | 508,4
5 408 | 0,1509 | 393,5
6 273 | 0,0973 | 253,8
7 139 | 0,0538 | 140,3
8 45 0,0260 | 67,9
9 27 0,0112 | 29,2
10 10 0,0043 | 11,3
11 4 0,0015 4,0

12 2 0,0005 1,3

» Ocekivanje raspodjele moZzemo aproksimirati
aritmetickom sredinom uzorka: A = x =3,87
> Teorijske frekvencije raunamo prema: fzx = Np(x;4)

frekvencija
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Cebisevljev teorem

e Zaslucajnu varijablu X sa raspodjelom vjerojatnosti P(x) i oCekivanjem
E(X)=p i varijancom V(X)=0? vrijedi teorem:

Vjerojatnost da X poprimi vrijednost izvan intervala (u—g, p+€) je manja ili

jednaka o?/¢€?, za bilo koji £>0.

0.2
Pllx—ul z e} = —

| N

U—€

H p+e X

Dokaz: po definiciji je varijanca jednaka: % = Z(x — 1)*P(x;)
Posebno je za sve x iz osjencanog intervala: i

Obzirom da je: |x; — u| = € onda

vrijedi:
g% =€’ Z P(x;)

lx;—plze

0?2 Y (- wPP@)

|; —plze

- Bududi da se x, medusobno iskljucuju

vrijedi: Z P(x;) = P{|x — pu| = €}

lxi—plze  Odavde slijedi tvrdnja
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Zakon velikih brojeva

e ZaBernoullijevdogadajs vjerojatnos¢u P(A)=p, koji se ponavlja u n
pokusa, vjerojatnost slijedi binomnu raspodjelu sa oc¢ekivanjem u=np i

varijancom o®*=npq. Empirijski je relativna frekvencija tog dogadaja: f,, =

(gdje je x broj nastupa u n pokusaja)

Bernoullijev teorem: ako broj pokusaja tezi u beskonacno onda relativna
frekvencija tezi po vjerojatnosti stvarnoj vjerojatnosti dogadaja:

T}{}I‘g P{lfrx—pl = €}=0 (za bilo koji )

Dok
T Pl pz o= (f-p] 2 e =Pl -l 2 nd

Prema Ceb. Tm (uz np=p): P{|x — np| = ne} <

nZe?
g  npgq pq
P{frz —pl 2} S —— =—— = Pllf, —pl 2 €} < =

Za lim(n-> beskonac¢no:) P{|f.. —p|=€¢}=0  (Q.E.D.)




Druge raspodjele diskretnih varijabli

* Hipergeometrijska raspodjela

Populacija od N elemenata (konacna populacija)

Svaki element moZe biti uspjesan (A) ili neuspjesan (A)

Postoji M uspjesSnih elemenata (fiksno!)

lzvlaCenje bilo kojeg uzorka od n elemenata je jednako vjerojatno
Slucajna varijabla X=broj uspjesnih elemenata u uzorku

h(x)=broj mogudih uzoraka s x uspjeha/ukupni broj mogudéih uzoraka

GG
)

h(x;n,M,N) = x =0,1,2,..., min (n, M)




Druge raspodjele diskretnih varijabli

* Hipergeometrijska raﬂoodjela
— Ocekivanje E(X)=nW

M N-MN-n

— Varijanca V(X)=n
N N N -1

— Uz definicije: p=M/N i g=(N-M)/N slijedi:

N—-n
N -1
* Primjer: skup ima 50 proizvoda od kojih 40 dobrih i 10 loSih. Slucajno

odaberemo 5 proizvoda. Koja je vjerojatnost da se u uzorku nade x dobrih
proizvoda? -> h(x; 5,40,50)

E(X)=np  V(X)=npg



Druge raspodjele diskretnih varijabli

* Pascalovaraspodjela

Niz nezavnisih pokusaja

Svaki pokusaj je Bernoullijev pokus koji moze biti uspjesan (A) ili
neuspjesan (A)

Vjerojatnost uspjeha p jednaka je za sve pokusaje

Pokusaji se izvode sve dok se ne opazi r uspjeha (r unaprijed odreden)
Slucajna varijabla X = broj neuspjeha koji prethode r-tom uspjehu

Za razliku od binomne broj pokusaja je varijabilan, a broj uspjeha je

zadan
nb(x;r,p) =P(r—1Aux+r—1pokusaja)P(uspjeh)

x+r—1
nb(x;r,'p)=( 1 )p’*"lq‘*‘p
x+r—1

nb(x;r,p) = ( )p‘*’q"’ x=01,2..

r—1




