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Uvod

* Pokus — bilo koji postupak ili proces koji rezultira opazanjem

* Ishod — moguc rezultat pokusa (razliciti ishodi se medusobno iskljucuju)
* Elementarni dogadaj— pojedini ishod nekog pokusa

* Prostor elementarnih dogadaja — skup svih ishoda nekog pokusa

* Ako je Q prostor elementarnih dogadaja onda je:
1 Dogadaj— svaki podskup od Q
O Elementarni dogadaj - jednoclani podskup od Q
O SloZeni dogadaj — viseclani podskup od Q
O Sigurni dogadaj — cijeli Q2
J Nemoguc¢ dogadaj — prazan skup
Primjer: bacanje kocke
» 6 mogucih ishoda (elementarnih dogadaja)
» SloZeni dogadaj — npr. parni ili neparni brojevi
» Siguran dogadaj — bilo koji brojod 1-6



Vjerojatnost a prior!
(klasicna definicija vjerojatnosti)
Uzmimo pokus koji zavrSava s konacno mnogo (n) ishoda tj. elementarnih
dogadaja, koji su jednako mogudi.
Definicija: vjerojatnost proizvoljnog dogadaja A je dana omjerom broja
povoljnih elementarnih dogadaja n, i ukupnog broja elem. dogadaja n:

P(4) =”f

Iz ove definicije slijedi:
= (0<=P(A)<=1 (vjerojatnost je izmedu0il)

* n,=0 -> P(A) =0 (ako niti jedan elementarni dogadaj ne realizira A, tj. A je
nemoguc dogadaj, onda je njegova vjerojatnost jednaka 0)
* n,=n > P(A) =1 (ako svi elementarni dogadaji realiziraju A, tj. A je siguran
dogadaj, njegova je vjerojatnost 1)
Nedostaci ovakve definicije su:

= pretpostavka o jednako mogucim dogadajima (tu vec pretpostavljamo neku
vjerojatnost pa je definicija kruzna)

= Definirana na kona¢nom skupu dogadaja



Vjerojatnost a priori

 Primjer 1: bacanje 2 kocke

— Rezultat svakog bacanja je par brojeva (x,,x,)

— Ukupno 36 elementarnih dogadaja Cini prostor
elementarnih dogadaja

— Definirajmo slozen dogadaj A kao onaj kod kojeg je suma
brojeva na obje kocke jednaka 6

— Elementarni dogadaiji koji realiziraju A su:
(115)1 (214)1(313)1(412)1(511) 9 r]A=5
- P(A) =5/36



Vjerojatnost a priori

e Primjer 2: uzorak proizvoda

— Pretpostavimo da imamo 500 proizvoda

— Proizvodac garantira da je medu njima maksimalno 5% neispravnih
— Zelimo ovo provijeriti uzimajuéi uzorak od 5 proizvoda

A. Koja je vjerojatnost da se medu tih 5 proizvoda nadu 2 (tj. ¥40%) losa? 500)

. Na koliko nacina mozemo odabrati uzorak od 5 proizvoda? QKEESOO) = ( =

1
2.  Na koliko nacina se mozZze odabrati uzorak u kojem je od 5 proizvoda 2 losa?

25\ /475
(25) 1, (475) _
> k227 = (5)(5)

(25)(475) Koristimo tablicu
Vjerojatnost takvog dogadaja je: P(A) = ~22--3

W = 0,021 logaritama faktorijela
5

Obzirom da je vjerojatnost takvog dogadaja vrlo mala (~2%) moglo bi se zakljuditi
da ako se medu 5 nadu 2 loSa proizvoda ukupni uzorak mora sadrzavati vise od
5% defektnih proizvoda i da garancija proizvodaca nije ispunjena.



Za prethodni primjer:
Kako racunati s velikim faktorijelama?

 Moze se pojednostavniti:

a) Koristenjem Stirlingove formule:

nn

n! = m(—)

e
b) Uporabom logaritama faktorijela

(dano u tablicama)
c) Logaritmiranjem Stirlingove formule a) + b)



Vjerojatnost a posteriori

* Primjer: bacanje novcica

— Ako znamo daje novci¢ “posten” onda mozemo definirati a
priori vjerojatnost:
* Elementarni dogadaji P i G su jednako vjerojatni p,=p¢
* Slijedi: pp+pg =1 =2 pp=ps=0,5
— Ako ne znamo da novcic¢ daje jednako vjerojatne ishode
onda mozemo novci¢ bacati puno puta (n) i odrediti koliko
puta se pojavljuje G (n;), a koliko puta P (n,)
— Tada mozemo definirati a posteriori vierojatnost kao:
Ne Np



Vjerojatnost a posteriori

Definicija: vjerojatnost dogadaja A jednaka je relativnoj

frekvenciji pojavljivanja tog dogadaja f{A) u nizu od n pokusa:

fa
fr(A) — ;
- vrijedi pod pretpostavkom da su pokusi izvedeni pod
jednakim uvjetima te da je izveden dovoljan broj pokusa da se
f.(A) ne mijenja s n, tj. da su relativne frekvencije stabilne

Nedostaci ovakve definicije:
— Sto znaéi dovoljan broj pokusa?
— Koja je vjerojatnost jednog dogadaja (ako ne moZzemo ponavljati pokus
puno puta)?




Suprotna vjerojatnost

* Vjerojatnost da se dogadaj A ne desi
— Ne dogadanje A je dogadaj koji ¢emo oznaditi sa A
— Ako je vjerojatnost za dogadaj A, P(A), onda je vjerojatnost da se A ne
desi: P(A) =1 —P(4)
— Suprotna vjerojatnost joS se oznacava i sa Q(A) te vrijedi:
P(A) +Q(4) =1
* Primjer: Imamo 10 proizvoda od kojih 5 dobrih i 5 neispravnih

— Ako najednom uzmemo 3 proizvoda koja je vjerojatnost da barem
jedan od njih bude neispravan — ekvivalentno: koja je vjerojatnost da
se desi suprotan dogadaj onom kada su sva tri proizvoda ispravna?

5 10
— Vjerojatnost da imamo 3 ispravna je: P(A) = (3) /( 3 ) =1/12
— Vjerojatnost da nalstupi suprotan dogadaj je:
P(A) =1—--— =0,917
(4) B




IskljuCivost dogadaja

* Definicija: Dogadaji A i B se medusobno iskljucuju ako
istovremeno ne mogu nastupiti oba.
Analogno: dogadaji se medusobno iskljucuju ako se
istovremeno moze pojaviti samo jedan od njih

— znaci da ne postoji elementaran dogadaj koji bi
istovremeno realizirao dogadaje A i B

graficki se to moze prikazati dis-
junktnim skupovima tocaka u ravnini B

- skupovi elementarnih dogadaja koji realiziraju A odn. B su
disjunktni



/brajanje vjerojatnosti

Pretpostavimo da se dogadaji A, A,, ..., A, medusobno iskljucuju
Zanima nas koja je vjerojatnost da se desiili A ili A, ..., ili A.?
Takav dogadaj oznaCavamo s A,+A,+...+A,

(“+” medu dogadajima se Cita “ili” i znaci da se moze desiti samo 1 dogadaj)

L vjerojatnost da se desi sloZzeni dogadaj
Vrijedi:|P Z A; | = Z P(4;) jednaka je sumi vjerojatnosti
L

komponentnih dogadaja

L

Dokaz slijedi iz definicije vjerojatnosti (npr. a priori):

(Y =B -

L L




/brajanje vjerojatnosti

* Primjer: bacanje kocke

— Pretpostavimo da svakom broju na kocki pripada jednaka
vjerojatnost P=1/6

— Kolika je vjerojatnost da broj na kocki bude paran?

—To je vjerojatnost da broj bude ili 2 ili 4 ili 6

—>Vjerojatnost za takav dogadaj je:
P(Paran)=1/6+1/6+1/6=0,5



Nezavisni dogadaji

Dogadaji A, i A, su nezavisni ako pojavljivanje jednog ne
mijenja vjerojatnost pojavljivanja drugog

Kasnije cemo pokazati da za nezavisne dogadaje vrijedi da je
vjerojatnost istovremenog pojavljivanja dogadaja A, i A,
jednaka umnosku vjerojatnosti pojedinih dogadaja, tj:

P(A1 N Az) = P(Al)P(AZ)
Graficki se moze pokazati da je skup
elementarnih dogadaja koji realiziraju A,

iA; 1A, jednak presjeku skupova
elementarnih dogadajaza A; i A,

Implicitan uvjet je da se dogadaji A; i A, ne iskljuCuju — drugim rije¢ima
dogadaiji koji se iskljuCuju ne mogu biti nezavisni



Mnozenje vjerojatnosti

Pretpostavimo da se dogadaji A, A,, ..., A, medusobno ne
isklju¢uju =2 mogu se dogoditi istovremeno

Zanima nas koja je vjerojatnost da se istovremeno dese i A, i
A, .., 1A2?

Takav dogadaj oznacavamo s A; N A, N ... N A,
((lnﬂ Se éita (li”)
Moze se pokazati da prethodni primjer vrijedi i opcenito:

P (ﬂ Ai) = HP(Ai)

i

- Vjerojatnost ovakvog sloZzenog dogadaja je jednaka
umnosku vjerojatnosti svih komponentnih dogadaja



Mnozenje vjerojatnosti

Primjer — koincidentno opazanje Cestica

— Uzmimo da Zelimo opazati reakciju raspada piona:

) > ete y
— U reakciji se kao produkti pojavljuju elektron, pozitroni foton
— Efikasnost detektora za opazanje elektrona ili pozitrona je ¢.,.= 0,9

— Efikasnost detektora za opazanje fotona je €,=0,2
Kolika je vjerojatnost opazanja ovakvog dogadaja?
— Efikasnost detektora mozemo poistovjetiti sa vjerojatnos¢u opazanja

— Ako pretpostavimo da je opazanje svake od Cestica nezavisan dogadaj
onda je vjerojatnost opazanja ovog dogadaja jednaka vjerojatnosti za
istovremeno (koincidentno) opazanje ove tri Cestice:

> P(n°) =P(e*)P(e”)P(y) =0,162



Svojstva nezavisnih dogadaja

Tvrdnja: ako su A, i A, nezavisnionda su i A, i A, nezavisni

» |z grafickog prikaza slijedi: .
_ A,NA,
P(A1 ﬂAz) = P(Al) —P(A; NA4y)

* Zbog nezavisnosti A; i A, moZzemo pisati:
P(Ay N Az) =P(A,) — P(A)P(4;)
= P(4;)[1 - P(4)]
= P(Al)P(/‘TZ)

 Cime je prema definicija nezavisnih dogadaja dokazana
tvrdnja



Ostali slozeni dogadaji

Uzmimo dogadaje A, i A, koji su medusobno ne iskljucuju

Kolika je vjerojatnost da nastupi barem jedan od tih dogadaja,
tj. A ili Ay il AT A,?
Takav slozeni dogadaj oznacavamos A; U A,

|z grafickog prikaza slijedi: o
P(A4 UA;) =P(4,) + P(Ay) —P(4, N 4y)

U specijalnom slucaju kad su A, i A, nezavisni dogadaji, vrijedi:

P(A1 UAz) = P(A1) +P(A2) _P(A1)P(A2)




Ostali slozeni dogadaji

Prethodnu relaciju mozemo napisati na drugaciji nacin:
— po definiciji: P(4; UA,) =1—P(A; UA,)
- A UA, znaci da se ne dogodi A, ili A, ili oba

— Ekvivalentno moZzemo reci da ¢e se dogoditi dogadaj suprotan A, i
suprotan A, : A; N A,

Slijedi: P(A,UA,) =1—-P(4, N4,)
Opcenito vrijedi:
P(A,UA,U ... UA,) =1—P(A;NA,N..NAL)

A posebno za nezavisne dogadaje:

18



Ostali slozeni dogadaji

* Primjer:

— A,B,C su nezavisni dogadaji koji se medusobno ne
iskljuCuju

— U nekom pokusu oni imaju vjerojatnosti:
P(A)=0.5, P(B)=0.3i P(C)=0.1

— Koja je vjerojatnost da nastupi bar jedan od dogadaja?

P(AuBuUC) =1-P(A)P(B)P(C) = 0,685



Konstantna vjerojatnost

-----

* Dogadaji Cija vjerojatnost se ne mijenja tijekom pokusa
— Vjerojatnost da dogadaj nastupi u nekom pokusu:

P(A)) =P(Ay)==p
— Vjerojatnost da dogadaj ne nastupi u nekom pokusu:
P(A4)) =PA)=-+=1-p=gq

— Vjerojatnost da dogadaj nastupi barem jednom u seriji od k pokusa:
P(A,UA,U ..UA,) =1-P(A))P(4,) ..P(4y)
(dogadaji su po definiciji nezavisni jer se dogadaju u razlicitim pokusima)
— Slijedi: P(A;UA,U..UA4,) =1-—qg"




Konstantna vjerojatnost

* Primjer:

— U nekom pokusu dogadaj A nastupa uz vjerojatnost
P(A)=p=0,4

— Koliko pokusa treba uciniti da u njima sa vjerojatnoscu od
95% nastupi barem jedan dogadaj?
P=1-g"=0.95
—0,6"=0.05
->n=5,86"6



Uvjetna vjerojatnost

Kolika je vjerojatnost da se dogodi A ako se dogodio B?
— Oznacava se sa P(A|B) (¢itamo “A ako je B”)

— Skup elementarnih dogadaja koji realiziraju B onda postaje
prostorom elementarnih dogadaja za A|B

— U tom prostoru ANB elementarnih dogadaja realizira dog. A

s P(ANB) .
Slijedidaje: |P(A|B) = P(B) (uvjet P(B)>0)
Jednako vrijedi: P(B|A) = P(ﬁ(Z)B)

1z Cega slijedi: P(ANB) =P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)

(vjerojatnost istovremenog zbivanja dva dogadaja jednaka je produktu
apsolutne vjerojatnosti prvog i uvjetne vjerojatnosti drugog)



Nezavisnost dogadaja

Definicija: dogadaji A i B su nezavisni onda i samo onda
kad vrijedi:

P(A]|B)=P(A)
(Vjerojatnost da se dogodi A ne ovisi o tome da li se dogodio B)

1z relacije za uvjetnu vjerojatnost vrijedi:

P(ANB)
P(B)

P(A|B) = = P(4)

|z toga slijedi relacija koju smo prije uveli:
P(ANnB)=P(A)P(B)




Potpun sistem dogadaja

Neka za dogadaje A, (i=1,2,...) vrijedi:

A, # 0, Vi
AlﬂAj= » Vi,j, L:/:]
J-
i A
—> Dogadaji A, Cine !
potpun sistem
dogadaja




* Tada za bilo koji dogadaj B vrijedi:

Zakon totalne vjerojatnosti

* Neka A, Cine potpun sistem dogadaja

P(B)=) P(BNA) > P(B)=) P(BIA)P(A)

25



Bayesov teorem

* Neka A, Cine potpun sistem dogadaja i B neki dogadaj
* Za bilo koji dogadaj A, vrijedi:
P(A, N B)
P(B)
 Slijedi Bayesov teorem:

P(Ale) =

P(B|A)P (Ay)

PAB) = S b BlapPay




Bayesov teorem

Primjer: kontrola proizvoda

— Serija proizvoda sadrzi 95% ispravnih proizvoda

— Kontrola proglasava ispravan proizvod dobrim s vjerojatnocu od 98%

— Kontrola proglasava neispravan proizvod dobrim s vjerojatnoscu od 5%
Koja je vjerojatnost da je proizvod stvarno dobar ako ga je
kontrola proglasila dobrim?

— A, = proizvod stvarno dobar, P(A,) = 0.95

, . Potpun sustav
— A, = proizvod stvarno los, P(A,) = 0.05 }

dogadaja
— B = kontrola proglasava proizvod dobrim
AN P(BIA)P(4;)
2 P(44|B) = LA 0,997

P(A)P(BIA,) + P(A,)P(Bl4y)

— Nakon kontrole serija ¢e sadrzavati 99,7% dobrih proizvoda



Nedostaci klasicnih definicija
vjerojatnosti

A priori: vjerojatnost proizvoljnog dogadaja A je dana omjerom broja
povoljnih elementarnih dogadaja n, i ukupnog broja elem. dogadaja n
Nedostaci ovakve definicije su:

= pretpostavka o jednako moguéim dogadajima (tu vec pretpostavljamo neku
vjerojatnost pa je definicija kruzna)

» Definirana na kona¢nom skupu dogadaja
A posteriori: vjerojatnost dogadaja A jednaka je relativnoj frekvenciji
pojavljivanja tog dogadaja f{A) u nizu od n pokusa
Nedostaci ovakve definicije:

— Koliki je broj pokusa dovoljan?
— Koja je vjerojatnost jednog dogadaja ?
(ako ne moZzemo ponavljati pokus puno puta)



Aksiomatska izgradnja teorije
vjerojatnosti

Ako poznajemo prostor elementarnih dogadaja €2 za neki
pokus, svrha definicije vjerojatnosti je da svakom dogadaju
A C () pridruzi broj P(A), koji ¢e biti precizna mjera Sanse da
se A ostvari

Definicija vjerojatnosti treba biti opéenita i obuhvacati i
klasi¢ne definicije vjerojatnosti

Takvu definiciju temeljenu na aksiomima uveo je KoImogorov
1933. godine

Objekti u aksiomatskom pristupu su slucajni dogadaji



Kolmogorovi aksiomi

Uzmimo da je Q prostor elementarnih dogadaja
Nekom dogadaju 4 c () Zzelimo pridruziti vjerojatnost P(A)

Pri tome tvrdimo da svako takvo pridruzivanje mora
zadovoljavati (aksiomi):

P(A) = 0, VA
P(Q) =1
a) ako se konacan broj dogadaja medusobno iskljuCuju (svaki

ar je disjunktan), vrijedi:
par je dis; ), vri] PUA ZP(AJ

b) ako se prebrojivo beskona&an broj dogadaja medusobno

iskljucuje, vrijedi: = >



Svojstva vjerojatnosti
l.

a) Zbog zatvorenosti skupa elementarnih dogadaja: A, AceQ
b) Prema definiciji suprotnog dogadajaje: A N A= 1)

c) Sigurandogadaj; P(A U /—T) =1

* lza), b), c) itreceg Kolmogorovog aksioma slijedi

P(A)+P(A) =1

Il.
Iz prvog aksiomai relacije (1.) slijedi: 0 < P(A4) <1

Ako u relaciju (I.) umjesto A uvrstimo siguran dogadaj (2, dobivamo:
. Uz postavku daje ) = @ slijedi: P(@®) =0




Svojstva vjerojatnosti

IV.
— Uzmimodaje: A; C A4,
— Onda vrijedi: 4, = A; U (4, —A4,)
— |z treCeg aksioma slijedi da je:
P(A;) = P(Ay) + P(A; — Ay), uz uvjet 4; C A4,
— Za bilo koja dva dogadaja A i B (ne nuzno disjunktna) vrijedi:
AUB=AU[B-(An B)]
— Pa iz gornjih relacija slijedi:
P(A U B) = P(A) + P[B - (A N B)]
> P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)
—> Sva ova svojstva poznata su i u klasi¢noj definiciji vjerojatnosti



Podudarnost sa klasichom definicijom

Neka pokus ima velik broj mogucih ishoda — elementarnih
dogadaja
Tada je vjerojatnost slozenog dogadaja A: P(A) = Z P(w)

@, CA
Ako imamo n jednako vjerojatnih ishoda (kao u definiciji a
priori), onda je vjerojatnost svakog od njih: P(w,)==,Vi
: : L : n
Proizlazi da je vjerojatnost dogadaja A:

n
P(A)=—2
n
gdje je n, broj elementarnih dogadaja koji su podskupovi A
- to je klasi¢na definicija vjerojatnosti!



