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Teorem o uzastopnom prebrojavanju

Kombinatorijski problem:

 Zelimo popuniti prazna mjesta 1i 2

* Imamo n, elemenata kojima mozemo popuniti mjesto 1 (A,,..., A.;)
* Imamo n, elemenata kojima mozemo popuniti mjesto 2 (B,..., B.,)
* Na koliko se razlicitih naCina mogu popuniti prazna mjesta 1i 2?

A, A, A
B, A.B, A,B, A B,
B, A,B, A,B, A B,
Bn2 AanZ AZBnZ AnanZ

- MoZe se kombinirati svaki A sa svakim B, stoga imamo n,n, nacina



Teorem o uzastopnom prebrojavanju

* Pretpostavimo da imamo k praznih mjesta

* Imamo n, elemenata kojima mozemo popuniti mjesto 1 (A,,..., A,
* Imamo n, elemenata kojima mozemo popuniti mjesto 2 (B,,..., B,,,)
* Imamo n, elemenata kojima mozemo popuniti mjesto k (Y,..., Y,
TM: k mjesta mozemo popuniti na n;n, ... n, nacina

- Dokaz teorema je indukcijom iz prethodnog primjera

Primjer:

2 predjela
Mozemo sloziti 18

d 3gl jel
glavia Jela razliCitih jelovnika
O 3 deserta



Permutacije bez ponavljanja

* Pretpostavimo da imamo n razlicitih elemenata A,,..., A, koje moZzemo
poredati u niz na viSe na¢ina -2 svaki takav niz zovemo permutacija

Koliko ima permutacija n elemenata?

— Ekvivalentno pitanje je: na koliko se nacina moze popuniti n mjesta s n
elemenata?

1. mjesto moZzemo popuniti na n nacina = preostaje n-1 elemenata
2. mjesto mozemo popuniti na n-1 nacina = preostaje n-2 elemenata
k. mjesto moZzemo popuniti na n-(k-1) nacin

OO0 Do

n. mjesto mozemo popuniti na n-(n-1) = 1 nacin
Prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju n mjesta mogu se popuniti na:
pm — nn—1)n—2)..3-2-1 £ n!| (¢Gtamo: n faktorijela)

po dogovoru je: 0!=1



Permutacije bez ponavljanja

Primjer: koliko rijeCi mozemo sloziti iz znakova A, P, N?
O Prvo mjesto mozemo odabrati na 3 nacina:

[ A__
] P__
[ N__
O Drugo mjesto mozemo odabrati na 2 nacina:
= AP_,AN_
= PA_,PN_
= NA_,NP_

[ Trede mjesto na jedan nacin:
= APN,ANP
= PAN,PNA
= NAP,NPA

(d Ukupno 3! =6 nacina



Permutacije s ponavljanjem

Pretpostavimo da imamo n elemenata A,,..., A, od kojih jer,, r,, ..., 1,
identicnih. Koliko ima permutacija takvih n elemenata?

Primjer: koliko ima permutacija niza AABBB?

AABBB
ABABB
ABBAB
ABBBA

n=5, r;=2, r,=3

BAABB
BABAB
BABBA

BBAAB
BBABA

BBBAA

Za svaki od ovih nizova postoje:
« 2! identi¢na koji se dobiju
permutacijama A

* 3! identi¢na koji se dobiju
permutacijama B

- broj razli¢itih permutacija: n! / (r1!r2!) =5!/(2!3!) =10



Permutacije s ponavljanjem

Ako imamo r, identi¢nih elemenata znaci da se njihovom zamjenom ne
dobivaju nove permutacije -- > dobivamo grupe od po r,! identi¢nih
permutacija. Broj takvih grupa je n!/r,!

Od preostalih n-r; elemenata imamo r, identicnih. Taj skup permutacija
dijeli se na grupe od po r,! identicnih permutacija. Broj permutacija je
nl/rlr,!

Opcenito je onda broj permutacijary, ..., r, jednakih elemenata:

pm)

1,72,...T [

n!
Tyl !

Ovo je poopcenje relacije za broj permutacija

= Akosury, r,, ... r, = 1 onda se ova relacija svodi na slu¢aj permutacija
bez ponavljanja



Varijacije bez ponavljanja

Pretpostavimo da imamo n razli¢itih elemenata A,,..., A, koje Zelimo
poredati u niz od r ¢lanova, ne dopustajuci ponavljanje jednog te istog
elementa A, > svaki takav niz zovemo varijacija n-tog reda i r-tog razreda
Koliko ima takvih varijacija?
Zamislimo da treba popuniti niz od r ¢lanova s n razlicitih elemenata (pri
tome je uvijek r<n):

— 1. mjesto mozemo popuniti na n nacina

— 2. mjesto mozemo popuniti na n-1 nacin
— r. mjesto mozemo popuniti na n-(r-1) nacin

Slijedi da je broj varijacija n-tog reda i r-tog razreda:
(n) (ﬂ — ?")r
V’=nn-1)..n-r+1) /
' (n—r1r)!
n!
Vr(ﬂ) _
(n—r1r)!




Varijacije bez ponavljanja

* Primjer:

— Imamo na raspolaganju 27 slova
— Zelimo odabrati oznake od 2 slova za registarske tablice
— Koliko oznaka mozemo napraviti?

- Obzirom da ovdje razlikujemo poredak slova i ne
dopustamo ponavljanje slova, radi se o varijacijama 27.
redai 2. razreda

2>V =271/251=702



Varijacije s ponavljanjem

Pretpostavimo da imamo n razli¢itih elemenata A,,..., A, koje Zelimo
poredati u niz od r ¢lanova, dopustajuci ponavljanje jednog te istog
elementa A, > svaki takav niz zovemo varijacija n-tog reda i r-tog razreda
s ponavljanjem
Koliko ima takvih varijacija?

— 1. broj mozemo odabrati na n nacina

— 2. broj mozemo odabrati na n nacina

— 1. broj mozemo odabrati na n nacina

Slijedi da je broj varijacija n-tog reda i r-tog razreda s ponavljanjem:

ﬁ(n) — "

Pri tome r moze biti maniji, jednak ili veci od n



Kombinacije bez ponavljanja

Pretpostavimo da imamo n razli¢itih elemenata A,,..., A, od kojih Zelimo
odabrati r Clanova, ne dopustajudi ponavljanje jednog te istog elementa

— Odabrana r-torka se naziva kombinacija n-tog reda i r-tog razreda

Za razliku od varijacija ovdje ne pridajemo znacaj poretku odabranih
elemenata = dvije kombinacije razlikuju se samo ako sadrzZe razlicite
elemente

Koliko ima takvih kombinacija?
— uzmimo da smo odabrali varijacije L;(”)
— varijacije grupiramo u skupove koji sadrze iste elemente, ali s razlicitim
poretkom —> svaki takav skup ¢e sadrzavati r! varijacija
Slijedi da je broj kombinacija:

(n)
V n!
K?En) = :ﬂ{ = (n—)ir] 0 (€itamo: n povrh r)




Kombinacije bez ponavljanja

Mozemo postaviti dva ekvivalentna pitanja:
— na koliko nacina je moguée odabrati r elemenata od njih n? Odg. (n povrh )

— na koliko nacina je mogude odabrati (n-r) elemenata od njih n? Isto onoliko, na koliko je
moguce eliminirati r elemenata. Odg. (n povrh r)

Slijedi: GE)=0H
Sto se lako vidi i matematicki:

(n=r) = ((H—T)![’.:i(ﬂ—?")]!) ((n—f)!r!) =)




Kombinacije bez ponavljanja

* Primjer loto 7/39:
— Ukupno 39 brojeva

— Treba odabrati 7 brojeva
* ne ponavljaju se
» poredak nije bitan

- radi se o kombinacijama 39. reda i 7. razreda
- K=39!/(7!32!)=15 380937



