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STATISTIKA

Mjerenje, opdenito uzevsi, predstavlja promatranje u kojem se izvjesnom
svojstvu objekta promatranja pridjeljuje rezultat, broj. Mjerenje se,
dakako, ne mora odnositi samo na jedno svojstvo. U mnogim mjerenjima &esto
dobivamo viZe rezultata istovremeno i u medusobnoj ovisnosti.

U svakom mjerenju o&ekuje se, a kod vaznih mjerenja i =zahtijeva,
konzistentnost rezultata, tj. mogucénost ponavljanja dobivenog rezultata na
jstom 1ili 1istovjetnom objektu, promatraju¢i ista odnosno ekvivalentna
svojstva. Ako ovaj uvjet nije ispunjen, rezultati imaju malu vrijednost. U
zaht jevu za reproducibilnost rezultata susrece se, medutim, velik problem. S
izuzetkom manjeg broja mjerenja (u nekim promatranjima s diskretnim
vari jablama) sva su mjerenja pédloZna varijacijami rezﬁltata. Ove varijacije
nazivaju se u naSem jeziku pogreske, &to je nesretno izabrano ime, Jer je
vezano za derogativnu rije& grijesiti, kao da se nesto loZe radi. Ako bismo
bili neskromni, rekli bismo da se mjerenja katkada vr&e lose. U francuskom i
engleskom jeiiku upotrebl java se bolja rije¢ koja je izvedena iz latinske
- rije&i "erare" = lutati. Priroda svakog mjerenja je takva, da rezultati
lutaju, rasipaju se, ako ne iz drugog onda iz razloga kojeg Jje ved
sfarogréki filozof Heraklit jednostavno izrekao: "Ne moZe&% dva puta zagaziti
u istu rijeku".

Problem konzistencije rezultata mjerenja postavlja se 2zbog toga u
drugom vidu - koliko }ezultati mjerenja mogu¢odstupati. a da ih Jjo5 ne
smatramo nekonzistentnim. Kriterije za konzistentnost rezultata daje nam
matemafiéka’statistika i raé;n vjerojatnosti.

Nuklearni procesi, kao radioaktivni raspad, reakcije itd., podlije:u.
statistickim 2zakonitostima kao i drugi progesi u prirodi. Nuklearne
pretvorbe redovno su popracdene velikim oslobadanjem ili vezanjem energije,
pa se mogu opazati pojedina&ni dogadaji. To omogudéuje proudavanje niza
statisti¢kih zakonitosti. U ovoj vjeZbi obradit d¢e se najvaZnije od tih

zakonitosti.

POISSONOVA RASPODJELA

Poissonova raspodjela daje vjerojatnost u procesima u kojima imamo
diskretnu varijablu, te malu i konstantnu vjerojatnost da c¢e se pojedini
dogadaj desiti. MoZe se primijeniti u vrlo razliéitim procesima, medu kojima

vazno mjesto zauzimaju nuklearne pretvorbe.
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Poissonova raspodjela moZe se izvesti iz Bernoullijeve raspod jele ako
se na&ini graniéni prijelaz tako da broj moguc¢ih dogadaja raste u
beskonaénost, a prosje&an broj dogadaja ostaje konstantan. Ovdje cemo Je
izvesti na osnovi opé¢ih principa, koji vrijede za raspad radioaktivnih
atoma:

1. Vjerojatnost za raspad u intervalu vremena odredene dul jine jednaka je
za svaki atom dane vrste (atomi su identié&ni).

2. Ta vjerojatnost za pojedini atom ne mijenja se ako se drugi atom
raspadne (atomi su nazavisni).

3. Ta vjerojatnost neovisna je o vremenu (konstanta raspada ne ovisi o
starosti atoma).

4. Ukupan broj atoma i broj vremenskih intervala promatranja Jje velik
(vremenski 1ntehya11 su kratki u wusporedbi. s prosjeéniﬁ 2ivotom i
statisti¢ka analiza je opravdana).

Pretpostavimo da je a prosje&an broj dogadaja (npr. raspada) u jedinici
vremena. U kratkom vremenskom intervalu izmedu t i t+dt imat cemo u prosjeku
adt dogadaja. Ako je taj prosjek malen, tj. adt<<l, najlesce se nece opaziti
ni jedan dogadaj, rijetko po jedan, dok je vjerojatnost za dva 111 vise
dogada ja zanemariva. Budu¢i da je

adt = 0-P(0,dt) + 1-P(1,dt) + 2-P(2,dt) + ..
uz zanemarivanje P(2,dt), P(3,dt) itd. imat cemo
P(1,dt) = a dt, i P(O,dt) =1 - a dt
5 . - - .

Vjerojatnost da u vremenskom intervalu duZine t+dt opazimo k dogadaja-
jednaka je vjerojatnosti da u intervalu t opazimo k i u slijede¢im dt
nijedan, ili da u intervalu t opazimo k-1 i u slijede¢ih dt jedan dogadaj.
Zbog kratkog intervala dt, kombinacije s dva ili vise dogadaja u intervalu

A
Q

or
-
-

P(k,t + dt) = P(0,dt)-P(k,t) + P(1,dt)-P(k - 1,t)

odnosno

P(k,t +dt) - P(k,t) 8P(k,t)
Ty =~ =2 [Pk - 1,t) - Pk, t) ]
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S1.1. Poissonova raspodjela za x = 20
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S1.2. Poissonova raspodjela za x = 100
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Rjesenje ove diferencijalne jednadZbe, wuzevZi u obzir da Je k

cjelobrojan, je Poissonova raspodjela

k
X

Px(k) =% e

-X

gdje je x = at prosjetan broj dogadaja u intervalu duljine t. Poissonove
raspodjele za x = 20 i x = 100 prikazuju Sl.1. i Sl1.2. Za izrac&unavanje
raspod jele praktiZno je primijeniti rekurzijsku formulu

X
P (0) = 7%, P(k)=-P(k-1)
x x k x

Poissonova raspodjela je normirana sa srednjom vrijednoscu x,
varijancijom x i standardnom devijacijom /x:

P (k) =e Z o=t

k=0
] k
<k> = kzo k Px(k) =e z k K =X

k
X
<(k - <k>)% =Zk2k—,e"‘— a0 =% + x - %°

"
X

Dakle, standardna devijacija iznosi

<tk - a0 = [F

Kada se, dakle, u nekom eksperimehtu dobije rezultat od k dogadaja, on
predstavl ja najbolju ocjenu srednje vrijednosti x, i ujedno najbolju ocjenu

kvadrata standardne devijacije. Stoga se takav rezultat navodi

x =k % VfE

s otprilike 68 % sigurnosti. Da je raspodjela normalna, interval sigurnosti
bio bi 68.3 %.

Poissonova raspodjela ima svojstvo reproducibilnosti kod operacije
preklopa pri zbrajanju, kompozicije. Za dvije diskretne raspodjele Rl(k) i
Rz(l). gdje varijable raspodjela k i 1 primaju cjelobrojne vrijednosti -w,

, =2, -1, 0, 1, 2, 3,..+», operacija preklopa ozna&uje novu raspodjelu u
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varijabli m koja je zbroj varijabli k i 1. Npr., u jednom broja&u odbrojimo
jzvjestan broj impulsa k i u drugom 1, od kojih bi svaki u ponavljanim
mjerenjima bio raspodijeljen prema raspodjeli R1' odnosno Rz‘ Pita se kakvu
raspodjelu treba od&ekivati za sumu m = k+l. Ta je raspodjela dana sumom
vJjerojatnosti da 'brva varijabla ima jednu vrijednost k i varijabla 1
vrijednost m-k. Dakle, /

-

R(m) = Z R (k) « R (m - k)

Budu¢i da Poissonova raspodjela poprima vrijednost nula za negativne

vrijednosti varijable, imat cemo

n: : m-k

m _k
S 4 -
R(m)=z P (k) P,.("‘”k)=z.1-c7ex(m-k)!ey
o o

gdje su x i y srednje vrijednosti prve odnosno druge raspodjele. Gornji

zbroj moZemo pisati

® m! . (x+y)™

— —————————————— k —
m!Zk!(m-k)!xy =T

R(m) = e-(x*y) e—(xﬁy)

Dobiva se, dakle, ponovno Poissonova raspodjela, a njena srednja
vrijednost jednaka je zbroju srednjih vrijednosti prve i druge raspodjele.
Ovaj rezultat ujedno zna&i da dijeljenje jednog intervala mjerenja na vise
manjih iptervala jednakog ukupnog trajanja necde u siatistiékom pogledu dati
nove informacije o procesu. Naime, ako je jedno mjerenje s totalnim
odbrojkom n i standardnom devijacijom ﬁ bilo razdijeljeno u nekoliko
podrezultata n, n, ..., gdje je n1+nz+n3+... = n, pogreska svakog od
podrezultata je ‘/T; Standardna devijacija zbroja dana je s korijenom iz

sume kvadrata pojedinih mjerenja, pa je u drugom slué&aju rezultat,

2 —
Z:nli/;(/nl) =nt /n
dakle, jednak kao u neprekinutom mjerenju. Ovo ne zna&i da nema smisla
dijeliti interval mjerenja na vi%e manjih, Jjer su moguéi drugi uzroci
varijacije rezultata. Kod vaznih mjerenja, radi provjere rada uredaja i
konzistentnosti rezultata, uvijek se radi razdjela ukupnog vremena mjerenja

na nekoliko manjih intervala. Ovi intervali pazljivo se rasporeduju za svako
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od posebnih mjerenja, npr. %um, promatranje Jjednog efekta, kalibraci ja,
promatranje drugog efekta, Sum itd.

Preklop dvije Poissonove raspodjele kod odbijanja rezultata
(korelacija) ne daje ponovno Poissonovu raspodjelu. Ako Je varijabla jedne
raspodjele k = 0, 1, 2,..., adruge 1 =0, 1, 2,..., raspodjela od m = k-1
bit ce definirana od -o do +w. U &estom sludaju odbijanja rezultata, koji su
raspodijel jeni prema Poissonovoj raspodjeli, primjenjuju se pravila =za
normalnu raspodjelu. Poissonova raspodjela za vecde srednje vrijednosti

postaje pribliZno normalna,

(k-x)2

1 Zoa

P (k) > N(k) =
X

i c /2n

e

gdje je o=¢f§. _

Normalna raspodjela ima svojstvo da se u preklopu reproducira kod
zbroja 1 kod razlike varijabla, a u oba sluZaja varijancija (kvadrat
standardne devijacije) se zbraja, o = of+0§. Tako se izra&unavanje
rezultata i standardne devijacije razlike dvaju odbro jaka, koji su

raspod jel jeni prema Poissonovoj raspodjeli, moZe pribliZ%no izra&unati pomocu
izraza

-

INTERVALNA RASPODJEL;

Broj impulsa fz brojata u nekom intervalu vremena t, ako je efekt
mrtvog vremena ?anemariv, dan je Poissonovom raspodjelom. Srednja vri jednost
Jednaka je umnosku brzine brojanja a i duljine vremenskog intervala. MoZemo
se, medutim, =zapitati kako ¢e biti raspodijeljeno vrijeme izmedu nekog
pofetnog trenutka i trenutka kad stigne s-ti impuls u broja&. Brojila
impulsa &esto se sastoje od brzog elektroniZkog brojila i mnogo sporijeg
mehani¢kog brojila. Kod izvedbe tih brojila postavlja se pitanje, kako
bliska u vremenu mogu biti dva odbro jka mehani&kog brojila nakon 5to se u
elektroni¢ckom brojilu brojenje reducira za faktor s. Taj faktor obi&no je
10", gdje je n broj dekada, ili 2", gdje je m broj binara u elektroniZkom
brojilu. Prosje&ni razmak povecava se za faktor s. Medutim, dobiva se jo%

dodatno ujednadavanje na izlazu iz elektronitkog brojila, koje umanjuje ili
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potpuno uklanja gubitke brojanja mehani&kog brojila. Ovo ujedna&avanje je
posljedica promjene raspodjele vremenskih intervala kada se promatra razmak
izmedu s otkucaja umjesto raspodjele 1izmedu dva susjedna otkucaja.
Raspod jela vremena izmedu s otkucaja naziva se opc¢a intervalna raspodjela.
Intervalna raspodjela daje raspodjelu duljina vremenskih intervala
izmedu dva uzastopna dogadaja. Vjerojatnost da u vremenskom intervalu
duljine t ,uz brzinu brojanja, a,ne dode niti jedan otkucaj, jednaka je

prema Poissonovoj raspodjeli:

_ . -at

Pat(O) =e ,
budu¢i da je za interval te duljine prosjetan broja otkucaja at.
Vjerojatnost "da u slijededem intervalu duljine dt stigrne jedan otkucaj
(pretpostavka je adt<<1), jednaka je adt. Prema tome, vjerojatnost da ce
dul jina intervala bez otkucaja biti jednaka t jednaka je produktu ove dvije

vjerojatnosti
dP = a e tdt

Ovo Jje intervalna raspod jela. Dul jine vremenskih intervala
raspodi jel jene su prema eksponencijalnom zakonu. Lako se moZe (integracijom
po vremenu od O do =) provjeriti, da je raspodjela normirana. Prosje&na

dul jina vremenskog intervala izmedu dva uzastopna otkucaja jednaka je

-

- <t> = I t dP I ta et dt = 1/a,
dakle, recipro&noj vrijednosti brzine brojanja, kao %to se moglo o&ekivati.
Opc¢a s-terostruka intervalna raspod jela dobiva sé ako se zahti jeva da u
vremenskom intervalu t dode s-1 impuls, a u slijededem intervalu dt jedan.
Ona je, dakle, produkt Poissonove raspodjele za k = s-1, uz prosje&nu vrije-

dnost x = at i Poissonove raspodjele za k = 1 uz prosje&nu vrijednost a dt,

(a t)s-1 - at

dPt = _?;—:_TTT e a dt

Integracijom po vremenu od O do o moZe se provjeriti da je i opca

intervalna raspodjela normirana. Prosje&na vrijednost duljina s-terostrukog

intervala jednaka je
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® (at)!' - at s
<t> = I t dPt = I t _T;_:_ITT e a dt = ;

o o

dakle, s puta prosje&éni razmak dvaju odbrojaka. Varijancija opcée intervalne
raspod jele jednaka je

® s-1
2 s s, (a t) at

- _—2_ - -
o = <(t a)>-J.(t )

2 (s-1r° adt =

ol o

a
o

Prema tome standardna devijacija jednaka je

Intervalnu raspodjelu za s = 1,2 i 4 prikazuje S1.3., a preradenﬁ
intervalnu raspodjelu s promjenom arugmenta u at/s, koja ima konstantnu
srednju vrijednost, S1.4.

. Kada se rade mjerenja broja impulsa kroz interval vremena t, dobije se
u prosjeku at otkucaja, a njihova standardna devijacija je sz?. Kada ove
otkucaje propustimo kroz elektroni&ko brojilo koje reducira broj za faktor
s, standardna devijacija smanji se za taj faktor, ali jo% i za faktor Vfg’
zbog efekta ujednadavanja koji Jp posljedica opc¢e intervalne raspodjele.
Kada promatramo uzastopne impulse, s = 1, tada za broj impulsa dobivamo
standardnu devijaciju!pd Poissonove raspod jele. .

2
X “KVADRAT RASPODJELA
Pearson je 1900. uveo xz—kvadrat (hi kvadrat) raspodjelu kao metodu za
provjeru skladnosti izmedu eksperimentalno mjerenih i teorijskih raspodjela.

xz-kvadrat raspodjela je originalno izvedena na osnovi normalne raspodjele.
MoZemo je definirati kao

N
xz = E: - broj stupnjeva slobode F = N-1
i
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ili
- (xi—x‘ t )2
xz _ it broj stupnjeva slobode F =
o*f = N-(broj parametara teor. funkci je)
1
S1.3. Opéa s-terostruka intervalna raspodjela za s = 1, 2, 1 4.

Standardna devijacija raspodjele srazmjerna je /s.
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S1.4. Opc¢a s-terostruka intervalna raspodjela za s = 1, 2, 4, i 16,

prikazana u ovisnosti o renormaliziranoj varijabli at/s, kako bi se istakao

efekt statisti&kog ujednaZavanja. Sirina ove raspodjele srazmjerna je 1/ /s.
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gdje su xl normalno raspodijeljeni rezultati mjerenja, sf najbolja ocjena

varijancije svakog od tih rezultata, cf varijancija, a x su teori jske

i,teor
(prilagodbene) vrijednosti. Iz same definicije vidimo da je u prosjeku

<x2> = F = broj stupnjeva slobode

U mjerenjima, koja su raspodijeljena prema Poissonovoj raspodjeli,
postoji izravna relacija izmedu prosje&nog broja impulsa i varijancije: oni
su Jjednaki. Ako je potrebno provjeriti raspodjelu, &ija Jje varijabla
raspodi jel jena prema Poissonovoj raspodjeli, npr., broj intervala neke
duljine u prou¢avanju intervalne raspodjele, u ra&unanju x2 zamjenjuje se of

s ocjenom koja se uzima jednaka teorijskoj vrijednosti broja dogadaja:

- 2 .
(n -n

> n exp teor o
X =Y ( o ]1 , F=n-1
1 teor

gdje Je llxp broj izmjerenih dogadaja (u provjeri intervalne raspodjele to
Je broj koliko puta se ponovio interval od t do t+At), a n, cor Je broj koji
se o&ekuje na osnovi teorijske raspodjele koja se provjerava.

Cesto se u nazivniku umjesto Do stavlja.ruxp, s time da ako jJe ne'
= 0, onda se umjesto te vrijednosti uzima vrijednost 1. Ova zamjena uvelike
olak3ava traZenje minimalne vrijednosti xz podesavan jem parametera teori jske
funkcije (one pomocu koje se radunaju vrijednosti ntor).

x raspodjele za manje vrijednosti broja stupnjeva slobode F dane su u
tablicama i dijagramima. Kada je broj stupnjeva slobode welik, F > 30, x
_raspodjele mogu se aproksimirati s “normalnom. Nalazi se. da Je Vf§§2’ u
dobroj aproksimaciji normalna raspodjela sa srédnjom‘Qrijedno§Cu Jjednakom

2F-1 i1 standardnom devijacijom jednakom 1.

-
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RADNI ZADATAK VvJEZBE STATISTIKA

1. Ispitati pomoc¢u slabog radioaktivnog izvora rad G.M. broja%da i
postaviti radni napon u sredinu platoa. Staviti broja& u &tit. Podesiti
brzinu brojanja na vrijednost koju ¢e zadati voditelj praktikuma. Ako je
potrebno, staviti slab izvor na poloZaj koji se nede mijenjati tijekom ovog
niza mjerenja. Svakih 10 s biljeziti broj impulsa bez ponistavanja brojila.
Razlike daju broj impulsa u 10 s. Na&initi 100 o&itanja. Nacrtati histogram:
broj ponévl,janja Jjednog broja impulsa u ovisnosti o broju impulsa.
Izradunati teori jske frekvencije na osnovi Poissonove raspodjele i ucrtati u
histogram. Ispitati slaganje eksperimentalnih i teoretskih rezultata pomodu
xz }:esta. . .

2. Podesiti brzinu brojanja na vrijednost koju de zadati voditel,j
praktikuma. Ako je potrebno, staviti slab izvor na poloZaj koji se nece
mijenjati tijekom ovog niza mjerenja. Izvrsiti 500 mjerenja duljine vremena
.1zmedu dva uzastopna impulsa paze¢i da se kronometar ukljuduje s jednakim
zakasnjenjima. Grupirati podatke u vremenske intervale 0-2,9 s, 3.0-5.9 s
itd. Pritom ne zaustavljati brojilo, i istovfemeno, pomocu sata , mjeriti
vrijeme 1 tako odrediti brzinu brojanja. Nacrtati histogram: broj
ponavljanja pojedinog vremenskog intervala u ovisnosti o rednom broju
intervala. Na osnovi brzine brojanja i intervalne raspodjele izraZunati
teorijske_ frekvencije 1 unijeti ih u isti dijagram. Ispitati slaganje

eksperimentalne i teorijske raspodjele pomocu xz testa.

3. Postaviti uz G.M. broja& izvor koji daje oko 200 impulsa u sekundi.
Izvrsiti 100 mjerenja broja impulsa u jednoj. sekundi, mjereéi vrijeme
kronometrom. Odrediti prosjean broj impulsa mjerenjem kroz 1000 sekundi.
Izradunati xz i ispitati da 1li je raspodjela dobivenih rezultata u skladu s

Poissonovom raspodjelom. Raspraviti rezultat.



