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Sazetak

Za dobar opis rizika kojem je izloZen neki portfelj vrijednosnica, kao i za pojedinacne
vrijednosnice ili valute, potrebno je naciniti predvidanja drugih momenata u vremenskim
serijama, tj varijabilnosti. Empirijska istrazivanja pokazuju da su vremenske serije s
financijskih trzista heteroskedasti¢ne, Sto znaci da volatilnosti nisu konstantne u vremenu.
Stoga su razvijeni prikladni matematicki modeli koji te efekte uzimaju u obzir. U ovom
Clanku je prikazano kako se u tu svrhu koriste modeli iz GARCH (Generalised
Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) familije. Pokazali smo znacenje pojedinih
parametara u GARCH(1,1) modelu, te da je vrlo upotrebljavani model za
heteroskedasticnost vremenskih serija EWMA (Exponentially Weighted Moving Average)
specijalni slucaj IGARCH modela. KoriStenjem metode maksimalne vjerojatnosti odredili
smo parametre modela za dionice Plive (PLI-AA), Zagrebacke banke (ZAB-O), te indeksa
CROBEX 1 S&P500. Pokazali smo kako upotreba navedenih metoda poboljSava
predvidanja trziSnog rizika.



Volatility modeling of assets from Zagreb Stock Exchange

Abstract

For proper valuation of risk to which the portfolio of financial assets is exposed, it is
necessary to forecast the second moments of financial time series, that is variabilities. The
empirical investigations show that financial time series are heteroskedastic, i.e. their
volatility is not constant in time. For that reason the appropriate mathematical models were
developed which take this effect into account. In this paper we study one particular
member of GARCH family of models that successfully describe heteroskedasticity, i.e.
GARCH(1,1) model. We show the significance of the model parameters, and also make
the connection between the frequently used EWMA (Exponentially Weighted Moving
Average) model which is a special case of IGARCH model (Integrated GARCH). Using
the maximum likelihood method we calculate the model parameters for Pliva ordinary
share (PLI-AA), Zagrebacka banka ordinary share (ZAB-O), the Zagreb Stock Exchange
share price index CROBEX and index S&P500. By using these models we show how one
can improve risk-forecasting process.
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1. Uvod

Svjedoci smo eksplozivnog porasta trgovanja razli¢itim financijskim instrumentima na
primarnim i sekundarnim financijskim trziStima u svijetu i u nasoj zemlji. Pojedini izvori
navode da je dnevni volumen trgovanja na deviznim trziStima i trziStima financijskih
derivata oko deset puta veéi od ukupnog dnevnog medunarodnog prometa roba 1 servisa
[1]. Uz stara i vrlo uredena trziSta zemalja zapadne Evrope, sjeverne Amerike 1 Japana,
postoje 1 tzv. izranjajuca trzista (emerging markets) koja su vrlo zanimljiva investitorima,
a to su prije svega trziSta u Aziji (u zadnje vrijeme Zestoko potresena), te trziSta u juznoj
Americi. U novije vrijeme pojavljuju se 1 trzista u postkomunistickim zemljama isto¢ne i
jugoistocne Evrope (frontier markets). U potonje spada i trziSte vrijednosnica u Hrvatskoj.

Velika aktivnost na trziStima vrijednosnica dovela je do izuzetnog razvoja kvantitativnih
financijskih metoda. Rezultati analiza financijskih vremenskih serija su od neprocjenjive
vaznosti u donoSenju odluka. Od posebne vaznosti je procjena trziSnog rizika za subjekte
na financijskim trziStima. Pod trziSnim rizikom podrazumijevamo rizik usljed
neizvjesnosti zarade 1 prinosa koje mogu nastati promjenama cijena vrijednosnica (assets),
kamatnih stopa ili tecajeva valuta, njihovih volatilnosti (volatility) i likvidnosti [2]. Trzis$ni
rizik je usko povezan sa volatilno$¢u cijena vrijednosnica i korelacijama izmedu razli¢itih
vrijednosnica. Osim toga postoji medusobna ovisnost izmedu volatilnosti 1 oc¢ekivanog
prinosa. Investitori zahtijevaju vece prinose od vrijednosnica sa ve¢im rizikom. U skladu s
empirijskim nalazima razvijeni su modeli za povezivanje oCekivanog prinosa i rizika, a
najpoznatiji su CAPM (Capital Asset Pricing Model) [3] 1 APT (Arbitrage Pricing
Theory) [4].

U zadnje vrijeme javlja se 1 izuzetan porast zanimanja za financijske izvedenice
(derivatives). Za doprinose teorijskoj analizi cijena ovih instrumenata 1997 godine je
Nobelova nagrada za ekonomiju dodijeljena M. Scholesu 1 R. C. Mertonu [5].
Napomenimo da se u buduénosti o€ekuje pravno uredivanje okvira za trgovanje ovakvim
instrumentima u Hrvatskoj. Izvedenice imaju veliku ulogu u ograni¢avanju rizika
(hedging), te povecavaju likvidnost cijelog financijskog sistema. Od izuzetnog znacaja je
kvantitativno odredivanje ,,pravedne" cijene tih instrumenata. Da bi se pravedna cijena
izvedenica odredila potrebno je imati prikladne matematicke modele ponaSanja
vrijednosnica. Volatilnost vrijednosnice je jedan od najvaznijih parametara za odredivanje
cijena opcije.

Potreba za kvantificiranjem trziSnog rizika, uz ostale vrste rizika u bankarskoj industriji
istaknuta je 1 u novim dokumentima BIS-a (Bank for International Settlements). BIS danas
djeluje kao medunarodno priznati forum za koordinaciju centralnih banaka i1 ostalih
regulatorskih tijela u veéini zemalja OECD-a. U prijedlogu od sije¢nja 1996. godine BIS
djelomi¢no uskladuje svoje prijedloge sa praksom u vodeéim svjetskim bankama, gdje se
koriste vrlo sofisticirane metode za odredivanje trziSnih rizika u transakcijama sa
razli¢itim vrijednosnicama. Tako se predlaze da banke konstantno izraCunavaju trzis$ni
rizik svojih portfelja za 10 dana unaprijed unutar intervala pouzdanosti od 99%.

Sve navedeno nas navodi na potrebu da se ozbiljno pozabavimo s modeliranjem
volatilnosti vrijednosnica na Hrvatskom trziStu. lako se sli¢na razmatranja trebaju
provoditi 1 na slucaju deviznih trzista i kamatnih stopa, mi ¢emo se ovdje ograniciti na



promatranje trziSta dionica. Kao primjer analizirati ¢emo dvije najlikvidnije dionice s
naseg trzista, Plive 1 Zagrebacke banke, a kojima se istovremeno trguje 1 na Londonskoj
burzi, te indeksa naseg trziSta CROBEX i indeksa Njujorske burze S&P500.

U 2. poglavlju pokazat ¢emo da su vremenske serije dionica heteroskedasti¢ne, tj. pojedina
razdoblja su okarakterizirana pove¢anom volatilnos¢u (a time i rizikom), dok su u
pojedinim razdobljima trziSta mirnija. U 3. poglavlju ¢emo pokazati kako se GARCH
(Generalised Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) modelom mogu opisati ovi
efekti. U 4. poglavlju pokazat ¢emo kako se metodom maksimalne vjerojatnosti mogu
odrediti parametri modela za promatrane dionice. Uz pomo¢ dobivenih parametara pokazat
¢emo u 5. poglavlju kako navedene metode poboljSavaju predvidanje volatilnosti, a time 1
procjenu trzisSnog rizika. Zakljucci 1 smjernice za daljnje analize heteroskedasti¢nosti
financijskih serija na domacéem trzistu bit ¢e dani u 6. poglavlju.

2. Volatilnosti u vremenskim serijama dionica

Na slici 1. prikazano je kretanje cijena i volumena trgovanja dionicama Plive (PLI-AA) u
razdoblju od 3.9.1996. do 31.12.1997. godine. Ve¢ sa slike se vidi da se pojedina
razdoblja medusobno razlikuju po volatilnosti cijene. No, ono S§to najviSe zanima
investitore su prinosi. U tu svrhu se mogu izracunati logaritamski prinosi, tj. razlike
logaritama zaklju¢nih cijena postignutih u periodu od jednog dana. Kasnije ¢emo vidjeti
zasto su logaritamski prinosi prikladniji za prikaz dnevnih promjena cijena. No, pri
procjenjivanju dinamike volatilnosti promatramo kvadrat inovacije prinosa 77,-2 =(rrr)’, t.
kvadrat razlike logaritamskog prinosa i srednjeg logaritamskog prinosa (squared excess
return). Prosjecna vrijednost ovih veli¢ina u cijelom periodu predstavlja najjednostavniju
procjenu varijabilnosti (kvadrata volatilnosti) tokom cijelog perioda i vazan je parametar
za orijentaciju kod trgovanja sa dionicama i procjenu cijena financijskih izvedenica
baziranih na cijeni tih dionica. Kratak pogled na sliku 2. koja prikazuje kvadrat inovacije,
moZze nas uvjeriti da se varijabilnost kvadrata prinosa dionice Plive mijenja u vremenu.
Lako se uocavaju podru¢ja grupiranja velikih kvadrata razlike prinosa u vremenima s
vecom volatilnosti, kao 1 podru¢ja s manjom volatilnos¢u. Brojni empirijski radovi
pokazuju da je to opéenit slucaj na svim financijskim trzistima [2]. Takoder, primjetimo da
u vremenu odmah nakon “burzovnog sloma”, koji se je dogodio 28.10.1997. godine,
dolazi do snaznih volatilnosti u prinosima.

3. Matematicko modeliranje volatilnosti

Da bi se izvrSila kvantitativna analiza vremenskih serija i odredile procjene buducih
kretanja cijena i volatilnosti potrebno je na¢i prikladne matematicke modele. Siroko
prihvaceni model kretanja cijena vrijednosnica je model geometrijskog Brownovog
gibanja. Brownovim gibanjem je originalno nazvano stohasticko gibanje mikroskopskih
Cestica u kapljici vode, no danas se upotrebljava u Sirokom spektru razli¢itih pojava u
prirodnim znanostima, tehnici i ekonomiji.

Geometrijsko Brownovo gibanje je proces opisan sljede¢im matematickim modelom:



S, =8 (I+u+n) 1)

n,=0,¢,

gdje je S; cijena u trenutku ¢, , ¢ je srednji kontinuirani prinos, 7; je inovacija, tj. slu¢ajni
faktor koji uzrokuje stohasticko kretanje cijena, o; je volatilnost, a & slucajni broj iz
normalne raspodjele N(0,1). lako je geometrijsko Brownovo gibanje karakterizirano s
konstantnom volatilno$¢u, dodali smo vremenski indeks dozvoljavaju¢i moguénost da
volatilnost slijedi neku vremensku dinamiku. Nedostatak ovog modela je u tome Sto cijena
mozZze posti¢i negativnu vrijednost, te se stoga on modificira tako da se promatraju prirodni
logaritmi cijena. Logaritmiranjem izraza za cijene u (1) dobivamo jednadzbu za veli¢inu
8;=In(S)):

s, =58 +r+7, 2

gdje je r srednji logaritamski prinos. U slucaju konstantne volatilnosti inovacije, gornji
izraz daje standardni model za modeliranje kretanja cijena na financijskim trzistima. Uz
takvu pretpostavku prikladna procjena volatilnosti cijena dionica za danu vremensku seriju
je dana izrazom:

o= 130! 3)

Sto predstavlja standardnu devijaciju prinosa u promatranom razdoblju. No, ako Zelimo
uvaziti heteroskedasticnost vremenskih serija, mozemo pretpostaviti da bliza povijest
inovacija vise utjee na volatilnost u trenutku 7+/, nego daljnja povijest. Stoga mozemo
inovacijama u proteklom razdoblju pridijeliti razli¢ite tezine u sumaciji. Jedan od
najjednostavnijih modela s takvim svojstvom je EWMA model (Exponentially Weighted
Moving Average):

ol ==Y An; )

Iz tog izraza se lako moZe konstruirati rekurzivna relacija pomocu koje se volatilnost u #+/
izraCunava pomocu volatilnosti 1 inovacije primjecene u trenutku 7.

O',2+1 = ﬂ’azz +(1 —/1)77;2 (5)

Parametar A pretstavlja faktor guSenja, tj. njena reciprocna vrijednost pokazuje koliko
daleko inovacija ili slu¢ajni Sok u jednom periodu utjeCe na volatilnosti u buducim
periodima. Ovaj model se Cesto u praksi koristi za kratkorocna predvidanja. Takav se
model koristi 1 u poznatoj J. P. Morgan/Reuters RISKMETRICS metodologiji odredivanja
rizika [2].

EWMA model mozemo generalizirati tako da dozvolimo da se suma koeficijenata u
rekurzivnoj relaciji (5) razlikuje od jedinice, uz dodatak konstantnog c¢lana. Tako
dobivamo GARCH(1,1) model koji se u praksi pokazao vrlo uspjesnim [6,7]:
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o), =w+ B! +an’ (6)

gdje parametri modela zadovoljavaju sljedece relacije:
0<a f.(a+p)<I (7)

Znacenje pojedinih parametara postaje jasnije ako relaciju (6) napiSemo na nesto drugaciji
nacin:

2
t+1

ol =0+(a+ o] +a(n -o;) ®)

Clan (77 — o) predstavlja Sok u seriji volatilnosti dok parametar & odreduje koliko jako

taj Sok utjece na volatilnosti u buduénosti. Recipro¢na vrijednost suma parametara o+/f
pokazuje s kolikom brzinom se taj efekt gusi u vremenu. MozZe se pokazati [6,7] da se na
osnovi informacija u trenutku # moze procijeniti varijabilnost nakon » perioda unaprijed,
uz pomoc relacije:

Elo7., 1= (a+p) (o] =V)+V, )
gdje je V bezuvjetna procjena volatilnosti:

(0]

y=—=
l-a-p

(10)

Ukoliko je a+f mali broj tada se procjena varijabilnosti brzo priblizava bezuvjetnoj
varijabilnosti V. Kada je a+f=1 dobivamo model s dugom memorijom, tj. IGARCH
model (Integrated Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity). Lako se
uocava da je EWMA model samo specijalni slu¢aj [IGARCH modela, uz o=0.

Napomenimo jo$§ da se iste jednadzbe mogu koristiti i za modeliranje korelacija medu
vremenskim serijama, $to je vrlo znacajno za upravljanje portfeljima. Npr., u slucaju
portfelja sastavljenog od dvije dionice, potrebno je modelirati tri druga momenta o;, oy 1
o;2. U slu€aju N dionica moramo modelirati N+N(N-1)/2 varijabli, a broj parametara koji
su potrebni za modeliranje portfelja se dobiva tako da tu vrijednost pomnozimo sa brojem
parametara za jednu varijablu (u slu¢aju GARCH(1,1) modela to su 3 parametra). Ovakva
modeliranja su numericki vrlo zahtjevna, ali uz pomo¢ danas dostupnih ra¢unala moguce
ih je provesti.

4. Empirijsko procjenjivanje parametara GARCH(1,1) modela

U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako se mogu procijeniti parametri «, £, i @ za danu
vremensku seriju. U tu svrhu se mozemo posluziti metodom maksimalne vjerojatnosti.
Nekaje L( 1, 1.1, ..., v, & B, @ vjerojatnost da se uz dane parametre &, £, 1 @ dogodi
vremenska serija {7, , 7.;, ... , n.z!. Pretpostavimo sada obrnutu situaciju, dana je
vremenska serija, a traZimo parametre. Pokazuje se da se ti parametri mogu dobiti ako



nademo maksimum funkcije L, uz uvjete dane u relaciji (7). MozZe se pokazati da je
funkcija L dana izrazom:

L:i —ln\/g—l#—llnaf(a,ﬁ,w)} (11)

Maksimizacija funkcije L po parametrima modela vr$i se pomocu numerickog algoritma
za trazenje maksimuma funkcije uz zadane uvjete na parametre. U tu svrhu koristene su
standardne rutine za optimalizaciju iz numericke biblioteke NAG.

U tablici 1. navedeni su rezultati proracuna parametara GARCH(1,1) modela za vremenske
serije dionica Plive (PLI-AA), Zagrebacke banke (ZAB-O), indeksa Zagrebacke burze
CROBEX, te indeksa S&P500 kao primjer vremenske serije sa razvijenog financijskog
trziSta. Rezultate za parametar @ smo ispustili jer su oni povezani s ostalim parametrima
preko relacije (10).

Tablica 1.
o Aa B AB o+
PLI-AA 0.36 | 0.1 0.5 0.07 0.86

ZAB-O 0.65 | 0.15 | 0.0001 |0.04 0.65
CROBEX ]0.43 | 0.1 0.56 0.06 0.99
S&P500 0.16 | 0.07 | 0.82 0.06 0.98

Kod tri domade serije parametar « je prilicno velik §to pokazuje da volatilnost jako ovisi o
inovaciji u prethodnom vremenskom koraku. Suma parametara o+ za CROBEX je vrlo
bliska jedinici, Sto pokazuje efekte duge memorije u seriji. To je Cest sluc¢aj kod indeksa
trziSta, a dokaz tome je i indeks S&P500. Za vremenske serije koje pokazuju efekte duge
memorije mogu se upotrebljavati i jednostavniji modeli IGARCH tipa, pa i EWMA. U
slucaju dionice ZAB-O vidimo da je parametar =0, a kako je suma o+f daleko od
jedinice, moZemo reci da se Sokovi u serijama prinosa brze guSe u vremenu, za razliku od
dionice PLI-AA.

5. Predvidanje rizika

U ovom poglavlju ¢emo pokazati kako se GARCH(1,1) model koristi za jednodnevne
procjene volatilnosti, tj. rizika drzanja dionice, i to na primjeru Plivine dionice. Na slici 3.
prikazani su prinosi dionica i procjene rizika na dva nacina. Jedan nacin je da volatilnost
dionice izracunamo po standardnoj formuli (3). Tako izra¢unatu vrijednost koristimo kao
procjenu volatilnosti tijekom cijelog perioda. U drugom nacinu koristimo GARCH(1,1)
model sa optimiziranim parametrima. Vrijednost volatilnosti u trenutku #+ mozemo
aproksimativno odrediti iz realizirane vremenske serije za inovacije do tog trenutka, uz
pomoc¢ relacije dobivene rekurzivnom primjenom jednadzbe (6):



n—I1

n—1
ol =w)y " +ad n B (12)
k=1 k=1

gdje je n broj koji ovisi o toleranciji koju unaprijed zadajemo. Lako je pokazati da ako je y
tolerancija odredivanja varijabilnosti, tada se red do kojega trebamo sumirati u drugom
¢lanu izraza (12) moze odrediti pomocu jednostavne procjene:

1~ A0
In(f)

(13)

U slucaju Plivinih dionica dovoljno je izabrati 12 ¢lanova da bi se dobila volatilnost uz
toleranciju od 10 (3to je oko 0.03% od srednje volatilnosti u promatranom intervalu). U
graf smo ucrtali interval od 1,650, te na taj nacin smo dobili interval unutar kojega

ocekujemo apsolutnu vrijednost prinosa u sljede¢em danu, uz pouzdanost od 95% . Ovu
veli¢inu moZemo nazvati rizikom drzanja dionice. Cesto se ona ozna¢ava kao VaR (Value
at Risk) [2]. Ravnim iscrtkanim linijama ucrtan je interval racunat pomocu relacije (3), a
puna linija oznacava interval dobiven GARCH(1,1) modelom uz upotrebu relacije (12).
GARCH(1,1) daje promjenjive volatilnosti i njome se mogu ,,uhvatiti’’ velike volatilnosti
koje nastupaju u pojedinim razdobljima. U periodima mirnijeg trziSta (u sredini grafa)
model daje nize 1 prikladnije procjene volatilnosti, nego metoda s konstantnom
volatilnosti. Pojednostavljena procjena volatilnosti (3) je opterecena doprinosima velikih
volatilnosti u nekim danima trgovanja kao Sto je “burzovni slom” od 28.10.1997., pa daje
preveliku volatilnost u mirnijim podrucjima. Uz navedene metode mogu se procjenjivati
jednodnevne varijabilnost i za ve¢a vremenska razdoblja. U tu svrhu nam moze pomoci
relacija (9) za procjenu jednodnevne varijabilnosti » dana unaprijed. 1z nje se vidi da ¢e
takve procjene za veca vremenska razdoblja konvergirati ka srednjoj volatilnosti, tj.
vrijednosti izracunatoj relacijom (10). Suma parametara a+/f odreduje koliko brzo ¢e
procjena konvergirati ka srednjoj vrijednosti. U primjeru Plive to se zbiva ve¢ za periode
veée od desetak dana. Medutim u primjeru CROBEX-a koji pokazuje karakteristiku
integriranosti vremenske serije, tj. efekt duge memorije, Sok u danasnjem trenutku utjece
na vrlo daleku buduénost. Visednevnu procjenu varijabilnosti mozemo dobiti sumacijom
jednodnevnih procjena u cijelom promatranom razdoblju. Kako se u slucaju integriranih
serija, tj. IGARCH modela, procjene jednodnevne varijabilnosti u nekom buducem
periodu poklapaju sa procjenom za sljede¢i period dobiva se jednostavni zakon za
skaliranje volatilnosti:

Oury =NTO,y,

Kod donosenja ovakvih zakljucaka treba biti vrlo oprezan jer dugoro¢na skaliranja
procjene volatilnosti mogu dovesti do krivih rezultata, i to posebno u slucajevima
vremenskih serija koje pokazuju tendenciju zadrzavanja blizu odredenog nivoa (kamatne
stope, devizni tecajevi), ili kada postoje izvana nametnuti rubovi koji ograniavaju gibanje
cijena. Nedostaci takvog skaliranja se mogu naci i u ¢injenici da se parametri modela
nalaze numeri¢kim optimiziranjem za odredene vremenske korake (npr. dan), a zatim se
koriste za procjenjivanje volatilnosti u duzim periodima (mjesec, godina).



Kao §to smo ve¢ napomenuli, ovaj postupak se moze provesti i za modeliranje korelacija
izmedu vrijednosnica koje ¢ine portfelj), ¢ime se dolazi do moguénosti za bolje
procjenjivanje rizika portfelja.

6. Zakljucak

U ovom clanku pokazali smo kako se pomoéu GARCH(1,1) modela mogu predvidati
volatilnosti vrijednosnica. IzraCunali smo parametre modela za nekoliko karakteristi¢nih
dionica s hrvatskog trziSta kapitala. Pokazali smo kakve prakticne rezultate daje ova
metoda za kratkoro¢no predvidanje rizika. Kod vremenskih serija dionica Plive (PLI-AA),
ova metoda znatno poboljSava kratkoro¢na predvidanja rizika, s obzirom na predvidanje s
konstantnom volatilno$¢u. Za predvidanja jednodnevnih volatilnosti, a za viSe od desetak
dana unaprijed, GARCH(1,1) model ne daje poboljSanja. Medutim, za vremenske serije
kod kojih je o+ blizak jedinici, kao $to je to slucaj sa indeksom CROBEX, GARCH(1.1)
model se moze upotrijebiti i za znatno duza razdoblja, uz stanovit oprez. Ova metoda se
moZze generalizirati 1 za modeliranje volatilnosti portfelja. Za to je potrebno pomocu iste
metode modelirati 1 kovarijabilnosti izmedu pojedinih vrijednosnica u portfelju.
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