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Predgovor

Ovo su nekompletne bilje²ke za predavanja iz kolegija Teorija grupa i Simetrije

u �zici ko je drºim na Fizi£kom o dsjeku Priro doslovno-matemati£kog fakulteta

u Zagrebu studentima istraºiva£kog smjera studija �zike. One su na mjestima

samo u obliku natuknica za predava£a pa ih stoga ne treba doºivljavati kao

kompletan udºb enik namijenjen samostalnom u£enju. Nadam se da svejedno

mogu dobro p osluºiti za pripremu ispita.

Dijelovi ozna£eni zvjezdicom se mogu izostaviti pri prvom £itanju.

Kre²imir Kumeri£ki

U Zagrebu, 20. sije£nja 2009.

Date: 2004-12-13 predgovor.tex Revision: 1.1
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Poglavlje 1

Grup e - op ¢i p o jmovi

1.1 De�nicija grup e i primjeri

De�nicija 1 (Grupa)

Grupa (G; � ) je skup ob jekata G na ko jem je de�nirana binarna op eracija � tako

da su zadovoljena slijede¢a svo jstva:

1) Zatvorenost: g1; g2 2 G ) g1 � g2 2 G

2) Aso cijativnost: g1 � (g2 � g3) = ( g1 � g2) � g3

3) Egzistencija identiteta: 9e j g � e = e � g = g 8g 2 G

4) Egzistencija inverza: 8g 2 G 9g� 1 j g � g� 1 = g� 1 � g = e

Primjer 1 ( Z , +)

Lako se uvjeriti da skup cijelih bro jeva Z £ini grupu obzirom na obi£no zbra janje

bro jeva:

1) n; m 2 Z ) n + m 2 Z

2) n+(m+k)=(n+m)+k

3) 0+n=n nula je identitet tj. �jedini£ni element�

4) n+(-n)=0

Primjer 2 ( Z , � )

S druge strane, ta j isti skup Z nije grupa obzirom na op eraciju mnoºenja. Za²to?

Primjer 3

Skup dvije matrice ��
1 0
0 1

�
;

�
0 1
1 0

��
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6 1. Grup e - op ¢i p o jmovi

£ini grupu obzirom na uobi£a jeno mnoºenje matrica. Promotrimo li pak skup

svih 2� 2 matrica vidimo da on ne £ini grupu jer nije zadovoljen aksiom egzisten-

cije inverza. Naime, neregularne matrice (one £ija determinanta i²£ezava) nisu

invertibilne. Mežutim, ukoliko se ograni£imo samo na skup regularnih 2 � 2
matrica dobivamo grupu ko ja se naziva op¢a linearna grupa u dvije dimenzije i

ozna£ava grupno-teorijskom oznakom GL(2).

Grupu zovemo Abelova (abelovska, komutativna) ako 8g1; g2 2 G g1 � g2 =
g2 � g1

Npr. ( Z , +) je Ab elova dok grupa GL(2) to nije.

Bro j elemenata grup e nazivamo red grupe . Obzirom na njega razlikujemo:

� Kona£ne grupe . Primjer: ( f 1; � 1g, � )

� Beskona£ne diskretne grupe ko je ima ju prebro jivo

�
b eskona£an bro j ele-

menata. Primjer: ( Z , +)

� Beskona£ne kontinuirane grupe ko je ima ju neprebro jiv bro j elemenata i

£ije elemente moºemo zamisliti kao kontinuirani skup to £aka. Ukoliko su

zadovoljeni neki do datni uvjeti, vidi Poglavlje 5, ove grup e se naziva ju

Lieve grup e. Primjeri: ( Rnf 0g, � ), GL(2)

Primjer 4 (Grupa simetrija)

Skup svih transformacija simetrije tj. transformacija ko je ostavlja ju neki ob jekt

nepromijenjen nuºno tvore grupu.

1) zatvorenost: ako ni g1 ni g2 ne mijenja ju ob jekt, ne mijenja ga ni g2 � g1

2) aso cijativnost je o £ita

3) identiteta - transformacija ko ja ne radi ni²ta ne mijenja ob jekt p o de�niciji

4) suprotna transformacija je isto simetrija

�Ob jekt� na ko jeg djeluju transformacije grup e simetrija moºe biti nekakav re-

alan �zikalni ob jekt p oput kristala, ali moºe biti i ne²to apstraktniji entitet

p oput kvantnomehani£ke valne funkcije.

Vaºno je imati na umu da su sam p o jam i svo jstva grup e neovisni o tom ob-

jektu. Njega ¢emo iskoristiti da identi�ciramo skup transformacija simetrije,

da vizualiziramo p o jedine transformacije i da �zikalno interpretiramo rezultate

teorije grupa, ali nikad ne smijemo izgubiti iz vida da je grupa sasvim apstraktan

matemati£ki p o jam.

�
Beskona£an skup je prebrojiv ukoliko je mogu¢e usp ostaviti bijektivno preslikavanje

izmežu tog skupa i skupa priro dnih bro jeva N. Npr. skup racionalnih bro jeva Q jest pre-

bro jiv, dok skup realnih bro jeva R to nije.

Revision: 1.7 1_grupe.tex Date: 2011-09-21



1.1. De�nicija grup e i primjeri 7

Primjer 5 (Cikli£ka grupa C n )

Cikli£ka grupa C n je grupa simetrija rotacija pravilnog p oligona s n usmjerenih

stranica.

C3 C4

Elementi grup e C n su rotacije za kuteve 2 �r=n , ( r = 0 ; 1; : : : ; n � 1) oko osi

ko ja okomito probada sredi²te p oligona. Usmjerenost stranica isklju£uje rotacije

oko osi ko je leºe u ravnini p oligona. (Iako je p oligon ravninski lik ovdje ga

zami²ljamo u 3D prostoru.)

Sp eci�£no svo jstvo cikli£kih grupa je da je sve elemente grup e mogu¢e dobiti

uzastopnim mnoºenjem jednog o d njih sa samim sob om. Tako npr. uzastopnim

mnoºenjem rotacije za kut 2 �= 3 sa samom sob om dobivamo ostale dvije rotacije

ko je sa£injava ju grupu C 3 : rotaciju za 4 �= 3 i rotaciju za 0 radijana. Ukoliko

ozna£imo �generira ju¢u� rotaciju grup e C n (onu za kut 2 �=n ) simb olom c onda

moºemo pisati

C n = f c; c2; : : : ; cn = eg (1.1)

o dnosno grupu C n moºemo alternativno de�nirati kao grupu generiranu elemen-

tom c sa svo jstvom cn = e i pisati kao de�nicioni izraz:

Cn = gp( c) ; cn = e : (1.2)

Tre¢u mogu¢nost za de�niciju ove i drugih grupa pruºa nam grupna tablica

mnoºenja (p oznata i kao Cayleyjeva tablica). Naime, obzirom da je apstraktna

grupa p otpuno o drežena time da se navede skup elemenata ko ji je sa£injava ju

te time da se p otpuno sp eci�cira kako se ti elementi mnoºe (tj. kakva je binarna

op eracija u grupi), grupu C 3 , npr., je mogu¢e de�nirati naprosto kao grupu ko ja

zadovoljava slijede¢u tablicu mnoºenja:

g1n g2 e c c2

e e c c2

c c c2 e
c2 c2 e c

(1.3)

Grupne tablice mnoºenja zadovoljava ju tzv. svo jstvo latinskog kvadrata p oz-

nato i kao

Teorem 1 (Teorem o razmje²ta ju)

Svaki element grup e se p o javljuje jednom i samo jednom u svakom stup cu ili

retku grupne tablice mnoºenja.

Dokaz : Zamislimo suprotno tj. da se u nekom retku dvaput p o javi isti element,

recimo a. To zna£i da je a mogu¢e dobiti mnoºenjem prvog elementa iz tog retka,

Date: 2011-09-21 1_grupe.tex Revision: 1.7



8 1. Grup e - op ¢i p o jmovi

neka je to k , s dvama razli£itim elementima, recimo m i n : km = a i kn = a. To

bi zna£ilo da je km = kn , a egzistencija inverza omogu¢uje �skra¢ivanje� ovakvih

relacija tj. mnoºenje slijeva s k � 1
pa dobivamo m = n ²to je kontradiktorno jer

smo pretp ostavili da su m i n razli£iti elementi. Sli£no bi bilo za p onavljanje

istog elementa dvaput u istom stup cu.

Treba uo £iti da nam binarna op eracija de�nirana tablicom mnoºenja ko ja je u

standardnom obliku gdje prvi redak i stupac o dgovara ju jedini£nom elementu

i ko ja p o²tuje teorem o razmje²ta ju automatski garantira zadovoljavanje tri

aksioma grup e: zatvorenost (u tablici se p o javljuju samo elementi grup e), egzis-

tencija identiteta (p o konstrukciji prvog retka i stup ca) i egzistencija inverza (u

svakom retku se nuºno p o javljuje i jedini£ni element i o dgovara ju¢i stupac je

onda stupac inverza). Mežutim, svo jstvo asocijativnosti nije nuºno zadovoljeno

i treba ga provjeriti nekim drugim na£inom

y
.

Ove dvije alternativne de�nicije (1.2) i (1.3) nagla²ava ju apstraktnu priro du

grup e (ne treba nam trokut kao ob jekt grup e simetrija).

Ina£e, C n , za n = 2 ; 3; 4; 6 spada u kristalografske to£kaste grupe kakvih ima

ukupno 32

z
. To su grup e prostornih simetrija savr²enih b eskona£nih p erio di£nih

kristala ko je ostavlja ju jednu to £ku nep omi£nom. (Za razliku o d npr. translacije

za konstantu re²etke ko ja je isto simetrija kristala, ali nijednu to £ku ne ostavlja

na mjestu.)

Moºe se p okazati da jedini elementi tih grupa mogu biti komp ozicije rotacija za

60

�
i 90

�
te inverzije r ! � r . (cf. Crystallographic restriction theorem)

Primjer 6 (Dihedralna grupa D n )

Dihedralna grupa D n je grupa simetrija rotacija pravilnog p oligona s n stranica.

Prma slici

C3->c

C2 -> b2

C2 -> b1=b

C2 -> b3

elementi grup e su rotacije e; c i c2
ba² kao ko d grup e C n , te do datno rotacije

b1; b2 i b3 za kut � oko triju horizontalnih osi.

Uo £imo sada neka svo jstva mnoºenja u to j grupi. Kao prvo, vrijedi da je b2 =
cb1c� 1

tj. da su b2 i b1 mežusobno konjugirani preko elementa c. Da je to tako

vidi se iz slike:

y
Eksplicitna provjera moºe biti mukotrpna. Od p omo ¢i je pro cedura p oznata kao Lightov

test aso cijativnosti.

z
U 3D prostoru. U 2D prostoru p osto ji 10, a u 1D prostoru samo dvije to £kaste grup e.

Revision: 1.7 1_grupe.tex Date: 2011-09-21



1.2. Po dgrup e 9

A B

C

B C

A

B A

C

C B

A

A B

C

C B

A

cb

1

c

� 1

:

b

2

:

c

� 1

b

1

c

Na sli£an na£in se moºemo uvjeriti da je b2 = b1c i b3 = b1c2
, o dnosno da c i

b � b1 generira ju sve ostale transformacije

D3 = f e; c; c2; b; bc; bc2g : (1.4)

To sugerira da bismo grupu D 3 mogli de�nirati kao

D3 = gp( c; b) ; c3 = b2 = e ; (1.5)

no ova de�nicija nije kompletna jer nam nedosta je jo² i pravilo za komutiranje

elemenata (ko je nam nije trebalo za grupu C n ko ja je Ab elova). Njega dobi-

jemo tako da iskombiniramo dvije gore dobivene relacije: b2 = cb1c� 1 = bc i

p omnoºimo zdesna s c:

cb= bc2 (1.6)

Ova relacija sad omogu¢uje da proizvoljan umnoºak elemenata grup e (npr.

bcb2c5b svedemo na oblik b� c�
gdje je � < 2 i � < 3, tj. na jedan o d ele-

menata iz (1.4). Za kompaktan zapis de�nicije grup e D 3 ko ji ¢e se onda mo ¢i

lako generalizirati i na ostale D n grup e, mnoºimo gornju komutacijsku relaciju

(1.6) slijeva s b i zdesna s c i dobivamo bcbc� (bc)2 = b2c3 = e pa moºemo

pisati

D3 = gp( c; b) ; c3 = b2 = ( bc)2 = e (1.7)

Ova de�nicija se generalizira ovako (vidi zadatke)

Dn = gp( c; b) ; cn = b2 = ( bc)2 = e (1.8)

²to onda moºemo iskoristiti i da bismo de�nirali grupu D 2 p oznatu i kao Kleinova

£etvorna grupa (njem. Vierergruppe ), za ko ju nemamo o dgovara ju¢i p oligon kao

ob jekt grup e simetrija.

1.2 Po dgrup e

De�nicija 2 (Po dgrupa)

Po dgrupa H grup e G je neprazni p o dskup H � G ko ji i sam tvori grupu obzirom

na grupnu op eraciju de�niranu na G . Po dgrupu H 6= f eg 6= G zovemo prava

p o dgrupa i pi²emo H < G .

Primjer 7

C 2 ={e, b} i C 3 ={e, c, c

2
} su prave p o dgrup e o d D 3

Date: 2011-09-21 1_grupe.tex Revision: 1.7



10 1. Grup e - op ¢i p o jmovi

Primjer 8

Grupa translacija i to £kasta grupa su p o dgrup e grup e prostornih simetrija kristala.

De�nicija 3 (Susjedna klasa)

Lijeva susjedna klasa (engl. coset) p o dgrup e H obzirom na element g 2 G je

skup

gH = f gh j h 2 H g

Odnos pripadnosti elementa g1 lijevo j susjedno j klasi obzirom na element g2 ,

g1 2 g2H , usp ostavlja relaciju ekvivalencije

x
izmežu ta dva elementa u grupi G,

g1 � g2 .

Susjedne klase p o neko j p o dgrupi H su mežusobno disjunktne i sve ima ju isti

bro j elemenata (jednak redu o d H , zahvaljuju¢i Teoremu o razmje²ta ju) pa tako

de�nira ju jednu particiju grup e G:

H g1H g2H

g3H gnH...

Promatra ju¢i ovu sliku lako se uvjerimo u to £nost Lagrangeovog teorema:

Teorem 2 (Lagrange)

Red p o dgrup e dijeli red grup e.

De�nicija 4 (Kvo cijentni skup)

Skup svih razli£itih lijevih susjednih klasa

G=H � f gH j g 2 Gg

zove se lijevi kvo cijentni skup grup e G p o p o dgrupi H .

Potpuno analogno se de�nira ju desna susjedna klasa i desni kvo cijentni skup.

x
Op ¢enito, relacija ekvivalencije je binarna relacija a � b izmežu elemenata nekog skupa

ko ja ima slijede¢a svo jstva

(i) a � a 8a (re�eksivnost)

(ii) a � b ) b � a (simetri£nost)

(iii) a � b i b � c ) a � c (tranzitivnost)

Primjeri relacija ekvivalencije su: �osoba a je rožena na isti dan kad i osoba b� ili �trokut

a je sli£an trokutu b�, dok npr. �bro j a je ve¢i ili jednak bro ju b� nije relacija ekvivalencije

jer nije simetri£na. (Ona je antisimetri£na. Binarna relacija na skupu ko ja je re�eksivna,

antisimetri£na i tranzitivna zove se relacija urežaja .) Svaka relacija ekvivalencije cijepa skup

na disjunktne klase ekvivalencije .

Revision: 1.7 1_grupe.tex Date: 2011-09-21



1.2. Po dgrup e 11

Primjer 9 (D 3 )

Promotrimo p o dgrupu H = f e; c; c2g = C 3 grup e G = D 3 . Dvije lijeve susjedne

klase su

1) eH = H = f e; c; c2g i

2) bH = f b; bc; bc2g ,

a kvo cijentni skup je D 3 /C 3 = f eH; bHg. Posto ji i kvo cijentni skup D 3 /C 2

De�nicija 5 (Normalna p o dgrupa)

Po dgrupa za ko ju vrijedi gH = Hg , 8g 2 G , zovemo normalna ili invarijantna .

Primjer 10 (D 3 )

G = D3 , H = C3 . bC3 = C3b, . . . (za ostale g 2 D3 trivijalno) Dakle, C3 je

normalna p o dgrupa o d D3 . S druge strane C2 = f e; bg nije normalna jer npr.

cC2 6= C2c.

O£ito je da su za normalnu p o dgrupu H lijevi i desni kvo cijentni skup ovi iden-

ti£ni G=H = H nG

Grup e ko je nema ju normalnih p o dgrupa zovu se jednostavne , a one ko je nema ju

normalnih Ab elovih p o dgrupa zovu se polujednostavne .

Kvo cijentni skup p o normalno j p o dgrupi £ini grupu obzirom na binarnu op-

eraciju

(g1H )(g2H ) = ( g1g2)H

Uvjerite se da su zadovoljeni aksiomi grup e.

Primjer 11 (D 3 /C 3 )

Tablica mnoºenja u ovom kvo cijentnom skupu je de�nirana relacijama

(eH)(eH) = eeH = eH (1.9)

(eH)(bH) = bH (1.10)

(bH)(eH) = bH (1.11)

(bH)(bH) = eH (1.12)

Lijevi i desni kvo cijentni skup ovi su jednaki

D3=C3 = ff e; c; c2g; f b; bc; bc2gg

C3nD3 = ff e; c; c2g; f b; cb= bc2; c2b = bcgg = D3=C3

i ima ju grupnu strukturu jednaku grupi C 2 .

S druge strane

D3=C2 = ff e; bg; f c; cb= bc2g; f c2; c2b = bcgg

C2nD3 = ff e; bg; f c; bcg; f c2; bc2gg 6= D 3=C2

i D 3 /C 2 nije grupa.

Date: 2011-09-21 1_grupe.tex Revision: 1.7



12 1. Grup e - op ¢i p o jmovi

De�nicija 6 (Konjugirani elementi)

Dva elementa a i b grup e G su konjugirani ukoliko p osto ji g 2 G j a = gbg� 1
.

Konjugacija je takožer relacija ekvivalencije:

(i) a = e� 1ae ) a � a

(ii) a = g� 1bg ) b = g� 1a(g� 1)� 1

(iii) a = gbg� 1
, b = hch� 1

,

a = ghch� 1g� 1 = ( gh)c(gh)� 1
, gh 2 G

Konjugacija (ba² kao i svaka relacija ekvivalencije) de�nira particiju skupa na

klase.

klasa o d a = f b j b = gag� 1; g 2 Gg

Klasa o d e = f eg ²to p ovla£i da klase, izuzev ove trivijalne, nisu p o dgrup e.

Za Ab elove grup e svaki element je klasa za seb e.

Normalne p o dgrup e zadovoljava ju gHg� 1 = H , 8g 2 G . Slijedi da su one

sastavljenje o d cijelih klasa konjugacije.

Primjer 12 (D 3 )

Klase konjugacije o d D 3 su:

- (e)

- (c; c2)

- (b; bc; bc2)

i o dgovara ju rotacijama za razli£ite kuteve. Konjugira ju¢i elementi preslikava ju

mežusobno osi rotacije. Normalna p o dgrupa C3 se sasto ji o d cijelih klasa (prve

dvije), dok p o dgrupa C2 = f e; bg nema to svo jstvo i nije normalna.

1.3 Homomor�zam i izomor�zam grupa

De�nicija 7 (Homomor�zam)

Neka su G i H grup e, a f : G ! H preslikavanje ko je komutira s grupnom

op eracijom tj. za ko je vrijedi

f (ab) = f (a)f (b) 8a; b2 G :

Onda kaºemo da je f homomor�zam grup e G u grupu H .
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1.3. Homomor�zam i izomor�zam grupa 13

Homomor�zam ko ji je i bijekcija zovemo izomor�zam i pi²emo A �= B ili A = B .

Izomorfne grup e su s apstraktnog stanovi²ta jednake (ima ju istu tablicu mnoºenja).

Primjer 13 (C 2 )

Grupa C 2 je izomorfna grupama (f 1; � 1g; � ) i

���
1 0
0 1

�
;
�

0 1
1 0

��
; �

�
.

Slika homomor�zma f (A) (skup svih elemenata u B ko ji ima ju original u A ) je

p o dgrupa o d B : f (A) < B (DZ: Uvjerite se u to.)

eK

A B

f(A)

f

Slika f (eA ) jedini£nog elementa eA iz A je jedini£ni element eB u B jer mnoºen-

jem relacije

f (eA )f (b) = f (eA b) = f (b)

s desna s f (b) � 1
dobivamo

f (eA ) = f (b)f (b) � 1 = eB :

No mogu¢e je da se i drugi elementi iz A osim jedini£nog preslikava ju u je-

dini£ni element u B . Kernel homomor�zma je skup svih elemenata o d A ko ji

se preslikava ju u jedini£ni element iz B .

K � ker(f ) � f k 2 A j f (k) = eB g :

Kernel o d f : A ! B je normalna p o dgrupa o d A . (DZ: Uvjerite se u to.)

Teorem 3 (Teorem o izomor�zmu)

Ako je f : G ! G0
homomor�zam s kernelom K , onda vrijedi

a) Svaki element susjedne klase gK se preslikava u isti element f (g) .

b) Slika homomor�zma f (G) je izomorfna kvo cijentno j grupi p o kernelu G=K .

(Skup G=K je grupa jer je K normalna p o dgrupa.)

Dokaz

�
: Pridruºivanje je f (g) $ gK . Pokaºimo da je to pridruºivanje dobro

de�nirano i bijekcija te da £uva grupnu strukturu.
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14 1. Grup e - op ¢i p o jmovi

- f (g) 7! gK je dobro de�nirano jer je gK jedinstven: f (g) = f (g0) )
f (g0g� 1) = f (g0)f (g� 1) = f (g)f (g)� 1 = e ) g0g� 1 � k 2 K; g 0 = kg )
gK = g0K (Zadnja implikacija slijedi iz toga da 8k1 2 K; gk 1 = g0k � 1k1 2 g0K )

gK

g

g'

f(g)

?

- gK 7! f (g) je dobro de�nirano jer ne ovisi o izb oru elementa g iz K : g; g0 2
gK ) g0g� 1 2 K ) ) f (g0g� 1) = e ) f (g0)f (g� 1) = e ) f (g0) = f (g)

gK

g

g'

f(g)

?
f(g')

- injekcija u oba smjera ) bijekcija

- ƒuvanje grupne strukture: f(g)f(g') se preslikava u (gK)(g'K) jer

f(g)f(g')=f(gg')=gg'K=(gK)(g'K)

K e

...
...

Jedan korolar ovog teorema je da je svaki element g0
iz G0

slika istog bro ja

elemenata iz G (zato jer susjedne klase mora ju imati isti bro j elemenata). Drugi

korolar je da je f izomor�zam ako i samo ako je kernel K = f eg.

Zadaci

1.1 Dokaºite da su jedini£ni i inverzni element grup e jedinstveni.
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1.3. Homomor�zam i izomor�zam grupa 15

1.2 Konstrukcijom grupne tablice mnoºenja p okaºite da p osto ji samo jedna

grupa reda 3.

1.3 Na isti na£in kao u pro²lom zadatku p okaºite da p osto je samo dvije grup e

reda 4.

1.4 Grupa je Ab elova ako i samo ako je njena grupna tablica mnoºenja simetri£na.

Dokaºite da i za grup e ko je nisu Ab elove razmje²ta j jedini£nih elemenata u

tablici mora biti simetri£an.

1.5 Dokaºite da je grupa u ko jo j je svaki element samom sebi inverz nuºno

Ab elova.

1.6 Uvjerite se da je grupa simetrija pravilnog p oligona s n neusmjerenih stran-

ica izomorfna grupi D n =gp( c; b) cn = b2 = ( bc)2 = e. (Naputak: Odredite

transformacije p oligona ko je o dgovara ju elementima c i b, pa se uvjerite da

one zadovoljava ju cn = b2 = ( bc)2 = e. Usp oredite bro j elementa grupa.)

1.7 Centar Z grup e G je skup svih elemenata ko ji komutira ju sa svakim ele-

mentom grup e tj. Z = f z 2 G j zg = gz8g 2 Gg. Pokaºite da je Z
normalna Ab elova p o dgrupa o d G .

1.8 Odredite klase konjugacije grup e D 4 .

1.9 Pokaºite da su sve grup e s prostim bro jem elemenata cikli£ne.

1.10 Red elementa a grup e G je na jmanji n takav da je an = e. Pokaºite da je

red svih elemenata jedne klase konjugacije isti.

1.11 Posto ji li netrivijalni homomor�zam s grup e D 4 na grupu D 3 ?

1.12 Pokaºite da je kvo cijentna grupa Z=Ze izomorfna grupi C 2 , gdje je Ze grupa

parnih cijelih bro jeva.

1.13 Promotrite grupu nesingularnih kvadratnih n� n matrica G = f M g. Pokaºite

da je f (M ) = det M homomor�zam.

Date: 2011-09-21 1_grupe.tex Revision: 1.7



16 1. Grup e - op ¢i p o jmovi

Revision: 1.7 2_reprezentacije.tex Date: 2011-10-24



17

Poglavlje 2

Reprezentacije grupa

2.1 Vektorski prostori i op eratori na njima

De�nicija 8 (Vektorski prostor)

Vektorski prostor (ili linearni prostor) V nad p oljem F je aditivna grupa (grupna

op eracija je zbra janje vektora x + y ) na ko jo j je de�nirana op eracija mnoºenja

skalarom iz F tako da su zadovoljeni aksiomi:

1) Zatvorenost: ax 2 V 8a 2 F; x 2 V

2) Kvaziaso cijativnost: a(bx ) = ( ab)x 8a; b2 F; x 2 V

3) Egzistencija jedinice: 1x = x za 1 2 F i 8x 2 V

4) Distributivnost zbra janja u F : (a + b)x = ax + bx 8a; b2 F; x 2 V

5) Distributivnost zbra janja u V : a(x + y) = ax + ay 8a 2 F; x ; y 2 V

- Iz aksioma slijedi da je zbra janje vektora u V komutativno tj. x + y = y + x

- Polje F je obi£no C ili R pa govorimo o kompleksnom ili realnom vektorskom

prostoru.

- Baza = skup f ei g linearno neovisnih vektora ko ji razapinju V tj. svaki vektor

iz V se moºe prikazati kao linearna kombinacija vektora f ei g

- Dimenzija vektorskog prostora = bro j vektora njegove baze

Primjer 14 (3D euklidski prostor)

�Klasi£an� realni vektorski prostor. Kartezijeva baza: e1 = x̂ ; e2 = ŷ ; e3 = ẑ

r =

0

@
x
y
z

1

A
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18 2. Reprezentacije grupa

Primjer 15 (Hilb ertov prostor kvantnomehani£kih stanja H atoma)

- Schrö dingerova jednadºba: H (x ) = E (x )

- Rje²enja za vo dikov atom  nlm (x ) (stacionarna stanja), predstavlja ju bazu

b eskona£no dimenzionalnog Hilb ertovog vektorskog prostora mogu¢ih kvantnome-

hani£kih stanja vo dikovog atoma.

- Vektor u tom prostoru je proizvoljna sup erp ozicija stacionarnih stanja:

 (x ) =
1X

n =1

n � 1X

l =0

lX

m = � l

anlm  nlm (x )

- anlm - proizvoljni kompleksni ko e�cijenti (Ovo je dakle kompleksan vektorski

prostor.)

- alternativna �baza�:  x 0 (x ) = � (x � x 0) , x 0 2 R3
u ko jo j proizvoljno stanje

promatramo ne kao sup erp oziciju svo jstvenih stanja energije, ve¢ kao sup erp ozi-

ciju svo jstvenih stanja p oloºa ja elektrona.

�

De�nicija 9 (Linearni op erator)

Op erator T : V ! V na vektorskom prostoru V sa svo jstvom

T(ax + by) = aTx + bTy

8a; b2 F; x ; y 2 V , je linearan .

- U dato j bazi f ei g, op erator T moºemo prikazati kao matricu s elementima Tij

de�niranu relacijom Tej =
P

i Tij ei � Tij ei , o dnosno relacijom Tij � ei Tej .

- Onda je djelovanje na vektor x = x i ei dano s (Tx ) i = Tij x j .

- Ovdje smo de�nirali tzv. Einsteinovu sumacijsku konvenciju p o ko jo j se sumi-

ranje p o dvaput p onovljenom indeksu p o drazumijeva i znak sume se izostavlja.

Primjer 16 (Op erator rotacije u euklidskom prostoru)

Rz;� r =

0

@
cos� � sin � 0
sin � cos� 0

0 0 1

1

A

0

@
x
y
z

1

A

Primjer 17 (Hamiltonijan)

H (x ) = E (x )

De�nicija 10 (Skalarni pro dukt)

Skalarni pro dukt na vektorskom prostoru V je preslikavanje ( ; ) : V � V ! C
sa svo jstvima:

1) (x ; y ) = ( y ; x ) �

�
Ova �baza� sugerira da je prostor neprebro jivo b eskona£no dimenzionalan, ali to nije slu£a j

jer je separabilan � svaki je vektor mogu¢e proizvoljno dobro aproksimirati kao linearnu

kombinaciju vektora prebro jivo b eskona£ne baze. Cf. Reed and Simon, Vol. I
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2.1. Vektorski prostori i op eratori na njima 19

2) (z; ax + by) = a(z; x ) + b(z; y )

3) (x ; x ) � 0 ; (x ; x ) = 0 ) x = 0

8x ; y ; z 2 V i a; b2 C.

- Posljedica de�nicije: (ax ; y ) = a� (x ; y ) . (Mogu¢a je i alternativna de�nicija

skalarnog pro dukta ko d ko je je (x ; ay ) = a� (x ; y ) , ali ona se u �zici rijetko

rabi.)

- Primjeri: x � y u 3D euklidskom prostoru ili ( 1;  2) =
R

 �
1 (x ) 2(x )d3x u

Hilb ertovom prostoru kvantnomehani£kih stanja.

- Skalarni pro dukt omogu¢uje priro dnu de�niciju norme vektora kao kxk �p
(x; x ) .

- Vektorski prostor s de�niranom op eracijom skalarnog pro dukta se zove unitarni

prostor . Alternativni nazivi: pre-Hilb ertov, euklidski prostor.

- Ortonormirana baza vektorskog prostora je baza f ei g takva da je (ei ; ej ) = � ij

i uvijek ju je mogu¢e na¢i u unitarnom prostoru.

De�nicija 11 (Unitarni op erator)

Unitarni op erator U je op erator takav da je (Ux ; Uy) = ( x ; y ) , 8x ; y .

- Kaºemo da unitarni op erator £uva skalarni pro dukt. Obzirom da su skalarni

pro dukt i norma vektora u kvantnomehani£kom Hilb ertovom prostoru stanja

p ovezani sa vjero jatnostima, te kako je o £uvanje vjero jatnosti priro dan zahtjev

na op eratore transformacije kvantnomehani£kih stanja, ti ¢e op eratori tipi£no

biti reprezentirani unitarnim op eratorima.

- U ortonormirano j bazi unitarni op erator je predstavljen unitarnom matricom

tj. matricom sa svo jstvom UyU = 1 gdje je Uy � UT �
hermitski konjugirana

matrica.

De�nicija 12 (Hermitski konjugirani op erator)

Hermitski konjugirani op erator op eratoru D je op erator D y
de�niran tako da

vrijedi (Dx ; y ) = ( x ; D yy ) , 8x ; y .

- U ortonormirano j bazi hermitski konjugirani op erator je predstavljen hermitski

konjugiranom matricom.

De�nicija 13 (Hermitski op erator)

Op erator H se naziva hermitski ako vrijedi (H x ; y ) = ( x ; H y) , 8x ; y . Takav

op erator je u ortonormirano j bazi prikazan hermitskom matricom za ko ju vrijedi

H y = H .

- Hermitski konjugirani op erator op eratora D se naziva i adjungirani op erator

op eratoru D (engl. adjoint ), a hermitski op erator se naziva i auto-adjungirani

(engl. self-adjoint ). Zapravo p osto ji suptilna matemati£ka razlika izmežu her-

mitskog i auto-adjungiranog op eratora, ali �zi£ari je obi£no zanemaruju.
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20 2. Reprezentacije grupa

Teorem 4

Svo jstvene vrijednosti hermitskog op eratora su realne.

Dokaz: Neka je Ax = � x za x 6= 0y
. Skalarnim mnoºenjem s x imamo � (x ; x ) =

(x ; Ax ) = ( Ax ; x ) = � � (x ; x ) , iz £ega slijedi � � = � .

- Ovo svo jstvo se o draºava u £injenici da su kvantnomehani£ki op eratori ko ji

o dgovara ju opservabilnim �zikalnim veli£inama redovito hermitski.

- I unitarne i hermitske matrice T se mogu dijagonalizirati transformacijom

S� 1T S = D , gdje je S unitarna matrica.

2.2 De�nicija reprezentacije i osnovna svo jstva

De�nicija 14 (Reprezentacija grup e)

Reprezentacija grup e G = f gi g je homomor�zam s G na grupu linearnih op er-

atora � = f D (gi )g, na nekom vektorskom prostoru V .

- Dakle, reprezentacija je preslikavanje G ! � , gdje se p o jedini elementi pres-

likava ju kao gi 7! D(gi ) .

- Op eratori D(gi ) su pak preslikavanja D(gi ) : V ! V , gdje se p o jedini vektori

preslikava ju kao x 7! x 0 = D(gi )x .

- Kolokvijalno se p o jam �reprezentacija� zna o dnositi ne samo na gornji homo-

mor�zam ve¢ i na grupu � , pa £ak i na vektorski prostor V .

- Dimenzija reprezentacije je dimenzija vektorskog prostora V na ko ji op eratori

djeluju.

- Kako se op eratori mogu u neko j bazi predstaviti kao kvadratne matrice u

literaturi se £esto rabi alternativna de�nicija reprezentacije kao preslikavanja na

grupu matrica.

- Iz uvjeta homomor�zma

D(g1)D (g2) = D(g1g2)

slijede razne stvari p oput £injenice da je jedini£ni element uvijek reprezentiran

jedini£nom matricom: D(g)D(e) = D(ge) = D(g) ) D (e) = 1 .

- Uobi£a jena oznaka za op eratore iz reprezentacije je slovo D o d njema£ke rije£i

"Darstellung" (reprezentacija). Primjenu teorije reprezentacija grupa na �ziku

je u veliko j mjeri razvio E. P. Wigner.

- Ukoliko je grupa op eratora � izomorfna grupi G , reprezentaciju zovemo vjerna

Primjer 18 (REP C 3 na 3D euklidskom prostoru)

C 3 = f e; c; c2g. Kao reprezentira ju¢e op eratore moºemo uzeti op eratore rotacije

� tako smo i do²li do grup e C 3 : D(c) = rotacija za 2 � /3 oko z -osi.

y
Egzistencija takvog vektora slijedi iz fundamentalnog teorema algebre
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2.2. De�nicija reprezentacije i osnovna svo jstva 21

D(e) =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A

- Aktivne transformacije: mijenja ju se vektori, baza osta je ista

- Pasivne transformacije: vektori osta ju isti, baza se mijenja

- Ako se ne kaºe druk£ije, na²e ¢e transformacije biti aktivne (ta j je pristup

"�zikalniji")

q
r

r '

D(c) =

0

@
cos(2�= 3) � sin(2�= 3) 0
sin(2�= 3) cos(2�= 3) 0

0 0 1

1

A =

0

@
� 1=2 �

p
3=2 0p

3=2 � 1=2 0
0 0 1

1

A
(2.1)

D(c2) =

0

@
� 1=2

p
3=2 0

�
p

3=2 � 1=2 0
0 0 1

1

A = D(c)2

- Ovo naravno nije jedina REP. Mogli smo uzeti rotacije za iste kuteve oko bilo

ko je druge osi.

Primjer 19 (REP C 3 na vektorskom prostoru stanja H atoma)

-  0(x ) = D(c) (x ) D (c) =?

- Neka je  (x ) =  nlm (x ) . Dakle, gledamo ²to se dogaža sa stacionarnim

stanjima.

 nlm (x )
c

7!  0
nlm (x ) =

1X

n 0=1

n 0� 1X

l 0=0

l 0
X

m 0= � l 0

D (nlm )( n 0l 0m 0) (c) n 0l 0m 0(x )

- Neka je D(c) rotacija za 2�= 3 oko z -osi.

- Rotacija £uva energiju ( n0 = n ) i moment impulsa ( l0 = l ), tj. jedino moºe

promijeniti pro jekciju momenta impulsa m tako da imamo

D (nlm )( n 0l 0m 0) (c) = � nn 0� ll 0D ( l )
mm 0(c)
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22 2. Reprezentacije grupa

 0
nlm (x ) =

lX

m 0= � l

D ( l )
mm 0(c)  nlm 0(x )

- Npr. za l = 1 i za bilo ko ji n (vidjet ¢emo u 5. p oglavlju)

D (1)
mm 0(c) = � mm 0e� i 2�m= 3 =

0

@
e� i 2�= 3 0 0

0 0 0
0 0 ei 2�= 3

1

A

- Rotacija oko z -osi ne mijenja niti m .

- D ( l )
mm 0(g) , g 2 C 3 su (2l + 1) � (2l + 1) matrice (tzv. Wignerove rotacijske

matrice) i £ine jednu REP grup e C 3

- Za svaki l imamo druga£iju reprezentaciju ) b eskona£no mnogo reprezentacija

- Da bismo nau£ili konstruirati takve reprezentacije treba nam formalna teorija

reprezentacija grupa.

- Npr. svaka grupa G ima tzv. trivijalnu reprezentaciju

D(g) = 1 8g 2 G

gdje je 1 jedini£na matrica na vektorskom prostoru proizvoljne dimenzionalnosti

( ) b eskona£no reprezentacija) ! redukcija na IRREPse.

- Jedno dimenzionalne reprezentacije su p osebno jednostavne jer komp ozicija

op eratora (mnoºenje matrica) p osta je mnoºenje bro jeva.

- Za kona£ne grup e 1D REP ima ju svo jstvo jD (g)j = 1 . Naime, red n svakog

elementa je kona£an: gn = e ) D(gn ) = D(g)n = D(e) = 1 ) D(g) je n -ti

korijen jedinice pa moºe biti samo

D(g) = ei 2�k=n k 2 f 0; 1; : : : ; n � 1g ) j D (g)j = 1

2.3 Ekvivalentne reprezentacije

De�nicija 15 (Ekvivalentne REP)

Dvije REP � 1 = f D (1) g i � 2 = f D (2) g su ekvivalentne ako p osto ji konstantni

nesingularni op erator S takav da je

D (1) (g) = SD (2) (g)S� 1 8g 2 G

( S ne ovisi o g)

- S � op eracija sli£nosti ) "sli£ne REP"

- Provjeriti da je ovo relacija ekvivalencije.
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2.3. Ekvivalentne reprezentacije 23

- Pokazat ¢emo da su ekvivalentne REP zapravo ista REP izraºena u drugo j

bazi. (Sli£no kao ²to su konjugirane rotacije rotacije oko istog kuta, ali razli£itih

osi.)

- D : V ! V

- D : u 7! v

- V ima neku bazu f e1; e2; : : : ; en g

- u =
P

i ui ei � ui ei (Einsteinova sumacijska konvencija)

- Linearni op erator je p otpuno de�niran svo jim djelovanjem na vektore baze:

- Dej = ( lin. komb. o d ej ) = D ij ei

- Ova j op erator sad djeluje na proizvoljni vektor ovako:

Du = D(uj ej ) = uj D ij ei

- Ako pi²emo Du = v = vi ei , onda je

vi = D ij uj , ili u matri£nom obliku v = Du

- U neko j drugo j bazi f f 1; f 2; : : : ; f n g op erator D ima neke druge komp onente:

- Df j = D 0
ij f i

- v0
i = D 0

ij u0
j

- No, i vektori stare baze su vektori pa se mogu izraziti kao

ei = Sji f j

- u = ui ei = ui Sji f j

- u0
j = ui Sji ; v0

j = vi Sji

- U matri£nom obliku: v0 = Sv; v = S� 1v0

- v0 = Sv = SDu = SDS � 1u0

- ) D 0 = SDS � 1
Ekvivalentne reprezentacije se sasto je o d istih op eratora, ali

izraºenih u razli£itim bazama. (Zapravo smo p okazali da u drugo j bazi op erator

D izgleda kao SDS � 1
. Idu¢i unatrag dobijemo ono ²to traºimo.)

- Jedno dimenzionalne reprezentacije su zapravo bro jevi ko ji automatski komu-

tira ju pa slijedi da su takve reprezentacije ili identi£ne ili neekvivalentne.

- Da bismo identi�cirali da li su dvije reprezentacije ekvivalentne nije nuºno

traºiti transformaciju S . Posto je elegantnije meto de p oput up otreb e karaktera

reprezentacija (vidi o djeljak 3.1).
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24 2. Reprezentacije grupa

2.4 Zbro j i pro dukt reprezentacija

Direktni zbro j reprezentacija

Kvadratnu matricu oblika

0

B
B
B
B
B
B
@

A1

A2

�
�

�
An

1

C
C
C
C
C
C
A

gdje su A i kvadratne matrice matrice zovemo blok-dijagonalna ili blok matrica.

- Pro dukt dviju matrica iste blok-strukture:

0

B
B
B
B
B
B
@

A1

A2

�
�

�
An

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

B1

B2

�
�

�
Bn

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

A1B1

A2B2

�
�

�
An Cn

1

C
C
C
C
C
C
A

ima istu blok strukturu kao i te matrice.

- Promotrimo sada dvije reprezentacije grup e G : � 1 = f D (1) (g)g dimenzije d1 i

� 2 = f D (2) (g)g dimenzije d2 . Tada je skup matrica

� = f D (g)g =
��

D (1) (g) 0
0 D (2) (g)

��

takožer reprezentacija grup e G .

- Dokaz:

D(g)D(h) =
�

D (1) (g) 0
0 D (2) (g)

� �
D (1) (h) 0

0 D (2) (h)

�

=
�

D (1) (g)D (1) (h) 0
0 D (2) (g)D (2) (h)

�
=

�
D (1) (gh) 0

0 D (2) (gh)

�
= D(gh)

zahvaljuju¢i gornjem svo jstvu mnoºenja blok matrica i £injenici da su � 1 i � 2

reprezentacije.

- Rezultira ju¢u reprezentaciju zovemo direktni zbroj reprezentacija � 1 i � 2 i

pi²emo

� = � 1 � � 2

- Dimenzija zbro ja je zbro j dimenzija: d = d1 + d2

- Moºemo zbra jati proizvoljan bro j reprezentacija:

� = � 1 � � 2 � � � � � � n
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2.4. Zbro j i pro dukt reprezentacija 25

- Vektorski prostor na ko ji djeluje zbro j reprezentacija je V = V1 � V2 � prostor

razap et vektorima f e1; e2; : : : ; em ; f 1; f 2; : : : ; f n g gdje je f e1; e2; : : : ; em g jedna

baza o d V1 , a f f 1; f 2; : : : ; f n g jedna baza o d V2 .

- Primjer: z -pravac � xy -ravnina = 3D euklidski prostor

- Primjer: vektorski prostor stacionarnih vezanih stanja vo dikovog atoma  nlm

� vektorski prostor dvo £esti£nog stanja nevezanog elektrona i protona (cca.

pro dukt dva ravna vala ako zanemarimo interakciju)

- Vidjet ¢emo da su zanimljive one reprezentacije ko je se ne mogu prikazati kao

zbro j manjedimenzionalnih reprezentacija.

Direktni pro dukt reprezentacija

Kroneckerov ili direktni produkt kvadratnih matrica A i B je kvadratna matrica

C = A 
 B £ije su komp onente

Cij;kl = A ik B jl

-Npr, neka su A i B dvo dimenzionalne matrice

A =
�

A11 A12

A21 A22

�
B =

�
B11 B12

B21 B22

�

Onda je njihov direktni pro dukt matrica

C = A
 B = A =
�

A11B A 12B
A21B A 22B

�
=

0

B
B
@

A11B11 A11B12 A12B11 A12B12

A11B21 A11B22 A12B21 A12B22

A21B11 A21B12 A22B11 A22B12

A21B21 A21B22 A22B21 A22B22

1

C
C
A

- Dimenzija pro dukta je pro dukt dimenzija.

- Vrijedi (A 
 B )(C 
 D) = ( AC ) 
 (BD )

- (Dokaz ovoga vidi u [1])

- Ako imamo dvije reprezentacije grup e G: � 1 i � 2 , onda je i skup � = � 1 
 � 2 =
f D(g)g = f D (1) (g) 
 D (2) (g)g takožer REP o d G:

- D(g)D(h) = ( D (1) (g) 
 D (2) (g))( D (1) (h) 
 D (2) (h)) = ( D (1) (g)D (1) (h)) 

(D (2) (g)D (2) (h)) = D (1) (gh) 
 D (2) (gh) = D(gh)

- Ako � 1 djeluje na vektorskom prostoru V1 razap etom vektorima f e1; e2; : : : ; em g,

a � 2 na vektorskom prostoru V2 razap etom vektorima f f 1; f 2; : : : ; f n g, onda

� = � 1 
 � 2 djeluje na vektorskom prostoru V = V1 
 V2 razap etom vektorima

f ei 
 f j ; i = 1 ; : : : ; m; j = 1 ; : : : ; ng, dimenzije d = mn .

- Npr. u QM ako imamo dva vo dikova atoma ko ja ne djeluju jedan na drugog

(kao u npr. H 2 molekuli) njihove ¢e valne funkcije biti vektori u dva Hilb ertova
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26 2. Reprezentacije grupa

prostora:  1(x ) 2 H 1 i  2(x ) 2 H 2 . Zdruºeni sustav ta dva atoma moºemo pro-

matrati kao jedan vektor  1(x ) 2(x ) 2 H 1 
 H 2 gdje je baza o d ovog direktnog

pro dukta Hilb ertovih prostora razap eta vektorima ( nlm (x ) n 0l 0m 0(x )) . Ako

atomi djeluju jedan na drugog, valna funkcija ¢e biti  (x1; x2) 2 H 1 
 H 2 .

2.5 Reducibilnost reprezentacija

De�nicija 16 (Reducibilna REP)

Reprezentacija � grup e G ko ja djeluje na vektorskom prostoru V je reducibilna

ukoliko p osto ji netrivijalni p otprostor V1 o d V ko ji je invarijantan na � , tj.

D(g)V1 � V1 8g 2 G :

- Tada u bazi f e1; : : : ; em + n g, gdje je baza o d V1 f e1; : : : ; em g, reprezentacija

p oprima oblik

D(g) =
�

D (1) (g) C(g)
0 D (2) (g)

�

gdje je D (1) (g) m � m , D (2) (g) n � n , a C(g) m � n matrica, te dim V = m + n
i dim V1 = m .

- Obratno, ako p osto ji baza u ko jo j reprezentacija p oprima gornji oblik, reprezentacija

je reducibilna.

- � 1 = f D (1) g i � 2 = f D (2) g su takožer REP o d G .

Dokaz:

D(g)D(h) =
�

D (1) (g) C(g)
0 D (2) (g)

� �
D (1) (h) C(h)

0 D (2) (h)

�

=
�

D (1) (g)D (1) (h) D (1) (g)C(h) + C(g)D (2) (h)
0 D (2) (g)D (2) (h)

�

= D(gh) jer je � REP

=
�

D (1) (gh) C(gh)
0 D (2) (gh)

�

Odakle slijedi

D (1) (gh) = D (1) (g)D (1) (h)

D (2) (gh) = D (2) (g)D (2) (h)

tj. � 1 i � 2 su REPs.

Primjer 20 (REP C 3 na 3D euklidskom prostoru)

D(g) =

0

@
cos� � sin � 0
sin � cos� 0

0 0 1

1

A 8g 2 C 3
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2.5. Reducibilnost reprezentacija 27

2D prostor V1 razap et vektorima x̂ i ŷ je invarijantan na � ) � je reducibilna.

- ’tovi²e, C(g) = 0 u ovom primjeru tj. vektorski prostor je rastavljiv na

direktnu sumu dva p otprostora ko ja su oba invarijantna. To nas vo di na p o jam

p otpune reducibilnosti.

De�nicija 17 (Potpuno reducibilna REP)

Ako p ored V1 p osto ji i drugi invarijantni p otprostor V2 tako da je V = V1 � V2

tada reprezentaciju � moºemo rastaviti na direktni zbro j � = � 1 � � 2 i kaºemo

da je ona p otpuno reducibilna .

Teorem 5 (Maschke)

Sve reducibilne reprezentacije kona£ne grup e su i p otpuno reducibilne.

Dokaz u dva koraka:

1) Svaka REP kona£ne grup e je ekvivalentna neko j unitarno j REP

2) Svaka unitarna reducibilna REP je p otpuno reducibilna

Korak 1: De�niramo �grupni� skalarni pro dukt dva ju vektora iz V na slijede¢i

na£in:

f x ; yg �
1
n

X

g2 G

�
D (g)x ; D (g)y

�
;

gdje je n red grup e G, a ( ; ) uobi£a jeni skalarni pro dukt na V . Sumacija ide

preko svih elemenata grup e G. Grupni skalarni pro dukt f ; g zadovoljava sve

aksiome skalarnog pro dukta. (Provjerite!) Sada vrijedi

f D (h)x ; D (h)yg
(def.)

=
1
n

X

g

�
D (g)D(h)x ; D (g)D(h)y

�

( D je rep.)

=
1
n

X

g

�
D (gh)x ; D (gh)y

�

= gh ! k ; teorem o razmje²ta ju ;
X

g

!
X

k

=
1
n

X

k

�
D (k)x ; D (k)y

�

= f x ; yg

Dakle, op eratori D(g) su unitarni obzirom na grupni skalarni pro dukt f ; g. No,

nas nas zanima unitarnost obzirom na obi£ni skalarni pro dukt ( ; ) . Uzmimo

sada da je

f ei g ortonormirana baza obzirom na ( ; )

f f i g ortonormirana baza obzirom na f ; g
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28 2. Reprezentacije grupa

i S op erator ko ji p ovezuje baze: Sei = f i . Tada je

f Sx ; Syg = f Sxi ei ; Syj ej g

= x �
i yj f f i ; f j g

| {z }
= � ij =( e i ;e j )

= ( x i ei ; yj ej )

= ( x ; y )

tj. S p ovezuje grupni i obi£ni skalarni pro dukt. Ako sada p omo ¢u ovog op era-

tora S de�niramo ekvivalentnu reprezentaciju U(g) � S� 1DS imamo

�
U(g)x ; U(g)y

�
=

�
S� 1D(g)Sx ; S� 1D(g)Sy

�

= f D (g)Sx ; D(g)Syg [ S p ovezuje skalarne pro dukte]

= f Sx ; Syg [ D (g) je unitaran obzirom na grupni skalarni pro dukt]

= ( x ; y ) [ S p ovezuje skalarne pro dukte]

Dakle U(g) je unitarna reprezentacija.

Korak 2: Treba p okazati da je reducibilna unitarna reprezentacija uvijek p ot-

puno reducibilna. Ako je U(g) reducibilna to zna£i da p osto ji V1 takav da

8x 2 V1 i 8g U(g)x 2 V1 .

Izab erimo sada ortonormiranu bazu f ei g tako da f ei ; i = 1 ; : : : ; ng razapinju

V1 , a f ei ; i = n + 1 ; : : : ; n + mg su preostali vektori ko ji kompletira ju bazu o d

V . Vektori f ei ; i = n + 1 ; : : : ; n + mg razapinju V2 � ortogonalni komplement

o d V1 .

Da bi se p okazala p otpuna reducibilnost reprezentacije U(g) treba p okazati da

je i V2 invarijantan na djelovanje reprezentacije tj. da 8y 2 V2 i 8g vrijedi

U(g)y 2 V2 .

Zb og unitarnosti U(g) vrijedi (U(g)y ; U(g)x ) = ( y ; x ) , za sve x i y pa onda i

p osebno za x = U(g)� 1x 0 2 V1 i y 2 V2 . Dakle, (U(g)y ; x 0) = ( y ; U(g) � 1x 0) =
0 zb og ortogonalnosti y i x . No zb og invarijantnosti V1 i x 0

je element o d V1 .

Dakle iz (U(g)y ; x 0) = 0 i usljed proizvoljnosti y 2 V2 i x 0 2 V1 slijedi da je i

V2 invarijantan. Q.E.D.

- Osim za kona£ne grup e ova j teorem vrijedi i za kontinuirane (Lieve) grup e ako

ima ju neko o d slijede¢ih svo jstava

� unitarnost (u drugom koraku dokaza nismo koristili kona£nost)

� kompaktnost, (1=g)
P

g !
R

g dg

� p ovezanost, nekompaktnost i p olujednostavnost (cf. [5], p.79)

De�nicija 18 (Ireducibilna reprezentacija)

Reprezentacija � na vektorskom prostoru V je ireducibilna (IRREP) ako V
nema invarijantnih p otprostora izuzev f 0g i samog seb e.
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2.5. Reducibilnost reprezentacija 29

- Identi�kacija svih mogu¢ih IRREPsa date grup e te rastav proizvoljne reprezentacije

na direktni zbro j IRREPsa

� =
X

i

� � i

su nam glavni zadaci za slijede¢e p oglavlje.

Zadaci

2.1 Konstruira jte tri razli£ite jedno dimenzionalne reprezentacije grup e C 3 .

2.2 Pokaºite da je � � = f D(g)� g reprezentacija ako je � = f D (g)g reprezentacija.

2.3 Zbra ja ju¢i dvije 1D reprezentacije o d C 2 :

� 1 = f 1; 1g i � 2 = f 1; � 1g (2.2)

konstruira jte 2D reprezentaciju o d C 2 .

2.4 Dvije 2D reprezentacije o d o d C 2 su

� 1 =
��

1 0
0 1

�
;
�

1 0
0 � 1

��

� 2 =
��

1 0
0 1

�
;
�

0 1
1 0

��
:

Konstruira jte njihov direktni zbro j i pro dukt.

2.5 Pokaºite da

D(c) =
�

0 1
� 1 � 1

�

generira 2D reprezentaciju grup e C 3 . Pokaºite da je ova reprezentacija

ireducibilna nad p oljem realnih bro jeva.

2.6 Uvjerite se da grupa R+ nf 0g; �) moºe biti vjerno reprezentirana na 2D vek-

torskom prostoru reducibilnom reprezentacijom

� = f D (g)g =
��

1 ln g
0 1

��

Pokaºite da ova reprezentacija nije p otpuno reducibilna.

2.7 Pet funkcija f (x; y)
f x4; x3y; x2y2; xy3; y4g

£ine bazu p etero dimenzionalnog vektorskog prostor V . Neka je � = f D (g)g
reprezentacija grup e D3 na V de�nirana uobi£a jenim transformacijama

dvo dimenzionalnih vektora (x; y) , kao u (2.1). To npr. zna£i:

D(c) : x3y 7!
�

x cos
2�
3

� y sin
2�
3

� 3�
x sin

2�
3

+ y cos
2�
3

�

= �

p
3

16
x4 �

1
2

x3y �
3
p

3
8

x2y2 +
3
p

3
16

y4

itd.
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30 2. Reprezentacije grupa

a) Odredite matricu D(b) u gornjo j bazi.

b) Odredite matricu D(c) u gornjo j bazi..

c) Pokaºite da je � reducibilna tako ²to ¢ete identi�cirati invarijantni p ot-

prostor o d V .

2.8 Neka je P op erator pro jekcije na p otprostor V1 � V (dakle op erator sa

svo jstvima Pv = v za v 2 V1 i Pw = 0 za w iz ortogonalnog komplementa

o d V1 u V . O¢ito je P2 = P . Pokaºite da je reprezentacija � = f D (g)g

� reducibilna ako i samo ako je P D(g)P = D(g)P , 8g 2 G , te

� p otpuno reducibilna ako i samo ako je P D(g) = D(g)P , 8g 2 G .

Primijenite ovo na zadatak 6.
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Poglavlje 3

Svo jstva ireducibilnih

reprezentacija

3.1 Schurove leme i relacije ortogonalnosti

Sva klju£na svo jstva ireducibilnih reprezentacija slijede iz dvije Schurove leme.

Teorem 6 (Prva Schurova lema)

Neka op erator S p ovezuje dvije ireducibilne reprezentacije � = f D (g)g i � 0 =
f D 0(g)g:

SD(g) = D 0(g)S 8g 2 G :

Tada je ili S = 0 ili je S invertibilan i imamo

D(g) = S� 1D 0(g)S

tj. dvije su reprezentacije ekvivalentne. (Mogu¢nost da je S singularan, ali ne i

nul-op erator je isklju£ena.)

g

G

G

G'

D(g)

D'(g)

: V->V

:V'->V'

S

Dokaz

�
:
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32 3. Svo jstva ireducibilnih reprezentacija

- Sx = y 2 V 0

- S(V ) = f Sx j x 2 V g je p otprostor o d V 0
(Sva p otrebna svo jstva S(V)

naslježuje o d V 0
, a zatvorenost i egzistencija inverza su p osljedice linearnosti

op eratora S .)

- D 0(g)Sx = SD(g)x 2 S(V ) ) S(V ) je invarijantni p otprostor o d V 0

-Kako je f D 0(g)g IRREP, ) S(V ) = f 00g ili S(V ) = V 0

1) S(V ) = f 00g ) S = 0

2) S(V ) = V 0
tj. S je surjekcija � Promotrimo Ker( S )

- Ker( S ) je p otprostor o d V (trivijalno, linearnost o d S )

- k 2 Ker( S ) ) SD(g)k = D 0(g)Sk = 00 ) Dk 2 Ker( S ) ) Ker( S ) je

invarijantni p otprostor; f D (g)g je IRREP ) Ker( S ) = f 0g ili Ker( S )= V

- Ker( S ) = V ne moºe biti jer onda ne bi bilo S(V) = V 0
ve¢ S(V ) = 00

- ) Ker( S ) = f 0g pa je S i injekcija te ima inverz ) D (g) = S� 1D 0(g)S

Teorem 7 (Druga Schurova lema)

Op erator ko ji komutira sa svim op eratorima neke ireducibilne reprezentacije je

nuºno prop orcionalan jedini£nom op eratoru (identiteti).

D(g)S = SD(g) 8g 2 G ) S = � 1

Dokaz:

�

- 9x 6= 0 j Sx = � x (Egzistencija barem jednog takvog vektora je ne sasvim

trivijalan rezultat iz linearne algebre: Egzistenciju garantira p osto janje rje²enja

karakteristi£ne jednadºb e det(S � � 1) = 0 , ²to je op et garantirano fundamen-

talnim teoremom algebre, za � 2 C.)

- ) (S � � 1)x = 0 ) (S � � 1) je singularna matrica (neki vektor 6= 0
preslikava u 00

pa nije injekcija)

- No, [S � � 1; D (g)] = 0 ) S � � 1 = 0 p o prvo j lemi. Slijedi S = � 1.

Relacije ortogonalnosti

Promotrimo sada dvije IRREPs: � � i � � . Ako je � 6= � p o drazumijevamo da

su reprezentacije neekvivalentne.

D ( � ) : V ( � ) ! V ( � )

D ( � ) : V ( � ) ! V ( � )

A : V ( � ) ! V ( � )
proizvoljni op erator
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3.1. Schurove leme i relacije ortogonalnosti 33

De�nira jmo matricu:

B �
X

g2 G

D ( � ) (g)AD ( � ) (g� 1) ;

gdje je A proizvoljna matrica o dgovara ju¢ih dimenzija. Pokazat ¢emo da B
zadovoljava pretp ostavke Schurovih lema. Uzimimo proizvoljni element h 2 G .

Tada vrijedi:

D ( � ) (h)B =
X

g

D ( � ) (h)D ( � ) (g)AD ( � ) (g� 1)

=
X

g

D ( � ) (hg)AD ( � ) (g� 1)

= ( zamjenom hg � g0; g� 1 = g0� 1h)

=
X

g0

D ( � ) (g0)AD ( � ) (g0� 1h)

=
X

g0

D ( � ) (g0)AD ( � ) (g0� 1)D ( � ) (h)

= BD ( � ) (h)

U slu£a ju � 6= � ( � � i � � nisu ekvivalentne), iz prve Schurove leme slijedi da je

B = 0 . Ako je pak � = � , tj. D ( � ) (h) = D ( � ) (h) onda iz druge Schurove leme

slijedi B = � 1. Ove se dvije tvrdnje mogu kompaktno ujediniti u relaciju

B =
X

g

D ( � ) (g)AD ( � ) (g� 1) = � ( � )
A � �� 1 ;

o dnosno, p o komp onentama,

X

g

D ( � )
ir (g)A rs D ( � )

sl (g� 1) = � ( � )
A � �� 1il

A je bila proizvoljna matrica. Uzmimo sada konkretnije na mjesto A matricu

A ( j;k )
ko ja je svugdje nula osim ²to jo j je element A ( j;k )

jk = 1 :

A ( j;k ) =

� � � k � � �
�
�
j
�
�
�

0

B
B
B
B
B
B
@

�
�

� � � 1 � � �
�
�
�

1

C
C
C
C
C
C
A

A ( j;k )
rs = � rj �sk

Up otreb om te matrice u gornjo j relaciji dobivamo

X

g

D ( � )
ij (g)D ( � )

kl (g� 1) = � ( � )
jk � �� 1il :
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34 3. Svo jstva ireducibilnih reprezentacija

Sada treba o drediti � jk . Stavimo ovdje � = � i uzmimo trag p o il indeksima

X

g

D ( � )
ij (g)D ( � )

ki (g� 1) = � ( � )
jk � ��

dim (V ( � ) ) � � ( � )
jk d�

S druge strane, to je takožer jednako

X

g

D(g� 1g)kj =
X

g

1kj = � kj

X

g

= � kj n :

Ovdje je n red grup e G. Slijedi da je

� ( � )
jk =

n
d�

� kj ;

²to da je temeljni teorem o ortogonalnosti matrica ireducibilnih reprezentacija:

X

g

D ( � )
ij (g)D ( � )

kl (g� 1) =
n
d�

� �� � il � kj :

Nadalje, uvijek moºemo uzeti da je D ( � ) (g) unitarna matrica

X

g

D ( � )
ij (g)D ( � )

lk (g)� =
n
d�

� �� � il � kj :

Stavimo ovdje � = � i promotrimo skup o d d2
� vektora x ij iz novog n -dimenzionalnog

vektorskog prostora, £ije su komp onente dane komp onentama matrica reprezentacije:

x ij � (D ( � )
ij (g1); D ( � )

ij (g2); : : : ; D ( � )
ij (gn ))

(Ne mije²ati ova j prostor s V �
ko ji je dimenzije d� !) Zb og

X

g

D ( � )
ij (g)D ( � )

lk (g)� = ( x lk ; x ij ) =
n
d�

� il � kj

vektori x ij su mežusobno ortogonalni.

Za neku drugu ireducibilnu reprezentaciju � ( � 0) imamo novih d2
� 0 vektora ko ji su

ortogonalni mežusobno, ali i obzirom na prvih d2
� vektora. Tre¢a IRREP da je

novih d2
� 00 itd. No, maksimalan bro j ortogonalnih vektora u n -dimenzionalnom

vektorskom prostoru je n X

�

d2
� � n

pa kako je svaka IRREP barem 1D imamo

P
� d� � n tj. bro j IRREPsa je

manji ili jednak bro ju elemenata grup e..

’tovi²e, vrijedi (vidi literaturu):

X

�

d2
� = n

Da bismo o dredili bro j IRREPsa grup e, treba nam p o jam karaktera reprezentacije.
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3.1. Schurove leme i relacije ortogonalnosti 35

De�nicija 19 (Karakter reprezentacije)

Karakter � reprezentacije � = f D (g)g grup e G je skup � = f � (g) = Tr D(g) j g 2
Gg.

Svo jstva:

- Tr SD(g)S� 1 = Tr D(g) - zb og cikli£nosti traga ) ekvivalentne REP ima ju

iste karaktere

- Bez dokaza: vrijedi i obrat: isti karakteri ) ekvivalentne REP (Ali ta j obrat

se ne p o op ¢uje na b eskona£ne kontinuirane grup e, osim ukoliko nisu kompaktne,

vidi [5] p. 302)

- � (g) = Tr D(g) = Tr D(h)D(g)D � 1(h) = Tr D(hgh� 1) ! konjugirani elementi

ima ju iste karaktere (Oprez: Treba razlikovati karakter reprezentacije � o d

njegove komp onente � (g) ko ju isto £esto zovemo karakter � karakter elementa.)

- za unitarnu REP � (g� 1) = Tr D(g� 1) = Tr D y = � � (g)

Teorem o ortogonalnosti / � ij � kl

X

g

� ( � ) (g)� ( � ) (g)� =
n
d�

� �� � ik � ki =
n
d�

� �� d� = n� ��

De�niramo li skalarni pro dukt karaktera

(�; � ) �
1
n

X

g

� (g)� (g)� = ( �; � ) ;

imamo

(� ( � ) ; � ( � ) ) = � ��

tj. karakteri neekvivalentnih IRREPsa su ortonormirani.

Neka je sada ki bro j elemenata u i -to j klasi konjugacije grup e G . Tada, budu¢i

da su karakteri svih elemenata jedne klase konjugacije isti imamo

(� ( � ) ; � ( � ) ) =
1
n

kX

i =1

ki �
( � )
i � ( � ) �

i = � �� :

²to je iskaz ortogonalnosti vektora u k -dimenzionalnom vektorskom prostoru,

gdje su sada vektori

� ( � ) = ( � ( � )
1 ; � ( � )

2 ; : : : ; � ( � )
k )

Svaka IRREP da je jedan takav k -dimenzionalni vektor. Istim logi£kim slijedom

kao i ranije ova ortogonalnost vo di na zaklju£ak da je bro j IRREPsa manji ili

jednak bro ju klasa konjugacije. ’tovi²e, vrijedi (vidi literaturu) ortogonalnost

vektora:

� i = ( � ( � )
i ; � ( � )

i ; : : :)

tj.

1
n

X

�

ki �
( � )
i � ( � ) �

j = � ij
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36 3. Svo jstva ireducibilnih reprezentacija

²to na isti na£in da je suprotnu nejednakost da je bro j klasa konjugacije manji

ili jednak bro ju IRREPsa. Dakle, bro j IRREPsa je upravo jednak bro ju klasa

konjugacije!

3.2 Tablice karaktera

Tablica karaktera neke grup e je tablica strukture

Klase konjugacije

IR
RE
Ps �

Ona £esto da je dovoljno informacija za prakti£ne primjene, a moºe se p omo ¢u

slijede¢ih pravila konstruirati i b ez eksplicitnog p oznavanja matrica reprezentacije.

Pravila za konstrukciju tablice karaktera

1. Bro j ireducibilnih reprezentacija jednak je bro ju klasa konjugacije grup e.

Iz ovoga slijedi da tablica ima jednak bro j redova i stupaca. Bro j klasa

pronalazimo "p je²ke," analizom grup e.

2.

P
� d2

� = n £esto ima jedinstveno rje²enje ko je o drežuje dimenzionalnosti

d� ireducibilnih reprezentacija.

3. Jedini£ni element grup e je klasa za seb e, a reprezentiran je uvijek je-

dini£nom matricom D ( � ) (e) = 1 £iji je karakter � ( � ) (e) = d� . Ovo

o drežuje jedan (konvencionalno prvi) stupac tablice.

4. Uvijek p osto ji trivijalna jedno dimenzionalna ireducibilna reprezentacija

D(g) = � (g) = 1 8g 2 G . Dakle jedan red (konvencionalno prvi) se

sasto ji o d samih jedinica.

5. Za jedno dimenzionalne reprezentacije vrijedi D(g) = � (g) pa sami karak-

teri reprezentira ju grupu i njihovo mnoºenje mora o draºavati mnoºenje

o dgovara ju¢ih elemenata grup e.

6.

kX

i =1

ki �
( � )
i � ( � ) �

i = n� ��

( Redovi tablice su ortogonalni i, kad se uzmu u obzir teºinski faktori ki ,

normirani su na n )

7.

kX

� =1

ki �
( � )
i � ( � ) �

j = n� ij

( Stupci tablice su ortogonalni i, kad se uzmu u obzir teºinski faktori ki ,

normirani su na n )
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3.2. Tablice karaktera 37

Pravila je na jb olje primjenjivati p o redu jer su ona s ve¢im rednim bro jem teºa

za primjenu i rježe nuºna za kompletiranje tablice.

Primjer 21 ( D3 )

Klase konjugacije su (vidi raniji primjer iz o djeljka 1.2):

K 1 = f eg

K 2 = f c; c2g

K 3 = f b; bc; bc2g

1. pravilo ) 3 IRREPsa

2. )
P 3

� =1 d2
� = d2

1 + d2
2 + d2

3 = n = 6
) d1 = d2 = 1 ; d3 = 2

3. ) prvi stupac: 1, 1, 2

4. ) prvi red: 1, 1, 1

K 1 2 K 2 3 K 3

� 1

� 2

� 3

5. � (2) (b)� (2) (c) = � (2) (bc); � (b) = � (bc)
) � (c) = 1
� (b)� (b) = � (b2) = � (e) = 1 ) � (b) = � 1

6. Kad bi bilo � (2) (b) = 1 prva dva reda bi bila jednaka, a ne ortogonalna.

) � (2) (b) = � 1.

P 3
i =1 ki �

(3)
i � (1) �

i = 2 + 2 a + 3 b = 0
P 3

i =1 ki �
(3)
i � (2) �

i = 2 + 2 a � 3b = 0
) a = � 1; b = 0

- obi£no se za ozna£avanje IRREPsa i klasa koriste kristalografske oznake iz

priloga.

E 2 C3 3 C2

A1 1 1 1

A2 1 1 -1

E 2 -1 0

Primjer 22 ( C3 )

Ab elova grupa, svaki element je klasa : e; c; c2

Dakle, tri klase i d2
1 + d2

2 + d2
3 = n = 3 pa su sve tri IRREP 1D.

Prvi red i prvi stupac: sve jedinice

5. pravilo: � (c)3 = � (c3) = � (e) = 1 ) � (c) = exp(2 �ik= 3); k = 0 ; 1; 2
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38 3. Svo jstva ireducibilnih reprezentacija

� (c) = 1 ; ! = e2�i= 3; ! 2

E c = C3 c2 = C2
3

D (1)
1 1 1

D (2)
1 ! ! 2

D (3)
1 ! 2 !

- provjeriti ortogonalnost

! 2 = ! � ) D (2)
i D (3)

su kompleksno konjugirane reprezentacije. (Sve smo

to ve¢ vidjeli ranije u vjeºbama.)

Zgo dno je uo £iti da neab elovska grupa D3 ima i dvo dimenzionalnu, dakle ma-

tri£nu, ireduciblinu reprezentaciju. To je logi£no jer neab elovsko svo jstvo ne

moºe biti vjerno reprezentirano jedno dimenzionalnim rep erezentacijama.

3.3 Dekomp ozicija reducibilnih reprezentacija

Uzmimo neku reprezentaciju � . Po de�niciji,

� = � (1) � � (2) � � � � =
X

�

a� � �

gdje su � �
IRREPsi i gdje je a� multiplicitet (bro j p o javljivanja) IRREPsa � �

u � .

Tr / ) � i =
P

� a� � ( � )
i 8i

P k
i =1 ki �

( � ) �
i = )

P k
i =1 ki � i �

( � ) �
i =

P
� a�

P k
i =1 ki �

( � )
i � ( � ) �

i =
P

� a� n� �� = na�

a� =
1
n

kX

i =1

ki � i �
( � ) �
i = ( � ( � ) ; � )

Primjer 23 (REP � V o d D3 na 3D euklidskom prostoru)

Po d � V misli se "vektorska" REP, tj. REP ko ja djeluje na pravim 3D vektorima,

za razliku o d "nepravih" aksijalnih pseudovektora. D V (e) = diag (1; 1; 1)

D V (c) =

0

@
� 1=2 �

p
3=2 0p

3=2 � 1=2 0
0 0 1

1

A D V (b) =

0

@
� 1 0 0
0 1 0
0 0 � 1

1

A
- rotacija za � oko y

... je reducibilna reprezentacija. Ko ji je njen rastav na IRREPse? � = (3 ; 0; � 1)

aA 1 = ( �; � (A 1 ) ) = 1
n

P 3
i =1 ki � i �

(A 1 ) �
i = 1

6 (1 � 3 � 1 + 2 � 0 � 1 + 3 � (� 1) � 1) = 0

aA 2 = ( �; � (A 2 ) ) = 1
6 (1 � 3 � 1 + 2 � 0 � 1 + 3 � (� 1) � (� 1)) = 1

aE = ( �; � (E ) ) = 1
6 (1 � 3 � 2 + 2 � 0 � (� 1) + 3 � (� 1) � 0) = 1
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3.4. Primjena: Dip olni momenti kristala 39

� V = A2 � E

Ko ji su invarijantni p otprostori?

V (A 2 )
je o £ito razap et vektorom ẑ , a x̂ i ŷ razapinju 2D p otprostor V (E )

.

(Primijetite razliku prema C3 ko d ko je je svaki vektor v = aẑ invarijantan. !
dip olni momenti.)

Direktan zbro j dviju IRREPsa je p o de�niciji reducibilna REP. ’to je s direkt-

nim pro duktom?

Pokazali smo ranije da je direktan pro dukt dviju reprezentacija � (1) 
 � (2)
grup e

G takožer reprezentacija grup e G. Ona je u op ¢enitom slu£a ju reducibilna:

� ( � ) 
 � ( � ) =
X

� a
 � ( 
 )
- Clebsch-Gordanov razvo j

Karakter direktnog pro dukta je pro dukt karaktera (o £ito ako p ogledamo ma-

tri£ni izgled direktnog pro dukta). )

a
 = ( � ( 
 ) ; � ( � ) � ( � ) )

Primjer 24 ( E 
 E u D3 )

� (E ) = (2 ; � 1; 0) ) � (E 
 E ) = (4 ; 1; 0)

aA 1 = 1
6 (1 � 1 � 4 + 2 � 1 � 1 + 3 � 1 � 0) = 1

aA 2 = 1
6 (1 � 1 � 4 + 2 � 1 � 1 + 3 � (� 1) � 0) = 1

aE = 1
6 (1 � 2 � 4 + 2 � (� 1) � 1 + 3 � 0 � 0) = 1

E 
 E = A1 � A2 � E

3.4 Primjena: Dipolni momenti kristala

Da bi kristal mogao imati p ermanentni magnetski ili elektri£ni dip olni moment

te veli£ine mora ju biti invarijantne na grupu G simetrije kristala.

Dip olni momenti su vektori 3D euklidskog vektorskog prostora. Slijedi da je

za egzistenciju dip olnih momenata nuºno p osto janje vektora invarijantnih na

djelovanje grup e.

Npr. za kristal s C3 simetrijom vektor P je invarijantan i to moºe biti smjer

dip olnog momenta takvog kristala. P 6= 0 ne naru²ava C3 simetriju.

P
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40 3. Svo jstva ireducibilnih reprezentacija

S druge strane, ve¢a D3 simetrija ukida takvu mogu¢nost. b-rotacija mijenja

P ! � P pa bi P 6= 0 naru²ilo simetriju.

P

b

P

0

6= P

Simetri£ni kristal ne moºe "proizvesti" nesimetri£ni dip olni moment.

Grupno-teorijski iskaz ovog: Reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru

(potencijalnih) vektora dipolnog momenta mora biti trivijalna tj. identiteta :

D(g) = 1 8g 2 G :

Dakle, da bi kristal mogao imati P 6= 0 , reprezentacija grup e G na 3D euklid-

skom vektorskom prostoru mora u svo jo j dekomp oziciji na IRREPse sadrºavati

identitetu.

Vidjeli smo u pro²lom o djeljku da je REP � V o d D3 na 3D euklidskom vek-

torskom prostoru

� V = A2 � E :

Nema A1 (identitete) ) nema dip olnog momenta.

S druge strane, za C3 imamo (D.Z.)

� V = A1 � E :

) p osto ji mogu¢nost dip olnog momenta.

Aksijalni vektori

Kad grupa p ored rotacija sadrºi i re�eksije ( � , Sn , i ) treba uzeti u obzir £injenicu

da je magnetski moment M aksijalni vektor (vidi Do datak 3.7) ko ji se pri takvim

transformacijama p ona²a obrnuto o d obi£nog (p olarnog) vektora elektri£nog

dip olnog momenta:
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3.4. Primjena: Dip olni momenti kristala 41

+

-

�

h

+

-
P

� P

+

M

+

M

�

h

+

�

v

P

+

M

� M

-

+
P

-

+

�

v

(D.Z. Razmislite za²to ogledalo izvr¢e lijevo-desno, a ne i gore-dolje? kad je

� v
ogledalo u x � z ravnini

: (x; y; z) ! (x; � y; z) ?)

Primjer 25 (Kristal s C3v simetrijom)

Grupa C3v je izomorfna grupi D3 , jedino ²to b nije rotacija za �= 2 oko horizon-

talne osi ve¢ re�eksija oko vertikalne ravnine ko ja sadrºi C3 os.

Reprezentacija elemenata e; c i c2
je kao na strani 18,

D(c) =

0

@
� 1=2 �

p
3=2 0p

3=2 � 1=2 0
0 0 1

1

A ; : : :

s karakterima � V (e) = dim � V = 3 , � V (c) = 0 , a ako osi izb eremo kao na slici
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42 3. Svo jstva ireducibilnih reprezentacija

�

v

= b ravnina

x

y

onda je

D V (b) =

0

@
� 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A

s karakterom � V (b) = 1 .

(Za D3 grupu bi bilo D V (b) = diag(� 1; 1; � 1), s karakterom � V (b) = � 1.)

Kako je grupa izomorfna grupi D3 ima istu tablicu karaktera (usput, obrat ne

vrijedi, Q i Td ima ju iste tablice, a nisu izomorfne). Dakle, imamo:

E 2 C3 3 C2

A1 1 1 1

A2 1 1 -1

E 2 -1 0

� V 3 0 1

Iz ovog onda slijedi

� V = A1 � E

- U rastavu se javlja A1 ) mogu¢ je p ermanentni elektri£ni dip olni moment.

Za aksijalne vektore, reprezentacije elemenata e; c; c2 su iste kao i gore, ali za

D A (b) imamo suprotno o d D V (b) :

D A (b) =

0

@
1 0 0
0 � 1 0
0 0 � 1

1

A

s karakterom � A (b) = � 1. (Oblik matrice se moºe na¢i i iz razmatranja djelo-

vanja � v na aksijalni vektor c = a � b gdje su a i b pravi vektori: � v :
(ax ; ay ; az ) ! (� ax ; ay ; az ) , � v : (bx ; by ; bz) ! (� bx ; by ; bz) ) � v : (cx ; cy ; cz ) !
(cx ; � cy ; � cz) .)

Dakle, ukupni karakter je � A = (3 ; 0; � 1) o dnosno

� A = A2 � E

Tu nema identitete A1 pa ne moºe biti ni p ermanetnog magnetskog dip olnog

momenta.
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3.5. Primjena: Degeneracija i cijepanje energijskih nivoa 43

3.5 Primjena: Degeneracija i cijepanje energijskih

nivoa

Transformacije u kvantno j mehanici:

 0 = U za stanja � vektore

A0 = U � 1AU za op eratore

U � op erator transformacije. Kvantnomehani£ki sustav, zadan hamiltonijanom

H0 , je simetri£an obzirom na skup transformacija f U(g1); U(g2); : : : ; U(gn )g ako

transformacije ne mijenja ju hamiltonijan (on, moºemo re¢i, putem Schrö dingerove

jednadºb e de�nira �izgled" sustava)

U � 1(g)H0U(g) = H0 8g 2 f g1; : : : ; gn g :

Ekvivalentno, tada U(g) i H0 komutira ju:

H0U(g) = U(g)H0 8g 2 f g1; : : : ; gn g :

Skup svih op eratora s ovim svo jstvom £ini grupu (provjerite!) tj. reprezentaciju

grup e G = f g1; : : : ; gn g na prostoru kvantnomehani£kih stanja.

Stanje sustava s dobro de�niranom energijom  n (x ) zove se stacionarno stanje

i dano je kao rje²enje vremenski neovisne Schrö dingerove jednadºb e

H0 n (x ) = En  (x ) :

Energija transformiranih stanja  0
n (x ) = U(g) n (x ) je o dgovara ju¢a svo jstvena

vrijednost hamiltonijana

H0 0
n (x ) = H0U(g) n (x ) = U(g)H0 n (x ) = U(g)En  n (x ) = En  0

n (x ) :

Dakle sva stanja  0
n (x ) = U(g) n (x ) , 8g ima ju istu energiju En . Po javu kad

vi²e stanja ima istu energiju nazivamo degeneracija .

Skup stanja f U(g) n (x ) j g 2 Gg dobivenih transformacijama datog stanja

 n (x ) razapinje p otprostor vektorskog prostora svih stanja sustava. On je p o

de�niciji invarijantan na djelovanje reprezentacije f U(g)g. Takožer, reprezentacija

f U0(g)g dobivena redukcijom reprezentacije f U(g)g na ova j p otprostor je ire-

ducibilna ²to slijedi iz na£ina na ko ji smo konstruirali p otprostor. Takav p ot-

prostor naziva se multiplet

�
.

Dakle, p oznava ju¢i sve IRREPse grup e simetrija nekog kvantnomehani£kog sus-

tava moºemo o drediti mogu¢nosti degeneracije njegovih stanja � one su jednake

dimenzionalnostima IRREPsa.

Primjer 26 (oktahedralna grupa O)

- IRREPsi: A1; A2| {z }
1D

; E|{z}
2D

; T1; T2| {z }
3D

- ) o £ekujemo jedno-, dvo- i trostruko degenerirane nivo e.

�
ƒesto ze izraz multiplet koristi i za samu bazu ovog p otprostora.
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44 3. Svo jstva ireducibilnih reprezentacija

 T1 ;1;  T1 ;2;  T1 ;3

 0
A 2

 A 1

 E; 1;  E; 2

 A 2

 0
A 2

i  A 2 su linearno neovisne funkcije. Pronažemo li neki nivo s prevelikom

degeneracijom, npr

 E; 1;  E; 2;  A 1

to gotovo uvijek zna£i da nismo dobro identi�cirali grupu simetrija tj. da sustav

ima ve¢u simetriju nego ²to smo mislili.

Primjer 27 (Vo dikov atom)

Stacionarna stanja su  nlm (x ) . G=SO(3) � sferna simetrija. U 6. p oglavlju

¢emo vidjeti da su multipleti oblika

f  nl ( � l ) ;  nl ( � l +1) ; : : : ;  nll g ( 2l + 1 stanja) :

) o £ekujemo (2l + 1) -struko degenerirane nivo e za svaki l . No, znamo da je

zapravo degeneracija n2
-struka. Svaka ljuska ima n2

stanja energije

En /
1
n2 neovisno o l

�Slu£a jna� degeneracija nivoa s razli£itim l . U 6. p oglavlju ¢emo vidjeti da je

razlog tome p osto janje ve¢e simetrije SO(4)=SO(3) 
 SO(3).

Cijepanje energijskih nivoa

Zamislimo sada da neka smetnja V promijeni hamiltonijan

H0 ! H = H0 + V ;

tako da je ukupni hamiltonijan H invarijantan na manju grupu H < G . (Npr.

slab o elektri£no p olje u Starkovom efektu mijenja Hamiltonijan vo dikovog atoma

tako da mu do da £lan propro cionalan elektri£nom p olju i o d originalne sferne

simetrije preosta je samo aksijalna.)

IRREPsi o d G nisu nuºno i IRREPsi o d H . Smanjenje bro ja transformacija

U(h) , h 2 H moºe u£initi da neki p otprosotri p ostanu invarijantni iako nisu bili

invarijantni na p otpun skup transformacija U(g) , g 2 G . Tako su neke IRREPs

o d G reducibilne obzirom na H i nema razloga da nivoi ko ji o dgovara ju doti£nim

IRREPsima o d G ostanu degenerirani
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3.5. Primjena: Degeneracija i cijepanje energijskih nivoa 45

IRREP
(G)

IRREP
(H)

IRREP
(H)

IRREP
(H)

1

2

3

Poznava ju¢i dekomp oziciju IRREP (G)
na IRREP (H )

IRREP (G) = ( reducibilna REP )(H ) = IRREP (H )
1 � IRREP (H )

2 � � � �

moºemo o drediti strukturu cijepanja. Za o dreživanje iznosa cijepanja koriste se

meto de kvantnomehani£kog ra£una smetnje.

Primjer 28 (Cijepanje T -nivoa tetrahedralne grup e T )

Karakter T -nivoa tetrahedralne grup e je

E 3 C2 4 C3 4 C0
3

T 3 -1 0 0

Neka npr. sada kristal doºivi fazni prijelaz tako da se simetrija smanji a) T ! D2

ili b) T ! C3v . Pogleda jmo ²to se dogaža s gornjim £etverostruko degeneriranim

nivo om.

a)

E C z
2 Cy

2 Cx
2

A1 1 1 1 1

B1 1 1 -1 -1

B2 1 -1 1 -1

B3 1 -1 -1 1

T 3 -1 -1 -1

Uobi£a jenim meto dama dekomp ozicije reducibilnih reprezentacija dobivamo:

T = a1A1 � b1B1 � b2B2 � b3B3

a1 =
1
n

X

k

� (A 1 ) (k)� (T ) �
(k) =

1
4

�
1 � 3 + 1 � (� 1) + 1 � (� 1) + 1 � (� 1)

�
= 0

b1 = b2 = b3 = 1

) T = B1 � B2 � B3

Dakle degeneracija je p otpuno ukinuta

T
(T)

B
(D )
1 2

B
(D )

2

B
(D )

2

2

3
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46 3. Svo jstva ireducibilnih reprezentacija

b) Isti p ostupak da je

T = A2 � E ;

tj. degeneracija je samo djelomi£no ukinuta.

T
(T)

A2

(C3v )

E
(C3v )

3.6 Do datak: Kristalografske oznake

Ireducibilne reprezentacije � ( � )
se obi£no ozna£ava ju velikim slovima i to

tako da se 1D reprezentacije ozna£ava ju slovima A i B , 2D reprezentacije

slovom E , 3D reprezentacije slovom T itd. Par kompleksno konjugiranih 1D

reprezentacija se smatra jednom 2D reprezentacijom (jer ih p ovezuje vremenska

inverzija) tako da se one udruºuju viti£astom zagradom i ozna£ava ju s E .

Klase konjugacije se obi£no ozna£ava ju simb olom mCn gdje je m bro j eleme-

nata klase, a Cn tipi£ni predstavnik klase ozna£en Schön�iesovim simb olom:

E = identiteta

Cn = rotacija za 2�=n
� = re�eksija preko ravnine

� h = re�eksija preko �horizontalne� ravnine tj. ravnine okomite da os na jve¢e

rotacijske simetrije

� v = re�eksija preko �vertikalne� ravnine tj. ravnine ko ja sadrºi os na jve¢e

rotacijske simetrije

� d = re�eksija preko �dijagonalne� ravnine tj. ravnine ko ja sadrºi os na jve¢e

rotacijske simetrije i rasp olavlja kut izmežu dvije C2 osi okomite na tu os.

(Sp ecijalni slu£a j � v .)

Sn = rotacija za 2�=n kombinirana s re�eksijom preko ravnine okomite na

os te rotacije (Ove dvije op eracije komutira ju.)

i = S2 = inverzija r ! � r

To £kaste grup e kristala se ozna£ava ju slijede¢im Schön�iesovim oznakama:

Cn = grup e s jednom Cn osi simetrije

Cnv = grup e s jednom Cn osi i n � v re�eksijskih ravnina

Cnh = Cn os, � h re�eksija + do daci

Sn = Sn os

Dn = Cn os i n C2 osi okomitih na nju

Dnd = elementi o d Dn i � d ravnine re�eksije

Dnh = elementi o d Dn i � h ravnina re�eksije

T = tetrahedralna grupa

O = oktahedralna grupa

� � � � � � itd. vidi literaturu
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3.7. Do datak: Aksijalni vektori (pseudovektori) 47

3.7 Do datak: Aksijalni vektori (pseudovektori)

Aksijalni ili pseudovektori su ob jekti ko ji se pri rotacijama transformira ju isto

kao i obi£ni (tzv. polarni ) vektori, ali pri re�eksijama i inverzijama ima ju jo² i

do datnu promjenu predznaka.

Inverzija obi£nim vektorima u 3D euklidskom prostoru mijenja predznak i : r !
� r i moºe se reprezentirati dijagonalnom matricom i = � 1 = diag( � 1; � 1; � 1).

No, vektorski pro dukt dva ju p olarnih vektora, npr. vektora p oloºa ja r i impulsa

p p osljedi£no ne mijenja predznak:

L � r � p i�! (� r ) � (� p) = r � p = L ;

²to zna£i da je L (moment impulsa) aksijalni vektor. (U �zici su veli£ine ko je

opisuju rotacije, p oput momenta impulsa ili momenta sile, £esto reprezentirane

aksijalnim vektorima. Isto vrijedi za veli£ine vezane uz magnetizam ko ji je

obi£no rezultat kruºenja (mikro ili makro) struja.)

Da bi se naglasila njihova razli£itost, p onegdje u literaturi se aksijalne vektore

ne crta kao usmjerene crte (strelice), ve¢ kao crte s �aksijalnim strelicama� (cf.

[7] p. 186)

polarni vektor aksijalni vektor

Sli£no de�niramo pseudoskalarne veli£ine kao one ko je su skalari obzirom na

rotacije, ali mijenja ju predznak pri re�eksijama i inverzijama. Npr. mije²ani

pro dukt p olarnih vektora je pseudoskalar:

P = ( r 1 � p) � r 2
i�! � (r 1 � p) � r 2 = � P

Magnetski moment, de�niran kao M = 1
2

R
r 
 J dV za gusto ¢u struje J ,

o dnosno kao M = 1
2 qr 
 v za to £kasti nab o j q, je dakle aksijalni vektor.

Za jo² detalja o pseudovektorima i drugim pseudo-veli£inama vidi npr. [8].

Zadaci

3.1 Konstruira jte 2D IRREP grup e D3 ko ja djeluje na x � y ravnini i provjerite

temeljni teorem o ortogonalnosti.

3.2 Pokaºite da su sve IRREP Ab elovih grupa jedno dimenzionalne.
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48 3. Svo jstva ireducibilnih reprezentacija

3.3 Pokaºite da je nuºan i dovoljan uvjet ireducibilnosti reprezentacije � s karak-

terima � i tzv. Frob eniusov kriterij

X

i

ki j� i j2 = n ;

gdje je ki bro j elemenata u klasi konjugacije i .

3.4 Konstruira jte tablicu karaktera za grupu D4

3.5 Pokaºite da je direktni pro dukt dvije 1D IRREP uvijek IRREP.

3.6 Izrazite reprezentaciju � grup e C4v ko ja ima karaktere

� (E ) = 5 ; � (C2) = 1 ; � (C4) = � 1 ; � (� v ) = 1 ; � (� d) = � 3 ;

kao zbro j IRREPsa.
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Poglavlje 4

Simetrije u klasi£no j i

kvantno j mehanici

4.1 Transformacije i tenzori

De�nicija 20

Fizikalna veli£ina je invarijantna na neku transformaciju ako se pri to j transfor-

maciji ne mijenja.

Jednadºba ko ja opisuje �zikalni sustav je kovarijantna na neku transformaciju

ako se pri to j transformaciji njen oblik ne mijenja.

Primjer: masa i nab o j su invarijantne na rotacije.

Primjer: Newtonove jednadºb e za sustav dva tijela ko ja gravitira ju

m1•r 1 = G
m1m2

jr 2 � r 1 j3
(r 2 � r 1) (4.1)

m2•r 2 = G
m1m2

jr 1 � r 2 j3
(r 1 � r 2) (4.2)

su kovarijantne pri rotacijama. Uvjerimo se u to. Rotiramo za neki kut:

(r 1) i ! (r 0
1) i =

X

j

Rij (n̂ ; � )( r 1) j ; (p o komp onentama)

tj. r 1 ! r 0
1 = R(n̂ ; � )r 1 ; (matri£no)

i isto za r 2 .

Ovdje je R(n̂ ; � ) standardna matrica rotacije u tro dimenzionalnom prostoru,

npr. za rotaciju oko z -osi

R(ẑ; � ) =

0

@
cos� � sin � 0
sin � cos� 0

0 0 1

1

A : (4.3)
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50 4. Simetrije u klasi£no j i kvantno j mehanici

Sada iz (4.1) slijedi da je u transformiranim ko ordinatama jednadºba za npr.

r 0
1

m1•r 0
1 = m1R•r 1

= G
m1m2

jr 2 � r 1j3
(Rr 2 � Rr 1)

= G
m1m2

jr 2 � r 1j3
(r 0

2 � r 0
1)

= G
m1m2

jr 0
2 � r 0

1j3
(r 0

2 � r 0
1) ;

i isto za r 0
2 , gdje smo radi jednostavnosti prestali pisati argumente matrice

rotacije R = R(n ; � ) . Dakle, jednadºb e zarotiranog sustava ima ju isti oblik

(kovarijantne su) premda su konkrentne vektorske veli£ine u njima razli£ite tj.

r 0
1;2 6= r 1;2 .

Ova i daljnja diskusija p o drazumijeva ju da govorimo o aktivnim transforma-

cijama ko je djeluju na sam �zikalni sustav. U pasivnom pristupu u ko jem

transformiramo samo ko ordinatni sustav ovako napisane jednadºb e su invar-

ijantne jer ako r i F promatramo kao elemente vektorskog prostora, a ne kao

tro jke ko ordinata tih vektora u neko j bazi, onda rotacija ko ordinatnog sustava

ne mijenja same vektore i ono sto je onda kovarijantno je zapis tih jednadºbi

p o komp onentama:

m•x i = Fi :

Kako prep ozna jemo kovarijantne jednadºb e?

r � B = J +
@E
@t

ima oblik vektor=vektor + vektor

r � E = � ima oblik skalar=skalar

’to je skalar? ’to je vektor?

Za razmatranje kovarijantnosti jednadºbi pri rotacijama o drežuju¢e svo jstvo

vektora nije to ²to je on opisan tro jkom bro jeva ili to ²to je on element nekog

vektorskog prostora ve¢ je klju£no na ko ji se na£in on transformira pri rotaci-

jama:

� ( x )

�

0

( x

0

)

�

x

x

0

E ( x )

E

0

( x

0

)

�

x

x

0
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4.1. Transformacije i tenzori 51

� (r ) ! � 0(r 0) = � (r ) : skalar

E i (r ) ! E 0
i (r

0) =
X

j

Rij E j (r ) : vektor ;

gdje je Rij ista matrica (p oput (4.3)) ko ja rotira vektor p oloºa ja r .

Ovo se p o op ¢uje na veli£ine sa sloºenijim transformacijskim svo jstima, tenzore .

De�nicija 21

Tenzor n -tog ranga (pri rotacijama) jest veli£ina T ko ja se transformira kao

T i 1 i 2 :::i n (r ) ! T0
i 1 i 2 :::i n

(r 0) =
X

j 1 ;j 2 ;:::;j n

Ri 1 j 1 Ri 2 j 2 : : : Ri n j n T j 1 j 2 :::j n (r ) :

Primjeri:

� skalari su tenzori nultog ranga

� vektori su tenzori prvog ranga.

� "Ohmov zakon" u neizotropnom sredstvu (npr. kristalu):

j i =
X

j

� ij E j

� ij � tenzor elektri£ne vo dljivosti (tenzor drugog ranga)

� F�� � tenzor elektromagnetskog p olja (tenzor drugog ranga, ali obzirom

na Lorentzove transformacije)

� Zakrivljenost n -dimenzionalnih ploha se standardno opisuje tzv. Rieman-

novim tenzorom Rabcd (tenzor £etvrtog ranga)

Komp onente tenzora drugog ranga moºemo prikazati matricom.

Tenzorsko svo jstvo je vezano uz tip transformacije. Tako p osto je npr. Lorent-

zovi vektori (£etvero-vektori), izovektori, itd. Kad se tip transformacije ne sp eci-

�cira misli se na rotacije (gornji vektori su vektori obzirom na rotacije).

Da bi jednadºba bila kovarijantna svi njeni £lanovi se mora ju transformirati

na isti na£in. (Kaºemo: mora ju se transformirati kovarijantno.) To zna£i

da mora ju pripadati isto j reprezentaciji grup e transformacija. ("Pripadati" u

smislu da na svakog djeluje ista reprezentacija. Nisu oni sami reprezentacije!)

Napomena: Po jmovi kovarijantnosti i kontravarijantnosti komp onenata vektora

i tenzora ko je sre¢emo u teoriji relativnosti (�gornji� i �donji� indeksi, vidi sli-

jede¢i o djeljak), a zapravo p otje£u iz diferencijalne geometrije nema ju veze s

ovom kovarijantnosti. To su samo homonimi.
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52 4. Simetrije u klasi£no j i kvantno j mehanici

Kakve su p osljedice kovarijantnosti jednadºbi gibanja na njihova rje²enja?

Po jedina rje²enja sama za seb e naravno nisu invarijantna, ali kovarijantnost

jednadºbi gibanja implicira da transformacijom rje²enja dobijemo takožer dobro

rje²enje.

Primjer: dva gravitira ju¢a tijela s reduciranom ko ordinatom r = r 1 � r 2 .

Rje²enje jednadºbi gibanja je funkcija r (t) � elipsa u prostoru. Mežutim,

translatirana elipsa r 1;2(t)+ a i zarotirana elipsa Rr 1;2(t) su isto dobra rje²enja

za svaki a i R u ²to se lako uvjerimo uvr²tavanjem u Newtonove jednadºb e.

To da translacijom (rotacijom) rje²enja takožer dobijemo rje²enje je p osljedica

homogenosti (izotropije) prostora.

Provedemo li unatrag ova j logi£ki sljed vidimo da homogenost (izotropija) pros-

tora zahtjeva da jednadºb e gibanja budu kovarijantne obzirom na translacije

(rotacije).

Protuprimjer: vremenska inverzija (diskretna grupa = Z2 )

S jedne strane gornje Newtonove jednadºb e su kovarijantne i obzirom na vre-

mensku inverziju. I stvarno, vremenski invertirano rje²enje dva ju gravitira ju¢ih

tijela u gibanju je takožer dobro rje²enje tj. mogu¢i slu£a j u priro di. No, vre-

menska inverzija plina ko ji slob o dno izlazi iz plinske b o ce nije mogu¢ dogaža j

²to ukazuje na to da priro da nije simetri£na na vremensku inverziju i jednadºb e

ko je opisuju ekspanziju plina ne bi smjele biti kovarijantne na takvu inverziju.

Ko je su to jednadºb e? ( ! Problem strijele vremena.)

4.2 Tenzori kao matemati£ki stro jevi

�

Tenzore moºemo promatrati kao neku vrstu matemati£kih strojeva £iji �input�

su jedan ili vi²e vektora, a �output� vektor ili skalar.

Prakti£no, problemi ko jima se bavimo se gotovo uvijek da ju formulirati u obliku

� Znamo te i te vektore koji opisuju sustav. Koliki je s ili v tog sustava? �, gdje

su s i v neki zanimljivi skalari ili vektori (energija, impuls, p oloºa j, . . . ).

Ozna£imo tip tenzora T s ureženim parom (0; n) ukoliko T predstavlja stro j £iji

input je n vektora, a output skalar, a s (1; n) ukoliko je output vektor. Takav

stro j moºemo skicirati kao

T( ; ; ; : : :
| {z }

n �

) ; (4.4)

gdje su � � mjesta gdje treba staviti konkretne vektore ko je ¢e onda stro j

�preraditi� u rezultira ju¢i skalar ili vektor

T(v1; v2; : : : ) = s ili v : (4.5)

Na primjer, klasi£ni vektor sile moºemo interpretirati kao (0; 1) tenzor SILA ( )
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4.2. Tenzori kao matemati£ki stro jevi

�
53

sa svo jstvom da kad mu u njegov slot stavimo vektor brzine dobijemo skalar

snage:

SILA (v) = P (4.6)

gdje je unutranji �mehanizam� stro ja dan jednadºb om P = F � v .

Primjer (0; 2) tenzora je metri£ki tenzor G( ; ) , £iji je mehanizam takav da

kad u njegove slotove stavimo dva vektora dobijemo njihov skalarni pro dukt:

G(a; b) = a � b : (4.7)

Ono ²to se £esto naziva tenzorom drugog ranga (matrica bro jeva) su samo kom-

p onente tenzora u neko j bazi, ko je se dobiju kad se pravom apstraktnom tenzoru

u njegove input slotove stave jedini£ni bazni vektori, npr,

G(ei ; ej ) = gij : (4.8)

Tenzor gusto ¢e vo dljivosti iz pro²log o djeljka je dakle tipa (1; 1), o dnosno � ( ) ,

jer imamo � (E ) = j , dakle jedan vektor kao input i drugi kao output.

Totalno antisimetri£ni tenzor (Levi-Civita) u tri dimenzije je tenzor oblika (1; 2),

u svom obliku u ko jem nam da je vektorski pro dukt dva ju vektora

LEVICIVITA (a; b) = a � b ; (4.9)

ali on moºe biti u obliku (0; 3) kad da je mje²ani pro dukt triju vektora

LEVICIVITA 0(a; b; c) = ( a � b) � c ; (4.10)

gdje ta dva oblika nisu identi£na.

U elektro dinamici (ko ja je teorija ko ja p o²tuje sp ecijalnu teoriju relativnosti),

javlja se (1; 1) tenzor FARADAY , ali ko ji nije tenzor obzirom na rotacije ve¢

obzirom na relativisti£ke transformacije u £etvero dimenzionalnom prostoru Minkowskog.

Ta j tenzor da je £etverovektor Lorentzove sile kad mu se kao input stavi £etverovek-

tor brzine FARADAY (u ) = FLorentz , o dnosno u uobi£a jenom zapisu p o komp o-

nentama �; � = 0 ; 1; 2; 3, F �
Lorentz = dp� =d� = eF �

� u�
.

Apstraktna indeksna notacija

Indeksi na tenzorima na j£e²¢e ozna£ava ju komp enente tog tenzora u neko j bazi,

vidi (4.8). Mežutim, mogu¢e ih je up otrebljavati i samo kao zamjenu za ove

slotove ko ji su nespretni za zapisivanje.

Tako npr. za (0; n) tenzor imamo koresp ondenciju

T( ; ; ; : : : ) �! Tabc::: ; (4.11)

gdje se vektori onda zapisuju kao V a
i npr. TabV aV b

je bro j (skalar) dobiven

�kontrakcijom� tenzora drugog ranga sa dva vektora, uz konvenciju da se kon-

trakcija uvijek radi s jednim gornjim i jednim donjim indeksom. Tenzor (1; n)
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54 4. Simetrije u klasi£no j i kvantno j mehanici

tipa bi onda bio T a
bcd::: , a vektor V a

je tenzor (1; 0) tipa (input je ni²ta ili bro j,

a output je vektor).

Promotrimo sada ob jekt G(V ; ) , tj, metri£ki tenzor s p opunjenim jednim

slotom, tj. gabV a
. O£ito je da ta j ob jekt, ako ga kontrahiramo s jo² jednim

vektorom W b
, da je skalar. Dakle rije£ je o tenzoru tipa (0; 1), ko jeg stoga

moºemo skra¢eno zapisati kao Va .

Dakle tek ta j ob jekt Va , ko ji nije isto ²to i V a
, se moºe skalarno mnoºiti s

vektorima da bi se dobio skalar. To ²to u praksi u tro dimenzionalnom vek-

torskom prostoru mnoºimo skalarno vektore mežusobno je samo zato ²to je u

tom prostoru metri£ki tenzor jednak jedini£nom

g = diag (1; 1; 1) =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A

pa je po komponentama V a
jednak Va .

U £etvero dimenzionalnom prostoru Minkowskog g = diag (1; � 1; � 1; � 1) pa V a

i Va vi²e nisu ista stvar, ali to ne moramo jako nagla²avati; dovoljno je pri

skalarnom mnoºenju paziti na predznake: g�� a� a� = a� a� = ( a0)2 � a � a .

No, u op ¢enitom zakrivljenom prostoru s op ¢enitim metri£kim tenzorom moramo

strogo razlikovati vektor V a
i ob jekt Va (za ko jeg p osto ji i sp ecijalno ime: 1-

forma ). Npr. u Hilb ertovom prostoru Diracov �ket� j� i je vektor, a �bra� h� j je

1-forma. Vi²e o ovome vidi u knjigama iz diferencijalne geometrije.

Literatura : Misner, Thorne and Wheeler, Gravitation ,

4.3 Kvantna mehanika u Diracovo j notaciji

�

Fizikalno stanje $ vektor u Hilb ertovom prostoru: j� i � tzv. "ket". (Za-

pravo "zraka" cj� i ; c 2 C.)

� sto ji za sve kvantne bro jeve ko ji su p otrebni za p otpuno o dreženje stanja.

Npr, za vo dikov atom j� i = jn; l; m i .

h� j � "bra" dualni vektor

h� j� i � skalarni pro dukt

h� j� i � = h� j� i

Opservabla (veli£ina ko ja se eksp erimentalno o drežuje i ima analogon u klasi£no j

�zici) $ hermitski op erator na Hilb ertovom prostoru: A = Ay
.

Ako su jai svo jstveni vektori o d A sa svo jstvenim vrijednostima a, tj.

Ajai = ajai ;

onda mjerenje klasi£ne veli£ine ko ja o dgovara op eratoru A, na sustavu opisanom
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4.4. Prostorne transformacije kvantnomehani£kih sustava 55

vektorom j� i , s vjero jatno²¢u jhaj� ij 2
ima isho d a, nakon £ega sustav "ska£e"

u stanje jai .

O£ekivana vrijednost mjerenja veli£ine ko ja o dgovara op eratoru A , na sustavu

opisanom vektorom stanja j� i je h� jAj� i .

Svi svo jstveni vektori nekog hermitskog op eratora £ine jednu bazu Hilb ertovog

prostora:

X

a

jaihaj = 1

Npr. svi vektori jr i £ine jednu tzv. ko ordinatnu bazu. Schrö dingerova valna

funkcija  � (r ) su zapravo komp onente vektora stanja j� i prikazane u ko ordi-

natno j bazi:

 � (r ) = hr j� i

Op eratori transformacije �zikalnog sustava (tj. o dgovara ju¢eg vektora stanja)

mora ju biti unitarni i linearni (ili antiunitarni i antilinearni) ( Wignerov teorem ).

unitarnost : hU� jU� i = h� j� i (o £uvanje vjero jatnosti)

linearnost : U
�
c1j� i + c2j� i

�
= c1Uj� i + c2Uj� i (princip sup erp ozicije)

antiunitarnost : hU� jU� i = h� j� i �

antilinearnost : U
�
c1j� i + c2j� i

�
= c�

1Uj� i + c�
2Uj� i

To je p osljedica zahtjeva za o £uvanjem vjero jatnosti:

j� 0i = Uj� i

h� 0j� 0i = hU� jU� i = h� jUyUj� i = h� j� i

) UyU = 1

4.4 Prostorne transformacije kvantnomehani£kih

sustava

(Iz p edago²kih razloga, u ovom o djeljku ¢emo kvantnomehani£ka stanja opisivati

uobi£a jenim valnim funkcijama  � (r ; t) , a ne apstraktnim Diracovim ketovima

j� i .)
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56 4. Simetrije u klasi£no j i kvantno j mehanici

4.4.1 Kontinuirane prostorne translacije

�

U

r

( a )

x

 

�

( x; t )

 

0

�

( x; t )

a

Traºimo Ur (a) takav da je

 0
� (x; t ) = Ur (a) � (x; t ) :

Imamo (iz crteºa):

 0
� (x; t ) =  � (x � a; t) (4.12)

 � (x � a; t) = Ur (a) � (x; t ) (transf. je aktivna) (4.13)

Lijevu stranu jednadºb e razvijemo u Taylorov red i zbro jimo:

 � (x � a; t) =  � (x; t ) � a
@ � (x; t )

@x
+

a2

2!
@2 � (x; t )

@x2
� : : :

=
�

1 � a
@

@x
+

a2

2!
@2

@x2
� : : :

�
 � (x; t )

= e� a@=@x � (x; t )

Usp oredb om vidimo da je op erator translacije u 1D:

Ur (a) = e� a@=@x

o dnosno, u 3D,

Ur (a) = e� a �r

Poznava ju¢i kvantnomehani£ku koresp ondenciju � i ~r $ p imamo kona£no

Ur (a) = e� ( i= ~)a �p : (4.14)

( e� a �r
je op erator translacije u ko ordinatno j reprezentaciji, a e� ( i= ~)a �p

vrijedi

u svako j reprezentaciji.)

4.4.2 Prostorne translacije - Blo chov teorem

�

Kristal je sustav atoma ko ji je invarijantan na translacije za bilo ko ji vektor

oblika:

t n � n1a1 + n2a2 + n3a3 n1;2;3 2 Z ; (4.15)
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gdje su a1;2;3 tzv. primitivni vektori ko ji de�nira ju jedini£nu £eliju kristalne

re²etke. Prilikom izra£una valne funkcije elektronskog oblaka u kristalu p ogo dno

je zahtijevati da ona zadovoljava tzv. Born-von Karmanove periodi£ke rubne

uvjete :

 (r ) =  (r + N1a1) =  (r + N2a2) =  (r + N3a3) ; (4.16)

gdje su N1;2;3 neki �ksni vrlo veliki ( N1;2;3 � 1) priro dni bro jevi

�
.

To dalje zna£i da op eratori translacije zadovoljava ju

Ur (N j a j ) = Ur (0) = 1 j = 1 ; 2; 3 (4.17)

i o dgovara ju¢a translacijska grupa simetrija ima N � N1N2N3 elemenata. Kako

translacije komutira ju ova grupa je Ab elova ²to zna£i da ima N ireducibilnih

reprezentacija ko je su sve jedno dimenzionalne (cf. npr. Zadatak 3.2). Elementi

grup e su generirani translacijom za primitivne vektore Ur (a j ) pa tako imamo

Ur (a1)N 1 = 1 (4.18)

Ur (a1) = exp
n

� 2�i
p1

N1

o
p1 2 f 0; 1; 2; : : : ; N1 � 1g ; (4.19)

tj. translacija za a1 moºe biti reprezentirana s N1 razli£itih op eratora. Op ¢enita

translacija za vektor t n (4.15) moºe onda biti reprezentirana jedno dimenzion-

alnim op eratorima oblika

Ur (t n ) = Ur (n1a1 + n2a2 + n3a3) (4.20)

= Ur (a1)n 1 Ur (a2)n 2 Ur (a3)n 3
(4.21)

= exp
n

� 2�i
� n1p1

N1
+

n2p2

N2
+

n3p3

N3

�o
; (4.22)

tj. s N razli£itih op eratora kako i o £ekujemo za grupu s N IRREPsa. Svaka

o d tih IRREPsa se onda moºe ozna£iti s tro jkom bro jeva (p1; p2; p3) gdje svaki

o d bro jeva pj moºe p oprimiti bilo ko ju vrijednost iz skupa f 0; 1; 2; : : : ; N j � 1g.

Op erator translacije Ur (t n ) je u konkretnom IRREPsu (p1; p2; p3) reprezentiran

op eratorom/bro jem (4.22).

Umjesto tro jke (p1; p2; p3) za ozna£avanje IRREPsa se obi£no up otrebljava ju

vektori k de�nirani na slijede¢i na£in. Prvo de�niramo tzv. vektore recipro£ne

re²etke b1; b2; b3 putem zahtjeva:

a i � bj = 2 �� ij i; j = 1 ; 2; 3 : (4.23)

Sada vektor k ko ji o dgovara IRREPsu (p1; p2; p3) de�niramo kao

k �
p1

N1
b1 +

p2

N2
b2 +

p3

N3
b3 : (4.24)

Iz (4.24), (4.23) i (4.22) slijedi da je op erator translacije za t n u IRREPsu k
dan s

U (k )
r (t n ) = e� i k � t n ; (4.25)

�
Ovakav zahtjev zami²lja top ologiju kristala kao hip er-torusa, ²to je dovoljno realisti£no

jer nas ionako top ologija ili p ovr²inska svo jstva kristala ovdje ne zanima ju, ve¢ samo svo jstva

�bulk� materijala p oput sp eci�£nog toplinskog kapaciteta ili elektri£ne vo dljivosti. (Sp eci�£ni

toplinski kapacitet bakra je isti b ez obzira da li je rije£ o ravno j ºici, p etlji, plo £i ili pak

torusu.)
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58 4. Simetrije u klasi£no j i kvantno j mehanici

i o dsad N razli£itih k -ova (4.24) lab elira IRREPse. Vidimo da dimenzija k
o dgovara valnom bro ju, tj. impulsu p o dijeljenom s Planckovom konstantom.

Djelovanje ovih op eratora translacije na valne funkcije u datom IRREPsu mora

biti kao i ko d svih op eratora translacije (4.13)

e� i k � t n  k (r ) =  k (r � t n ) : (4.26)

Kako je rije£ o obi£nim bro jevima (a ne recimo diferencijalnim op eratorima)

dobili smo razmjerno jednostavan uvjet ko je valne funkcije u kristalu mora ju

zadovoljavati da bi bile svo jstvene funkcije op eratora translacije. Takve funkcije

se naziva ju Blochove funkcije , a k je Blo chov valni vektor. Za²to su one zan-

imljive?

Kao prvo, ako ih (b ez gubitka op ¢enitosti) zapi²emo u obliku

 k (r ) = e+ i k �r uk (r ) (4.27)

onda o dmah iz (4.26) dobijemo uvjet

uk (r ) = uk (r � t n ) ; (4.28)

dakle Blo chove funkcije su oblika e+ i k �r uk (r ) , gdje je uk (r ) p erio di£ka funkcija

na re²etci. Isto,

S druge strane, op erator translacije na re²etci komutira s Hamiltonijanom

[H; U (k )
r (t n )] = 0 : (4.29)

Komutiranje s kineti£kim dijelom je trivijalno jer su i kineti£ki dio hamiltoni-

jana i op erator translacije funkcije samo impulsa. Komutiranje s p otencijalom

je p osljedica p erio di£nosti V (r ) = V (r � t n ) . (Pokaºite ovo! ) Posljedica ko-

mutiranja dva ju op eratora je da oni ima ju za jedni£ke svo jstvene funkcije. To

onda p ovla£i

Blo chov teorem : Valne funkcije p erio di£ke re²etke mogu se izabrati kao Blo-

chove funkcije.

Ovo onda olak²ava rje²avanje Schrö dingerove jednadºb e za re²etku jer je p otrebno

na¢i samo funkcije uk (r ) za svaki k , a njihova p erio di£nost umnogome p o jednos-

tavljuje ta j zadatak. Vidi �ziku £vrstog stanja za primjere. U �zici £vstog stanja

se takožer obi£no izvo di Blo chov teorem. Ovdje je naglasak dan na grupno-

teorijski pristup tj. koresp ondenciju s reprezentacijama grup e translacija.

4.4.3 Vremenske translacije

�

Sli£no kao ko d prostorne imamo

 0
� (x; t ) =  � (x; t � � ) = Ut (� ) � (x; t )

I op et Taylorovim razvo jem

 � (x; t � � ) =  � (x; t ) � �
@ � (x; t )

@t
+ : : :

= e� �@=@t � (x; t )
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Sada koresp ondencijom i ~@=@t$ H imamo

Ut (� ) = e( i=h )H� ;

ali ovo vrijedi samo za H konstantan u vremenu (kakav on jest u ve¢ini nama

zanimljivih slu£a jeva). Za diskusiju vidi Sakurai, sect. 2.1.

Vremenska evolucija Vremenska translacija da je sustav ko ji ima isto p on-

a²anje u vremenskom trenutku t + � kao originalni sustav u trenutku t . Vremen-

ska evolucija nekog sustava se isto moºe dobiti iz ovog gore, ako primijetimo da

je

 � (x; t � � ) = e( i=h )H�  � (x; t )

pa zamjenom � � t � t0
imamo

 � (x; t 0) = e� ( i=h )H ( t 0� t )  � (x; t )

Vrijedi dakle

U
evolucija

(t0 � t) = U � 1
translacija

(t0 � t) = U
translacija

(t � t0) :

O£uvane veli£ine Promotrimo op erator A takav da je [H; A ] = 0 . Neka je

 (x; t ) svo jstveno stanje o d A tj.

A (x; t ) = a (x; t )

Tada to isto stanje nakon vremena (t0 � t) zadovoljava

A (x; t 0) = Ae� ( i=h )H ( t 0� t )  (x; t ) = e� ( i=h )H ( t 0� t ) A (x; t ) = a (x; t 0)

tj. A je o £uvana veli£ina. Npr. za slob o dnu £esticu H = p2=2m )

[H; p] =
1

2m
[p2; p] = 0

i impuls je o £uvan.

Veli£ine ko je komutira ju s Hamiltonijanom su o £uvane u vremenu.

4.4.4 Rotacije

�

r

r

0

� �

j � r j = j r j sin � � � = j ^n � r j � �

� r

^

n
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60 4. Simetrije u klasi£no j i kvantno j mehanici

In�nitezimalna rotacija je (vidi sliku):

r ! r 0 = r + �� n̂ � r :

To zna£i da, p o analogiji s translacijama, valna funkcija zarotiranog sustava

treba zadovoljavati

 0
� (r ; t) =  � (R(n̂ ; �� )� 1r ; t)

=  � (r � �� n̂ � r ; t)

=  � (r ; t) � (�� n̂ � r ) � r  � (r ; t)

=  � (r ; t) �
i
~

(�� n̂ � r ) � p � (r ; t)

=
�

1 �
i
~

L � n̂ ��
�

 � (r ; t)

Rotaciju za kona£ni kut dobijemo komp ozicijom N rotacija za ��=N gdje N !
1 :

D(n̂ ; � ) = lim
N !1

�
1 �

i
~

L � n̂ ��
� N

= e� ( i= ~)L �n̂ �
(4.30)

Izotropija prostora p ovla£i o £uvanje momenta impulsa: [H; L i ] = 0 .

Op eratori L i , i = x; y; z zadovoljava ju komutacijske relacije

[L x ; L y ] = i~L z i cikli£ne zamjene (4.31)

4.5 Spin

�

Klasi£na �zika ! razli£ita transformacijska svo jstva pri rotacijama ! tenzori .

Kakva je situacija u kvantno j mehanici?

Promotrimo rotaciju vektora valnih funkcija:

	 (r ; t) � ( x (r ; t);  y (r ; t);  z (r ; t))

Ovakav vektor ¢e nam biti zanimljiv npr. pri razmatranju £estice ko ja se vrti

oko svo je osi i ko d ko je nas ne zanima samo njen p oloºa j u prostoru ve¢ i njena

orijentacija.

Kao i ranije, traºimo op erator s djelovanjem

	 0(r ; t) = D(n̂ ; � ) (r ; t) ;

gdje je 	 0(r ; t) valna funkcija zarotiranog sustava.
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�
61

	 ( r ; t )

r

r

0

	

0

( r

0

; t )

R 	 ( r ; t )

Iz slike vidimo:

	 0(r 0; t) = R	 (r ; t)

	 0(r ; t) = R	 (R� 1r ; t)

pa imamo, sli£no kao ko d rotacije jednokomp onentne funkcije:

D(n̂ ; �� )	 (r ; t) = R	 (R(n̂ ; �� )� 1r ; t)

= 	 (R(n̂ ; �� )� 1r ; t) + �� n̂ � 	 (R(n̂ ; �� )� 1r ; t)

= 	 (r � �� n̂ � r ; t) + �� n̂ � 	 (r ; t) + O(�� 2)

= 	 (r ; t) �
i
~

(�� n̂ � L )	 (r ; t) + �� n̂ � 	 (r ; t) + O(�� 2)

Imamo do datni £lan �� n̂ � 	 (r ; t) ko jeg ¢emo druga£ije napisati p omo ¢u tripleta

matrica de�niranih na slijede¢i na£in:

(Sj ) ik = i~� ijk j = 1 ; 2; 3 :

Konkretno

S1 = i~

0

@
0 0 0
0 0 � 1
0 1 0

1

A = i~X 1 (4.32)

S2 = i~

0

@
0 0 1
0 0 0

� 1 0 0

1

A = i~X 2 (4.33)

S3 = i~

0

@
0 � 1 0
1 0 0
0 0 0

1

A = i~X 3 (4.34)

Uz tako de�nirane matrice imamo

[n̂ � 	 ]i = � ijk n̂j 	 k

= �
i
~

n̂j (Sj ) ik 	 k

= �
i
~

(n̂ � S) ik 	 k ;

²to zna£i

D(n̂ ; � )	 (r ; t) =
�

1 �
i
~

(L + S) � n̂ ��
�

	( r ; t)
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62 4. Simetrije u klasi£no j i kvantno j mehanici

o dnosno, za kona£ne rotacije:

D(n̂ ; � ) = e� ( i= ~)( L + S ) �n̂ �
(4.35)

Matrice Si takožer zadovoljava ju komutacijske relacije angularnog momenta.

S - intrinsi£ni angularni moment (spin)

J = L + S - ukupni angularni moment

Za izolirani sustav [H; J ] = 0 , ali mogu¢e je da je [H; L ] 6= 0 , [H; S] 6= 0 , npr.

pri vezanju spina i orbite u atomu. (Elektron usljed orbitiranja �vidi� magnetsko

p olje jezgre ko je interagira s njegovim magnetskim momentom.)

Vidimo da se trokomp onentna valna funkcija transformira druga£ije o d jed-

nokomp onentne. Ko je su jo² mogu¢nosti? Treba nam op ¢enita teorija reprezentacija

grup e rotacija u kvantno j mehanici.

Zadaci

4.1 Pokaºite da je op erator translacije kvantnomehani£kog stanja, Ur (a) =
expf� i

~ p � ag unitaran. Razmotrite situaciju u ko ordinatno j reprezentaciji

gdje je p = � i~r . Za²to ova j i ne kvari unitarnost?

4.2 Neka  (r ; t) zadovoljava Schrö dingerovu jednadºbu. Pokaºite da ¢e pros-

torno translatirana  (r ; t)0 = Ur (a) (r ; t) takožer zadovoljavati Schrö dingerovu

jednadºbu ako i samo ako je [H; p] = 0

4.3 Koriste¢i fundamentalne kvantnomehani£ke komutatore

[x i ; pj ] = i~� ij ; [x i ; x j ] = [ pi ; pj ] = 0 ;

te svo jstva Levi-Civita tenzora, izra£una jte komutacijske relacije angularnog

momenta [L i ; L j ].

4.4 Pokaºite da op eratori spina Si takožer zadovoljava ju komutacijske relacije

angularnog momenta.

4.5 Pokaºite da je [J 2; J i ] = 0 .
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Poglavlje 5

Lieve grup e

5.1 Kontinuirane grup e

- Kona£ne grupe ima ju binarnu op eraciju (tablicu mnoºenja) ko ja zadovoljava

£etiri aksioma.

- elementima pridruºujemo op eratore ! REPs i IREPS ! mo ¢ni teoremi

- dokazi teorema o REPs su zasnovani na svo jstvu kona£nosti grup e

- ’to ¢emo s b eskona£nim grupama (rotacija, translacija, Lorentzove transf.)?

Pristup:

- elementima kona£ne grup e moºemo pridruºiti kona£an skup to £aka u nekom

prostoru ! grupni prostor

g1 g2 g3 gn...

- za kontinuirane beskona£ne grupe grupni prostor je tzv. mnogostrukost tj.

prostor lokalno sli£an Rn
.

- Npr. grupa rotacija oko neke osi G = f R(� )j� 2 [0; 2� )g ima kao grupnu

mnogostrukost kruºnicu (lokalno sli£na R1
)

R(0)

R( p)

t 1

t 2
(t 1,t 2)
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- Npr. grupa translacija u ravnini: x ! x + t , t = ( t1; t2) , t1; t2 2 (�1 ; 1 )
ima kao grupnu mnogostrukost ravninu = R2

- Elemente grup e ozna£avamo s n realnih bro jeva (tzv. parametara ) (a1; a2; : : : ; an )
ko ji o drežuju o dgovara ju¢u to £ku na grupno j mnogostrukosti, te govorimo o n -

parametarskoj grupi .

- element grup e: g(a1; a2; : : : ; an ) � g(a) (Npr. R(� ) )

- Aksiomi grup e:

1) Zatvorenost: g(c) = g(a)g(b) 2 G

umjesto tablice mnoºenja imamo funkciju � : G � G ! G c = � (a; b)

2) Aso cijativnost g(a)[g(b)g(c)] = [ g(a)g(b)]g(c) ) � (a; � (b; c)) = � (� (a; b); c)

3) Identiteta: 9a0 j g(a0)g(a) = g(a)g(a0) = g(a) 8a

- reparametrizacijom mnogostrukosti moºemo izabrati a0 = (0 ; 0; : : : ; 0) � 0,

g(0) = e ) � (0; a) = � (a; 0) = a

4) Inverz: 8a 9�a j g(a)g(�a) = g(�a)g(a) = g(0) = e

- g(�a) = g(a)� 1

- �a =  (a)  : G ! G

Zasad nismo zatraºili nikakvu p ovezanost izmežu grupnih i top olo²kih svo jstava

grup e.

De�nicija 22 (Lieva grupa)

Lieva grupa je kontinuirana grupa za ko ju su funkcije komp ozicije ( � ) i inverza(  )

analiti£ke. (ƒesto se jo² zahtijeva i p ovezanost s jedinicom.)

Zahtjev da su te funkcije analiti£ke (te da je mnogostrukost analiti£ka) da je

Lievim grupama mno²tvo vaºnih svo jstava.

g(a)
g(a+da)

g(b)

g(a)-1

g(a+da)-1

g[f (a,b)]

g[f (a+da,b)]

Kontinuiranost grup e (preciznije, analiti£nost mnogostrukosti) se ogleda u £in-

jenici da je element g(a) �blizu� elementa g(a + �a ) dok analiti£nost funkcije

komp ozicije zna£i da je � (a + �a; b) �blizu� � (a; b) tj. te su vrijednosti p ovezane

Taylorovim redom.
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5.2. Lieve algebre 65

Tako Lieve grup e spa ja ju ideje iz algebre i geometrije.

5.2 Lieve algebre

Neka su matrice M (a) � M (a1; a2; : : : ; an ) elementi n -parametarske Lieve grup e.

Za in�nitezimalno male parametre ai ! � i � 1, zahvaljuju¢i analiti£nosti

moºemo razviti oko ai = 0 :

M (� ) = M (0) +
nX

i = i

� i
@M(a1; : : : ; an )

@ai

�
�
�
�
�
a1 = ::: = an =0

+ 0( � 2)

@M(a1; : : : ; an )
@ai

�
�
�
�
�
a1 = ::: = an =0

= const (a1; : : :) � X i i = 1 ; : : : ; n - generatori grup e

- generatora ima koliko i parametara

M (� i ) = 1 + � i X i - in�nitezimalne transformacije

- šelimo p okazati kako je struktura i REPs £itave grup e skoro sasvim o drežena

generatorima grup e tj. in�nitezimalnom okolinom jedini£nog elementa (ne gu-

bimo ni²ta ograni£ava ju¢i se na generatore, a njih je lak²e prou£avati).

- Ne stignemo sve dokazati ve¢ ¢emo ve¢inu rezultata samo ilustrirati na primjeru

grup e SO(3)

- rotacije oko z -osi � jednoparametarska p o dgrupa o d SO(3):

8
<

:
R3(� ) =

0

@
cos� � sin � 0
sin � cos� 0

0 0 1

1

A j � 2 [0; 2� )

9
=

;
� SO(3)

X 3 =
@R3(� )

@�

�
�
�
�
�
� =0

=

0

@
� sin� � cos� 0
cos� � sin � 0

0 0 1

1

A

�
�
�
�
�
� =0

=

0

@
0 � 1 0
1 0 0
0 0 0

1

A

- in�ntezimalna rotacija: R3(� ) = 1 + �X 3

- Komp ozicija N in�nitezimalnih rotacija:

[R3(� )]N = (1 + �X 3)N =
�

1 +
(N� )X 3

N

� N
�!

N !1 ;(N� ) ! � e�X 3

Date: 2012-01-09 4_Lieve_grupe.tex Revision: 1.1



66 5. Lieve grup e

exp

(

�

0

@
0 � 1 0
1 0 0
0 0 0

1

A

)

=

0

@
cos� � sin � 0
sin � cos� 0

0 0 1

1

A

(Ovo smo eksplicitno eksp onencirali na vjeºbama.)

! kona£ni (dakle svaki) element jednoparametarske p o dgrup e o d SO(3) dobi-

vamo eksp onencijacijom generatora

- Nadalje, u skladu s Eulerovim teoremom iz mehanike

�
svaka SO(3) rotacija

pripada neko j jednoparametarsko j p o dgrupi (p o dgrupu £ine sve rotacije oko te

iste osi), ²to zna£i da se svi elementi SO(3) mogu se dobiti eksp onencijacijom

generatora

- X 1 , X 2 , X 3 =? ovise o parametrizaciji grupnog prostora

- Mogli bismo konstruirati op ¢i element SO(3) grup e kao komp oziciju tri Eu-

lerove rotacije i onda deriviranjem p o 3 Eulerova kuta dobiti tri generatora

grup e. No, ima i lak²i put ko ji ¢e olak²ati traºenje generatora drugih Lievih

grupa ko je se p o javljuju u �zici. (Usput, pristup preko Eulerovih rotacija je

problemati£an jer su one singularne oko jedinice.):

SO(3) je grupa svih 3 � 3 matrica R sa svo jstvima RRT = 1 i det R = 1

- R(� ) = 1 + �X ) RRT = (1 + �X )(1 + �X T ) = 1 + � (X + X T ) + 0( � 2) = 1

) X T = � X ) X je antisimetri£na 3 � 3 matrica (£ime je uvjet det R = 1
automatski ispunjen - vidi det R = e� Tr X

sa vjeºbi

- skup A svih antisimetri£nih 3 � 3 matrica generira grupu SO(3)

- No, ta j skup je i vektorski prostor: X 1; X 2 2 A ) (�X 1+ �X 2) 2 A 8 �; � 2
R

- dim( A )=3

- Uobi£a jenu bazu £ine generatori jednoparametarskih p o dgrupa rotacija oko x ,

y i z osi

X 1 =

0

@
0 0 0
0 0 � 1
0 1 0

1

A X 2 =

0

@
0 0 1
0 0 0

� 1 0 0

1

A X 3 =

0

@
0 � 1 0
1 0 0
0 0 0

1

A

- e� X �n̂
je onda op ¢eniti element grup e SO(3)

- Vektorski prostor je b ogatija struktura o d grup e ²to generatore £ini zanimljivi-

jim nego same elemente grup e.

- No p osto ji i do datno vaºno svo jstvo: Neka su X; Y 2 A .

�
Svaki p omak krutog tijela ko d ko jeg jedna to £ka osta je nep omi£na je ekvivalentan jednoj

rotaciji oko �ksne osi ko ja prolazi kroz tu to £ku.
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5.2. Lieve algebre 67

[X; Y ]T = ( XY � Y X )T = Y T X T � X T Y T = Y X � XY = � [X; Y ] ) [X; Y ] 2
A

- Dakle, A je zatvoren ne samo obzirom na linearne kombinacije ve¢ i obzirom

na komutatore svo jih elemenata ! Lieva algebra

De�nicija 23 (Lieva algebra)

Lieva algebra A je vektorski prostor na ko jem je de�niran Liev pro dukt dva ju

elemenata [X; Y ] (ne mora biti komutator) sa svo jstvima

1) zatvorenost: [X; Y ] 2 A 8 X; Y 2 A

2) distributivnost: [�X + �Y; Z ] = � [X; Z ]+ � [Y; Z] �; � 2 R(C ! kompleksna L.a. )

3) antisimetrija: [X; Y ] = � [Y; X ]

4) Jacobijev identitet: [X; [Y; Z]] + [ Y;[Z; X ]] + [ Z; [X; Y ]] = 0

Za vektorske prostore matrica, gdje je Liev pro dukt de�niran kao komutator

[X; Y ] = XY � Y X , svo jstva 2�4 su automatski ispunjena.

Teorem (Ado) : Svaka apstraktna Lieva algebra je izomorfna neko j Lievo j

algebri matrica s komutatorom kao Lievim pro duktom. (Bez dokaza.)

Dakle, ograni£ava ju¢i se na Lieve grup e matrica ni²ta ne gubimo na op ¢enitosti.

- Lieve algebre p onekad ozna£avamo isto kao i Lieve grup e, ali malim slovima:

X 1 , X 2 i X 3 su baza Lieve algebre so(3).

X i ; i = 1 ; 2; : : : ; dim (A ) - baza vektorskog prostora ) [X i ; X j ] 2 A

) [X i ; X j ] = Ck
ij X k i; j = 1 ; 2; : : : ; dim (A )

Ck
ij - strukturne konstante

Primjer 29 (strukturne konstante o d SO(3))

[X i ; X j ] = 0 za i = j

[X 1; X 2] = X 3

[X 2; X 3] = X 1

[X 3; X 1] = X 2

Ck
ij = 0 ako su bilo ko ja dva indeksa ista

C3
12 = C1

23 = C2
31 = 1

C3
21 = C1

32 = C2
13 = � 1

Digresija: Levi-Civita pseudotenzor
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Levi-Civita ili totalno antisimetri£ni pseudotenzor tre¢eg reda de�niran je svo-

jim komp onentama � ijk tako da je

� ijk =

8
><

>:

1 ako je (i; j; k ) parna p ermutacija o d (1; 2; 3);
� 1 ako je (i; j; k ) je neparna p ermutacija o d (1; 2; 3);

0 ina£e, tj. ako su dva ili sva tri indeksa ista :

Npr. � 231 = 1 , � 213 = � 1, � 221 = 0 , itd. Pomo ¢u Levi-Civita tenzora, komutaci-

jske relacije algebre SO(3) pi²emo

[X i ; X j ] = � ijk X k

Levi-Civita tenzor je o d velike p omo ¢i u ra£unima (vidi vjeºb e). Za de�niciju

p o jma �tenzor� vidi p oglavlje 4, no tenzorsko svo jstvo Levi-Civita tenzora ¢e

nam u praksi biti nebitno.

Lieva algebra A 0
je homomorfna Lievo j algebri A ako p osto ji op erator S : A !

A 0
tako da je

[S(X ); S(Y)] = S([X; Y ]) 8X; Y 2 A

Ako je S jo² i bijekcija A i A 0
su izomorfne .

Primjer 30 (Lieva algebra grup e SU(2))

£ine je sve antihermitske

y
2 � 2 matrice s tragom nula Baza je

f� i
� 1

2
; � i

� 2

2
; � i

� 3

2
g

gdje su � 1;2;3 tri Paulijeve matrice:

� 1 =
�

0 1
1 0

�
� 2 =

�
0 � i
i 0

�
� 3 =

�
1 0
0 � 1

�

Ova tri generatora zadovoljava ju iste komutacijske relacije kao i matrice SO(3)

algebre h
� i

� 1

2
; � i

� 2

2

i
= � i

� 3

2
itd.

pa je X i ! � i� i =2 ( i = 1 ; 2; 3) izomor�zam. so(3)=su(2).

(D.Z. Uvjerite se da je su(2) realna Lieva algebra, dakle algebra nad p oljem R,

premda su elementi matrica op ¢enito kompleksni.)

Po jmovi REP i IRREP za Lieve grup e ima ju isto zna£enje kao i za kona£ne grup e

(dakle to je grupa op eratora na nekom vektorskom prostoru homomorfna grupi).

Lievim algebrama moºemo takožer pridijeliti njihove vlastite reprezentacije.

Zapravo, cijela dosada²nja diskusija je i bila o reprezentacijama grup e/algebre

SO(3) na 3D euklidskom vektorskom prostoru.

yA je antihermitska ako je A y = � A
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De�nicija 24 (Casimirov op erator)

Ako je skup f L i ; i = 1 ; 2; :::g baza Lieve algebre onda se p olinom u L i ko ji

komutira sa svim elemetnima te algebre naziva Casimirov op erator .

- Posebno su zanimljivi kvadrati£ni Casimirovi op eratori.

Primjer 31

X 2
1 + X 2

2 + X 2
3 = � 21

Schurova lema (vrijedi i za Lieve grup e) traºi da Casimirov op erator bude pro-

p orcionalan jedini£nom ²to je onda zgo dno za ozna£avanje IRREPSa.

5.3 Veza Lievih grupa i Lievih algebri

�

U slu£a ju grup e SO(3) smo, zahvaljuju¢i Eulerovom teoremu, vidjeli da svaki

element grup e moºemo prikazati kao eksp onencijal jednog elementa iz Lieve

algebre so(3).

Pitanje je da li se ovo p o op ¢ava na proizvoljnu Lievu grupu.

Odgovor je: Skoro, ali ne sasvim. Vrijedi (bez dokaza) :

1) Svako j Lievo j grupi jednozna£no pripada neka Lieva algebra. Svaki se element

iz neke male (ne nuºno in�nitezimalne!) okoline jedini£nog elementa grup e moºe

prikazati u obliku etX
gdje je t realni parametar, a X element te Lieve algebre.

2) Ako je Lieva grupa kompaktna, onda se "mala okolina" pro²iruje na £itavu

komp onentu p ovezanosti jedinice.

kompaktna = parametri varira ju p o zatvorenim intervalima

Npr. SO(3) je kompaktna, a grupa translacija nije. SO(n) i SU(n) su kompak-

tne, a na jzanimljivije su nam za QM.

komponenta povezanosti jedinice = svi elementi grup e ko ji se kontinuiranom

linijom u grupno j mnogostrukosti mogu p ovezati s jedini£nim elementom

Npr. sve obi£ne rotacije su u komp onenti p ovezanosti jedinice, dok re�eksije

nisu.

’to se strukture grup e ti£e tj. njene �tablice mnoºenja�, vaºnu ulogu ima formula

eA eB = exp

(

A + B +
1
2

[A; B ] +
1
12

� �
A; [A; B ]

�
+

�
B; [B; A ]

� �
+ � � �

)

= f (A; B; [A; B ]) (Baker-Campbel l-Hausdor� ili BCH formula)

(5.1)

Ova j red konvergira u o dreženo j okolini jedinice (ne nuºno in�nitezimalno j!) u

ko jo j onda algebra potpuno o drežuje grupu.

(D.Z. Provjerite BCH formulu.)
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Pitanje: Da li isto j Lievo j algebri mogu pripadati razli£ite Lieve grup e?

Primjer grupa SO(3) i SU(2) ko je ima ju istu algebru sugerira da je to mogu¢e.

(Ako SO(3) i SU(2) nisu izomorfne grup e, a vidjet ¢emo na vjeºbama da nisu.)

Da bismo precizno opisali vezu izmežu Lievih grupa s istom algebrom, treba

nam p o jam povezanosti

De�nicija 25 (Povezanost)

Neka je G p ovezana grupa (ako nije, moºemo promatrati samo komp onentu

p ovezanosti jedinice). Promotrimo skup svih zatvorenih krivulja u grupno j

mnogostrukosti. Po dijelimo skup na klase ekvivalencije ko je £ine krivulje ko je

se mogu kontinuirano deformirati jedna u drugu. Bro j takvih klasa zovemo

p ovezanost grup e G. Ako p osto ji samo jedna klasa kaºemo da je grupa jednos-

tavno ili jednostruko p ovezana.

Primjer 32 (U(1))

uuy = uu� = 1 ) j uj = 1 ) u = ei� ) grupna mnogostrukost je kruºnica.

(Usput, U(1)=SO(2). D.Z.: Pronažite izomor�zam.) Za zatvorene krivulje

promjena kuta � duº krivulje je 2n� , n = 0 ; � 1; � 2; : : :. Krivulje s razli£itim n
pripada ju razli£itim klasama p ovezanosti ! U(1) je b eskona£no p ovezan.

Df=0 Df=2p Df=4p

...

Digresija: Mogu¢e je na priro dan na£in de�nirati zbra janje (klasa) krivulja

obzirom na ko je skup ovih klasa £ini grupu � tzv. fundamentalnu grupu ili

prvu grupu homotopija � 1 . Ovdje � 1 = ( Z; +) .

Primjer 33 (SO(3))

Kako izgleda parametarski prostor o d SO(3)? Element o d SO(3) je de�niran

smjerom osi rotacije i iznosom kuta rotacije pa se grupna mnogostrukost moºe

prikazati kao puna lopta promjera � s identi�ciranim nasuprotnim to £kama

p ovr²ine sfere:

e

Rotacija oko
x-osi za p/2

Rotacija oko
z-osi za p

Svaka rotacija je u p ozitivnom smjeru. Rotacije za kuteve (�; 2� ) se dobiju
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suprotno usmjerenim osima. Identi�kacija nasuprotnih to £aka je p osljedica £in-

jenice da je su rotacije za � oko suprotno usmjerenih osi identi£ne.

A |

A

nije u istoj klasi s

B|=A

A |=B
A |

B

A

B|

Dakle, SO(3) je dvostruko p ovezana.

Primjer 34 (SU(2))

Grupna mnogostrukost o d SU(2) je 3-sfera tj. generalizacija uobi£a jene sfere (2-

sfere) na £etvero dimenzionalni prostor. (Vidi vjeºb e za ovo.) Moºe se p okazati

da je svaka n -sfera s n > 1 jednostavno p ovezana.

Ako p osto ji homomor�zam s p ovezane Lieve grup e G na p ovezanu Lievu grupu

H s diskretnom jezgrom K onda kaºemo da grupa G pokriva grupu H onoliko

puta koliko elemenata ima K. (Prisjetite se teorema 3 o izomor�zmu.) Takožer,

Lieve algebre tih grupa su izomorfne.

Primjer 35 (SO(3) i SU(2))

SO(3) i SU(2) su homomorfne. Sam homomor�zam ¢emo konstruirati na vjeºbama

gdje ¢emo vidjeti da je on 2-1 s SU(2) na SO(3) tj. jezgra K ima dva elementa.

Dakle SU(2) p okriva SO(3) dva puta.

Teorem 8

Mežu grupama ko je p okriva ju p ovezanu Lievu grupu G, p osto ji jedinstvena

grupa ko ja je jednostavno p ovezana � univerzalna grupa pokrivanja . Bro j

p okrivanja jednak je p ovezanosti o d G. (Bez dokaza)

Npr. SU(2) je univerzalna grupa p okrivanja za SO(3). Prema teoremu o izomor-

�zmu SU(2)/ f 1; � 1g=SO(3).

SU(2)
SO(3)

su(2) so(3)

 homomorfizam grupa

izomorfizam algebri

grupa -> algebra

Op ¢enita situacija je
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UCG

ucg g1

G1

g1

G2

gn

Gn

...

K1
K2

Kn

gdje je UCG/ K i =G i . Pronalaºenjem svih diskretnih invarijantnih p o dgrupa o d

UCG moºemo na¢i sve grup e njo j lokalno izomorfne.

Bliska p ovezanost grup e SU(2) s grup om rotacija SO(3) sugerira da bi ona mogla

imati i �zikalni zna£a j. Trikovi s p o jasom

z
ili konobarevim pladnjem p okazuju

da rotacije za 360

�
zaista nisu uvijek u svakom p ogledu identi£ne rotaciji za 0

�
,

dok one za 720

�
stupnjeva to jesu. Takožer, Hamiltonova demonstracija da se

komp oniranje rotacija priro dnije izvo di p omo ¢u kvaterniona (skup kvaterniona

je ekvivalentan SU(2) grupi) do datno sugerira da ta grupa nije sasvim apstrak-

tna. I stvarno, p okazuje se da se neki sustavi u priro di (tzv. fermionski sustavi)

trasformira ju pri rotacijama kao reprezentacije SU(2) grup e (vidi 6. p oglavlje)

i to je i eksp erimentalno p otvrženo npr. u eksp erimentima s neutronskom in-

terferometrijom.

Zadaci za vjeºb e

5.1 Primjeri eksp onenciranja matrica.

5.2 Bit ¢e p obro jani primjeri nekih kontinuiranih grupa, njihove oznake i bro j

parametara.

5.3 Pokaºite da Levi-Civita tenzor ima slijede¢a svo jstva:

� ijk � imn = � jm � kn � � jn � km (a)

� ijk � ijm = 2 � km (b)

� ijk � ijk = 6 (c)

� ijk aj bk = ( a � b) i (d)

1
3!

� lmn � ijs A li Amj Ans = det A (e)

5.4 Up orab om svo jstava Levi-Civita tenzora p okaºite da je za vektore a , b i c

a � (b � c) = ( a � c)b � (a � b)c

z
Zakretanjem originalno vo doravnog p o jasa drºanjem za kop £u kreiramo jednu zatvorenu

putanju u grupi SO(3): kut i smjer su dani zakrenuto²¢u p o jedinog intervala p o jasa i nje-

govom udaljeno²¢u o d ravnog vo doravnog p oloºa ja. Kop £a mora biti vo doravna kao i zavezani

drugi kra j p o jasa da bi oba kra ja o dgovarala identiteti. Jednom zakrenuti p o jas nikakvim

kontinuiranim transformacijama (ko je drºe kop £u vo doravnom) ne moºemo izravnati p o jas;

dvaput zakrenuti p o jas moºemo izravnati prebacivanjem remena preko kop £e.
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5.5 Pokaºite da Paulijeve matrice ima ju slijede¢a svo jstva:

� 2
i = 1 (a)

� y
i = � i (b)

det � i = � 1 (c)

Tr � i = 0 (d)

[� i ; � j ] = 2 i� ijk � k (e)

f � i ; � j g � � i � j + � j � i = 2 � ij 1 (f )

Tr( � i � j ) = 2 � ij (g )

� i � j = � ij 1 + i� ijk � k (h)

e� i
2 � � n̂ � = cos

�
2

� i � � n̂ sin
�
2

2 SU(2) (i)

5.6 Pokaºite da je grupa SU(2) homomorfna grupi SO(3) i da je homomor�zam

2 na 1 (dvama elementima iz SU(2) je pridruºen jedan element iz SO(3)).

5.7 Pokaºite da je grupna mnogostrukost grup e SU(2) hip ersfera u £etvero di-

menzionalnom prostoru (tzv. 3-sfera ) de�nirana jednadºb om

x2 + y2 + r 2 + s2 = 1 :

5.8 Pokaºite da je (R; +) univerzalna grupa p okrivanja za grupu SO(2).
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Poglavlje 6

Rotacije i moment impulsa u

kvantno j mehanici

6.1 Ireducibilne reprezentacije grup e SO(2)

- Teorija reprezentacija za kompaktne grup e je drasti£no razli£ita o d one za

nekompaktne grup e

- Kompaktne Lieve grupe � one £iji parametri p oprima ju vrijednosti iz zatvorenih

kona£nih intervala:

�

p 2 [a; b] ; a; b6= �1

Primjeri:

� grupa translacija nije kompaktna jer parametri translacije nisu ograni£eni:

p 2 (�1 ; 1 )

� Lorentzova grupa nije kompaktna jer parametar Lorentzovog p otiska dolazi

iz otvorenog intervala: v 2 [0; c)

� grupa SO(2) je kompaktna: � 2 [0; 2� = 0] � [0; 2� )

Klju£na prednost kompaknosti je £injenica da su kontinuirane funkcije na kom-

paktnom skupu integrabilne pa velik bro j teorema o kona£nim grupama vrijedi

i za kompaktne Lieve grup e, uz zamjenu (u dokazima i iskazima):

1
n

X

g

�!
Z

d g

�
Po jam kompaktnosti op ¢enito zna biti vrlo netrivijalan, ali za na²e Lieve grup e ko je su

linearne tj. p osjeduju barem jednu vjernu kona£no dimenzionalnu reprezentaciju vrijedi ova

p o jednostavljena de�nicija.
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76 6. Rotacije i moment impulsa u kvantno j mehanici

- Mjeru integrala treba izabrati tako da vrijedi

Z
dgf (g) =

Z
dgf (hg) =

Z
dgf (gh) 8h 2 G

tj. da integracija bude invarijantna. Takvo nam je svo jstvo trebalo za dokaze

teorema o reprezentacijama. Uvijek je mogu¢e izabrati mjeru tako da integracija

bude invarijantna.

- Tako moºemo �preuzeti� iz teorije reprezentacije kona£nih grupa teorem da su

sve reprezentacije ekvivalentne unitarnima. (To nam je vaºno jer je unitarnost

ºeljeno svo jstvo transformacija kvantnomehani£kih stanja.)

- Sp ecijalno, svi IRREPSi o d SO(2) su ekvivalentni unitarnima, pa se, kao ²to

smo to radili i ko d kona£nih grupa, smijemo ograni£iti na unitarne IRREPSe

b ez gubitka op ¢enitosti.

- SO(2) je Ab elova ) svi IRREPsi su 1D, ²to uz unitarnost ( uuy = uu� = juj2 )

zna£i:

D(� ) = e� if ( � ) :

Zahtjev homomorfnosti s grup om rotacija, ko ja je aditivna, dalje p ovla£i

f (� 1) + f (� 2) = f (� 1 + � 2)

²to zna£i da je f (� ) = m� , m 2 R. Na kra ju, zahtjev p erio di£nosti da je:

- D (m ) (� ) = D (m ) (� + 2 � ) ) m 2 Z

- Dakle, imamo prebro jivo b eskona£no 1D IRREPsa, i ozna£avamo ih cijelim

bro jem m .

- Karakteri: � (m ) (� ) = D (m ) (� ) = e� i m�

- Ortogonalnost:

(� (m ) ; � (m 0) ) =
Z 2�

0

d �
2�

ei m� e� i m 0� = � mm 0

- [Uvjerite se da je ovakva integracija invarijantna u gornjem smislu.]

- Ko e�cijenti u razvo ju direktnog pro dukta dva ju IRREPsa:

� (m ) 
 � (n ) =
X

� ak � (k )

ak = ( � (k ) ; � (m ) � (n ) )

=
Z 2�

0

d �
2�

ei k� e� i m� e� i n� = � k;m + n

tj.

� (m ) 
 � (n ) =
X

k

� � k;m + n � (k ) = � (m + n )
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6.1. Ireducibilne reprezentacije grup e SO(2) 77

- Rastav reducibilne reprezentacije:

D2D (� ) =
�

cos� � sin �
sin � cos�

�
� 2D = 2 cos�

ak = ( � (k ) ; � 2D )

=
Z 2�

0

d �
2�

ei k� 2 cos�

=
Z 2�

0

d �
2�

ei k� (ei � + e� i � )

= � k; � 1 + � k; 1

Zna£i p osto ji S [pronažite za D.Z.] takva da

SD2D (� )S� 1 =
�

ei � 0
0 e� i �

�

Digresija: Pro jektivne reprezentacije

�

- U QM p osto je sustavi za ko je m = 1 =2; 3=2; 5=2; : : : tj. D (m ) (� ) = � D (m ) (� +
2� )

Po de�niciji, reprezentacija � = f D (� )g grup e G mora zadovoljavati:

D(� 1)D (� 2) = D(� 1 �
G

� 2) = D(� 1 + � 2)

dok za m = 1 =2; 3=2; 5=2; : : : imamo npr.

D(� )D (� ) = eim� eim� = e2im� = � 1 6= D(2� ) = 1 :

Rije£ je o tome da se u QM D(� 1)D (� 2)j� i i D(� 1 + � 2)j� i smiju razlikovati za

fazu a da i dalje opisuju isto �zikalno stanje.

Tako na QM stanjima dopu²tamo reprezentiranje grup e i tzv. projektivnim

reprezentacijama s �olabavljenim� uvjetom homomor�zma:

D(g1)D (g2) = ei� (g1 ;g2 ) D(g1g2) :

- O grupi ovisi ho ¢e li ona imati i pro jektivnih REP, a o �zikalnom sustavu ho ¢e

li se transformirati obzirom na pro jektivne REP ili ne.

- Jedan o d na£ina da grupa ima i pro jektivne reprezentacije je da ne bude

jednostavno p ovezana.

SO(3) je dvostruko p ovezana i dopu²ta dvije faze: � 1. Fermioni su £estice ko je

se transformira ju pro jektivno.

SO(2) je b eskona£no p ovezana i ima b eskona£no mogu¢ih faza. No, sustavi ko je

razmatramo su 3D i £ak i p o d 2D rotacijama mogu samo promijeniti predznak

tj. SO(2) je ovdje samo p o dgrupa o d SO(3).
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78 6. Rotacije i moment impulsa u kvantno j mehanici

6.2 Ireducibilne reprezentacije grup e SO(3)/SU(2)

- Grupa SO(3) nije Ab elova i IRREPSi vi²e nisu 1D pa konstrukcija nije tako

laka kao za SO(2)

- Lak²e je konstruirati reprezentacije SO(3) algebre , a onda eksp onencijacijom

dobiti reprezentacije grup e. (Algebra tj. njena baza ima tri elementa, dok ih

grupa ima b eskona£no.)

- Algebru £ine tri generatora grup e, X 1; X 2; X 3 , sa komutacijskim relacijama

[X i ; X j ] = � ijk X k

ali mi ¢emo raditi s drugom algebrom, algebrom kvantnomehani£kih op eratora

momenta impulsa, J1; J2; J3 , J i = i ~X i ko ji zadovoljava ju

[J i ; J j ] = i~� ijk Jk

Elementi grup e su e� n̂ �X = e( � i= ~) � n̂ �J
²to se slaºe sa o djeljkom 5.3.

- Iz unitarnosti reprezentacije ondmah slijedi da su J i hermitski, kao ²to i treba

biti. Zna£i i da su njihove svo jstvene vrijednosti realne.

- Op erator J 2 = J 2
x + J 2

y + J 2
z je Casimirov (cf. o djeljak 4.2) tj. komutira sa

svim elementima algebre:

[J 2; J 2
i ] = 0 ; i = 1 ; 2; 3

- Kako nas zanima ju IRREPSi, iz druge Schurove leme slijedi da J 2
mora biti

prop orcionalan jedini£nom op eratoru: J 2 / 1. Tako se svo jstvena vrijednost

o d J 2
ne mijenja kroz cijelu IRREP i zgo dna je za njeno ozna£avanje:

� Op ¢eniti IRREPsi na 3D euklidskom prostoru:

D ( � )
ij (p)r j

p - parametri

� - indeks IRREPsa

r j - ko ordinate vektora r x ; r y ; r z

� IRREPsi rotacija na Hilb ertovom prostoru:

D ( � ) (n̂ ; � )j�; m i = e( � i= ~)J �n̂ � j�; m i

� - indeks IRREPsa (£esto implicitan, no p onekad se pi²e J ( � )
)

m - �ko ordinata� ko ja razlikuje vektore unutar istog IRREPsa.

De�nirani su preko:

J 2j�; m i = � ~2j�; m i :

Jz j�; m i = m~j�; m i : (6.1)
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6.2. Ireducibilne reprezentacije grup e SO(3)/SU(2) 79

Za razliku o d klasi£nog slu£a ja, gdje vektor o drežuju tri ko ordinate, u

kvantno j mehanici moºe biti p oznata vrijednost na jvi²e jednog J i .

De�niramo op eratore podizanja i spu²tanja

J � = Jx � iJ y ; [J 2; J � ] = 0

[Jz ; J � ] = [ Jz ; Jx ] � i [Jz ; Jy ] = i~Jy � i (� i ~Jx )

= � ~(Jx � iJ y ) = � ~J �

Sli£no [p okaºite]:

[J+ ; J � ] = 2 ~Jz

Djelovanjem ovih op eratora dizanja i spu²tanja na vektore neke IRREP, osta-

jemo naravno u to j isto j IRREP:

J 2(J � j�; m i ) = J � J 2 j�; m i = � ~2(J � j�; m i ) ;

ali svo jstvena vrijednost o d Jz se mijenja:

Jz (J � j�; m i ) = ([ Jz ; J � ] + J � Jz )j�; m i = ~(m � 1)J � j�; m i ; (6.2)

tj.

J � j�; m i / j �; m � 1i :

Do kuda moºe i¢i to dizanje i spu²tanje tj. koliko razli£itih vrijednosti moºe

p oprimiti m ?

Tvrdnja: m2 � �

Dokaz: J y
� = J � , jer J y

x;y;z = Jx;y;z .

1
2

(J+ J y
+ + J y

+ J+ ) =
1
2

(J+ J � + J � J+ )

=
1
2

[(Jx + iJ y )(Jx � iJ y ) + h. c. ]

=
1
2

�
J 2

x + iJ y Jx � iJ x Jy + J 2
y + J 2

x � iJ y Jx + iJ x Jy + J 2
x

�

= J 2
x + J 2

y = J 2 � J 2
z

No,

h�; m jJ y
+ J+ j�; m i = hJ+ �; m jJ+ �; m i � 0 i isto za J+ J y

+

Slijedi da je

h�; m j(J 2 � J 2
z )j�; m i = h�; m j(� ~2 � m2~2)j�; m i = ( � � m2)~2 � 0

Q.E.D.
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80 6. Rotacije i moment impulsa u kvantno j mehanici

Dakle, za svaki � p osto ji m
max

tako da

J+ j�; m
max

i = 0

(To je jedini na£in da (6.2) ostane vrijediti.)

m
max

(� ) =?

J � J+ j�; m
max

i = 0

J � J+ = ( Jx � iJ y )(Jx � iJ y ) = J 2
x + J 2

y + i (Jx Jy � Jy Jx )

= J 2
x + J 2

y � ~Jz

= J 2 � J 2
z � ~Jz

Pa je

(J 2 � J 2
z � ~Jz )j�; m

max

i = ( � ~2 � m2
max

~2 � m
max

~2)j�; m
max

i = 0 ;

pa kako j�; m
max

i nije nul-vektor slijedi da je

� = m
max

(m
max

+ 1) :

Iz malo £as dokazane £injenice da je m2 � � slijedi takožer da ni spu²tanje

vrijednosti m op eratorom spu²tanja ne moºe i¢i unedogled ve¢ da mora p osto jati

m
min

sa svo jstvom

J � j�; m
min

i = 0 ;

iz £ega p ostupkom analognim ovom gore dolazimo do

� = m
min

(m
min

� 1) :

Izjedna£iv²i ove dvije vrijednosti za �

m
max

(m
max

+ 1) = m
min

(m
min

� 1)

dobijemo kvadratnu jednadºbu za m
min

o d £ija dva rje²enja m
min

= m
max

+ 1 i

m
min

= � m
max

ovo prvo ne dolazi u obzir jer je m
max

p o pretp ostavci na jve¢a

mogu¢a vrijednost za m . Tako imamo, uvo de¢i oznaku j = m
max

,

� j = m
min

� m � m
max

= j :

Nadalje, kako op eratori J � diºu ili spu²ta ju m to £no za 1, mora biti m
max

=
m

min

+ n , gdje je n 2 N0 , tj. j = � j + n ) j = n=2

j = 0 ;
1
2

; 1;
3
2

; 2; : : : :

Vrijednost � = j (j +1) je ista za cijelu IRREP i uobi£a jenije je upravo j koristiti

za ozna£avanje IRREPa:

j�; m i �! j j; m i ;
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6.2. Ireducibilne reprezentacije grup e SO(3)/SU(2) 81

gdje m p oprima vrijednosti

m = � j; � j + 1 ; : : : ; j � 1; j

i gdje vektori baze IRREPa jj; m i zadovoljava ju

J 2jj; m i = ~2j (j + 1) jj; m i i

Jz jj; m i = ~mjj; m i :

Tako smo koriste¢i isklju£ivo komutacijske relacije algebre grup e rotacija kon-

struirali sve njene ireducibilne reprezentacije!

Kako je ta algebra za jedni£ka i grupi SO(3) i grupi SU(2) dobili smo i reprezentacije

s p olucjelobro jnim momentom impulsa j .

Jo² nas zanima i to £no djelovanje op eratora J � na vektore baze:

J+ jj; m i = cjm jj; m + 1 i :

Zahvaljuju¢i ortonormiranosti:

jcjm j2 = hj; m jJ � J+ jj; m i

= hj; m j(J 2 � J 2
z � ~Jz jj; m i

= hj; m j(~2 j (j + 1) � ~2m2 � ~2mjj; m i

= ~2[j (j + 1) � m(m + 1)]

= ~2(j � m)( j + m + 1)

Faza o d cjm je neo drežena i prema tzv. Condon-Shortley konvenciji o dabire se

realan i p ozitivan cjm :

J+ jj; m i = ~
p

(j � m)( j + m + 1) jj; m + 1 i :

Sli£no, [p okaºite]

J � jj; m i = ~
p

(j + m)( j � m + 1) jj; m � 1i :

Ove relacije nam omogu¢uju da o dredimo matri£ne elemente op eratora momenta

impulsa izmežu proizvoljnih stanja. Takožer, eksp onencijacijom moºemo o dred-

iti matri£ne elemente samih op eratora rotacija:

hj; m 0jD ( j ) (n̂ ; � )jj; m i � Wignerove D-funkcije

Za konkretne primjere vidi vjeºb e.

Saºetak:

� Op eratori momenta impulsa Jx ; Jy i Jz te njihove kombinacije J 2; J � ; : : :
za dani j , tj. za danu ireducibilnu reprezentaciju grup e rotacija, djeluju

na ( 2j + 1 )-dimenzionalnom vektorskom prostoru razap etom vektorima

jj; m i , m = � j; � j + 1 ; : : : ; j � 1; j .
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82 6. Rotacije i moment impulsa u kvantno j mehanici

� op eratori D ( j ) = e� i J � n̂ �= ~
£ine reprezentaciju grup e rotacija na ( 2j +

1)-dimenzionalnom Hilb ertovom vektorskom prostoru kvantnomehani£kih

stanja

� J � p ovezuju svih 2j + 1 vektora jj; m i tj. reprezentacija je stvarno ire-

ducibilna

� baza vektorskog prostora jj; m i , m = � j; � j + 1 ; : : : ; j � 1; j se obi£no

naziva multiplet . (Neki autori tako zovu cijeli vektorski prostor.)

� j = 0 : singlet

� j = 1
2 : dublet

� j = 1 : triplet

� � � �

Orbitalni moment impulsa:

- Sp ecijalna vrsta momenta impulsa ko ja je oblika L = r � p

- Kao p osljedica toga (ne sasvim trivijalna), svo jstvene vrijednosti su isklju£ivo

cjelobro jne:

L 2jl; m i = ~2l (l + 1) jl; m i l = 0 ; 1; 2; : : :

i ozna£ava ju se s l , a ne j .

- Iz p ovijesnih razloga vezanih uz atomsku �ziku, stanja s l = 0 ; 1; 2; : : : se £esto

naziva ju S; P; D; : : : stanja, a m se p onekad naziva magnetski kvantni bro j (zb og

svo je uloge u Zeemanovom efektu).

6.3 Zbra janje momenata impulsa i Clebsch-Gordanovi

ko e�cijenti

Sustav o d dvije £estice, sa spinovima j 1 i j 2 u stanju jj 1; m1; j 2; m2i ima svo jstva:

J 2
1jj 1; m1; j 2; m2i = j 1(j 1 + 1) ~2jj 1; m1; j 2; m2i

J 2
2jj 1; m1; j 2; m2i = j 2(j 2 + 1) ~2jj 1; m1; j 2; m2i

J1z jj 1; m1; j 2; m2i = m1~jj 1; m1; j 2; m2i

J2z jj 1; m1; j 2; m2i = m2~jj 1; m1; j 2; m2i

jj 1; m1i 2 V1

jj 2; m2i 2 V2

jj 1; m1; j 2; m2i � j j 1; m1ij j 2; m2i 2 V1 
 V2

Na vektorskom prostoru V1 grupa rotacija reprezentirana je op eratorima D ( j 1 ) =
exp(� i J 1 � n̂ �= ~) (i sli£no za V2 ), a na V1 
 V2 op eratorima D ( j 1 ) 
 D ( j 2 )

.
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6.3. Zbra janje momenata impulsa i Clebsch-Gordanovi ko e�cijenti 83

Mežutim, D ( j 1 ) 
 D ( j 2 )
je op ¢enito reducibilna reprezentacija ko ja nema dobro

de�niran spin. jj 1; m1; j 2; m2i nije nuºno svo jstveno stanje o d J 2 = ( J 1 + J 2)2

� op eratora ukupnog spina sustava.

Rastav na IRREPSE:

D ( j 1 ) 
 D ( j 2 ) =
X

J

� aJ D (J )
- Clebsch-Gordanov razvo j

aJ =
�

� (J ) ; � ( j 1 ) � ( j 2 )
�

Za op ¢eniti ra£un skalarnih umnoºaka karaktera trebali bismo znati invarijantno

integrirati u grupnom prostoru (cf. Jones, App endix C ili Hamermesh 9-2), ali

ovdje ¢emo p otrebni rezulatat dobiti i b ez toga, uz par matemati£kih trikova:

Kao reprezentante klasa biramo rotacije oko z -osi.

� ( j ) (� ) = Tr D ( j ) (� ) = Tr e( � i= ~)J 3 �

= Tr diagonal

�
e� ij� ; e� i ( j � 1) � ; : : : ; e� i ( � j ) �

�

= e� ij� + e� i ( j � 1) � + � � � + e� i ( � j ) �

= geom. red s omjerom £lanova eij�

= e� ij� 1 � (eij� )2j +1

1 � ei� =
e� i ( j +1 =2) � � ei ( j +1 =2) �

e� i�= 2 � ei�= 2

=
sin(j + 1 =2)�

sin �= 2

(6.3)

Odredimo sada ko e�cijente aJ Clebsch-Gordanovog razvo ja. Pretp ostavimo

prvo da je j 1 � j 2 .

� ( j 1 ) (� )� ( j 2 ) (� ) =
e+ i ( j +1 =2) � � e� i ( j +1 =2) �

2i sin�= 2

j 2X

m = � j 2

eim�

=
1

2i sin�= 2

j 2X

m = � j 2

h
ei ( j 1 + m +1 =2) � � e� i ( j 1 � m +1 =2) �

i

= ( zamjena m ! � m u drugom £lanu )

=
j 2X

m = � j 2

sin(j 1 + m + 1 =2)�
sin �= 2

=
j 2X

m = � j 2

� ( j 1 + m ) (� ) (J � j 1 + m)

=
J = j 1 + j 2X

J = j 1 � j 2

� (J ) (� ) :

(6.4)

( J mora biti p ozitivan da bi bio lab ela neke IRREPS. Zato smo traºili j 1 � j 2 .)

Za slu£a j j 2 � j 1 imali bi sve isto, uz zamjenu j 1 $ j 2 . Slijedi da op ¢enito
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84 6. Rotacije i moment impulsa u kvantno j mehanici

moºemo pisati:

� ( j 1 ) (� )� ( j 2 ) (� ) =
J = j 1 + j 2X

J = j j 1 � j 2 j

� (J ) (� )

Dakle,

aJ =
�

� (J ) ; � ( j 1 ) � ( j 2 )
�

=
J 0= j 1 + j 2X

J 0= j j 1 � j 2 j

�
� (J ) ; � (J 0)

�

| {z }
� JJ 0

o dnosno,

D ( j 1 ) 
 D ( j 2 ) =
J = j 1 + j 2X

J = j j 1 � j 2 j

� D (J )
(6.5)

Npr. D (1=2) 
 D (1) = D (1=2) � D (3=2)
.

- Ovo da se svaka ireducibilna reprezentacija p o javljuje na jvi²e jednom je veliko

p o jednostavljenje svo jstveno grupi rotacija.

- D.Z. Uvjerite se da se dimenzije dobro zbra ja ju tj. da je

J = j 1 + j 2X

J = j j 1 � j 2 j

(2J + 1) = (2 j 1 + 1)(2 j 2 + 1)

No, za primjene je zanimljivije zbra janje stanja!

jj 1; m1; j 2; m2i su vektori ko ji su baza o d V1 
 V2 i ko ji su svo jstveni vektori

op eratora f J 2
1; J 2

2; J1z ; J2zg. No, p osto ji i baza jj 1; j 2; J; M i � j J; M i tog istog

prostora ko ju £ine svo jstveni vektori op eratora f J 2
1; J 2

2; J 2; Jzg.

- D.Z. Uvjerite se da je

[J 2; J 2
1] = [ J 2; J 2

2] = 0

- Dvije baze su naravno p ovezane:

jJ; M i =
X

m 1 ;m 2

jj 1; m1; j 2; m2ihj 1; m1; j 2; m2j

| {z }
=1

jJ; M i

hj 1; m1; j 2; m2jJ; M i � CJM
j 1 m 1 j 2 m 2

Clebsch-Gordanovi ko e�cijenti (6.6)

Svo jstva Clebsch-Gordanovih ko e�cijenata

� CJM
j 1 m 1 j 2 m 2

= 0 ako nije jj 1 � j 2j � J � j 1 + j 2 .

Dokaz: o £ito iz rastava D ( j 1 ) 
 D ( j 2 )
.
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6.3. Zbra janje momenata impulsa i Clebsch-Gordanovi ko e�cijenti 85

� CJM
j 1 m 1 j 2 m 2

= 0 ako nije M = m1 + m2 .

Dokaz:

J = J 1 + J 2 ) Jz � J1z � J2z = 0 (6.7)

hj 1; m1; j 2; m2j(Jz � J1z � J2z )jJ; M i = 0 (6.8)

(M � m1 � m2)hj 1; m1; j 2; m2jJ; M i = 0 (6.9)

� CG-ko e�cijenti ima ju neo dreženu fazu. Standardni izb or je da se uzme

CJJ
j 1 j 1 j 2 (J � j 1 ) realan i p ozitivan. Kao (netrivijalna) p osljedica toga, svi

CG-ko e�cijenti ispada ju realni.

� X

JM

CJM
j 1 m 1 j 2 m 2

CJM
j 1 m 0

1 j 2 m 0
2

= � m 1 m 0
1
� m 2 m 0

2

� X

m 1 ;m 2

CJM
j 1 m 1 j 2 m 2

CJ 0M 0

j 1 m 1 j 2 m 2
= � JJ 0� MM 0

�
jJ; M i =

X

m 1 ;m 2

CJM
j 1 m 1 j 2 m 2

jj 1; m1; j 2; m2i

(Isti ko e�cijenti pretvara ju baze u oba smjera.). Za dokaz, p omnoºiti sP
J;M CJM

j 1 m 0
1 j 2 m 0

2
i koristiti svo jstva ortogonalnosti.

�
CJM

j 1 m 1 j 2 m 2
= ( � 1)J � j 1 � j 2 CJM

j 2 m 2 j 1 m 1

Izra£unavanje Clebsch-Gordanovih ko e�cijenata

Primjer: D (1=2) 
 D (1=2) = D (1) � D (0)
.

Prva baza: j1=2; m1; 1=2; m2i � j m1; m2i . m1;2 = � 1=2 ) 4 stanja

Druga baza: jJ; M i . M = � 1; 0; 1 za J = 1 i M = 0 za J = 0 . ) 3 + 1 = 4
stanja.

j1; 1i =
X

m 1 ;m 2

C11
1
2 m 1

1
2 m 2

jm1; m2i

(M = m1 + m2 = 1 ) m1 = m2 =
1
2

)

= C11
1
2

1
2

1
2

1
2
j
1
2

;
1
2

i

To ²to su oba stanja normirana p ovla£i da je jC11
1
2

1
2

1
2

1
2
j = 1 . Ve¢ smo o dabrali

da je C 2 R, a sada jo² biramo i da je p ozitivan: C11
1
2

1
2

1
2

1
2

= 1 .

j1; 1i = j
1
2

;
1
2

i
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86 6. Rotacije i moment impulsa u kvantno j mehanici

Sada, da bismo dobili ostale CG-ko e�cijente, djelujemo s J � = J1� + J2� na

ob je strane ove jednadºb e:

J � j1; 1i = ~
p

(1 + 1)(1 � 1 + 1) j1; 0i = ~
p

2j1; 0i

J1� j
1
2

;
1
2

i = ~j �
1
2

;
1
2

i

J2� j
1
2

;
1
2

i = ~j
1
2

; �
1
2

i

Slijedi

j1; 0i =
1

p
2

�
j
1
2

; �
1
2

i + j �
1
2

;
1
2

i
�

tj.

C10
1
2 � 1

2
1
2

1
2

= C10
1
2

1
2

1
2 � 1

2
=

1
p

2

Nadalje,

j1; � 1i = j �
1
2

; �
1
2

i ) C1� 1
1
2 � 1

2
1
2 � 1

2
= 1

D.Z. - Dobiti ovo s J � .

Na kra ju, napi²imo, ima ju¢i u vidu da M = m1 + m2

j0; 0i = � j
1
2

; �
1
2

i + � j �
1
2

;
1
2

i ;

gdje su � i � ko e�cijenti ko je treba o drediti. Djelovanjem s J � na ob je strane

imamo:

0 = � j �
1
2

; �
1
2

i + � j �
1
2

; �
1
2

i + 0 + 0

= ( � + � )j �
1
2

; �
1
2

i ) � = � �
(6.10)

)

j0; 0i = �
�

j
1
2

; �
1
2

i � j �
1
2

;
1
2

i
�

Normalizacija i izb or faze da ju � = 1 =
p

2 tj.

C00
1
2

1
2

1
2 � 1

2
= � C00

1
2 � 1

2
1
2

1
2

=
1

p
2

:

- Svi ostali ko e�cijenti su nula.

- Za CG-ko e�cijente p osto je tablice i ra£unalni programi. Za generalnu formulu

vidi Hamermesh 9-8.

Dosad re£eno nam opisuje p ona²anje proizvoljnog kvantnomehani£kog stanja pri

rotaciji:
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6.4. Tenzorski op eratori i Wigner-Eckartov teorem 87

� j j; m i stanja se transformira ju p o d IRREPsima - D -funkcije

� sloºenija stanja reduciramo p omo ¢u Clebsch-Gordanovih ko e�cijenata

No, da bismo mogli primijeniti rotacijsku simetriju na sve situacije, p otrebno je

znati i kako se pri rotacijama p ona²a ju kvantnomehani£ki op eratori.

6.4 Tenzorski op eratori i Wigner-Eckartov teo-

rem

Primjer: Skalarni op erator S

- D(R)SD(R) � 1 = S � invarijantan na rotacije (p o de�niciji)

e� i J � n̂ �= ~Se� i J � n̂ �= ~ =
�

1 �
i
~

J � n̂ �
�

S
�

1 +
i
~

J � n̂ �
�

+ O(� 2)

= S �
i
~

(J S � SJ ) � n̂ �

= S ) [J ; S] = 0

(6.11)

(Analogno kao ²to o £uvani op eratori tj. op eratori invarijantni na translacije u

vremenu komutira ju s hamiltonijanom � generatorom translacija u vremenu.)

Matri£ni elementi o d S ? (Obi£no je na jzanimljivije znati neke informacije o

matri£nim elementima op eratora.)

hj 0m0jSjjm i = ?

hj 0m0jSJ 2 jjm i = hj 0m0jJ 2Sjjm i

j (j + 1) ~2hj 0m0jSjjm i = j 0(j 0+ 1) ~2hj 0m0jSjjm i

(j � j 0)( j + j 0+ 1
| {z }

6=0

)hj 0m0jSjjm i = 0

) h j 0m0jSjjm i / � jj 0

Sli£no (D.Z),

hj 0m0jSjjm i / � mm 0 :

Zna£i, samo

hjm jSjjm i 6= 0 Izb orno pravilo

Promotrimo li sada matri£ne elemente o d SJ+ moºemo dobiti do datne infor-

macije:

hjm jSJ+ jjm � 1i = hjm jJ+| {z }
hJ j m j

Sjjm � 1i

~
p

(j � m + 1)( j + m)hjm jSjjm i = ~
p

(j + m)( j � m + 1) hjm � 1jSjjm � 1i

hjm jSjjm i = hjm � 1jSjjm � 1i
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88 6. Rotacije i moment impulsa u kvantno j mehanici

Dakle, matri£ni element hjm jSjjm i ne ovisi o m ! Obi£a j je u tom slu£a ju pisati

hj 0m0jSjjm i = � jj 0� mm 0 hj 0jjSjj j i
| {z }

tzv. reducirani matri£ni element

Za dati j , umjesto (2j + 1) 2
matri£nih elemenata, dovoljno je izra£unati jedan!

Za p o op ¢enje ovog na sloºenije op eratore treba promatrati op eratore ko ji se

dobro transformira ju na rotacije � tenzorski operatori . Po dsjetimo se: Stanja

ko ja se �dobro� transformira ju pri rotacijama su jjm i sa svo jstvom

D(r )jjm i =
X

m 0

jjm 0ihjm 0jD (R)jjm i =
X

m 0

D j
mm 0jjm 0i

De�nicija 26 (Ireducibilni sferi£ni tenzorski op erator)

Ireducibilni sferi£ni tenzorski op erator T (k )
ranga k , sa 2k + 1 komp onenata

T (k )
q , q = � k; � k + 1 ; : : : ; k je op erator ko ji zadovoljava

D(R)T (k )
q D(R)� 1 =

kX

q0= � k

D (k )
q0q(R)T (k )

q0 (6.12)

Tenzore smo prije de�nirali kao ob jekte ko ji se pri rotaciji transformira ju kao

npr.:

Tij �! Rii 0Rjj 0Ti 0j 0
(tenzor ranga 2)

To su kartezijevi tenzori i oni su reducibilni na ove sferi£ne. Za primjer redukcije

vidi Sakuraija.

Ekvivalentno, sferi£ne tenzore moºemo de�nirati zahtjevima

[Jz ; T (k )
q ] = ~qT(k )

q (6.13)

[J � ; T (k )
q ] = ~

p
(k � q)(k � q + 1) T (k )

q� 1 (6.14)

(D.Z. p okaºite ekvivalentnost ovih de�nicija. Naputak: Napi²ite originalnu

de�niciju u in�nitezimalnom obliku.)

Npr. Jz i � (1=
p

2)J � formira ju sferi£ni tenzor ranga 1. (D.Z. p okaºite to!)

Kartezijevi tenzori ranga 1 tj. uobi£a jeni kartezijevi vektori se takožer mogu

de�nirati kao tro jke op eratora ko je zadovoljava ju komutacijske relacije

[J i ; Vj ] = i~� ijk Vk (6.15)

N.B. "Komp onente" sferi£nog tenzora su takožer op eratori. Ne dolaziti u zabunu

s komp onentama matrica � bro jevima. Ove "komp onente" sferi£nog tenzora

se naravno takožer mogu napisati u matri£nom obliku i onda one ima ju svo je

komp onente tj. matri£ne elemente ko ji jesu bro jevi.

N.B. D ( j )
nije tenzorski op erator ranga j .
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6.4. Tenzorski op eratori i Wigner-Eckartov teorem 89

Teorem 9 (Wigner-Eckart)

Matri£ni elementi tenzorskih op eratora izmežu svo jstvenih stanja momenata

impulsa zadovoljava ju relaciju

hj 0m0jT (k )
q jjm i = C j 0m 0

jmkq
hj 0jjT (k ) jj j i

p
2j + 1

; (6.16)

gdje je hj 0jjT (k ) jj j i tzv. reducirani matri£ni element ko ji ne ovisi o m; q i m0
.

Za dokaz vidi literaturu.

Poanta izra£unavanje jednog jedinog matri£nog elementa (npr. za slu£a j m0 =
q = m = 0 ) onda omogu¢uje trivijalno o dreživanje svih ostalih p omo ¢u tablica

Clebsch-Gordanovih ko e�cijenata.

Primjer: skalarni op erator

S = T (0)
0 ) h j 0m0jjT (0)

0 jjm i = C j 0m 0

jm 00
hj 0jjT (0) jj j i

p
2j + 1

pa svo jstva Clebsch-Gordanovih ko e�cijenata automatski da ju rezultate iz uvo da

ovog o djeljka:

� m + 0 = m0 ) m = m0

� j j � 0j � j 0 � j + 0 ) j = j 0

Primjer: Izb orna pravila za dip olno zra£enje

Amplituda / h n0l0m0jE � x jnlm i = E � hn0l0m0jx jnlm i

E � vanjsko p olje (nije op erator). x � tenzor ranga 1 (vektor); x(1)
q , xz $ x(1)

0 ,

xx;y $ x(1)
� 1 Teorem )

hn0l0m0jx(1)
q jnlm i = C l 0m 0

lm 1q
hn0l0jj x(1) jjnl i

p
2l + 1

;

� j l � 1j � l0 � l + 1 ) � l = � 1; 0

� m + q = m0 )

� za E = Eẑ m0 = m

� za E = Ex̂ ; E ŷ m0 = m � 1

) � m = � 1; 0

(Usput, do datna simetrija ko ju ima ova j sustav, simetrija pariteta, zabranjuje

�l = 0 prijelaze. Vidi o djeljak 9.1.)
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90 6. Rotacije i moment impulsa u kvantno j mehanici

6.5 Degeneracija nivoa vo dikovog atoma i SO(4)

simetrija

Vidjeli smo u o djeljku 3.5 da p osto janje op eratora simetrije f U(g) j g 2 Gg,

[U(g); H ] = 0 p ovla£i degeneraciju energijskih nivoa ko ji o dgovara ju stanjima

f U(g)j� i j g 2 Gg. Tamo je to bilo ilustrirano na primjeru kona£nih grupa.

Zanimljiv primjer degeneracije kao p osljedice kontinuirane sferne simetrije su

nivoi u vo dikovom atomu. Hamiltonijan (u CGS sustavu jedinica)

H =
p2

2m
�

e2

r
: (6.17)

je rotacijski simetri£an i kao p osljedica toga komutira s op eratorom rotacija

[H; D (n ; � )] = 0 : (6.18)

To p ovla£i da svih 2l + 1 stanja date ireducibilne reprezentacije grup e rotacija

s kvantnim bro jem l

�
jnlm i j m 2 f� l; � l + 1 ; :::; lg

	
=

�
D (g)jnlm i j g 2 SO(3)

	
(6.19)

ima istu energiju, kako smo ve¢ sp ominjali u o djeljku 2.2.

Mežutim, p oznato je da energije stanja vo dikovog atoma ne ovise ni o kvantnom

bro ju l i da n2
stanja

�
jnlm i j l = f 0; 1; : : : ; n � 1g; m 2 f� l; � l + 1 ; : : : ; lg

	
(6.20)

ima ju istu energiju

y

En = �
e4m

2~2n2 : (6.21)

Dakle, umjesto 2l + 1 -struke degeneracije ko ju o £ekujemo kao p osljedicu rotaci-

jske simetrije imamo ve¢u, n2
-struku degeneraciju. Ovakva situacija obi£no

zna£i da sustav ima ve¢u simetriju nego ²to smo originalno o £ekivali. Ko ju to

simetriju, p ored rotacijske, ima sustav opisan hamiltonijanom (6.17)? Da bismo

istraºili to pitanje vratit ¢emo se u p o dru£je klasi£ne �zike gdje se javlja sli£na

situacija u problemu dva tijela £iji je hamiltonijan

H =
p2

2m
�

e2
M

r
; e2

M � GMm : (6.22)

matemati£ki ekvivalentan onom vo dikovog atoma.

Ko d problema dva tijela rotacijska simetrija i njo j o dgovara ju¢i zakon o £uvanja

momenta impulsa ( L =const.) manifestira ju se kroz £injenicu da putanja sustava

(elipsa) osta je cijelo vrijeme u isto j ravnini. Mežutim, i ovdje se javlja zanimljiva

y
Ovdje radimo s p o jednostavljenim mo delom vo dikovog atoma opisanim hamiltonijanom

(6.17 ). U realnom vo dikovom atomu p osto je i do datni £lanovi u hamiltonijanu, p oput £lana

interakcije spina i orbite, ko ji razbija ju ovu degeneraciju i £ine da energije nivoa ovise i o

orbitalnom kvantnom bro ju l - tzv. �na struktura vo dikovog sp ektra.
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6.5. Degeneracija nivoa vo dikovog atoma i SO(4) simetrija 91

do datna simetrija � putanja je zatvorena elipsa i smjer p erihela elipse je takožer

konstantan

z
. Odgovara ju¢i o £uvani vektor je tzv. Laplace-Runge-Lenzov vektor

M = v � L �
e2

M

r
r : (6.23)

Njegovo o £uvanje ( M =const.), slijedi iz drugog Newtonovog zakona uz malo

elementarne vektorske algebre. Prije svega primijetimo da je

d r̂
d t

=
d

d t
r
r

=
r v � r r �v

r

r 2 ;

gdje smo iskoristili r � v = d (r � r )=2d t = rdr=dt .

Sad deriviramo (6.23) p o vremenu, uz kori²tenje (d v=d t = F =m = � (e2
M r )=(mr 3) ):

d M
d t

=
d v

d t
� L + v �

d L
d t|{z}
=0

� e2
M

d r̂
d t

= �
e2

M

mr 3 r � L| {z }
( r �p ) r � r 2 p

�
e2

M

mr 3

h
r 2p � r (r � p)

i

= 0

Primjetite kako je za ova j izvo d klju£no da je F / 1=r2
.

Takožer, uo £ite da su M i L okomiti ( M � L = 0 , trivijalno).

Posebno je zanimljivo kako sad nakon ²to smo identi�cirali ova j do datni o £uvani

vektor (6.23) moºemo lako rije²iti problem dva ju tijela:

r � M = r � (v � L )
| {z }

L �( r �v )

�
e2

M

r
r 2 =

L 2

m
� e2

M r

= rM cos�

(6.24)

gdje je � kut ko jeg zatvara r prema konstantnom vektoru M . Ovu jednadºbu

moºemo prepisati u obliku

1
r

=
e2

M m
L 2

�
1 +

M
e2

M
cos�

�
(6.25)

²to prep ozna jemo kao p olarnu jednadºbu elipse ekscentriciteta e = M=e2
M (usp.

npr. Goldstein, jedn. (3-51)). Dakle rije²ili smo problem i dobili tra jektoriju

sustava b ez ikakvog rje²avanja diferencijalne jednadºb e gibanja!

Moºemo li sad ova saznanja primjeniti u kvantno j mehanici na na² p o £etni prob-

lem do datne degeneracije nivoa vo dikovog atoma? Posto ji li kvantnomehani£ki

z
Ovo vrijedi u klasi£no j Newtonovo j teoriji gravitacije. Poznato je da Einsteinova teorija

gravitacije korigira ova j rezultat i da p erihel elipse nije konstantan ve¢ vrlo p olako precesira.
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92 6. Rotacije i moment impulsa u kvantno j mehanici

op erator ko ji bi bio analogon Laplace-Runge-Lenzovog vektora (6.23)? Naivni

p oku²a j s op eratorom

M =
p
m

� L � e2 r
r

: (6.26)

ne prolazi jer ova j op erator, zb og

(p � L )y = � L � p ;

nije hermitski. Stoga je p otrebno de�nirati kvantni Laplace-Runge-Lenzov vek-

tor ovako:

M =
1

2m

�
p � L � L � p

�
� e2 r

r
: (6.27)

Uz p o dosta ra£una (vidi Greiner&Müller, ex. 14.4�14.8) p okazuje se da vrijedi

[M ; H ] = 0 ; (A)

L � M = 0 ; (B)

M 2 =
2H
m

(L 2 + ~2) + e4 ; (C)

[L i ; M j ] = i~� ijk M k ; (D)

[M i ; M j ] = i~� ijk

�
�

2H
m

�
L k : (E)

(A) kaºe da je M o £uvan i u kvantnomehani£kom slu£a ju, a (D) da je M
kartezijev vektor u smislu o djeljka 6.4. (Klasi£ni analogon jednadºb e (C) je

M 2 = 2 EL 2=m + e4
M .)

De�nira jmo sada op erator

M 0 �
�

�
2H
m

� 1
2

M : (6.28)

Uo £ite da je izraz u zagradi p ozitivno de�nitan jer je sp ektar op eratora H
cijeli negativan budu£i da radimo s vezanim stanjima vo dikovog atoma. Ovakav

reskalirani op erator M 0
zadovoljava sada komutacijske relacije

[M 0
i ; M 0

j ] = i~� ijk L k : (E')

i p omo ¢u njega moºemo de�nirati dva nova op eratora

I =
1
2

�
L + M 0�

(6.29)

K =
1
2

�
L � M 0� : (6.30)

(Odnosno L = I + K i M 0 = I � K .) Up orab om relacija (D) i (E') te

standardnih komutacijskih relacija za moment impulsa L lako se vidi da ova

dva op eratora zadovoljava ju komutacijske relacije

[I i ; I j ] = i~� ijk I k (6.31)

[K i ; K j ] = i~� ijk K k (6.32)

[I i ; K j ] = 0 (6.33)
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6.5. Degeneracija nivoa vo dikovog atoma i SO(4) simetrija 93

²to zna£i da i I i i K i generira ju svaki svo ju algebru grup e SO(3) tj. da je ukupna

grupa simetrija vo dikovog atoma SO(3) � SO(3)

x

Sad moºemo up otrijebiti na²e p oznavanje svo jstava reprezentacija grup e SO(3).

ƒinjenica da I i i K i zadovoljava ju iste komutacijske relacije kao i moment im-

pulsa p ovla£i da su svo jstvene vrijednosti o d I 2 i (i + 1) ~2
, a o d K 2 k(k + 1) ~2

,

uz i; k = 0 ; 1=2; 1; 3=2; :::.

Do datni uvjet na ove svo jstvene vrijednosti je relacija (B) ko ja da je:

0 = L � M 0 = ( I )2 � (K )2 = i (i + 1) ~2 � k(k + 1) ~2 ; (6.34)

o dnosno i = k � j . (Alternativno rje²enje jednadºb e (6.34) i = � (k + 1) nije

mogu¢e jer da je negativne svo jstvene vrijednosti za i ili k .)

Prepi²imo sada jednadºbu (C) p omo ¢u novih op eratora. Mnoºenjem (C) s

(� 2H=m) � 1
dobije se

M 02 = � (L 2 + ~2) �
me4

2H
(6.35)

ili

�
me4

2
H � 1 = M 02 + L 2 + ~2

(6.36)

=
�
I � K

� 2
+

�
I + K

� 2
+ ~2

(6.37)

= 2
�
I 2 + K 2� 2

+ ~2 : (6.38)

To zna£i da za svo jstvena stanja energije i momenta impulsa vrijedi

�
me4

2
E � 1 = 2

�
i (i + 1) ~2 + k(k + 1) ~2� 2

+ ~2 = ~2�
4j (j + 1) + 1

�
= ~2(2j + 1) 2

(6.39)

²to da je sp ektar

E = �
me4

2~2(2j + 1) 2 : (6.40)

Uvedemo li kvantni bro j n � 2j +1 , onda iz j = 0 ; 1=2; 1; : : : slijedi n = 1 ; 2; 3; : : :
i ovo prep ozna jemo kao ispravni izraz za sp ektar vo dikovog atoma.

Kako je �pravi� angularni moment L = I + K njegove svo jstvene vrijednosti

dane su pravilima za zbra janje momenata impulsa tj.

jj � j j � l � j + j (6.41)

tj. l � 2j � n � 1, ²to je p oznati rezultat. Takožer, l automatski ispada

cjelobro jan. Dakle i kvantnomehani£ki sp ektar vo dikovog atoma smo na²li b ez

rje²avanja Schrö dingerove jednadºb e!

x
Vrijedi grupni identitet SO(3) � SO(3) = SO(4). Otud naslov ovog o djeljka. SO(4) je grupa

generirana s 6 generatora L �� = x � p� � x � p� ; �; � = 1 ; 2; 3; 4; [x � ; p� ] = i ~� �� . De�niramo

li L i = 1
2 � ijk L jk i M 0

i = L 4i , i; j; k = 1 ; 2; 3, dobijemo gornje komutacijske relacije.
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94 6. Rotacije i moment impulsa u kvantno j mehanici

Degeneracija. Da se jo² jednom uvjerimo da je degeneracija svakog nivoa n2
-

struka moºemo bro jati stanja u bazi ko ja dijagonalizira op eratore H , L 2
i L z ,

²to je uobi£anjena jnlm i baza. Tu za dati n imamo sve skupa

n � 1X

l =0

(2l + 1) =
n
2

�
1 + 2(n � 1) + 1)

�
= n2

(6.42)

degeneriranih stanja.

Alternativna baza je ona ko ja dijagoalizira op eratore I 2 = K 2
, I z i K z £ije

vektore moºemo ozna£iti kao jj; m i ; mk i i ko ja da je degeneraciju

jX

m i = � j

jX

m k = � j

1 = (2 j + 1) 2 = n2 ; (6.43)

u skladu s prvim ra£unom.

Literatura : Schi�(68), Sect. 30, Greiner&Müller, Jones,

Zadaci

6.1 Odredite hj; m 0jJ i jj; m i � (J i )m 0m za j = 1 =2 i j = 1

6.2 Odredite hj; m 0jD (1=2) jj; m i .

6.3 Izrazite stanje jJ � n̂ ; + i de�nirano svo jstvom

J � n̂ jJ � n̂ ; + i =
~
2

jJ � n̂ ; + i

preko stanja baze jj = 1 =2; m = � 1=2i .

6.4 Ko ja je vjero jatnost da mjerenje pro jekcije spina na z -os za stanje iz pro²log

zadatka da rezultat ~=2?

6.5 Neka je jn̂ i svo jstveno stanje op eratora usmjerenja u 3D prostoru. Uo £ite

da je

hnjlm i = Y m
l (n̂ ) = Y m

l (�; � ) :

Promatra ju¢i op erator D(�; �; 0) ko ji rotira jẑ i u jn̂ i p okaºite da vrijedi

D l
m 0(�; �; 0) =

r
4�

2l + 1
Y m �

l (�; � ) :

6.6 Promotrite stanje j rot y (� )i , dobiveno rotacijom stanja jl = 2 ; m = 0 i za

kut � oko y -osi. Pronažite vjero jatnosti da mjerenje pro jekcije momenta

impulsa na z -os da vrijednosti m0 = 0 ; � 1; � 2.
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Poglavlje 7

SU(N) grup e i �zika

elementarnih £estica

7.1 Izospin i SU(2)

Proton ( p) i neutron ( n ) se obzirom na jake nuklearne sile p ona²a ju vrlo sli£no.

To je dobro vidljivo npr. u energijama p obuženih stanja zrcalnih jezgara

11
6 C

i

11
5 B ( Zrcalne jezgre su jezgre ko je se razlikuju samo na zamjenu p $ n .)

prikazanim u Tablici 7.1 To je navelo Heisenb erga da pretp ostavi p osto janje

apstraktne simetrije, tzv. izospinske simetrije, ko ja p ovezuje stanja p i n na

isti na£in kao ²to rotacijska simetrija p ovezuje stanja j+ i i j�i elektrona ili bilo

ko jeg drugog sustava spina 1/2. Tako bi jpi i jni bili samo dva stanja jedne te

iste £estice � nukleona ( jN i ). Grupno-teorijski, spin i izospin se ne razlikuju i

ob je grup e su SU(2). Za koresp ondenciju mežu stanjima se obi£no uzima:

jpi  ! j + i = j
1
2

;
1
2

i (7.1)

jni  ! j�i = j
1
2

; �
1
2

i : (7.2)

Generatori izospina I i , i = 1 ; 2; 3 ima ju iste komutacijske relacije kao i op eratori

momenta impulsa (generatori rotacija):

[I i ; I j ] = i� ijk I k ; (7.3)

Tablica 7.1: Energije, u MeV, tri stanja zrcalnih jezgara

11
6 C i

11
5 B. Vidljivo je

da su razlike izmežu ove dvije jezgre vrlo male.

11
6 C 2.00 4.31 4.79

11
5 B 2.12 4.44 5.02
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96 7. SU(N) grup e i �zika elementarnih £estica

²to onda ima za p osljedicu relacije svo jstvenih vrijednosti:

I 2jN i =
1
2

�
1
2

+ 1
�

~2jN i (7.4)

I 3jpi =
1
2

~jpi (7.5)

I 3 jni = �
1
2

~jni : (7.6)

Treba imati na umu da ove tri ko ordinate i = 1 ; 2; 3, za razliku o d slu£a ja

rotacijske simetrije, nema ju nikakve veze sa prostornim x; y i z osima, ve¢ je ri-

je£ o p osebnom izospinskom vektorskom prostoru. Isto kao i ko d spina, moºemo

de�nirati op eratore dizanja i spu²tanja I + i I � ko ji �pretvara ju� proton u neu-

tron ili obratno.

Zna£a j izospinske simetrije p o £iva na pretp ostavci da je hamiltonijan jake nuk-

learne sile H
strong

izo-simetri£an tj. da komutira s generatorima izospina:

[H
strong

; I i ] = 0 : (7.7)

Naime, kako je doti£ni hamiltonijan vrlo sloºen i slab o p oznat, svaka ovakva in-

formacija o njegovim svo jstvima simetrije je o d velike p omo ¢i, kako ¢emo vidjeti

kroz slijede¢e primjere £iji je matemati£ki formalizam u p otpunosti ekvivalentan

matemati£kom formalizmu rotacijske simetrije iz p oglavlja 6.

Primjer: deuteron

Deuteron (jezgra deuterija) je vezano stanje jednog protona i jednog neutrona.

Pogleda jmo prvo op ¢enitu situaciju stanja dva nukleona . Ukupni izospin do-

bivamo direktnim mnoºenjem dva ju I = 1 =2 izospinskih stanja i Clebsch-

Gordanovim razvo jem na direktni zbroj :

�
I =

1
2

�



�
I =

1
2

�
=

�
I = 0

�
�

�
I = 1

�
: (7.8)

To zna£i da dva nukleona mogu p osto jati u £etiri izospinska stanja: tri s I = 1
(tzv. izotriplet):

jpij pi I 3 = 1 (7.9)

1
p

2

�
jpij ni + jpij ni

�
I 3 = 0 (7.10)

jnij ni I 3 = � 1 ; (7.11)

i jedno s I = 0 (tzv. izosinglet):

1
p

2

�
jpij ni � j pij ni

�
I 3 = 0 : (7.12)

Situacija je u p otpunosti analogna zbra janju momenata impulsa dva ju stanja

sa spinom 1/2, na stranici 6.3.
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7.1. Izospin i SU(2) 97

E sad, eksp erimentalno je p oznato da u priro di nema vezanih stanja o d samo

dva protona ( jpij pi ) ili dva neutrona ( jnij ni ). Izospinska simetrija onda nalaºe

da se ne p o javljuje ni tre¢e stanje jI = 1 ; I 3 = 0 i ve¢ da primje¢eno deuteronsko

stanje bude jI = 0 ; I 3 = 0 i . Tu informaciju sad moºemo iskoristiti na slijede¢i

na£in. Op ¢enito stanje (p oloºa j, spin i izospin) dva nukleona moºemo zapisati

u obliku

	 N � N = � (r 1; r 2)�( S1; S2)� (I 1; I 2) ; (7.13)

o dnosno u sustavu samog deuterona i u bazi relativnih ko ordinata, te ukupnog

spina i izospina:

	 N � N = � (r )Y M L
L jS; MS ij I; M I i : (7.14)

Za deuteron u osnovnom stanju p oznato je da mu je orbitalni moment impulsa

L = 0 �
, a upravo smo zaklju£ili da mu je i izospin I = 0 . To zna£i da stanje

deuterona mora biti oblika

	
deuteron

= � (r )
1

p
4�

jS; MS ij I = 0 ; M I = 0 i : (7.15)

Nadalje, iz kvantne mehanike je p oznato da valne funkcije mora ju biti anti-

simetri£ne na zamjenu dva identi£na fermiona. Izospinska simetrija onda ovdje

nalaºe da 	
deuteron

bude antisimetri£no na zamjenu p $ n . De�niramo li onda

op erator zamjene Ppn imamo

Ppn 	
deuteron

= � 	
deuteron

(7.16)

dok se s druge strane vidi da je

Ppn R(r ) = R(r ) (7.17)

Ppn jI = 0 ; M I = 0 i = �j I = 0 ; M I = 0 i : (7.18)

(Prvo je trivijalno, a drugo slijedi iz (7.12).) To onda p ovla£i da mora biti

Ppn jS; MS i = + jS; MS i ; (7.19)

a kako su mogu¢a stanja ukupnog spina protona i neutrona (svaki ima spin

S = 1 =2) S = 0 (singlet, antisimetri£an na Ppn ) i S = 1 (triplet, simetri£an na

Ppn ) vidimo da ukupni spin protona i neutrona u deutronu mora biti S = 1 .

Kako je L = 0 o dmah znamo i ukupni spin deuterona: S = 1 .

Primjer: Pion-nukleon raspr²enje

I ostale subnuklearne £estice se grupira ju u izospinske multiplete. Tako tri piona,

� +
, � 0

i � �
tvore izo-triplet I = 1

masa I 3

� +
139.59 1

� 0
135.00 0

� �
139.59 -1

�
U stvarnosti, deuteron ima i malu primjesu stanja s L = 2 ko ju ovdje zanemarujemo.
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98 7. SU(N) grup e i �zika elementarnih £estica

Razmotrimo sadaraspr²enje piona i nukleona. U takvom raspr²enju moºe do ¢i

do promjena vrste £estica pa su tako mogu¢e raspr²enja � 0p ! � 0p, ali i

� 0p ! � + n . Amplitude, a time i udarni presjeci ovakvih raspr²enja su o dreženi

matri£nim elementima tzv. op eratora raspr²enja S , h� + njSj� 0pi ; gdje nas sam

op erator S ovdje ne zanima p obliºe, do na £injenicu da pretp ostavljamo da je on

izo-simetri£an. Cilj nam je p okazati da izospinska simetrija nalaºe p ovezanost

raznih amplituda � � N raspr²enja, kroz relaciju

h� + njSj� 0pi =
p

2
�
h� 0pjSj� 0pi � h � + njSj� + ni

�
: (7.20)

Koliki je ukupni izospin j�N i stanja? Ponovno trebamo standardni Clebsch-

Gordanov razvo j:

�
I = 1

�



�
I =

1
2

�
=

�
I =

1
2

�
�

�
I =

3
2

�
: (7.21)

j�N i stanja sad moºemo izraziti u bazi ukupnog izospina koriste¢i Clebsch-

Gordanove ko e�cijente iz tablica:

j� 0pi = j10;
1
2

1
2

i = C
1
2

1
2

10 1
2

1
2
j
1
2

1
2

i + C
3
2

1
2

10 1
2

1
2
j
3
2

1
2

i (7.22)

= �
1

p
3

j
1
2

1
2

i +

r
2
3

j
3
2

1
2

i (7.23)

j� + ni =

r
2
3

j
1
2

1
2

i +
1

p
3

j
2
3

1
2

i (7.24)

Tako amplituda raspr²enja � 0p ! � + n ima oblik

h� + njSj� 0pi =
�

1
p

3
h
3
2

1
2

j +

r
2
3

h
1
2

1
2

j
�

S
�

�
1

p
3

j
1
2

1
2

i +

r
2
3

j
3
2

1
2

i
�

(7.25)

=

p
2

3

�
S3=2 � S1=2

�
; (7.26)

gdje smo uveli oznaku SI na o £it na£in. Sli£no se dobije

h� 0pjSj� 0pi =
2
3

S3=2 +
1
3

S1=2==h� + njSj� + ni =
1
3

S3=2 +
2
3

S1=2 ; (7.27)

a onda lako i gore traºena formula.

Treba primijetiti da ova analiza p okazuje da su sva mogu¢a � � N raspr²enja

opisana sa samo dvije nep oznate amplitude: S1=2 i S3=2 ! Ovakva analiza je

principijelno ekvivalentna analizi p omo ¢u Wigner-Eckartovog teorema kakvu

smo radili u kontekstu rotacijske simetrije.

Pitanje: Gdje smo u gornjo j analizi up otrijebili £injenicu da je op erator S izo-

simetri£an?
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�
99

Primjer: Omjer udarnih presjeka pro cesa p+ d ! � + 3 H i p+ d ! � 0 3He

Omjer udarnih presjeka je dan s

R =
� (p + d ! � + 3 H)
� (p + d ! � 0 3He)

=
jh� + 3 HjSjpdij 2

jh� 0 3HejSjpdij 2 : (7.28)

3He i

3H tvore izo dublet

�
3He
3H

�
I =

1
2

; (7.29)

a d je deuteron.

Postupamo kao u pro²lom primjeru i prikazujemo p o £etno i kona£na stanja u

bazi ukupnog izospina:

jpdi = j
1
2

1
2

; 00i = jI =
1
2

; M I =
1
2

i (7.30)

j� + 3 Hi = j11;
1
2

�
1
2

i = C
3
2

1
2

11 1
2 � 1

2
j
3
2

1
2

i + C
1
2

1
2

11 1
2 � 1

2
j
1
2

1
2

i (7.31)

j� 0 + 3Hei = j10;
1
2

1
2

i = C
3
2

1
2

10 1
2

1
2
j
3
2

1
2

i + C
1
2

1
2

10 1
2

1
2
j
1
2

1
2

i : (7.32)

Prilikom kreiranja matri£nog elementa hjSji stanja s izospinom 3=2 u kona£nom

stanju ne sudjeluju (o £uvanje izospina) i dobijamo

R =
j
p

2=3S1=2j2

j �
p

1=3S1=2j2
= 2 ; (7.33)

²to je u sasvim pristo jnom slaganju s eksp erimentalnim bro jkama ko je su R =
1:91 ili, drugi eksp eriment, R = 2 :26.

7.2 Hip ernab o j i SU(3), kvarkovi

�

[... bit ¢e dodano kasnije (vidi rukopise) ...]

Zadaci

7.1 Ako pretp ostavimo o £uvanje izospina, ko ja su mogu¢a izospinska stanja

(ukupni izospin i tre¢a komp onenta ukupnog izospina) pri raspr²enju pro-

tona na

a) � +

b) � 0

c) � �
.
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Poglavlje 8

Lorentzova i Poincaréova

simetrija

8.1 Lorentzova grupa

Princip relativnosti: Posto ji skup ekvivalentnih ko ordinatnih sustava u mežu-

sobnom jednolikom pravo crtnom gibanju (tzv. skup inercijalnih sustava ) takvih

da �zikalni zakoni i p o jave u svima njima izgleda ju isto. (Promatra£ ne moºe

eksp erimentalno detektirati da se giba, ako se giba jednoliko. Mirovanje nije

apsolutno.)

- Princip relativnosti je princip simetrije ! 3-parametarski skup transformacija

simetrije. Transformacije preslikava ju inercijalne sustave jedan u drugi.

- Da bismo znali o ko jo j se grupi radi (i da li se uop ¢e radi o grupi), moramo

znati kako se kombinira ju transformacije mežu inercijalnim sustavima.

Kako je p oznato, iz principa relativnosti slijedi da transformacije iz sustava

S = f t; x; y; x g u sustav S0 = f t0; x0; y0; x0g, tzv. Lorentzovi potisci , ima ju oblik

�

t0 = 

�
t �

�
c

z
�

(8.1)

z0 = 

�
z � �ct

�
(8.2)

x0 = x (8.3)

y0 = y ; (8.4)

gdje je uzeto da se je brzina relativnog gibanja dva ju sustava duº z -osi, v = vẑ ,

�
U standardno j literaturi se pri izvo du Lorentzovih p otisaka osim principa relativnosti

obi£no koristi i p ostulat o konstantnosti brzine svjetlosti u svim sustavima. No, ova j drugi

p ostulat je zapravo suvi²an, vidi Mermin, Am. J. Phys. 52 (2) (1984) 119 ili J. D. Jackson,

Classical Electrodynamics , 3rd ed.(!), exercises 11.1 i 11.2
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102 8. Lorentzova i Poincaréova simetrija

te su uvedene standardne p okrate

� �
v
c

; 
 �
1

p
1 � � 2

:

Ove transformacije djeluju na 4-dim vektorskom prostoru ko ji se zove prostor

Minkowskog i ko jeg sa£injava ju tzv. Lorentzovi vektori :

x � � = 0 ; 1; 2; 3 x0 = ct; x1 = x; x 2 = y; x3 = z (8.5)

x � = ( ct; x ) (8.6)

x � = ( ct; � x ) = g�� x � x0 = ct; x1 = � x; x 2 = � y; x3 = � z (8.7)

g =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 � 1 0 0
0 0 � 1 0
0 0 0 � 1

1

C
C
A (8.8)

Izraºeno preko ovih Lorentzovih 4-vektora, Lorentzovi p otisci p oprima ju oblik

x00

= 
 (x0 � �x 3) (8.9)

x10
= x1

(8.10)

x20

= x2
(8.11)

x30
= 
 (x3 � �x 0) ; (8.12)

ili u kompaktnom matri£nom obliku

x � 0
= � �

� x � ; � �
� =

0

B
B
@


 0 0 � �

0 1 0 0
0 0 1 0

� �
 0 0 


1

C
C
A : (8.13)

4-vektori p oput x �
ima ju dakle jednostavna transformacijska svo jstva pri Lorent-

zovim p otiscima i o £ekujemo da ¢e se jednadºb e relativisti£ke �zike �izgraživati�

o d takvih vektora te o dgovara ju¢ih skalara i tenzora, ba² kao ²to se u nerela-

tivisti£ko j �zici jednadºb e izgražuju o d 3-vektora i drugih tenzora s dobrim

transformacijskim svo jstvima pri prostornim rotacijama.

Matrice � ovise o parametrima Lorentzovog p otiska ko jeg je priro dno parametrizirati

vektorom brzine v p o jedinog inercijalnog sustava u o dnosu na neki referentni

sustav. Vidimo da Lorentzovi p otisci �( v) £ine 3-parametarski skup. Da li je on

grupa? Kako ¢emo p okazati u slijede¢em o djeljku o dgovor je ne. Komp ozicija

dva Lorentzova p otiska nije nuºno takožer Lorentzov p otisak ve¢ moºe biti i

komp ozicija Lorentzovog p otiska s prostornom rotacijom:

�( v2) � �( v1) = R(v2; v1) � �( v2; v1) : (8.14)

Lako se vidi da i � i R ostavlja ju invarijantnim skalarni pro dukt (x; y) � x0y0 �
x � y . Skup svih transformacija ko je £uva ju ova j skalarni pro dukt u prostoru

Minkowskog £ini grupu O(1,3) ko ja se obi£no naziva op¢a Lorentzova grupa .

Grupa prostornih rotacija SO(3)= f R(n̂ ; � )g je p o dgrupa, a skup Lorentzovih

p otisaka f �( v)g je p o dskup ove grup e.
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8.1. Lorentzova grupa 103

Sp eci�£no razlikovanje "gornjih" i "donjih" indeksa 4-vektora u sp ecijalno j teoriji rel-

ativnosti sluºi samo jednostavnom zapisu skalarnog pro dukta u prostoru Minkowskog

ko d ko jeg su £lanovi prostornih ko ordinata suprotnog predznaka o d £lana vremenske

ko ordinate:

(x; y ) = x � y� = x0y0 � x � y : (8.15)

U op¢oj teoriji relativnosti to razlikovanje dviju vrsta ko ordinata prelazi u razlikovanje

dviju vrsta vektora ( kovarijantni i kontravarijantni vektori), o dnosno, jo² preciznije

jezikom diferencijalne geometrije razlikujemo vektore i 1-forme , ali ovdje nam te �nese

ne igra ju nikakvu ulogu.

Struktura grup e O(1,3)

Za transformirani 4-vektor x0 = � x vrijedi

x02 = g�� x0� x0�
(8.16)

= ( x00
; x10

; x20
; x30

)

0

B
B
@

1 0 0 0
0 � 1 0 0
0 0 � 1 0
0 0 0 � 1

1

C
C
A

0

B
B
@

x00

x10

x20

x30

1

C
C
A (8.17)

= x0> gx0 = x> � > g� x (8.18)

= x2 = x> gx (8.19)

pa usp oredb om dobivamo alternativnu de�niciju op ¢e Lorentzove grup e kao

grup e svih matrica � sa svo jstvom

� > g� = g (8.20)

Uzimanjem determinante ove matri£ne jednadºb e, uz svo jstva da je det A> =
det A i det g = � 1 dobijemo

(det �) 2 = 1 ) det � = � 1 : (8.21)

Nadalje, raspi²imo tu matri£nu jednadºbu p o komp onentama

(� > ) �
�| {z }

� �
�

g�� � �
� = g�� (8.22)

i p ogleda jmo komp onentu � = � = 0 :

1 = g�� � �
0� �

0 (8.23)

= (� 0
0)2 �

3X

i =1

(� i
0)2 : (8.24)

Slijedi da je (� 0
0)2 = 1 +

P 3
i =1 (� i

0)2
o dnosno da je (� 0

0)2 � 1 ²to da je dvije

mogu¢nosti:

� 0
0 � 1 ili � 0

0 � � 1 : (8.25)

Za jedno s dvije iz (8.21) imamo dakle £etiri mogu¢nosti ko je vo de na £etiri

o dvo jene komp onente p ovezanosti o d O(1,3):
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104 8. Lorentzova i Poincaréova simetrija

det � � 0
0 oznaka nap omena

1 � 1 L "
+ sadrºi 1

-1 � 1 L "
� = PL "

+

1 � � 1 L #
+ = �L "

+ = P TL "
+

-1 � � 1 L #
� = TL "

+

gdje je

P = g : (t ! t; x ! � x ) (paritet) (8.26)

T = � g : (t ! � t; x ! x ) (vremenska inverzija) : (8.27)

- L "
+ [ L #

+ � (prava) Lorentzova grupa � SO(1,3)

- L "
+ [ L "

� � ortokrona Lorentzova grupa

- L "
+ � prava ortokrona Lorentzova grupa

8.2 Generatori i reprezentacije Lorentzove grup e

Kao i ko d rotacija, sustave u priro di treba klasi�cirati prema njihovim transfor-

macijskim svo jstvima pri Lorentzovim transformacijama tj. prema pripadnosti

reprezentacijama Lorentzove grup e. Kao i ko d rotacija, p oºeljno je usredoto £iti

se na algebru grup e s generatorima L :

� 2 SO(1; 3) � = eL
(8.28)

Iz de�nicionog svo jstva (8.20) dobijemo L > g = � gL , ²to uz £injenicu da je

g> = g da je (gL)> = � gL o dnosno vidimo da je gL antisimetri£na matrica. To

zna£i da ako L parametriziramo na slijede¢i na£in:

gL =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 � 1 0 0
0 0 � 1 0
0 0 0 � 1

1

C
C
A

0

B
B
@

L 00 L 01 L 02 L 03

L 10 : : : : : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : : : : : L33

1

C
C
A (8.29)

=

0

B
B
@

L 00 L 01 L 02 L 03

� L 10 � L 11 � L 12 : : : : :
� L 20 � L 21 : : : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : � L 33

1

C
C
A (8.30)

svo jstvo antisimetrije gL traºi

L 0i = L i 0 (8.31)

L ij = � L ji : (8.32)

tj.

L =

0

B
B
@

0 L 01 L 02 L 03

L 01 0 L 12 L 13

L 02 � L 12 0 L 23

L 03 � L 13 � L 23 0

1

C
C
A ; (8.33)
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gdje tri parametra L 01 , L 02 i L 03 opisuju Lorentzove p otiske, a tri parametra

L 12 , L 13 i L 23 prostorne rotacije. Umjesto ovih ²est parametara p ogo dno je

koristiti parametre � i i � i , de�nirane na slijede¢i na£in:

L = � i (� i J i + � i K i ) i = 1 ; 2; 3 ; (8.34)

gdje su J i ve¢ dobro p oznati generatori rotacija, samo pro²ireni na £etvero di-

menzionalni prostor Minkowskog:

J1 =

0

B
B
@

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 � i
0 0 i 0

1

C
C
A J2 =

0

B
B
@

0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 � i 0 0

1

C
C
A J3 =

0

B
B
@

0 0 0 0
0 0 � i 0
0 i 0 0
0 0 0 0

1

C
C
A

(8.35)

dok su K i generatori Lorentzovih p otisaka

K 1 =

0

B
B
@

0 � i 0 0
� i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1

C
C
A K 2 =

0

B
B
@

0 0 � i 0
0 0 0 0

� i 0 0 0
0 0 0 0

1

C
C
A K 3 =

0

B
B
@

0 0 0 � i
0 0 0 0
0 0 0 0

� i 0 0 0

1

C
C
A :

(8.36)

Treba primijetiti kako op eratori K i nisu hermitski tako da o dgovara ju¢e trans-

formacije exp(� i� i K i ) ne¢e biti unitarne. To je p osljedica nekompaktnosti

Lorentzove grup e � parametri p otiska p oprima ju vrijednosti iz nekompaktnog

intervala [0; c) .

Pogleda jmo sada algebru grup e SO(1,3). Lako se vidi da su komutacijske

relacije:

[J i ; J j ] = i� ijk Jk (8.37)

[K i ; K j ] = � i� ijk Jk (8.38)

[J i ; K j ] = � i� ijk K k : (8.39)

Prva relacija je dobro p oznata algebra grup e prostornih rotacija SO(3). Druga

relacija govori da p o dskup Lorentzovih p otisaka nije zatvoren i ne £ini grupu,

kako smo na javili u pro²lom o djeljku. Tre¢a relacija govori da tri generatora

p otisaka K i £ine vektor obzirom na rotacije.

Ove komutacijske relacije su vrlo sli£ne onima iz o djeljka 6.5 gdje smo rastavili

grupu SO(4) na direktan pro dukt SU(2) 
 SU(2) identi�cira ju¢i kombinacije gen-

eratora ko ji zatvara ju dvije neovisne p o dgrup e. Sli£no ¢emo p ostupiti i ovdje

te de�nirati

J ( � ) �
1
2

�
J � iK

�
; (8.40)

o dnosno J = J (+) + J ( � )
, K = � i (J (+) � J ( � ) ) . Primijetite do datni � i �

obzirom na situaciju u o djeljku 6.5. Uz ovakve de�nicije imamo dvije o dvo jene

algebre

[J (+)
i ; J (+)

j ] = i� ijk J (+)
k (8.41)

[J ( � )
i ; J ( � )

j ] = i� ijk J ( � )
k (8.42)

[J (+)
i ; J ( � )

j ] = 0 : (8.43)
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106 8. Lorentzova i Poincaréova simetrija

Ovo ipak ne zna£i da O(1,3) ima istu algebru kao i SU(2) 
 SU(2), jer gore

nismo radili realne linearne kombinacije generatora. Svejedno, za klasi�kaciju

ireducibilnih reprezentacija Lorentzove grup e moºemo kao i u o djeljku 6.5 ko-

ristiti parove

(j (+) ; j ( � ) ) j (+) ; j ( � ) = 0 ;
1
2

; 1; : : : : (8.44)

Tako imamo trivijalnu (0,0) reprezentaciju i ob jekte ko ji se transformira ju prema

njo j zovemo Lorentzovi skalari. Slijede¢e dvije su tzv. Weylove reprezentacije

(

1
2 , 0) i (0,

1
2 ) prema ko jima bi se transformirali b ezmaseni fermioni ako takvi

p osto je (maseni fermioni se transformira ju prema reducibilno j reprezentaciji

(

1
2 , 0) � (0,

1
2 )). Obi£ni 4-vektori p oput x �

pripada ju ireducibilno j reprezenaciji

( 1
2 ; 1

2 ) , a tenzor elektromagnetskog p olja F ��
pripada 6-dimenzionalno j reducibil-

no j reprezentaciji (1,0) � (0,1).

8.3 Poincaréova grupa

�

[... bit ¢e dodano kasnije (vidi rukopise) ...]
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