Kresimir Kumericki

Grupe, simetrije i
tenzori u fizici




©N0le

Djelo Grupe, simetrije i tenzori u fizici, ¢iji je autor Kresimir Kumericki,
ustupljeno je pod licencom Creative Commons ,Imenovanje-Dijeli pod istim
uvjetima” (Attribution-ShareAlike) 4.0 nelokalizirana licenca. Za uvid u tu
licencu, posjetite http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/.

Izvedenice ove knjige (npr. izolirani dijelovi ili modificirane verzije knjige)
moraju minimalno navesti 1. izvornog autora 2. izvorni naziv knjige 3.
modifikacije, ako ih ima i 4. poveznicu na GitHub repozitorij https://gi
thub.com/kkumer/simetrije putem kojeg je ova knjiga slobodno dostupna.

Slika na naslovnici: Niles Johnson, Hopfova fibracija
TikZ kod ilustracija u knjizi: Mark Anthony Bromuela, Sveuciliste Chitta-

gong

© 2025. Kresimir Kumericki. Sva prava pridrzana.
Dokument odgovara git verziji d163e8b (tag: ver-0.9.3) datuma 2025-04-24.


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://github.com/kkumer/simetrije
https://github.com/kkumer/simetrije

Mojim roditeljima






Sadrzaj

Predgovor . . . . . . . . e viii
1 Grupe - opéi pojmovi 1
1.1 Definicija grupe i primjeri . . . . . . ... ... ... 1
1.2 Podgrupe . . . . . . ... 7
1.3 Homomorfizam i izomorfizam grupa . . . . . ... ... ... 12
2 Reprezentacije grupa 19
2.1 Vektorski prostori i operatori na njima . . . . . .. ... ... 19
2.2 Definicija reprezentacije i osnovna svojstva . . . . . . . . . .. 23
2.3 Ekvivalentne reprezentacije . . . . . .. ... ... ... .. 27
2.4 Zbroj i produkt reprezentacija . . . . . ... ..o oL 28
2.5 Reducibilnost reprezentacija . . . . . .. .. ... L. 31
3 Svojstva ireducibilnih reprezentacija 37
3.1 Schuroveleme . . . . . .. .. ... . 37
3.2 Relacije ortogonalnosti i karakteri . . . ... ... ... ... 39
3.3 Tablice karaktera . . . . . . . .. ... Lo 43
3.4 Dekompozicija reducibilnih reprezentacija . . . . . . . .. .. 47
3.5 Primjena: Dipolni momenti kristala . . . . . . . . .. ... .. 49



vi Sadrzaj
3.6 Primjena: Degeneracija i cijepanje energijskih nivoa . . . . . 54
4 Simetrije u klasi¢noj i kvantnoj mehanici 61
4.1 Transformacije i tenzori . . . . . . . ... ... .. ... ... 61
4.2 Simetrije i zakoni o¢uvanja . . ... ... 67
4.3 Transformacije kvantnih sustava . . . . .. .. ... ... .. 68
4.3.1 Kontinuirane prostorne translacije . . . ... ... .. 68
4.3.2 Vremenske translacije . . .. ... ... ... .. 71
4.3.3 Rotacije . . . . . . ..o 72
4.4 Spin . ... e 73
4.5 Primjena: Blochov teorem . . . . . . ... ... 0oL 76
5 Liejeve grupe 81
5.1 Kontinuirane grupe . . . . .. ... L Lo 81
5.2 Grupe SO(3)iSU(2) . . . .« o it 85
5.3 Liejeve algebre . . . . . . ... oo 89
5.4 Veza Liejevih grupa i Liejevih algebri . . . . . . . .. ... .. 96
5.5 Klasicne Liejeve grupe vazne za fizika . . . .. ... ... .. 102
6 Rotacije i moment impulsa u kvantnoj mehanici 111
6.1 Ireducibilne reprezentacije grupe SO(2) . . . ... ... ... 111
6.2 Ireducibilne reprezentacije algebre so(3) = su(2) . ... ... 114
6.3 Projektivne reprezentacije grupe SO(3) . . . . . .. .. .. .. 120
6.4 Orbitalni moment impulsa . . . . . . ... ... .. ... ... 122
6.5 Zbrajanje momenata impulsa i Clebsch-Gordanovi koeficijenti 125
6.6 Tenzorski operatori i Wigner-Eckartov teorem . . . . . . . .. 128
6.7 Spektar vodikovog atoma i SO(4) simetrija . . . . ... ... 133



Sadrzaj vii

SU(N) interne simetrije elementarnih cestica 141
7.1 Izospinigrupa SU(2) . .. ... ... ... ... ... ... 142
7.2 Grupa SU(3)ikvarkovi . . .. ... ... ... ... .. ... 147
7.3 SU@3) tenzori . . . . .. ... 149
7.4 SU(N) tenzori i Youngovi dijagrami. . . . . .. ... ... .. 153
Lorentzova i Poincaréova simetrija 161
8.1 Lorentzova grupa . . . . . . . . . .. .o 162
8.2 Generatori i reprezentacije Lorentzove grupe . . . . . . . . .. 166
8.3 Poincaréova grupa . . . . .. ..o 170
8.4 Unitarne reprezentacije Poincaréove grupe . . . . . . . .. .. 172

Kristalografske oznake i grupe 183

Aksijalni vektori 187

Kvantna mehanika u Diracovoj notaciji 189

Tenzori kao matematicki strojevi 193

Homomorfizam grupa SU(2) i SO(3) 197

Eksponencijacija matrice 203

Clebsch-Gordanovi koeficijenti 205



Predgovor

Ovo je udzbenik koji je nastao za potrebe nastave iz kolegija Teorija grupa i
Simetrije u fizici koje sam niz godina drzao na Prirodoslovno-matematickom
fakultetu Sveucilista u Zagrebu studentima istrazivackog smjera studija fi-
zike. Kolegiji se drze na trec¢oj godini studija, kad su studenti veé ovladali
osnovama linearne algebre, jer poznavanje vektorskih prostora i algebre ma-
trica je temeljni preduvjet za gradivo ove knjige. Drugi preduvjet je pozna-
vanje osnova kvantne mehanike, jer su upravo u kontekstu kvantne mehanike
nacela simetrije primjenjivana u fizici s najvise uspjeha.

Povijesno, simetrije su c¢esto bile vodilja fizicarima, a posebno je Albert
Einstein u svojim teorijama relativnosti pokazao do koje je mjere mogudée
ostvariti nove spoznaje o prirodi konzistentnom primjenom nacela simetrija.
Njihova sveobuhvatnost ide do te mjere da je danas nase najapstraktnije
razumijevanje pojma elementarne cestice, moderne realizacije anticke ideje
atoma, sasvim izrazeno kroz simetrije tog objekta. Rije¢ima Stevena Wein-
berga, ,,Cestice su grudice energije i impulsa. No $to su energija i impuls
nego brojevi definirani translacijama w vremenu i prostoru. Cestica nije
nista drugo nego reprezentacija njene grupe simetrija. Svemir je enorman
direktni produkt reprezentacija grupa simetrija.” [Crease i Mann, 1996.].

Osnovni cilj ove knjige je dati u ruke studentu alat Siroke upotrebljivosti.
Prva cetiri poglavlja, koja daju matematicke osnove teorije konac¢nih grupa
s primjenama na fizikalne situacije su cjelina od koje bi koristi mogao imati
svaki fizicar. Zadnja Cetiri poglavlja su vise od koristi teorijskim fizicarima;
zadnja dva StoviSe teorijskim fizicarima posebno zainteresiranima za fiziku
visokih energija.

Kresimir Kumericki
U Zagrebu, 31. ozujka 2025.



Poglavlje 1

Grupe - opéi pojmovi

1.1 Definicija grupe i primjeri

Moé teorije grupa lezi u njenoj apstraktnosti koju je poznati fizi¢ar Arthur
Eddington ilustrirao rije¢ima

Potrebna nam je super-matematika u kojoj su operacije jednako
nepoznate kao i velicine na koje te operacije djeluju, te super-
matematicar koji ne zna sto radi kada izvodi te operacije. Takva
super-matematika je teorija grupa.

Mozda je Eddingtonova karakterizacija teorije grupa kao ,super-matematike”
malo pretjerana, jer teorija grupa je ¢vrsti dio standardne matematike, ali
tocno je da je upotrebljivost ove teorije iznenadujuce siroka i da najraznoli-
kiji matematicki i fizikalni objekti imaju strukturu grupe. Stoga je pozeljno
prvo definirati pojam grupe maksimalno apstraktno, bez pozivanja na njene
konkretne primjere i realizacije:

Definicija 1.1.1 (Grupa)
Grupa (G, *) je skup objekata G na kojem je definirana binarna ope-
racija x tako da su zadovoljena sljedeca svojstva:

1) g1 %92 € G Vg1,92 € G (zatvorenost)
2) g1%(92%93) = (91 xg2) * g3 Vg1,92,93 € G (asocijativnost)

3) e €e Glgxe =exg =g Vg € G (egzistencija jedinstvenog
identiteta)
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4) Vg€ G Jg7t | grg~! = g7! % g = e (egzistencija inverza za svaki
element)

Dat ¢emo sada nekoliko klasi¢nih primjera skupova G i pripadajucih binarnih
operacija x kao ilustraciju gore navedene Siroke primjene grupa.

Primjer 1.1.2 (Z, +)
Lako se uvjeriti da skup cijelih brojeva Z ¢ini grupu obzirom na bi-
narnu operaciju obi¢nog zbrajanja brojeva:

1) nnmeZ = n+mei

2) n+(m+k)=n+m)+k VnmkeZ

3) 0+n=n VneZ (nulaje identitet tj. ,jedini¢ni element”)
4) n+(—n)=0 VneZ (—n jeinverzni element od n)

Primjer 1.1.3 (Z, -)

S druge strane, taj isti skup Z nije grupa obzirom na operaciju mno-
zenja. Naime, aksiom zatvorenosti je zadovoljen jer mnozenjem cijelih
brojeva dobivamo cijele brojeve. Asocijativnost je takoder zadovoljena:
m(nk) = (mn)k. Broj 1 je identitet jer za svaki n € Z vrijedi da je
In = n. No aksiom postojanja inverza za svaki element nije zado-
voljen. Inverz od n je broj %, ali taj broj nije element skupa cijelih
brojeva Z (osim za specijalne slucajeve kad je n € {—1,1} Sto nije
dovoljno).

Ovaj primjer ilustrira da je za potpunu definiciju pojma grupe nuzno speci-
ficirati i skup i binarnu operaciju. U praksi, Cesto je iz konteksta oc¢ito na
koju se binarnu operaciju misli pa se njeno navodenje izostavlja.

Primjer 1.1.4
Skup dvije matrice

to 2 o)y

¢ini grupu obzirom na uobicajeno mnozenje matrica. Promotrimo li
pak skup svih 2 X 2 matrica vidimo da on ne ¢ini grupu jer nije zadovo-
ljen aksiom egzistencije inverza. Naime, neregularne matrice (one ¢ija
determinanta iSCezava) nisu invertibilne. Medutim, ukoliko se ogra-
ni¢imo samo na skup regularnih 2 x 2 matrica dobivamo grupu koja
se naziva opca linearna grupa u dvije dimenzije i oznacava grupno-
teorijskom oznakom GL(2).
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Grupu zovemo Abelova (abelovska, komutativna) ako Vg1,g2 € G g1 *x g2 =
g2 * g1. Na primjer (Z, +) je Abelova dok grupa GL(2) to nije jer mnozenje
matrica opéenito ne komutira. Broj elemenata grupe nazivamo red grupe.
Obzirom na njega razlikujemo:

o Konacne grupe. Primjeri su npr. ({1,—1}, ) ili grupa iz primjera
1.1.4.

e Beskonacne diskretne grupe koje imaju prebrojivo® beskonacan broj
elemenata. Primjer je (Z, +).

e Beskonacne kontinuirane grupe koje imaju neprebrojiv broj elemenata
i ¢ije elemente mozemo zamisliti kao kontinuirani skup toc¢aka. Ukoliko
su zadovoljeni neki dodatni uvjeti, vidi 5. poglavlje, ove grupe se
nazivaju Liejeve grupe. Primjeri su (R\{0}, -) i GL(2).

Primjer 1.1.5 (Grupa simetrija)

Skup svih transformacija simetrije nekog konkretnog objekta tj. tran-
sformacija koje ostavljaju taj objekt nepromijenjen nuzno tvore grupu
obzirom na binarnu operaciju kompozicije transformacija o:

1) zatvorenost: ako ni g; ni go ne mijenjaju objekt, ne mijenja ga ni
njihova kompozicija g2 o g1

2) asocijativnost: transformacije mozemo interpretirati kao funkcije
na skupu svih stanja objekta koji transformiramo, a kompozicija
funkcija je asocijativna

3) identiteta: transformaciju koja ne radi nista tj. ne mijenja objekt
takoder smatramo transformacijom

4) suprotna transformacija je isto simetrija (dobra vjezba iz apstrak-
tnog razmisljanja je uvjeriti se da za svaku transformaciju objekta
postoji suprotna)

Cinjenica da transformacije simetrije ¢ine grupu nam je od velikog znacaja.
To ¢e nam sada omoguditi elegantnu konstrukciju mnogih vaznih grupa, a
kasnije ée nas zanimati grupe simetrija fizikalnih objekata. ,Objekt” na
kojeg djeluju transformacije grupe simetrija moze biti nekakav realan fizi-
kalni objekt poput kristala, ali moze biti i nesto apstraktniji entitet poput
kvantnomehanicke valne funkcije ili bilo kakvog matematickog objekta kojeg
mozemo definirati. Vazno je imati na umu da su sam pojam i svojstva grupe

*Beskonacan skup je prebrojiv ukoliko je moguée uspostaviti bijektivno preslikavanje
izmedu tog skupa i skupa prirodnih brojeva N. Npr. skup racionalnih brojeva Q jest
prebrojiv, dok skup realnih brojeva R to nije.
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neovisni o tom objektu. Zamisao tog objekta ¢emo iskoristiti da identifici-
ramo skup transformacija simetrije, da vizualiziramo pojedine transforma-
cije i da fizikalno interpretiramo rezultate teorije grupa, ali nikad ne smijemo
izgubiti iz vida da je grupa sasvim apstraktan matematicki pojam.

Primjer 1.1.6 (Ciklicka grupa C,,)
Ciklicka grupa C,, je grupa simetrija rotacija pravilnog poligona s n
usmjerenih stranica.

Cg C4
o -
Elementi grupe C,, su rotacije za kuteve 27r/n, (r = 0,1,...,n — 1) oko

osi koja okomito probada srediste poligona. Usmjerenost stranica iskljucuje
rotacije oko osi koje leze u ravnini poligona. (Iako je poligon ravninski lik
ovdje ga zamiSljamo u 3D prostoru.)

Specifi¢no svojstvo ciklickih grupa je da je sve elemente grupe mogudée dobiti
uzastopnim komponiranjem (,,mnozenjem”) jednog od njih sa samim sobom.
Tako npr. uzastopnim komponiranjem rotacije za kut 27/3 sa samom sobom
dobivamo ostale dvije rotacije koje sac¢injavaju grupu Cs: rotaciju za 47 /3 i
rotaciju za 0 radijana. Ukoliko oznacimo ,generiraju¢u” rotaciju grupe C,
(onu za kut 27 /n) simbolom ¢ onda je skup elemenata grupe

{e,?,....c"=¢e}, (1.1)

odnosno grupu C, mozemo alternativno definirati kao grupu generiranu
elementom c sa svojstvom c¢" = e i pisati kao definicioni izraz

Cp=(c|c"=¢). (1.2)

Ovakvo navodenje generatora i njegovih (ili njihovih ako ih ima vise, vidi
kasnije) svojstava je kompaktni nacin definiranja grupe poznat i kao pre-
zentacija grupe. (Sto nikako ne treba mijeSati s reprezentacijom grupe §to
je nevezani pojam kojeg ¢emo kasnije definirati!)

Tre¢u moguénost za definiciju ove i drugih grupa pruza nam grupna tablica
mnozenja (poznata i kao Cayleyjeva tablica). Naime, obzirom da je aps-
traktna grupa potpuno odredena time da se navede skup elemenata koji je
safinjavaju te time da se potpuno specificira kako se ti elementi mnoze (t;j.
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kakva je binarna operacija u grupi), grupu Cs, npr., je moguce definirati
naprosto kao skup elemenata koji zadovoljavaju slijedec¢u tablicu mnozenja:

g1\ 92 ‘ e ¢ 2
p)
e e ¢ c
1.
c c 2 e (1.3)
c? 2 e ¢

Konvencija je da prvi redak i stupac tablice odgovaraju mnozenju s jedinic-
nim elementom $to zapravo ¢ini naslovni redak i stupac suvisnim i ovu je
tablicu mogude i jednostavnije zapisati samo kao

e Cc 02
c 02 (& (14)
C2 e Cc

Grupne tablice mnozenja zadovoljavaju tzv. svojstvo latinskog kvadrata
poznato i kao

Teorem 1.1.7 (Teorem o razmjestaju)
Svaki element grupe se pojavljuje jednom i samo jednom u svakom
stupcu ili retku grupne tablice mnozenja.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno tj. da se u nekom retku dvaput pojavi
isti element, recimo a. To znac¢i da je a moguée dobiti mnozenjem prvog
elementa iz tog retka, neka je to k, s dvama razli¢itim elementima, recimo
min: km = aikn = a. To bi znacilo da je km = kn, a egzistencija
inverza omoguéuje ,skrac¢ivanje” ovakvih relacija tj. mnoZenje slijeva s k1
pa dobivamo m = n $to je kontradiktorno jer smo pretpostavili da su min
razli¢iti elementi. Do sli¢ne bi kontradikcije dovela pretpostavka ponavljanja
istog elementa dvaput u istom stupcu. ]

Treba uociti da nam binarna operacija definirana tablicom mnozZenja koja
je u standardnom obliku gdje prvi redak i stupac odgovaraju jedini¢énom
elementu i koja postuje teorem o razmjestaju automatski garantira zadovo-
ljavanje tri aksioma grupe: zatvorenost (u tablici se pojavljuju samo elementi
grupe), egzistencija identiteta (po konstrukceiji prvog retka i stupca) i egzis-
tencija inverza (u svakom retku se nuzno pojavljuje i jedini¢ni element i
odgovarajuéi stupac je onda stupac inverza). Medutim, svojstvo asocijativ-
nosti nije nuzno zadovoljeno i treba ga provjeriti nekim drugim nacinom®.

Ove dvije alternativne definicije grupe putem prezentacije (1.2) ili putem
tablice mnoZenja (1.4) naglasavaju apstraktnu prirodu grupe jer se nigdje
ne oslanjaju na ideju da je C3 grupa simetrija trokuta.

*Eksplicitna provjera moze biti mukotrpna. Od pomoéi je procedura poznata kao
Lightov test asocijativnosti.
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Inace, C,, za n = 2,3,4 i 6, spada u kristalografske tockaste grupe kakvih
ima ukupno 32*. Tockaste grupe su grupe prostornih simetrija savrsenih
beskonacnih periodi¢nih kristala koje ostavljaju barem jednu tocku nepo-
mic¢nom. (Za razliku od npr. translacije za konstantu resetke koja je isto
simetrija kristala, ali nijednu toc¢ku ne ostavlja na mjestu.)

Moze se pokazati da jedini elementi tih grupa mogu biti kompozicije rotacija
za 60° 1 90° te inverzije r — —r (tzv. teorem kristalografske restrikcije).

Primjer 1.1.8 (Dihedralna grupa D3)

Dihedralna grupa Djs je grupa simetrija rotacija pravilnog poligona s
tri stranice tj. trokuta. Prema slici

03—>CQ) CQ—>53

% CQ_>b1:b
N

02—>bg

vidimo da su elementi grupe rotacije e, c i ¢? bas kao i kod grupe Cs,
te dodatno rotacije by, bo i b3 za kut 180° oko triju horizontalnih osi.

Uocimo sada neka svojstva mnozenja u toj grupi. Kao prvo, vrijedi da je
by = cbic™! i kazemo da su by i by medusobno konjugirani preko elementa
c. Da je to tako vidi se iz slike:

C A C A
chbic : —_— —_— —_—
A B B C B A C B
C A
A B C B

Na slican nac¢in se mozemo uvjeriti da je by = bic i b3 = bic?, odnosno da
c i b = by generiraju sve ostale transformacije pa elemente grupe mozemo

zapisati kao
{e,c,c? b, be,bc?} . (1.5)

*U trodimenzionalnom prostoru. U dvodimenzionalnom prostoru postoji 10, a u jed-
nodimenzionalnom prostoru samo dvije tockaste grupe.
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To sugerira da bismo grupu D3 mogli probati definirati prezentacijom
D3;<c,b\03:b2:e), (1.6)

no ova definicija nije kompletna jer nam nedostaje jos i pravilo za komutira-
nje elemenata (koje nam nije trebalo za grupu Cs koja je Abelova). Njega do-
bijemo tako da iskombiniramo dvije gore dobivene relacije: by = cbic™! = be
i pomnozimo zdesna s c:

ch = bc? . (1.7)

Ova relacija sad omoguéuje da proizvoljan umnozak elemenata grupe (npr.
beb?c®h svedemo na oblik b%c¢? gdje je o < 21 f < 3, tj. na jedan od
elemenata iz (1.5). Za kompaktan zapis prezentacije grupe D3 koji ¢e se onda
modi lako generalizirati i na ostale D,, grupe, mnozimo gornju komutacijsku
relaciju (1.7) slijeva s b i zdesna s ¢ i dobivamo bebe = (be)? = b?c® = e pa
mozemo pisati

D3 = {c,b|c=b%=(be)® =¢). (1.8)

Ova definicija se generalizira na grupu simetrija poligona s n stranica ovako
(vidi zadatak 1.6.)

D, ={(c,b|c"=b*= (be)* =€), (1.9)
ili, ekvivalentno i prakti¢nije za komutiranje elemenata prilikom mnozenja
D, = {(c,b|c"=b*=e,cb=bc""t), (1.10)

sto onda sadrzi i definiciju grupe Do poznate i kao Kleinova cetvorna grupa
(njem. Vierergruppe), za koju nemamo odgovarajuéi poligon kao objekt
grupe simetrija.

1.2 Podgrupe

Za operacije s grupama i njihovu klasifikaciju centralni je pojam podgrupe:

Definicija 1.2.1 (Podgrupa)
Podgrupa H grupe G je neprazni podskup H C G koji i sam tvori
grupu obzirom na grupnu operaciju definiranu na G.

Svaka grupa ima trivijalne podgrupe H = {e} i H = G, a podgrupu koja je
razli¢ita od ovih dviju trivijalnih zovemo prave podgrupa.

Primjer 1.2.2
Co={e, b} i C3={e, c, c?} su prave podgrupe od D3
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Primjer 1.2.3
Grupa translacija i tockasta grupa su podgrupe grupe svih prostornih
simetrija kristala.

Definicija 1.2.4 (Susjedna klasa)
Lijeva susjedna klasa (engl. coset) podgrupe H obzirom na element
g € G je skup

gH ={gh|h € H}

Odnos pripadnosti elementa ¢; lijevoj susjednoj klasi obzirom na element
g2, g1 € goH, uspostavlja relaciju ekvivalencije® izmedu ta dva elementa
u grupi G, g1 ~ g2. To izmedu ostalog znaci i da bilo koji element klase
mozemo jednako koristiti kao reprezentanta klase tj. da ako je gr € gH
onda je gp H = gH.

Susjedne klase po nekoj podgrupi H su medusobno disjunktne i zahvaljujuéi
Teoremu o razmjestaju sve imaju isti broj elemenata (jednak redu od H) pa
tako definiraju jednu particiju grupe G:

H g H g2 H

93H e gnH

Na slici je kao prva postavljena lijeva susjedna klasa po jedini¢nom elementu
eH = H. Zbog navedene disjunktnosti klasa i jedinstvenosti jedini¢nog
elementa ostale susjedne klase naravno ne sadrze jedini¢ni element i samim
time one nisu podgrupe. Promatrajuéi ovu sliku lako se uvjerimo u to¢nost
Lagrangeovog teorema:

Teorem 1.2.5 (Lagrange)
Red podgrupe dijeli red grupe.

Tako u Primjeru 1.2.2 redovi podgrupa Co i Cs, 2 i 3, dijele red grupe D3,

* Opéenito, relacija ekvivalencije je binarna relacija a ~ b izmedu elemenata nekog
skupa koja ima slijedeca svojstva
1) a~a Va (refleksivnost)

2) a~b = b~a (simetri¢nost)

3) a~b i b~e = an~c (tranzitivnost)
Primjeri relacija ekvivalencije su: ,josoba a je rodena na isti dan kad i osoba b” ili ,trokut
a je slican trokutu b”, dok npr. ,broj a je vedi ili jednak broju b” nije relacija ekvivalencije
jer nije simetri¢na. (Ona je antisimetri¢na. Binarna relacija na skupu koja je refleksivna,
antisimetri¢na i tranzitivna zove se relacija uredaja.) Svaka relacija ekvivalencije cijepa
skup na disjunktne podskupove koji se zovu klase ekvivalencije.
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6. Skup ¢iji su elementi predstavljeni kvadrati¢ima na gornjoj slici ima svoj

naziv:

Definicija 1.2.6 (Kvocijentni skup)
Skup svih razlic¢itih lijevih susjednih klasa

G/H ={gH |g € G}

zove se lijevi kvocijentni skup grupe G po podgrupi H.

Potpuno analogno se definiraju desna susjedna klasa Hg i desni kvocijentni
skup H\G.

Ocito
identi

Primjer 1.2.7 (D3)
Promotrimo podgrupu H = C3 = {e, ¢, ?} grupe G = D3. Dvije lijeve
susjedne klase su

1) eH = H = {e,c,c?} i
2) bH = {b,bc,bc?} ,

a kvocijentni skup je D3/Cs = {eH,bH}. Postoji i kvocijentni skup
D3/Co

Definicija 1.2.8 (Normalna podgrupa)
Podgrupa za koju vrijedi gH = Hyg, Vg € G, zovemo normalna ili
nvarijantna.

Primjer 1.2.9 (D3)

G = D3, H = Cs. Eksplicitnim mnozenjem se uvjerimo da je bC3 =
Csb, a za ostale elemente g € D3 jednakost lijevih i desnih susjednih
klasa je trivijalna. Dakle, Cs je normalna podgrupa od Ds. S druge
strane Cy = {e, b} nije normalna podgrupa od D3 jer npr. ¢Cy # Cac.

je da su za normalnu podgrupu H lijevi i desni kvocijentni skupovi
¢ni G/H = H\G.

Zanimljivo je pitanje u kojim okolnostima i sam kvocijentni skup ¢ini grupu.

Za to

je potrebno definirati binarnu operaciju elemenata kvocijentnog skupa

tj. ,mnozenja” susjednih klasa. Prirodno je pokusati s definicijom mnozenja

dvije

klase A i B ,svaki element sa svakim”:

AB ={abla € Aibe B} . (1.11)

Pitanje je medutim predstavlja li ovako definirano mnozenje skupova A i B
konzistentnu definiciju mnozenja susjednih klasa tj. je li AB nuzno susjedna
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klasa, ukoliko su to A i B? To zahtijeva prvi aksiom definicije grupe. Lako se
mozemo uvjeriti da tako definirano mnozenje ne funkcionira na kvocijentnom
skupu D3/Cs, gdje je Co = {e,b}. Npr. umnozak susjednih klasa eCy =
{e,b} i cCqy = {c,bc?} je {e,be,bc?, b2c? = 2} sto je skup koji nije susjedna
klasa! S druge pak strane mnozenje susjednih klasa u kvocijentnom skupu
D3 /Cs uvijek rezultira susjednom klasom. Razlog tome je sto je C3 normalna
podgrupa, a za normalnu podgrupu H mnozenje klasa mozemo provesti kao:

(1 H)(92H) = g1(Hg2)H = g1(92H)H = g192HH = (q192)H ,  (1.12)

gdje smo u drugom koraku iskoristili normalnost podgrupe H i gdje je
(9192)H nuzno susjedna klasa jer je gigo € G. Lako se uvjeriti da su i
ostali aksiomi grupe zadovoljeni pa zakljucujemo da kvocijentni skup po
normalnoj podgrupi ¢ini grupu koju zovemo kvocijentna grupa*

Primjer 1.2.10 (D3/C3)
Tablica mnozenja u ovom kvocijentnom skupu je dana relacijama

(eC3)(eCs) = eeC3 = eCgy (1.13)
(eC3)(bC3) = bCs3 (1.14)
(bC3)(eC3) = bCs (1.15)
(bC3)(bC3) = eC3 (1.16)

Lijevi i desni kvocijentni skupovi su jednaki

D3/C3 = {{67 ¢, 02}7 {ba be, bCQ}}
CS\D?) = {{6’07 02}7 {ba cb = bC2, CQb = bC}} = D3/03

i imaju grupnu strukturu jednaku grupi Cs.
S druge strane Co nije normalna, lijevi i desni kvocijentni skupovi

D3/Cy = {{e, b}, {c, cb = bc?}, {c?, ¢*b = be}}
Cy\D3 = {{e, b}, {c,bc}, {c?,bc?}} # D3/Cy

nisu jednaki i D3/Csq nije grupa.

*Nesto je teze uvjeriti se u ¢injenicu da bi i drugadiji pokusaji definiranja mnozenja
susjednih klasa od (1.11) doveli do nuznosti da podgrupa bude normalna. Npr. mogli
bismo umjesto oslanjanja na (1.11) definirati mnozenje susjednih klasa kao (g1 H)x*(g2H) =
(g1g2)H. Tako bi prvi aksiom grupe naizgled bio osiguran samom definicijom binarne
operacije. No pokazuje se da je ovakva definicija mnozenja susjednih klasa konzistentna,
u smislu da ne ovisi o izboru reprezentiraju¢ih elemenata g1 i g2, i opet samo ako je
podgrupa normalna, nakon Cega ta definicija postaje ekvivalentna definiciji (1.11).
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Grupe koje nemaju normalnih podgrupa zovu se jednostavne® , a one koje
nemaju normalnih Abelovih podgrupa zovu se polujednostavne.

Za normalne grupe iz definicije 1.2.8 slijedi odmah i da je gHg~! = H,Vg €
G. Zanimljivo je promatrati djelovanje ove operacije ¢...g ! i na skupove
koji nisu podgrupa te na pojedine elemente grupe:

Definicija 1.2.11 (Konjugirani elementi)

Dva elementa a i b grupe G su konjugirani ukoliko postoji g € G takav

da je a = gbg!.

Konjugacija je takoder relacija ekvivalencije:
1) a=etae = a~a

2) a=g g = b=g la(g™)!

3) a=gbg~', b= hch™!,
a = ghch™'g™t = (gh)e(gh)™", gh € G

Konjugacija (bas kao i svaka relacija ekvivalencije) definira particiju skupa
na klase.

klasa od a = {b|b=gag™", g€ G}
Klasa od e = {e} $to znaci da klase, izuzev ove trivijalne, nisu podgrupe.
Za Abelove grupe svaki element je klasa za sebe.

Kako normalne podgrupe zadovoljavaju gHg™ ' = H, Vg € G, slijedi da su
one sastavljenje od cijelih klasa konjugacije.

Primjer 1.2.12 (Klase konjugacije grupe D3)
Tri klase konjugacije od D3 su:

1) (e)
2) (c,c?)

3) (b, be, bc?)

“Mi se neéemo baviti simetrijama algebarskih jednadzbi, ali spomenimo da je Evariste
Galois povezao njihovu opéenitu rjesivost (moguénost da se sva rjeSenja prikazu u obliku
izraza koji ukljucuju konacni broj primjena osnovnih matematickih operacija i korijena
na koeficijente jednadzbe) s nejednostavnoséu pripadajuce grupe simetrija skupa rjesenja.
Onda je dokazavsi da su grupe simetrija skupa rjesenja za jednadzbe reda veceg od 5
jednostavne pokazao da te jednadzbe nisu rjesive. To je otkrice predstavljalo kraj teorije
algebarskih jednadzbi i rodenje teorije grupa.
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i odgovaraju rotacijama za razli¢ite kuteve: 0°, 120° i 180°. Konjugira-
juéi elementi preslikavaju medusobno osi rotacije. Normalna podgrupa
Cs se sastoji od cijelih klasa (prve dvije), dok podgrupa Cy = {e,b}
nema to svojstvo i nije normalna.

1.3 Homomorfizam i izomorfizam grupa

Vidjeli smo u primjeru 1.2.10 kako kvocijentna grupa D3/Cs ima isti broj
elemenata i istu tablicu mnozenja kao grupa Co. Dakle u apstraktnom
smislu teorije grupa te su grupe identicne. Za prepoznavanje takvih situ-
acija, umjesto usporedivanja grupnih tablica mnozenja pogodnije je iden-
tificirati preslikavanje s jedne grupe na drugu koje ,,cuva” grupnu binarnu
operaciju. Takvo preslikavanje se naziva homomorfizam:

Definicija 1.3.1 (Homomorfizam)
Neka su A i B grupe, a f : A — B preslikavanje koje komutira s
grupnom operacijom tj. za koje vrijedi

flab) = f(a)f(b) Va,be A.
Onda kazemo da je f homomorfizam grupe A u grupu B.

Primjer 1.3.2
Preslikavanje s grupe D3 na kvocijentnu grupu D3 /Cs definirano kao

f(g) = 9Cs,

je homomorfizam jer

f(a)f(b) = (aC3)(bC3) = (ab)C3 = f(ab).

Primjer 1.3.3
Preslikavanje s grupe Cs na trivijalnu grupu C; = {e} koja sadrzi samo
jedini¢ni element, definirano kao f(g) = e,Vg € Cs, je homomorfizam.

Vidimo da homomorfizam opc¢enito ne mora biti injekcija tj. da se vise
elemenata moze preslikavati u isti element. Homomorfizam koji je i bijekcija
zovemo izomorfizam i piSemo A = B ili A = B.

Izomorfne grupe su s apstraktnog stanovista jednake (imaju istu tablicu
mnozenja).
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Primjer 1.3.4
Grupa Cs je, osim ve¢ spomenutog izomorfizma s kvocijentnom gru-
pom D3/Cs, izomorfna i npr. s grupama

o (696 )

Primjer 1.3.5

Grupa Z,, je skup cijelih brojeva {0,1,2,...,n— 1}, uz binarnu opera-
ciju zbrajanja modulo n. Jedini¢ni element je naravno 0, a cijelu grupu
generira element 1 i grupa je izomorfna ciklickoj grupi C,,. Stoga mnogi
autori ciklicke grupe oznacavaju Z,, a u primjenama u fizici se c¢esto
sre¢e Co koju ¢emo onda i mi zbog sklada s literaturom nekad zvati
Zo.

Slika homomorfizma f(A) (skup svih elemenata u B koji imaju original u
A) je podgrupa od B. Uvjerite se u to.

f
A » B

Slika 1.1: Kernel K homomorfizma f : A — B je podgrupa grupe A, a slika
f(A) homomorfizma je podgrupa grupe B.

Slika f(e4) jedini¢nog elementa e, iz A je jedini¢ni element ep u B jer
mnozenjem relacije

flea) f(b) = f(eab) = f(b)
s desna s f(b)~! dobivamo

flea)=fO)f(b) " =ep.

No moguce je da se i drugi elementi iz A osim jedini¢nog e4 preslikavaju u
jedini¢ni element ep u B (u primjeru 1.3.3 se svi tako preslikavaju). Kernel
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homomorfizma se naziva skup svih elemenata od A koji se preslikavaju u
jedini¢ni element iz B.

K =ker(f)={kec A| f(k) =eB}.

Kernel od f: A — B je normalna podgrupa od A. Uvjerite se u to.

Kernel je iznimno korisna podgrupa, izmedu ostalog i zahvaljujuéi sljede¢em
vaznom teoremu:

Teorem 1.3.6 (Teorem o izomorfizmu)
Ako je f: G — G’ homomorfizam s kernelom K, onda vrijedi

1) Svaki element susjedne klase gK se preslikava u isti element f(g).

2) Slika homomorfizma f(G) je izomorfna kvocijentnoj grupi po ker-
nelu G/K.

(Skup G/K je grupa jer je K normalna podgrupa.)

Dokaz*: Pridruzivanje koje ¢ini izomorfizam iz stavka 2) teorema je f(g) <
gK. Pokazimo da je to pridruzivanje dobro definirano i bijekcija te da cuva
grupnu strukturu. Da bi se uvjerili da je pridruzivanje f(g) — gK dobro
definirano, treba se uvjeriti da je susjedna klasa gK jedinstveno odredena
izborom f(g). Naime, postoji opasnost da razli¢iti originali od f(g) ne
pripadaju istoj klasi kako je ilustrirano na

No, razli¢iti originali od f(g), dakle g i ¢’ iz G takvi da je f(g) = f(¢)
zadovoljavaju f(g~'¢") = f(g7)f(d') = f(9) " f(¢') = f(g)""f(g) = e 5to
znadi da je g71'¢’ jednak nekom elementu k kernela od f, g~'¢’ = k € K &to
mnozenjem s g slijeva daje ¢’ = gk pa je nuzno ¢’ € gK.

Druga opasnost je da inverzno pridruzivanje gK +— f(g) ovisi o izboru ele-
menta g iz K tj. da se razliciti elementi klase g K ne preslikavaju u isti f(g)
kako je ilustrirano na
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No razli¢iti element ¢’ iz susjedne klase gK je oblika ¢’ = gk za neki
k € K &to znaci da je g~'¢’ € K i mora se preslikavati u jediniéni ele-
ment f(g~'¢') = e pa po svojstvu homomorfizma f imamo f(g)~'f(¢') =e
i mnozenjem slijeva s f(g) dobivamo zZeljeno svojstvo f(¢') = f(g), ¢ime
istovremeno i dokazujemo prvi dio teorema.

Injekcija u oba smjera koju smo upravo dokazali znac¢i da je preslikavanje
f(g) < gK bijekcija. Potrebno je jos samo uvjeriti se da to preslikava-
nje ¢uva grupno mnozenje. To se vidi iz toga Sto se umnozak elemenata
slike homomorfizma f(g)f(9') = f(gg’) preslikava u susjednu klasu (gg") K
koja je po svojstvu normalnosti kernela jednaka odgovarajuéem mnozenju
(9K)(¢'K) ukvocijentnoj grupi G/K. Dakle f(g) <> gK je izomorfizam. [

Jedan korolar ovog teorema je da je svaki element ¢’ iz G’ slika istog broja
elemenata iz G (jer vidjeli smo da sve susjedne klase po nekoj podgrupi
imaju isti broj elemenata). Tako opéeniti homomorfizam ima vrlo pravilni
obrazac preslikavanja prikazan na sljedecoj slici

Il

Drugi korolar je da je f izomorfizam ako i samo ako je kernel K = {e}.

Pojam kvocijentne grupe nam daje ideju svojevrsnog ,,dijeljenja” jedne grupe
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drugom. Namedée se pitanje, ukoliko je, kako smo vidjeli, D3/Cs = Ca,
mozemo li u nekom smislu smatrati da je C3 x Co = D3? Odgovor je da
to nije moguée opcenito, ali jest u situaciji kad su obje grupe normalne
podgrupe produktne grupe, sto u primjeru D3 nije slucaj.

Definicija 1.3.7 (Direktni produkt grupa)

Ako imamo dvije grupe (G, %) i (H, o), onda je njihov direktni produkt
grupa GxH ¢iji su elementi svi uredeni parovi (g,h), g € G, h € H, a
binarna operacija - je definirana prirodno po komponentama

(g91,h1) - (92, h2) = (g1 * g2, h1 0 h2) . (1.17)

Lako se uvjeriti da su zadovoljeni svi aksiomi grupe. Strogo uzevsi, gore
trazene normalne podgrupe od G xH nisu bas G i Hnego G’ = {(g,1)|g € G}
iH = {(1,h)|h € H}, ali one su izomorfne grupama G i H pa je sve prirodno
i konzistentno. Citaoc se lako moze uvijeriti da je na primjer Co x Co = Dy.

Zadaci

1.1. Dokazite da su jedini¢ni i inverzni element grupe jedinstveni.

1.2. Konstrukcijom grupne tablice mnozenja pokazite da postoji samo
jedna grupa reda 3.

1.3. Na isti nac¢in kao u proslom zadatku pokazite da postoje samo
dvije grupe reda 4.

1.4. Grupa je Abelova ako i samo ako je njena grupna tablica mnozenja
simetri¢na. Dokazite da i za grupe koje nisu Abelove razmjestaj
jedini¢nih elemenata u tablici mora biti simetrican.

1.5. Dokazite da je grupa u kojoj je svaki element samom sebi inverz
nuzno Abelova.

1.6. Uvjerite se da je grupa simetrija pravilnog poligona s n neusmjere-
nih stranica izomorfna grupi D,, = (¢, b|c" = b? = (bc)? = €). (Na-
putak: Odredite transformacije poligona koje odgovaraju elemen-
tima c i b, pa se uvjerite da one zadovoljavaju ¢® = b = (bc)? = e.
Usporedite broj elementa grupa.)

1.7. Centar Z grupe G je skup svih elemenata koji komutiraju sa sva-
kim elementom grupe tj. Z = {z € G|zg9 = gz Vg € G}. Pokazite
da je Z normalna Abelova podgrupa od G.

1.8. Odredite klase konjugacije grupe Dy.
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1.9.

1.10.

1.11.
1.12.

1.13.

Pokazite da su sve grupe s prostim brojem elemenata ciklicke.

Red elementa a grupe G je najmanji n takav da je a™ = e. Pokazite
da je red svih elemenata jedne klase konjugacije isti.

Postoji li netrivijalni homomorfizam s grupe D4 na grupu D3?

Pokazite da je kvocijentna grupa Z/Z. izomorfna grupi Cs, gdje
je Ze grupa parnih cijelih brojeva.

Promotrite grupu nesingularnih kvadratnih n x n matrica G =
{M}. Pokazite da je f(M) = det M homomorfizam. Koja grupa
je kodomena tog homomorfizma?
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Poglavlje 2

Reprezentacije grupa

Premda smo glavne primjere grupa u proslom poglavlju, ciklicke grupe C,,
i dihedralne grupe D,,, definirali kao grupe simetrija poligona, naglasavali
smo da je to samo pomo¢ni korak i da je stvarna narav grupe apstraktna,
potpuno definirana svojstvima binarne operacije nad elementima skupa. No
prava mo¢ teorije grupa, i ne samo u fizici, ipak dolazi kroz konkretne reali-
zacije grupe kao skupa transformacija nekog sustava. Za te potrebe, sustave
¢emo prikazivati kao elemente vektorskih prostora, a elementi grupe ¢e biti
operatori nad tim prostorima. To pokriva sve vazne situacije u fizici, a
najvaznije i najnetrivijalnije primjene bit ¢e u kvantnoj fizici gdje je od-
govarajuéi vektorski prostor Hilbertov prostor kvantnomehanickih stanja.
Najvaznije pitanje kojim é¢emo se baviti je odredivanje na koje je sve nacine
moguce reprezentirati neku grupu kao skup operatora nad nekim prostorom.
To ¢e onda dati jednu vaznu klasifikaciju sustava a time i odgovor na pitanje
na koje se sve nacine neka simetrija moze javljati u prirodi.

2.1 Vektorski prostori i operatori na njima

Ocekuje se da je ¢itaoc veé upoznat s osnovama matematicke teorije vektor-
skih prostora, no u ovom ¢emo odjeljku ipak ponoviti osnovne pojmove.

Definicija 2.1.1 (Vektorski prostor)

Vektorski prostor (ili linearni prostor) V nad poljem F' je aditivna
grupa (grupna operacija je zbrajanje vektora x + y) na kojoj je defini-
rana operacija mnozenja skalarom iz F' tako da su zadovoljeni aksiomi:

1) Zatvorenost: ax € V. VYa € F, x €V
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2) Kvaziasocijativnost: a(bx) = (ab)x Va,be F, x €V
3) Egzistencija jedinice: le = zale FiVx eV

4) Distributivnost zbrajanja u F': (a+b)x = ax+bx Va,be F, x €
|4

5) Distributivnost zbrajanjau V: a(x+y) = ax+ay Va € F, x,y €
14

Iz aksioma slijedi da je zbrajanje vektora u V komutativno tj. *+y = y+x.
Za nase potrebe, polje F' je obi¢no polje kompleksnih ili realnih brojeva, C
ili R, pa govorimo o kompleksnom ili realnom vektorskom prostoru. Baza
vektorskog prostora je skup {e;} linearno nezavisnih vektora koji razapinju
V' tj. svaki vektor iz V' se moze prikazati kao linearna kombinacija vektora
baze {e;}. Dimenzija vektorskog prostora definirana je kao broj vektora
njegove baze (teorem je da sve baze imaju isti broj vektora).

Primjer 2.1.2 (3D euklidski prostor)

Rije¢ je o ,klasicnom” realnom vektorskom prostoru u kojem vrijedi
osnovnoskolska geometrija. Jedna moguca baza je Kartezijeva e; =
T, es =y, e3 = z, tako da je

=% +yy+ 22 . (2.1)

Proizvoljni vektor cesto prikazujemo i kao stupac njegovih triju kom-
ponenata u konkretnoj bazi:

r=\|y |. (2.2)

Primjer 2.1.3 (Hilbertov prostor kvantnomehanickih stanja vodiko-
vog atoma)
Rjesenja vremenski nezavisne Schrodingerove diferencijalne jednadzbe

Hy(x) = E(z) (2.3)

gdje je H hamiltonijan za vodikov atom, oznacavamo ¢, (x) i na-
zivamo stacionarna stanja. Ovdje je m € {-l,—l 4+ 1,...,l}, | €
{0,1,...,n—1},an € {1,2,...,00}. Stacionarnih stanja ima besko-
nac¢no i ona predstavljaju bazu beskonaénodimenzionalnog Hilberto-
vog vektorskog prostora svih mogué¢ih kvantnomehanickih stanja vo-
dikovog atoma. Vektor u tom prostoru je proizvoljna superpozicija
stacionarnih stanja

oo n—1 1

'Lﬁ(CC) = Z Z Z anlmwnlm(w> ) (24)

n=11=0 m=—1
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gdje su ayyy, proizvoljni kompleksni koeficijenti. Ovo je dakle kom-
pleksni vektorski prostor.

Definicija 2.1.4 (Linearni operator)
Operator T : V — V na vektorskom prostoru V sa svojstvom

T(ax + by) = aTx + bTy
Va,b e F, x,y € V, je linearan.

U datoj bazi {e;}, operator T' mozemo prikazati kao matricu s elementima
T;; definiranu relacijom T'e; = ), T;je; = Tjje;, gdje uvodimo tzv. Einste-
inovu sumacijsku konvenciju po kojoj se zbrajanje po dvaput ponovljenom
indeksu podrazumijeva i znak sume se ne pise.

Djelovanje operatora 1" na vektor @ = x;e; rezultira vektorom T« s kompo-
nentama (T'x); = Tj;x;.

Primjer 2.1.5 (Operator rotacije u euklidskom prostoru)

Operatori rotacije nad raznim vektorskim prostorima ¢e nam biti va-
zan primjer jer je rije¢ o transformacijama s kojima imamo mnogo
neposrednog iskustva, a istovremeno su vrlo netrivijalne i dobar pri-
mjer za velik dio teorije grupa i njenih reprezentacija. Rotacija oko
z-osi za kut 6 je

cosf) —sinf 0 T
R,or = [ sinf cosf O Y
0 0 1 z

Primjer 2.1.6 (Hamiltonijan)

Kvantnomehanicki hamiltonijan je vazan primjer linearnog operatora
na Hilbertovom prostoru: Hiy(x) = Ev(x). Vidjet ¢emo da njegova
vazna znacCajka nije to sto bi on sam bio element neke grupe sime-
trija, nego to sto je pomocéu njega mogucée generirati elemente grupe
vremenskih translacija.

Na vektorskim prostorima koji su nam od znacaja, osim zbrajanja vektora i
mnozenja skalarom cCesto je mogucée definirati i dodatne operacije, a mozda
najvaznija je skalarni produkt.

Definicija 2.1.7 (Skalarni produkt)
Skalarni produkt na vektorskom prostoru V je preslikavanje ( , ) :
V x V — C sa svojstvima:

D (z,y) = (y,2)"
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2) (z,ax +by) =a(z,x) + b(z,y)

3) (z,z) >0, (x,x)=0= =0

Ve,y,z€ ViabeC.

Posljedica definicije je da vrijedi (ax, y) = a*(x,y). Moguéa je i alternativna
definicija skalarnog produkta kod koje je (z,ay) = a*(x,y). Ona se u fizici
rijetko rabi, ali je dominantna u matematickim tekstovima.

Primjeri skalarnog produkta su standardno mnozenje vektora -y u 3D euk-
lidskom prostoru ili ,,preklop” valnih funkcija (¢1,12) = [ 5 () (x)d>x
u Hilbertovom prostoru kvantnomehanickih stanja.

Skalarni produkt omoguéuje prirodnu definiciju norme vektora kao ||z|| =
\/(z,x). Vektorski prostor s definiranom operacijom skalarnog produkta
se zove unitarni prostor. Alternativno se za takav prostor koriste i nazivi
pre-Hilbertov ili euklidski prostor.

Ortonormirana baza vektorskog prostora je baza {e;} takva da je (e;,e;) =
;5 1 uvijek ju je moguce nac¢i u unitarnom prostoru.

Definicija 2.1.8 (Unitarni operator)
Unitarni operator U je operator takav da je (Uz,Uy) = (x,y), Vo, y.

Kazemo da unitarni operator ,,¢uva” skalarni produkt. Obzirom da su ska-
larni produkt i norma vektora u kvantnomehanickom Hilbertovom prostoru
stanja povezani sa vjerojatnostima ishoda mjerenja, te kako je o¢uvanje vje-
rojatnosti prirodan zahtjev na operatore transformacija kvantnomehanickih
stanja, ti ¢e operatori tipi¢no biti reprezentirani unitarnim operatorima.

U ortonormiranoj bazi unitarni operator je predstavljen unitarnom matri-
com tj. matricom sa svojstvom U'U = 1 gdje je U' = UT" hermitski
konjugirana matrica.

Definicija 2.1.9 (Hermitski konjugirani operator)
Hermitski konjugirani operator operatoru D je operator Dt definiran
tako da vrijedi (Dx,y) = (z, D'y), Va, y.

U ortonormiranoj bazi hermitski konjugirani operator je predstavljen her-
mitski konjugiranom matricom.

Definicija 2.1.10 (Hermitski operator)
Operator H se naziva hermitski ako vrijedi (Hz,y) = (x, Hy), V&, y.
Takav operator je u ortonormiranoj bazi prikazan hermitskom matri-



2.2 Definicija reprezentacije i osnovna svojstva 23

com za koju vrijedi Hf = H.

Hermitski konjugirani operator operatora D se naziva i adjungirani ope-
rator operatoru D (engl. adjoint), a hermitski operator se naziva i auto-
adjungirani (engl. self-adjoint). Zapravo postoji suptilna matematicka raz-
lika izmedu hermitskog i auto-adjungiranog operatora, ali fizicari je obi¢no
zanemaruju.

Teorem 2.1.11
Svojstvene vrijednosti hermitskog operatora su realne.

Dokaz: Uzmimo x # 0 za koji je Ax = Az*. Skalarnim mnozenjem s x
imamo A(z,x) = (x, Ax) = (Az,x) = \*(x,x), iz Cega slijedi \* = A jer
je kracenje (x,x) omoguéeno treéim svojstvom definicije (2.1.7) skalarnog
produkta. ]

Ovo svojstvo se odrazava u ¢injenici da su kvantnomehanicki operatori koji
odgovaraju opservabilnim fizikalnim veli¢inama (koje su redovito realni bro-
jevi) redovito hermitski.

I unitarne i hermitske matrice T se mogu dijagonalizirati transformacijom
S—ITS = D, gdje je S unitarna matrica.

2.2 Definicija reprezentacije i osnovna svojstva

Definicija 2.2.1 (Reprezentacija grupe)
Reprezentacija grupe G = {g;} je homomorfizam s G na grupu linear-
nih operatora I' = {D(g;) }, na nekom vektorskom prostoru V.

Dakle, reprezentacija je preslikavanje G — I', gdje se pojedini elementi
preslikavaju kao g; — D(g;). Operatori D(g;) su pak preslikavanja D(g;) :
V — V, gdje se pojedini vektori preslikavaju kao x — @’ = D(g;)x.

U zZargonu se pojam ,reprezentacija” zna odnositi ne samo na gornji homo-
morfizam veé i na samu grupu I', pa ¢ak i na vektorski prostor V. No to ne
bi smjelo dovoditi do zabune.

Dimenzija reprezentacije je dimenzija vektorskog prostora V' na koji opera-
tori djeluju. Kako se operatori mogu u nekoj bazi predstaviti kao kvadratne
matrice u literaturi se Cesto rabi alternativna definicija reprezentacije kao

*Egzistencija takvog vektora slijedi iz fundamentalnog teorema algebre
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preslikavanja s apstraktne grupe na grupu matrica. Iz uvjeta homomorfizma

D(g1)D(g2) = D(9192)

slijede razne stvari poput ¢injenice da je jedini¢ni element uvijek reprezenti-
ran jedini¢énom matricom jer D(g)D(e) = D(ge) = D(g) povlaci D(e) = 1.

Uobicajena oznaka za operatore iz reprezentacije je slovo D od njemacke
rije¢i ,, Darstellung” (reprezentacija). Primjenu teorije reprezentacija grupa
na fiziku je u velikoj mjeri razvio E. P. Wigner.

Ukoliko je grupa operatora I' izomorfna grupi G, reprezentaciju zovemo
vjerna.

Primjer 2.2.2 (Reprezentacija grupe C3 na 3D euklidskom prostoru)
Cs = {e,c,c?}. Kako je pokazano gore, jedini¢ni element je nuzno
reprezentiran jedinicnom matricom

100
D)= 0 1 0 (2.5)
00 1

Za operator D(c) u koji se preslikava element ¢, mozemo uzeti operator
rotacije za 2mw/3 oko z-osi. Prilikom specifikacije matri¢nog zapisa
operatora, treba razlikovati tzv. aktivne transformacije kod koji se
mijenjaju vektori, a baza ostaje ista, te pasivne kod kojih vektori ostaju
isti, a baza se mijenja, vidi sliku 2.1. Oba pristupa su regularna,
ali tipi¢cno vode do razlika u nekim predznacima u izrazima pa treba
pripaziti. Ako se ne kaze drukdije, transformacije u ovoj knjizi su

Ya Y

HV

Slika 2.1: Aktivne transformacije (lijevo) i pasivne transformacije (desno).
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yaktivne” i u tom slucaju

cos(2m/3) —sin(27/3) 0
D(c)= | sin(27/3) cos(27/3) 0
0 0 1 26)
—1/2 —V3/2 0 2
= V32 -1/2 0 |,
0 0o 1
te na kraju
-1/2 V3/2 0
D)= | -v3/2 -1/2 0 | =D(c)*. (2.7)
0 0 1

Lako se provjeri da vrijedi definiciona relacija (1.2) grupe D(c)? = 1.

Ovo naravno nije jedina moguca reprezentacija grupe Cs. Mogli smo uzeti
rotacije za iste kuteve oko bilo koje druge osi i tako dobiti beskonacno dru-
gacijih reprezentacija.

Primjer 2.2.3 (Reprezentacija grupe Cs na vektorskom prostoru sta-
nja vodikovog atoma)

Operator koji reprezentira element ¢ € Csz ¢ée biti operator D(c) koji
transformira valne funkcije vodikovog atoma

V(@) = D(c)() . (2.8)

Kako moze izgledati takav operator? Strogo uzevsi, dovoljno bi bilo
pronadi bilo kakav operator koji zadovoljava definiciono stvojstvo D(c)3
= 1, ali pogodno je da to bude upravo operator rotacije za kut 27/3.
Neka je ¥ (x) = ¥pm(x), dakle gledamo rotaciju stacionarnih stanja:

D(c)

wnzm( ) = W () (2.9)
oo n/—1

nlm Z Z Z Dnlm n/l'm/ (C)d]n’l’m’(m)- (210)

/ 1l/

Ovdje smo iskoristili to da stacionarna stanja ¢ine bazu prostora pa je
transformirano stanje mogudée napisati kao linearnu kombinaciju staci-
onarnih stanja. Koeficijente D (,im)(n/irm)(c) u toj linearnoj kombina-
ciji mozemo zamisliti kao elemente beskona¢nodimenzionalne matrice
u beskonacno dimenzionalnoj bazi ¢iji su vektori indeksirani trojkom
brojeva (nlm), analogno 3 x 3 matricama rotacije D(;);) u 3D euklid-
skom prostoru iz proslog primjera.
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Neka D(c) opet bude rotacija oko z-osi. Rotacija ¢uva energiju pa se u
razvoju (2.10) mogu pojavljivati samo koeficijenti s istim energijskim
kvantnim brojem tj. mora biti n’ = n. Na isti nacin, oéuvanje iznosa
momenta impulsa vodi na I’ = [. Rotacija jedino moZe promijeniti
projekciju momenta impulsa m tako da imamo

D ntm) iy (€) = S DY (c) .

Ovdje je oznaka (1) u DU podsjetnik da matrica ovisi o [ u najmanju
ruku tako $to su njene dimenzije (214 1) x (2{41). Uvrstavanjem ovog
u (2.10) dobivamo veliko pojednostavljenje

l
Vim(@) = > DY (6) Yyt ()
l

m/=—

tj. relevantna matrica rotacije je konac¢na. To je dokud mozemo dodci
u ovom trenutku. U 6. poglavlju ¢emo vidjeti da npr. zal =11 za
bilo koji m matrica rotacije ima oblik

e—i27r/3 0 0
D) (€)= b3 = [0 1 0
0 0 ei27r/3

tj. da rotacija oko z-osi ne mijenja niti m, $to je logi¢no. Za svaki [
imamo drugaciju (2] + 1)-dimenzionalnu reprezentaciju i o¢ito ih ima
beskona¢no mnogo jer [ opéenito nije ogranicen.

Oba ova primjera su nas dovela do beskona¢nog broja razli¢itih reprezenta-
cija. Da bismo uveli red treba nam opcenita formalna teorija reprezentacija

grupa.

Jedan primjer tvrdnji koje vrijede sasvim opcenito je da svaka grupa G
ima tzv. trivijalnu reprezentaciju kod koje je svakom elementu pridruzen
jedinic¢ni operator

D(g)=1 VgedG.

Odgovarajuéi vektorski prostor moze biti proizvoljne dimenzionalnosti pa se
¢ini da i ovih trivijalnih reprezentacija ima beskonacno razlic¢itih, ali ocito
je da one nisu razli¢ite na neki zanimljiv i vazan nacin. Formalna teorija re-
prezentacija ¢e nam omoguciti da smatramo razlicitima samo reprezentacije
koje su razli¢ite na ,,zanimljiv” nacin.

Za zagrijavanje, uvjerimo se u istinitost jos jedne opdenite tvrdnje, koja
vrijedi za jednodimenzionalne reprezentacije. One su posebno jednostavne
jer kompozicija operatora (mnoZenje matrica) postaje obi¢no mnozZenje bro-
jeva. Za konacne grupe sve jednodimenzionalne reprezentacije imaju svoj-
stvo |D(g)| = 1 za svaki g € G. Naime, zbog konac¢nosti grupe, red n svakog
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elementa (vidi Zadatak 1.10.) je konacan. Svojstvo homomorfizma repre-
zentacije onda povlacéi da iz ¢" = e slijedi D(g") = D(g)" = D(e) = 1,
odnosno broj D(g) je n-ti korijen jedinice pa moze biti samo

D(g) =™/ ke {0,1,...,n—1} = |[D(g)|=1.

2.3 Ekvivalentne reprezentacije

Vidjeli smo kako element ¢ € Cs mozemo reprezentirati na euklidskom pros-
toru matricom rotacije za kut 27 /3 oko bilo koje osi i tako dobiti beskonacéno
mnogo razli¢itih reprezentacija te grupe. No ocito je da su sve te reprezen-
tacije u nekom smislu ekvivalentne. Na tom tragu je sljedeéa definicija.

Definicija 2.3.1 (Ekvivalentne reprezentacije)
Dvije reprezentacije grupe G, I'y = {DMW} i Ty = {D®} su ekviva-
lentne ako postoji konstantni nesingularni operator S takav da je

DW(g) = SDP(g)5™! vgea (2.11)

Ovdje se pod konstantnoséu operatora S misli da on ne ovisi o g. Lako
se uvjeriti da ovakva definicija uspostavlja relaciju ekvivalencije u smislu
definicije iz fusnote na stranici 8.

Pokazat ¢emo sada da u slucaju ekvivalentnih reprezentacija jednu mozemo
pretvoriti u drugu prelaskom iz jedne u drugu bazu vektorskog prostora (pa
su u tom smislu one ,jiste”). Uzmimo neki konkretni operator D : V. — V
iz jedne reprezentacije, koji djeluje na vektorskom prostoru V i opcenito
transformira vektore

D:u—v (2.12)

Uzmimo neku bazu {ej, es,...,e,} prostora V i u njoj ¢e vektor u imati
komponente u;, u = u;e;. Linearni operator D je potpuno definiran svojim
djelovanjem na vektore baze, a to daje i njegove komponente D;; u toj bazi

Dej = (linearna kombinacija od e;) = D;je; . (2.13)
Ovaj operator sad djeluje na proizvoljni vektor kao Du = D(uje;) =
u;jDjje; i ako pisemo Du = v = vje;, onda je v; = Djju;, ili u matric-
nom obliku v = Du.

Uzmimo sad neku drugu bazu {f1, f2,..., fn} istog vektorskog prostora V.
Obzirom na tu bazu, operator D ima neke druge komponente, oznac¢imo ih
D;; tako da je

Df; = Di;fs, (2.14)
v; = Dijuj . (2.15)
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No, i vektori stare baze su vektori pa se mogu izraziti kao linearna kombi-
nacija vektora nove baze e; = Sj; fj. Tako je vektor u = u;e; = u;S;; fj tj.
njegove komponente u novoj bazi su u; = u;Sj;, a isto bi bilo i za vektor v,
v; = v;Sj;. U matri¢nom obliku v = Sv ili v = S/, Tako je na kraju
matri¢no

v' = Sv=SDu=SDS ', (2.16)

odnosno = D’ = SDS™! i tako vidimo da operator S koji povezuje
ekvivalentne reprezentacije nije nista drugo nego operator koji povezuje dvije
baze u kojima te reprezentacije izgledaju isto. O

Zadatak ¢e nam biti identificirati i klasificirati reprezentacije koji nisu ekvi-
valentne u ovom smislu. Drugim rije¢ima, cijelu klasu ekvivalentnih repre-
zentacija smatrat ¢emo jednom te istom reprezentacijom. Sre¢om, da bismo
odredili jesu li dvije reprezentacije ekvivalentne nije nuzno traziti odgova-
rajucu transformaciju S. Postoje elegantnije metode poput upotrebe tzv.
karaktera reprezentacija (vidi odjeljak 3.2).

Uocimo jos da obzirom da su jednodimenzionalne reprezentacije zapravo bro-
jevi koji automatski komutiraju slijedi da su takve reprezentacije ili identi¢ne
ili neekvivalentne.

2.4 Zbroj i produkt reprezentacija

U potrazi za ,elementarnim” reprezentacijama grupe nije dovoljno razma-
trati samo klase neekvivalentnih reprezentacija. Usporedimo li na primjer
trodimenzionalnu reprezentaciju grupe Cs iz primjera 2.2.3 s dvodimenzi-
onalnom reprezentacijom generiranom matricom

—-1/2 —\/3/2) 7 (2.17)

P = () 1t

vidimo da premda te reprezentacije nisu ekvivalentne, razlika medu njima je
isto u nekom smislu trivijalna. Sve sto 3D reprezentacija donosi, pored ro-
tacija x —y ravnine koje su prisutne i u 2D inacici, je trivijalno djelovanje na
z-0s tj. dodatnu trivijalnu 1D reprezentaciju. Definirat ¢emo sada operacije
zbrajanja i mnozenja reprezentacija koje ¢e nam onda omoguéiti definiranje
welementarnih” reprezentacija koje se ne¢e modéi prikazati kao kombinacija
nizedimenzionalnih reprezentacija. Te ,elementarne” reprezentacije (zvat
¢emo ih ireducibilne) ée onda zbrajanjem i mnozenjem modéi generirati sve
ostale reprezentacije, slicno kao Sto prosti brojevi generiraju sve ostale.
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Direktni zbroj reprezentacija

Kvadratnu matricu oblika

Ay
Ao

An

gdje su A; kvadratne matrice matrice zovemo blok-dijagonalna ili blok ma-
trica. Produkt dviju matrica iste blok-strukture:

Ay By
As By

A1 B
A2B2

ATL CTL

ima istu blok strukturu kao i te matrice. Promotrimo sada dvije reprezen-
tacije grupe G, reprezentaciju I'y = {D"(g)} dimenzije d; i reprezentaciju
Iy = {DP(g)} dimenzije dy. Tada je skup matrica

{70 )) e

takoder reprezentacija grupe G jer je

DM 0 DM (h 0
mmmm-( ) D®@>< 0 MW@)

_ (DW(g)DW(n) 0 (DW(gh) 0\ _
(" pegyan) =" 0" pegn) =2

zahvaljujuéi gornjem svojstvu mnozenja blok matrica i ¢injenici da su I'y
i I'y reprezentacije. Rezultirajuéu reprezentaciju I' zovemo direkini zbroj
reprezentacija 'y i I's i piSemo

'=Ir1ely
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Iz (2.18) se vidi da je dimenzija zbroja reprezentacija jednaka zbroju njihovih
dimenzija, d = d; + do. MoZemo zbrajati proizvoljan broj reprezentacija

'=T1¢elvy®d---&T,,

a vektorski prostor na koji djeluje zbroj reprezentacija je V- = Vi @ Vs, sto je
prostor razapet vektorima {e1,ea,...,em, f1, fo,..., fu} gdje je {e1,ea,...,
em} jedna baza od Vi, a {f1, fo, ..., fn} jedna baza od V5.

Primjer 2.4.1 (Reprezentacija grupe Cs na 3D euklidskom prostoru)
Ovaj slucaj smo diskutirali na pocetku ovog odjeljka. Sad vidimo da je
3D reprezentacija iz (2.5-2.7) koja djeluje na 3D euklidskom prostoru
direktan zbroj 2D reprezentacije generirane s (2.17) koja djeluje na
2D euklidsku ravninu i trivijalne 1D reprezentacije D(g) = 1, Vg € Cg
koja djeluje na 1D vektorskom prostoru koji odgovara pravcu z-osi.

Primjer 2.4.2 (Stanja sustava jednog elektrona i protona)

Stanja kvantnomehanickog sustava jednog elektrona i jednog protona
¢ine vektorski prostor koji je direktan zbroj vektorskog prostora sta-
cionarnih vezanih stanja vodikovog atoma ¥y, (diskretne negativne
energije) i vektorskog prostora dvocesti¢nog stanja nevezanih elektrona
i protona (kontinuum pozitivnih energija). Kad bismo zanemarili in-
terakciju, ovaj drugi prostor bi bio produkt dva ravna vala. U ovom
trenutku jos nemamo dovoljno znanja konstruirati opéenitu reprezen-
taciju grupe Cs na ovom prostoru ili diskutirati njenu reducibilnost
na zbroj manjih reprezentacija, ali ocito je rije¢ o beskona¢nodimen-
zionalnoj reprezentaciji.

Direktni produkt reprezentacija

Kroneckerov ili direktni produkt kvadratnih matrica A i B je kvadratna ma-
trica C = A ® B ¢ije su komponente
Cij = AiBji .

Dakle retci matrice C' su indeksirani svim parovima (ij) indeksa redaka ma-
trica A i B i stupci analogno. Na primjer, neka su A i B dvodimenzionalne

matrice
Aqy A12> . (Bn 312>
A —= 1 B = .
<A21 Ao Ba1 Bao

Tada je njihov direktni produkt matrica

A11B11 AnBia A1aBin ApBia
AnB AmB)_ A11Bo1 A11Bas A12B21 A12Ba2
Ay B ApB Ao B11 A21Bia ApBiy AxBis
A1 By A21Bay AxBy ABa

c-awp-(
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Vidljivo je da je dimenzija produkta jednaka produktu dimenzija. Za mno-
Zenje dviju matrica iz produktne reprezentacije vrijedi (A ® B)(C ® D) =
(AC) ® (BD) (za dokaz ovoga vidi npr. [Jones, 1998.]). Zahvaljujuéi
tom identitetu, ako imamo dvije reprezentacije grupe G, reprezentaciju
Iy = {DW(g)} ireprezentaciju 'y = {DP(g)}, onda jeiskup I' = 1@y =
{D(9)} = {DW(g) ® D?(g)} takoder reprezentacija od G. Naime, zadovo-
ljen je uvjet homomorfizma jer je

D(g)D(h) = (DW(g) ® DP(g)) (DV(h) @ D@ (h))
= (DW(g)DW(h)) ® (D@ (9) D (h))
= DW(gh) @ D@ (gh) = D(gh) .

Ako I'1 djeluje na vektorskom prostoru Vj razapetom vektorima {eq,eo, ...,

em}, a I's na vektorskom prostoru Vs razapetom vektorima { f1, fa,..., fu},
onda I' = I'y ® I'y djeluje na vektorskom prostoru V = V; ® V5 razapetom
vektorima {e; ® f;,i =1,...,m;j =1,...,n}, dimenzije d = mn.

Primjer 2.4.3 (Dva vodikova atoma)

Uzmimo kvantnomehanicki sustav dva vodikova atoma koja ne djeluju
jedan na drugog (aproksimacija Hy molekule). Njihove ¢e valne funk-
cije biti vektori u dva Hilbertova prostora: 11(x) € Hi i v2(x) € Ho.
Zdruzeni sustav ta dva atoma mozemo promatrati kao jedan vektor
U1(x)he(x) € Hi ® Ha gdje je baza od ovog direktnog produkta Hil-
bertovih prostora razapeta vektorima 1y, ()17 ().

2.5 Reducibilnost reprezentacija

Kljuéno je pitanje za datu reprezentaciju, a pogotovo za reprezentaciju nas-
talu direktnim produktom, moze li se ona prikazati kao direktan zbroj nize-
dimenzionalnih reprezentacija.

Definicija 2.5.1 (Reducibilna reprezentacija)

Reprezentacija I' grupe G koja djeluje na vektorskom prostoru V je
reductbilna ukoliko postoji netrivijalni potprostor Vi od V koji je inva-
rijantan na I', Sto znaci da vrijedi

D(g)V1 cVi Vged.

Ukoliko je reducibilna, onda u bazi {ey,...,€nin}, gdje prvih m vektora
{ei1,...,en} ¢ni bazu od Vi, reprezentacija poprima oblik

(1)
o) = (70 ) (2.19)
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gdje su DW(g) m x m, D@ (g) n x n, a C(g) m x n matrice, te je dim
V =m+mnidim V3 = m. Obratno, ako postoji baza u kojoj reprezentacija
poprima gornji oblik (2.19), reprezentacija je reducibilna u $to se lako uvje-
riti mnozenjem proizvoljnog vektora iz Vi matricom takvog oblika. Nadalje,
Iy = {DW}iTy = {D®} suu tom slucaju takoder reprezentacije grupe G.

Dokaz:
DM C D( C(h)
ppm = (730 ) (76" s
_ (DW(9)DW(h) DW(g)C(h) + C(g)D? (k)
a ( 0 D®)(g)D®)(n) >

= D(gh) (jer je I' reprezentacija)

_ (DW(gh)  C(gh)
= (70" pitan)

Usporedbom drugog i ¢etvrtog reda slijedi

DW(gh) = DW(g)DM(n)
DO(gh) = DO (gD (n)

tj. I'1 i I'2 su reprezentacije. [

Primjer 2.5.2 (Reprezentacija grupe Cs na 3D euklidskom prostoru)
Sve tri matrice ove reprezentacije (2.5)—(2.7) su oblika:

cos) —sind O
D(g) = | sinf cosf 0 Vg e Cs.
0 0 1

Dakle 2D prostor Vj razapet vektorima & i ¢ je invarijantan na djelo-
vanje svih ovakvih matrica pa slijedi da je reprezentacija reducibilna.

Stovise, C(g) = 0 u ovom gore primjeru, i matrice su blok-dijagonalne $to
znaci da je vektorski prostor rastavljiv na direktnu sumu dva potprostora
koja su oba invarijantna. To nas vodi na pojam potpune reducibilnosti.

Definicija 2.5.3 (Potpuno reducibilna reprezentacija)

Ako pored Vi postoji i drugi invarijantni potprostor V5 tako da je
V =V & V; tada reprezentaciju I' mozemo rastaviti na direktni zbroj
I'=T1 @I ikazemo da je ona potpuno reducibilna.

Od velike je vaznosti sljede¢i Maschkeov teorem.
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Teorem 2.5.4 (Maschke)
Sve reducibilne reprezentacije konac¢nih grupa su i potpuno reduci-
bilne.

Dokaz. Dokaz teorema ¢emo provesti u dva koraka u kojima ¢emo pokazati
da vrijede sljedeée dvije tvrdnje koje zajedno povlace teorem.

1) Svaka reprezentacija konacne grupe je ekvivalentna nekoj unitar-
noj reprezentaciji

2) Svaka wunitarna reducibilna reprezentacija je potpuno reducibilna

Tvrdnja iz prvog koraka je i sama po sebi zanimljiva obzirom na vaznost
unitarnih transformacija u kvantnoj mehanici.

Korak 1: Definirajmo tzv. ,grupni” skalarni produkt dvaju vektora iz V' na
slijedeéi nacin:

{z,y} = % > (D(9)z, D(9)y) ,

geG

gdje je n red grupe G, a (, ) uobicajeni skalarni produkt na V. Sumacija ide
preko svih elemenata grupe G. Grupni skalarni produkt { , } zadovoljava
sve aksiome skalarnog produkta iz definicije 2.1.7. (Provjerite to!) Sada
vrijedi

{D(h)z,D(h)y} ="~ (D(9)D(h)z, D(9)D(h)y)
g

(D je rep.) % > (D(gh)z, D(gh)y)
9

=gh — k; teorem o razmjestaju ; Z — Z
g k

= %Z (D(k)z, D(k)y)
k

={z,y}.

Dakle, operatori D(g) su unitarni obzirom na grupni skalarni produkt { , }.
No nas nas zanima unitarnost obzirom na obi¢ni skalarni produkt ( , ). Da
bismo to pokazali, uzmimo sada da je

{e;} ortonormirana baza*obzirom na ( , ),

{fi} ortonormirana baza obzirom na { , },
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i S operator koji povezuje baze: Se; = f;. Tada je

{Sx, Sy} = {Sz;e;, Sy,e;}
=iy {fi Fi}
—
=dij=(ei,e;)
= (wi€i, yj€;)

= (z,y)

tj. S povezuje grupni i obi¢ni skalarni produkt. Ako sada pomocu ovog ope-
ratora S definiramo ekvivalentnu reprezentaciju U(g) = S~'D(g)S imamo

(U(g)z,U(g)y) = (S~'D(9)Sz, S~ D(9)Sy)
={D(g)Sx,D(g9)Sy} [S povezuje skalarne produkte]
= {Sz,Sy} [D(g) je unitaran obzirom na grupni produkt]
= (x,vy) [S povezuje skalarne produkte]

Dakle U(g) je unitarna reprezentacija. (Preciznije, I' = {U(g) | g € G} je
unitarna reprezentacija.)

Korak 2: Treba pokazati da je reducibilna unitarna reprezentacija uvijek
potpuno reducibilna. Ako je U(g) reducibilna to znaci da postoji potprostor
V1 takav da je U(g)x € Vi, Vo € V1 iVg € G. Izaberimo sada ortonormiranu
bazu {e;} tako da {e;,i = 1,...,n} razapinju V1, a {e;,i = n+1,...,n+m}
su preostali vektori koji kompletiraju bazu od V. Vektori {e;,i = n +
1,...,n + m} razapinju V5 — ortogonalni komplement od Vi. Da bi se
pokazala potpuna reducibilnost reprezentacije U(g) treba pokazati da je i
V4 invarijantan na djelovanje reprezentacije tj. da Vy € Vo i Vg € G vrijedi
U(g)y € Va.

Zbog unitarnosti U(g) vrijedi (U(g9)y,U(g9)x) = (y,x), za sve & i y pa
onda i posebno za © = U(g)~'a’ € V1 iy € Va. Dakle, (U(g)y,z') =
(y,U(g)"'2’) = 0 zbog ortogonalnosti y i «. No zbog invarijantnosti V; i
@' je element od V;. Dakle iz (U(g)y,«’) = 0 i usljed proizvoljnosti y € Vs
i ' € V1 slijedi da je i V4 invarijantan. O

U prvom dijelu dokaza, definicija grupnog skalarnog produkta i manipulacije
koje smo radili funkcioniraju samo za konac¢ne grupe. No teorem vrijedi i za
kontinuirane (Liejeve) grupe (koje éemo upoznati u 5. poglavlju), ako imaju
neko od slijedeé¢ih svojstava

o unitarnost (u drugom koraku dokaza nismo koristili konac¢nost)

*Ortonormirana baza je baza za koju vrijedi (e;, ;) = J;; i mogudée ju je odrediti npr.
Gram-Schmidtovim postupkom ortonomalizacije.
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o kompaktnost (vidi definiciju 5.4.3)

o povezanost (vidi definiciju 5.4.1), nekompaktnost i polujednostavnost
(vidi [Cornwell, 1997.])

Sre¢om, vedina kontinuiranih grupa od interesa za fiziku imaju neka od ovih
svojstava.

Definicija 2.5.5 (Ireducibilna reprezentacija)
Reprezentacija I' na vektorskom prostoru V' je ireducibilna ako V nema
invarijantnih potprostora izuzev {0} i samog sebe.

Posljedic¢no, ireducibilnu reprezentaciju nije moguée promjenom baze do-
vesti u blok-dijagonalnu formu s vise od jednog bloka. Dva glavna zadatka
teorije grupa, kojima ¢e biti posveéeno sljedec¢e poglavlje, je identifikacija
svih ireducibilnih reprezentacija date grupe te rastav njene proizvoljne re-
prezentacije na direktni zbroj ireducibilnih:

r=> ol;.
7

Zadaci

2.1. Konstruirajte tri razlicite jednodimenzionalne reprezentacije grupe
Cs.

2.2. Pokazite da je I'* = {D(g)*} reprezentacija ako je I' = {D(g)}
reprezentacija.

2.3. Zbrajajuéi dvije 1D reprezentacije od Ca:
' ={1,1} i Iy ={1,-1} (2.20)
konstruirajte 2D reprezentaciju od Cs.

2.4. Dvije 2D reprezentacije od od Ca su

n=1l) 6 5
el ) 0ot

Konstruirajte njihov direktni zbroj i produkt.
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2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Pokazite da

Dle) = <—01 —11>

generira 2D reprezentaciju grupe Cs. Pokazite da je ova reprezen-
tacija ireducibilna nad poljem realnih brojeva.

Uvjerite se da grupa Ry \{0},-) moze biti vjerno reprezentirana
na 2D vektorskom prostoru reducibilnom reprezentacijom

r=wwy={(; ")}

Pokazite da ova reprezentacija nije potpuno reducibilna.

Pet funkcija f(z,y)
{564, l'sy, $2y2, :Eyga y4}

¢ine bazu peterodimenzionalnog vektorskog prostor V. Neka je
I' = {D(g)} reprezentacija grupe D3 na V definirana uobic¢ajenim
transformacijama dvodimenzionalnih vektora (x,y), kao u (2.6).
To npr. znagéi:

D(e) By s 2 27 3 . 27r+ 27

C).: X Xr COS — — Yy Sin — X Sl — COS —

4 3~ YSTg 3 YOSy
V3 o, 1, _3\/§x22 3\/§y4

BT R A B T

itd.

a) Odredite matricu D(b) u gornjoj bazi.
b) Odredite matricu D(c) u gornjoj bazi..
c) Pokazite da je I' reducibilna tako Sto éete identificirati invari-

jantni potprostor od V.

Neka je P operator projekcije na potprostor V) C V' (dakle opera-
tor sa svojstvima Pv =vzav € V] i Pw = 0 za w iz ortogonalnog
komplementa od V; u V. Oéito je P2 = P. Pokazite da je repre-
zentacija I' = {D(g) }

« reducibilna ako i samo ako je PD(g)P = D(g)P, Vg € G, te

» potpuno reducibilna ako i samo ako je PD(g) = D(g)P, Vg €
G.

Primijenite ovo na zadatak 2.6..
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Poglavlje 3

Svojstva ireducibilnih
reprezentacija

3.1 Schurove leme

Sva kljuéna svojstva ireducibilnih reprezentacija slijede iz dvije Schurove
leme.

Teorem 3.1.1 (Prva Schurova lema)
Neka operator S povezuje dvije ireducibilne reprezentacije I' = {D(g)}
il ={D'(g)} u smislu da je

SD(g) =D'(9)S Vged@,

kako je ilustrirano na slici 3.1. Tada je ili S = 0 ili je S invertibilan i
imamo

D(g) =S~'D'(9)S

tj. dvije su reprezentacije ekvivalentne. (Moguénost da je S singula-
ran, ali ne i nul-operator je iskljucena.)

Dokaz. Neka su V i V' vektorski prostori na kojima djeluju I'i I”. Slika S(V)
prostora V', S(V) = {Sx|z € V'}, je potprostor od V'. Sva potrebna svojstva
S(V) nasljeduje od V', a zatvorenost i egzistencija inverza su posljedice
linearnosti operatora S. Dodatno, S(V) je invarijantni potprostor od V' jer

D'(g)Sz = SD(g)x € S(V).

Kako je {D'(g)} ireducibilna, iz definicije ireducibilnosti 2.5.5 slijedi da je
ili S(V) = {0} ili S(V)=V".
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r
G /":V—H/
o S
\v‘ V=V

Slika 3.1: Situacija prve Schurove leme: dvije reprezentacije grupe G ¢iji
vektorski prostori su povezani operatorom S.

1) Ako je S(V) = {0’} tj. svi vektori domene operatora S preslika-
vaju se u nul-vektor, to znaci da je S nul-operator, S = 0. To je
prva od dvije moguénosti iz prve Schurove leme.

2) Neka je S(V) =V’ tj. S je surjekcija. Promotrimo kernel Ker(S)
koji je zahvaljujudi linearnosti od S potprostor od V. Uzmimo
proizvoljni vektor k iz Ker(.S). Po pretpostavci leme je

SD(g)k = D'(g)Sk =0’

sto znac¢i da je i Dk element kernela Ker(S), odnosno i kernel
je invarijantni potprostor, bas kao i slika. Sad, kako je {D(g)}
ireducibilna slijedi da je ili Ker(S)={0} ili Ker(S)=V. Ker(S)=V
ne moze biti jer onda ne bi bilo S(V) = V' nego bi bilo S(V) = 0’.
Zaklju¢ujemo da je Ker(S)= {0} pa je S i injekcija (vidi teorem
1.3.6 o izomorfizmu) te ima inverz i onda iz pretpostavke leme
slijedi D(g) = S™1D'(g)S, tj. dvije su reprezentacije ekvivalentne,
sto je druga mogucénost leme. O

Teorem 3.1.2 (Druga Schurova lema)
Operator koji komutira sa svim operatorima neke ireducibilne repre-
zentacije

D(g9)S=5D(g) VgeG

je nuzno proporcionalan jedini¢nom operatoru (identiteti), S = AL.

Dokaz. 1z fundamentalnog teorema algebre slijedi da S ima barem jedan
svojstveni vektor tj. da postoji & # 0 takav da je Sz = Ax. To mozemo
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zapisati i u obliku (S — A1)z = 0 $to znaci da je (S — A1) singularna matrica
(neki vektor # 0 preslikava u 0’ pa nije injekcija). No, [S—A1, D(g)] = 0 jer
jedini¢ni operator komutira trivijalno, a S komutira po pretpostavci leme.
No onda je po prvoj Schurovoj lemi S — A1 nul-operator jer smo upravo
vidjeli da nije regularan. Iz .S — A1l = 0 onda odmah slijedi S = A1. O

3.2 Relacije ortogonalnosti i karakteri

Promotrimo dvije ireducibilne reprezentacije, I'y, i I'g, koje djeluju na vek-
torskim prostorima V(@ i V8 dimenzija d, i dg. Ako je a # 8 podrazu-
mijevat ¢emo da su reprezentacije neekvivalentne. Promotrimo i proizvoljni
operator A koji preslikava s V) na V(@ Dakle imamo

D@ . (@) 5 yle)
DV yB) )
A: v Ly
Definirajmo sada matricu

B=Y D (g)AD¥) (g7").

geG

Pokazat ¢emo da B zadovoljava pretpostavke Schurovih lema. Uzimimo
proizvoljni element h € G. Tada vrijedi:

ZD '(9)ADW(g7")
_ZD (hg)ADP) (g~ 1)

= (zamjenom hg=g, g "= 9,_1h)

=Y D(g)ADP) (¢ "h)
g/

= 3" D) AD (gD
g/

= BD®)(h)

(3.1)

U slucaju o # 3 (I' i I'g nisu ekvivalentne), iz prve Schurove leme slijedi da
je B=0. Ako je pak o = 3, tj. D(®(h) = D¥)(h) onda iz druge Schurove
leme slijedi B = Al. Ove se dvije tvrdnje mogu kompaktno ujediniti u
relaciju

B =Y D@ (gAD? (g~ = A[so1 (3.2)
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odnosno, po komponentama,

ZD 9)As D (g1 = AP, (3.3)

A je ovdje bila proizvoljna matrica. Uzmimo sada konkretnije na mjesto A

matricu AUF) koja je svugdje nula osim $to joj je element A(] M1

AR = e 1

AR = 6,585

Upotrebom te matrice u gornjoj relaciji (3.3) dobivamo

S D (@D (g7 = A6ty (3.4)
g

Sada treba odrediti Aj;. Stavimo ovdje o = 3 i uzmimo trag po il indeksima
mnozenjem s 6;;,

Z D g Y = A5 dim(V@) = A(Pd, .

S druge strane, to je takoder jednako
2, D70k = 2, Dleis = 2, 1y =0y ), = by
g g

Ovdje je n red grupe G. Slijedi da je
(@) _ 1

sto daje temeljni teorem o ortogonalnosti matrica ireducibilnih reprezenta-
cija:

Teorem 3.2.1 (Ortogonalnost matrica ireducibilnih reprezentacija)

_ n oo
ZDS‘)(Q)D@(Q 1) = a5 ﬁ5¢l5kj .
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Nadalje, uvijek mozemo uzeti da je D) (g) unitarna matrica i u tom slucaju
je
n
Z D (g) D\ (g)* = dfaaﬂéil(skj .
(03

Stavimo ovdje o = B i promotrimo skup od d? vektora x;; iz novog n-
dimenzionalnog vektorskog prostora, ¢ije su komponente dane komponen-
tama svih matrica reprezentacije:

zi; = (D\(01), D\ (92) .. D (gn)) -

(Ne mijesati ovaj prostor s V¢ koji je dimenzije d,!) Zbog

@ Q@ * n
ZDZ(J )(Q)Dl(k)(g) = (wlka xij) = @(51-1(5@-
g

vektori x;; su medusobno ortogonalni. Za neku drugu ireducibilnu repre-
zentaciju I'(o/y imamo novih di, vektora koji su ortogonalni medusobno, ali
i obzirom na prvih d2 vektora. Treéa ireducibilna reprezentacija daje novih
di,, itd. No znamo da je opcenito maksimalan broj ortogonalnih vektora u
n-dimenzionalnom vektorskom prostoru upravo n. Tako slijedi

> di<n, (3.5)

pa kako je svaka ireducibilna reprezentacija barem jednodimenzionalna i-
mamo ., do < n tj. broj ireducibilnih reprezentacija je manji ili jednak
broju elemenata grupe. Stovise, vrijedi (vidi npr. [Hamermesh, 1989.]) da
je nejednakost (3.5) saturirana tj.

Zdi:n

Da bismo odredili broj ¢lanova u ovoj relaciji tj. broj (neekvivalentnih) ire-
ducibilnih reprezentacija grupe, treba nam pojam karaktera reprezentacije.

Definicija 3.2.2 (Karakter reprezentacije)
Karakter x reprezentacije I' = {D(g)} grupe G je skup x = {x(g) =
TrD(g)| g€ G}.

Prvo vazno svojstvo je da ekvivalentne reprezentacije imaju iste karaktere
jer zbog cikli¢nosti traga imamo Tr SD(g)S~! = Tr D(g). Bez dokaza na-
vedimo da vrijedi i obrat: jednakost karaktera implicira da su reprezentacije
ekvivalentne. (Usput, taj obrat se ne poopéuje na beskonacéne kontinuirane
grupe, osim ukoliko nisu kompaktne, vidi [Cornwell, 1997.]) Zahvaljujuéi
cikliénosti traga vidimo i da je x(g) = TrD(g) = TrD(h)D(g)D~*(h) =
Tr D(hgh~!') tj. konjugirani elementi imaju iste karaktere (Oprez: Treba
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razlikovati karakter reprezentacije x od njegove komponente x(g) koju isto
Cesto zovemo karakter — karakter elementa.)

Za unitarnu reprezentaciju vrijedi x(¢~') = Tr D(¢~') = Tr DT = x*(g).

Uzmimo sada trag po obje matrice u teoremu o ortogonalnosti 3.2.1 mnoze-
njem s 0;;0; pa dobijemo

* n o n o o
ZX(Q)(Q)X(B)(Q) = dié B8k = dfd By = ns*? .

(&7

Definiramo li skalarni produkt karaktera na sljede¢i nacin

_*ZX (¢7 )7

imamo

(X(a)’x(ﬁ)) — §oB

tj. karakteri neekvivalentnih ireducibilnih reprezentacija su ortonormirani
obzirom na taj skalarni produkt.

Neka je sada k; broj elemenata u i-toj klasi konjugacije grupe G. Tada,
buduéi da su karakteri svih elemenata jedne klase konjugacije isti imamo

(X( Z kzxz(a) 7, — 5&6 .

sto je iskaz ortogonalnosti vektora u k-dimenzionalnom vektorskom pros-
toru, gdje je k broj klasa konjugacije grupe. Ortogonalni vektori su

(@) — () (@ (@)

X 7X2 7"'7Xk

Svaka ireducibilna reprezentacija daje jedan takav k-dimenzionalni vektor.
Istim logickim slijedom kao i ranije ova ortogonalnost vodi na zakljucak da
je broj ireducibilnih reprezentacija manji ili jednak broju klasa konjugacije.
Stovige, vrijedi (vidi literaturu) ortogonalnost vektora:

tj.
1 (@) (a)x _
H E k?iXi X = 52’]’7

sto na isti nacin daje suprotnu nejednakost da je broj klasa konjugacije ma-
nji ili jednak broju ireducibilnih reprezentacija. Zaklju¢ujemo da je broj
ireducibilnih reprezentacija grupe upravo jednak broju njenih klasa konju-
gacije!
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3.3 Tablice karaktera

Tablica karaktera neke grupe je tablica karaktera svih njenih ireducibilnih

reprezentacija.
Klase konjugacije
Lo | XY XY x>
rs |

Vidjet ¢emo da tablica cesto daje dovoljno informacija za prakti¢ne pri-
mjene, a moze se, pomocu slijede¢ih pravila, konstruirati i bez eksplicitnog
poznavanja samih matrica reprezentacija i uzimanja njihovih tragova.

Pravila za konstrukciju tablice karaktera

1)

Broj ireducibilnih reprezentacija jednak je broju klasa konjugacije
grupe. Iz ovoga slijedi da tablica ima jednak broj redova i stupaca.
Broj klasa pronalazimo ,pjeske,” analizom grupe.

Kako su dimenzije vektorskih prostora prirodni brojevi, uvjet da je
zbroj kvadrata dimenzija ireducibilnih reprezentacija jednak broju
elemenata grupe, d? = n, ¢esto ima jedinstveno rjesenje koje
odreduje dimenzionalnosti d, svih ireducibilnih reprezentacija.

Jedini¢ni element grupe je klasa za sebe, a reprezentiran je uvijek
jediniénom matricom D™ (e) = 1 &ji je karakter x(¥(e) = d,.
Ovo odreduje jedan (konvencionalno prvi) stupac tablice.

Uvijek postoji trivijalna jednodimenzionalna ireducibilna repre-
zentacija D(g) = x(g) = 1, Vg € G. Dakle jedan red (konvenci-
onalno prvi) se sastoji od samih jedinica.

Za jednodimenzionalne reprezentacije vrijedi D(g) = x(g) pa sami
karakteri reprezentiraju grupu i njihovo mnozenje mora biti ho-
momorfno mnozenju odgovaraju¢ih elemenata grupe.
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k
Z kiXZ(a)XZ(ﬂ)* — ngoB
i=1
(Redowvi tablice su ortogonalni i, kad se uzmu u obzir tezinski fak-
tori k;, normirani su na n)
7)
k
> ki = mdy
a=1

(Stupci tablice su ortogonalni i, kad se uzmu u obzir tezinski fak-
tori k;, normirani su na n)

Pravila je najbolje primjenjivati po redu jer su ona s veéim rednim brojem
teza za primjenu i rjede nuzna za kompletiranje tablice.

Primjer 3.3.1 (Tablica karaktera grupe D3)

Grupa ima tri klase konjugacije (vidi primjer 1.2.12):
K1 = {e}

Ky = {C7 02}

K3 = {b, bc, bc*}

Iz pravila 1) onda znamo da Ds ima tri ireducibilne reprezentacije i
tablica karaktera ¢e biti 3 x 3

Ky 2Ky 3Kj
Iy
Iy
I's

Ovdje smo prema obicaju uz naziv klase stavili i broj njenih eleme-
nata. To je korisno imati pri ruci jer su to tezinski faktori potrebni za
primjenu pravila 6) i 7). Pravilo 2) vodi na jednadzbu
3
 dl=di+di+d3=n=6
a=1
koja, do na permutacije, ima samo jedno rjeSenje u skupu prirodnih

brojeva
di=dy=1, d3=2.
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Dakle, dvije su reprezentacije jednodimenzionalne. Obicaj je organizi-
rati tablicu tako da dimenzionalnost raste idué¢i dolje po retcima. Po
pravilu 3) prvi stupac su karakteri jedini¢nih matrica tj. dimenzional-
nosti reprezentacija

1 2K2 3K3

I'y

K
T, | 1
1
Ty | 2

.......

karakteri jedinice:

K1 2Ky 3K3
|1 1 1
Iy | 1
I's| 2

Drugi redak mozemo kompletirati koriStenjem pravila 5) obzirom da
je 'y jednodimenzionalna. Uporaba pravila nije sasvim algoritamska,
ali od koristi je promatrati umnoske karaktera razli¢itih klasa. Npr.
X2 (0)xP () = xP (be) po svojstvu homomorfizma. Kako elementi b
i be pripadaju istoj klasi, (@ (b) = x?)(be) i mozemo ih skratiti s obje
strane (ne mogu biti nula jer je npr. x(?(b)? = x@(1?) = xP(e) = 1)
i slijedi da je x(®)(¢) = 1. Upravo smo pokazali i da je x?)(b)? =1 tj.
x@(b) = £1. Sad se oslanjamo na pravilo 6) da bi zakljuéili da kad bi
bilo x®)(b) = 1 prva dva reda bi bila jednaka, a ne ortogonalna. Tako
znamo da je x(b) = —1 i imamo

| K1 2K; 3Kj3
;| 1 1 1
Iy | 1 1 -1
Fg 2 a b

Ovdje smo s a i b oznacili zadnja dva nepoznata elementa tablice koje
¢emo odrediti pomoc¢u pravila 6) tj. ortogonalnosti treéeg retka s
prvim i drugim, gdje treba paziti na tezinske faktore. Imamo

3
Sk =24 2a+3b=0,
=1

3
S kP =2+42a-3b=0,
i=1
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$to su dvije jednadzbe s dvije nepoznanice i s rjesenjem a = —1,b = 0.
Tako smo odredili cijelu tablicu. Obic¢aj je za oznacavanje ireducibilnih
reprezentacija i klasa konjugacija koristiti kristalografske oznake. Mi
¢emo koristiti tzv. Schonfliesove oznake iz priloga A pa konacna tablica
izgleda ovako:

|E 205 30,
A1 11
Ay 1 1 A
E|l2 -1 0

Uvjerite se da je i pravilo 7), ortogonalnost stupaca tablice, zadovo-
ljeno.

Primjer 3.3.2 (Tablica karaktera grupe Cs)

Grupa Cz={e,c,c?} je Abelova pa je svaki element klasa za sebe.
Dakle imamo tri klase i tri ireducibilne reprezentacije, a iz pravila
2) slijedi d? + d3 + d% = n = 3 i vidimo da su sve tri jednodimenzi-
onalne. Pravila 3) i 4) nas vode na to da su prvi red i prvi stupac
tablice same jedinice. Pravilo 5) se moze upotrijebiti da se zakljuci
da jex(c)® = x(c*) = x(e) = 1 iz &ega slijedi da su x(c) kubni kori-
jeni jedinice x(c) = exp(2mik/3),k = 0,1,2, odnosno moguénosti su
x(c) = Lw = e2mi/3 2. Uvjeti ortogonalnosti redaka i stupaca nas
onda vode na strukturu:

E ¢c=C3 *=C3
r{ | 1 1 1
I's | 1 w w?
I's| 1 w? w

Kako je w? = w* vidimo da su I'y i I's medusobno kompleksno konju-
girane reprezentacije (vidi zadatak 2.2.). Kompleksna konjugacija je
sama po sebi isto svojevrsna transformacija simetrije. Ukoliko prosi-
rimo razmatranje i na tu transformaciju I'y i I's prestaju biti ireduci-
bilne i zato se Cesto te dvije reprezentacije zajedno smatraju jednom
dvodimenzionalnom ireducibilnom reprezentacijom FE.

Zgodno je uoditi da neabelovska grupa Ds ima i dvodimenzionalnu, dakle
matri¢nu, ireduciblinu reprezentaciju. To je logi¢no jer neabelovsko svojstvo
ne moze biti vjerno reprezentirano jednodimenzionalnim reperezentacijama.



3.4 Dekompozicija reducibilnih reprezentacija 47

3.4 Dekompozicija reducibilnih reprezentacija

Konstrukcijom tablice karaktera smo istovremeno i identificirali sve iredu-
cibilne reprezentacije grupe. Preostaje nam drugi zadatak obecan na kraju
proslog poglavlja, a to je nauciti kako proizvoljnu reprezentaciju reducirati
na direktan zbroj ireducibilnih. Uzmimo neku, moguée reducibilnu, repre-
zentaciju I'. Opéenito

T=T1 0Ty =Y ®aala
[0
gdje su Iy, ireducibilne reprezentacije i gdje je ao multiplicitet (broj pojav-
ljivanja) Ty, u I Uzmemo li sad trag nekog operatora iz I' iz i-te klase
konjugacije imajuéi u vidu blok-dijagonalnu formu direktnog zbroja vidimo
da je
Xi = Zaaxga) Vi. (3.6)
(0%
Sada pomnozimo ovu realaciju s kixgﬂ )*, gdje je I'g neka konkretna ireduci-
bilna reprezentacija, te prosumiramo po svim klasama i iskoristimo ortogo-
nalnost karaktera ireducibilnih reprezentacija

k k
Z kiXiXEﬁ)* = Z aq Z kixga)xgﬁ)* = Z aand®® = nag . (3.7)
i=1 a =l a

Tako dobivamo izraz za multiplicitet pojedine ireducibilne reprezentacije u
rastavu proizvoljne reprezentacije

k
1
I ~ z; kixixga)* = (X(a),x), (3.8)
1=
gdje smo uveli skalarni produkt karaktera (, ).

Primjer 3.4.1 (Reprezentacija 'y grupe D3 na 3D euklidskom pros-
toru)

Promotrimo reprezentaciju grupe D3 na standardnom trodimenzional-
nom vektorskom prostoru. (Oznaka V' implicira da mislimo na prave
(polarne) vektore, za razliku od ,nepravih”, aksijalnih ili pseudovek-
tora koje obi¢no oznacavamo s A, vidi odjeljak B.) Kako nam trebaju
samo karakteri, dovoljno je promatrati po jednog reprezentanta svake
od triju klasa (vidi primjer 1.2.12). Jedini¢ni element je naravno re-
prezentiran jedini¢nom matricom D) (e) = diag(1,1,1) s karakterom
3. Za reprezentanta klase {c, 02} mozemo uzeti matricu rotacije za
27 /3 oko z-osi

-1/2 —V/3/2 0
DWM(ey=(v3/2 -1/2 0] . (3.9)
0 0 1
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Za reprezentanta zadnje klase {b, bc, bc?} moZzemo uzeti matricu rota-
cije za kut 7 oko y-osi koja naprosto izvrée x i z komponente vektora

-10 0
DMwy=lo0o 1 0 |. (3.10)
0 0 -1

Uzimajuéi tragove, vidimo da je cijeli karakter ove reprezentacije y =
(3,0,—1). Kako smo u primjeru 3.3.1 upoznali sve ireducibilne repre-
zentacije, dvije jednodimenzionalne i jednu dodimenzionalnu, znamo
da je I'yy reducibilna. Njen rastav dobijemo izracunom multipliciteta
svake pojedine od tri ireducibilne reprezentacije pomoéu skalarnog pro-
dukta (3.8):

3

1 Aq)*

a4 = o) = - Zkz’Xin(' g
i=1

1
=-(1-3-142:0-143-(-1)-1) =0

6
Ap, = (X7 X(Az))
1
= 2(1-3:142:0-143- (1) (-1) = 1
ap = (x, x'?)

= L(13:242:0- (1) +3-(-1)-0) =1

Tako konac¢no imamo
T'v=4 0 F. (3.11)

Od interesa je odrediti i invarijantne potprostore na koje djeluju Ao i
E. V(42) je ocCito razapet vektorom 2, a & i ¢y razapinju 2D potpros-
tor V(E), (Primijetite razliku prema C3 kod koje je dodatno i svaki
pojedini vektor v = a2 invarijantan.)

Pokazali smo da su i direktni zbroj i direktni produkt reprezentacija isto
reprezentacije grupe. Po definiciji, direktni zbroj ireducibilnih reprezentacija
je reducibilan. Sto je s direktnim produktom T'y ® I's?7 On je opcenito
reducibilan i njegov rastav na ireducibilne reprezentacija nazivamo Clebsch-
Gordanov razvoj:

Io®lg=)Y ®a,l,.

Karakter direktnog produkta je produkt karaktera (lako se vidi iz matri¢nog
zapisa direktnog produkta) pa odmah vidimo da je

@, = (¢, x@ )
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Primjer 3.4.2 (Clebsch-Gordanov razvoj E ® E reprezentacije grupe
D3)

Iz tablice karaktera grupe D3, vidi primjer 3.3.1, znamo da je karakter
dvodimenzionalne reprezentacije x(FE) = (2, —1,0), pa je onda karak-
ter direktnog produkta x(E ® E) = (4,1,0). Multipliciteti pojedinih
ireducibilnih reprezentacija su

1
aa = g(1-1-442:1-143-1.0)=1

1
an, = (1 14421143 (-1)-0) =1

1

(12442 (-1)-1+3-0.0)=1

ap =
sto znaci da je Clebsch-Gordanov razvoj
EQE=A®A0FE. (3.12)

Dimenzionalnosti se slazu jer je dimenzija F ® E jednaka 2-2 =4, a
dimenzionalnost A1 ® As @ E takoder jednaka 1+ 14 2 = 4.

Clebsch-Gordanov razvoj je od velike vaznosti u primjenama teorije grupa
na fizikalne sustave. On daje odgovor na pitanje kako se sve moze transfor-
mirati zdruzeni sustav, ukoliko znamo kako se transformiraju podsustavi.
Sljedeéi odjeljci daju neke druge fizikalne primjene rastavljanja reducibil-
nih reprezentacija koje nisu nastale direktnim produktom pa nije rije¢ o
Clebsch-Gordanovom razvoju.

3.5 Primjena: Dipolni momenti kristala

Kristali su fizikalni sustavi koji su bogati simetrijama. Tu se isti¢u simetrije
na translacije za cijeli broj jedini¢nih vektora osnovne kristalne ¢elije (kristal
se za te potrebe zamislja kao beskonacan), te tzv. tockaste grupe simetrija
koje ostavljaju jednu tocku kristala nepomic¢nom i izlistane su u odjeljku A.
Postoje i slozenije kombinacije ovih transformacija za sto treba pogledati
specijaliziranu literaturu. Usredoto¢imo se na neki kristal koji ima tockastu
grupu simetrija G. Ciklicke i dihedralne grupe koje smo dosad upoznali su
mogudéi kandidati. Vazno je pitanje fizike mozemo li odrediti neka makro-
skopska svojstva kristala (poput toplinske vodljivosti, permanentne magne-
ti¢nosti itd.) poznavajuéi njegovu kristalnu strukturu. U nacelu, odogovor
mozemo dobiti rjesavanjem Schrodingerove jednadzbe, ali to je Cesto prete-
sko. Tu nam je od pomo¢i poznavanje simetrija kristala. Jer svaka fizikalna
velicina koja opisuje kristal mora biti invarijantna na sve simetrije kristala
i to ¢esto znatno ograni¢ava moguénosti.
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Pogledajmo kako to funkcionira na primjeru permanentnog magnetskog ili
elektricnog dipolnog momenta. Da bi kristal mogao imati neis¢ezavajuci
elektri¢ni dipolni moment te veli¢ina mora biti invarijantna na grupu si-
metrije kristala. Kako je elektri¢ni dipolni moment wektor 3D euklidskog
vektorskog prostora, slijedi da je nuzno postojanje vektora invarijantnih na
djelovanje grupe simetrija. Na primjer, za kristal s C3 simetrijom vektor P
usmjeren kao na sljedecoj slici je invarijantan i to moze biti smjer dipolnog
momenta takvog kristala. P # 0 ne narusava Cs simetriju.
P

>
»-

S druge strane, veéa D3 simetrija ukida takvu moguénost. b-rotacija mijenja
P — —P pa bi P # 0 narusilo simetriju.
P

Vp L p
Atomi simetri¢nog kristala ne mogu proizvesti nesimetri¢ni dipolni moment.

Grupno-teorijski iskaz ovoga je da reprezentacija grupe G na vektorskom
prostoru (potencijalnih) vektora dipolnog momenta mora biti trivijalna tj.
identiteta:

D(g)=1 VgedG.

Dakle, da bi kristal mogao imati P # 0, reprezentacija grupe G na 3D
euklidskom vektorskom prostoru mora u svojoj dekompoziciji na ireducibilne
reprezentacije sadrzavati identitetu, a odgovarajuéi invarijantni potprostor
je prostor mogucih vektora dipolnog momenta.

Vidjeli smo u proslom odjeljku da se reprezentacija I'y grupe Ds na 3D
euklidskom vektorskom prostoru rastavlja na ireducibilne kao
I'v=4dF,

pa kako u tom rastavu nema trivijalne reprezentacije Ay, zakljucujemo da
kristal sa D3 simetrijom ne moze imati elektri¢ni dipolni moment. S druge
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strane, uvjerite se da za Cs vrijedi

I'yv=A19F,

gdje je Aj trivijalna reprezentacija pa u ovom sluc¢aju postoji moguénost
elektricnog dipolnog momenta.

Kad grupa simetrija pored rotacija sadrzi i refleksije (o, Sy, 4, vidi odjeljak
A) treba uzeti u obzir ¢injenicu da je magnetski moment M aksijalni vek-
tor (vidi Dodatak B) koji se pri takvim transformacijama ponasa obrnuto
od obi¢nog (polarnog) vektora elektricnog dipolnog momenta. Tako npr.
refleksija preko horizontalne ravnine o ¢e promijeniti predznak vertikalno
usmjerenog elektri¢nog, ali ne i magnetskog dipolnog dipolnog momenta:

on
® /\ @
IKP | *P
|
}
© ©,
on
TN
AM M

Isto tako, refleksija preko vertikalne ravnine o, neée promijeniti predznak
vertikalno usmjerenog elektri¢nog, ali ho¢e magnetskog dipolnog dipolnog
momenta*.

*Usput, razmislite zasto ogledalo izvrée lijevo-desno, a ne i gore-dolje? Promatrajuéi
operaciju refleksije preko vertikalnog ogledala koje lezi u x — z ravnini o, : (z,y,2) —
(z, —y, z) ¢ini se da bi ta dva smjera trebala biti ekvivalentna.
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@//_\ ® ]

Oy

Uzmimo kao primjer kristal s Cs, simetrijom. Grupa Cs, je izomorfna grupi
D3, jedino $to b nije rotacija za 7/2 oko horizontalne osi veé refleksija oko
vertikalne ravnine koja sadrzi C3 os®.

Reprezentacija elemenata e, c i ¢? je kao u primjeru 2.2.2,

-1/2 —/3/2 0
D(e)=1| V3/2 -1/2 0 | ,...
0 0 1

s karakterima (V) (e) = dimI'y = 3, x(V)(¢) = 0, a ako osi izberemo kao na
slici

*Vidimo da ovdje grupe ne razmatramo sasvim apstraktno nego koristimo razli¢ite
oznake za jednu te istu apstraktnu grupu imajuéi u vidu zapravo razliite reprezentacije
na euklidskom vektorskom prostoru.
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/N
<

o, = b ravnina

onda je

-1 0 0
DYmy=[0 1 0
0 0 1

s karakterom x(V)(b) = 1 (usporedite s (3.10)). Kako je grupa Cs, izomorfna
grupi D3 ima istu tablicu karaktera®*. Dakle, imamo

E 2C5 30
A |1 1 1
Ay | 1 1 -1
E |2 -1
I'v|3 0 1
iz cega slijedi
FV = Al PFE.

Kako se u rastavu javlja trivijalna reprezentacija A; slijedi da je za ovaj
kristal mogué¢ permanentni elektricni dipolni moment.

Za aksijalne vektore, reprezentacije elemenata e, ¢ i ¢ su iste kao i gore, jer

rotacije ne razlikuju polarne i aksijalne vektore. Medutim refleksija D(V)(b)
je reprezentirana suprotno’ od D) (b)

1 0 0
DVMwy=10 -1 0
0 0 -1

*Obrat ne vrijedi, npr. Q i T4 imaju iste tablice karaktera, a nisu izomorfne.

fOblik matrice se moze naéi i iz razmatranja djelovanja o, na aksijalni vektor ¢ =
a X b gdje su a i b pravi vektori. Imamo oy : (az,ay,a:) — (—az,ay,a.) i analogno
v i (ba,by,bz) = (—ba, by, b.) paje oy : (Coycy, ) > (Coy —Cyy —C2).
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s karakterom y(4)(b) = —1.

Dakle, ukupni karakter reprezentacije je x(*) = (3,0, —1) odnosno
Ty=A0F.

Tu se ne pojavljuje trivijalna A; pa ne moze biti ni permanentnog magnet-
skog dipolnog momenta.

3.6 Primjena: Degeneracija i ctjepanje energij-
skih nivoa

U kvantnoj mehanici stanja sustava su reprezentirana vektorima |a) u Hil-
bertovom vektorskom prostoru. Transformacije sustava realiziramo djelova-
njem odgovarajuéih operatora U na tom prostoru

) = Ula), (3.13)

ili, ekvivalentno, transformacijom sli¢nosti drugih operatora A koji djeluju
u tom prostoru:

A =U1AU. (3.14)

Malo opsezniju rekapitulaciju relevatnih osnova moze se nac¢i u dodatku C,
gdje je i objasnjeno da su operatori transformacije U redovito unitarni. To
sve vrijedi bez obzira na to je li transformacija simetrija ili nije.

Kvantnomehanicki sustav, zadan hamiltonijanom Hy, je simetrican obzirom
na skup transformacija {U(g1),U(g2),-..,U(gn)} ako transformacije ne mi-
jenjaju hamiltonijan.

Hy=U"Yg)HoU(g9) = Ho Vg€ {g1,...,9n} - (3.15)

Naime, mozemo reci da putem Schrodingerove jednadzbe hamiltonijan defi-
nira sustav. Transformirani sustav ¢e u slucaju da je transformacija simetrija
imati isti skup rjesenja Schrodingerove jednadzbe, s istim energijama. Ek-
vivalentno, iz (3.15) se vidi da tada operator simetrije U(g) i hamiltonijan
Hy komutiraju

HoU(g9) =U(g)Ho Vg €{g1,---,9n} - (3.16)

Skup svih operatora s ovim svojstvom ¢ini grupu (provjerite da su zado-
voljeni svi aksiomi grupe!) tj. reprezentaciju grupe G = {g1,...,9,} na
prostoru kvantnomehanickih stanja.
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Stanje sustava |n) s dobro definiranom energijom zove se stacionarno stanje
i dano je kao rjesenje vremenski neovisne Schrédingerove jednadzbe tj. kao
svojstveno stanje hamiltonijana

Hy|n) = Ey|n) .

)
Energija transformiranih stanja [n') = U(g)|n) je odgovarajuca svojstvena
vrijednost hamiltonijana pa zahvaljujuéi (3.16) imamo

Holn') = HoU(g)|n) = U(g)Holn) = U(g)Epln) = En|n’) .

Dakle sva stanja [n') = U(g)|n), za sve g € G imaju istu energiju E,! Pojavu
kad vise stanja ima istu energiju nazivamo degeneracija.

Skup stanja {U(g)|n)|g € G} dobivenih transformacijama datog stanja
|n) razapinje potprostor vektorskog prostora svih stanja sustava. On je
po konstrukciji invarijantan na djelovanje reprezentacije {U(g)}. Takoder,
reprezentacija {U’(g)} dobivena redukcijom reprezentacije {U(g)} na ovaj
potprostor je ireducibilna sto isto slijedi iz nacina na koji smo konstruirali
potprostor*. Takav potprostor naziva se multiplet, a u literaturi se vrlo ¢esto
izraz multiplet koristi i za samu bazu ovog potprostora.

Vidimo da poznavajuéi sve ireducibilne reprezentacije grupe simetrija ne-
kog kvantnomehanickog sustava mozemo odrediti mogucénosti degeneracije
njegovih stanja. One su upravo jednake dimenzionalnostima ireducibilnih
reprezentacija. Obrnuto, ako u prirodi uo¢imo degeneraciju, od koristi je
identificirati simetriju koja tu degeneraciju uzrokuje. Jednakost energija,
dakle jednakost realnih brojeva, tesko moze biti slucajna. Kad tako odre-
dimo simetrije, to nam moze pomod¢i u odredivanju strukture sustava i inte-
rakcija koje njime upravljaju jer sve to mora biti u skladu sa simetrijama.

Primjer 3.6.1 (Sustav s oktahedralnom grupom simetrija)
Ireducibilne reprezentacije oktahedralne grupe O pronademo u do-
datku sec:tablice gdje vidimo da ta grupa ima dvije jednodimenzi-
onalne ireducibilne reprezentacije A1 i Ao, jednu dvodimenzionalnu F i
dvije trodimenzionalne 77 i T5. Ocekujemo dakle da sustav ima jedno-
, dvo- i trostruko degenerirane energijske nivoe. Recimo, energijski
spektar i pripadajuée valne funkcije sustava mogle bi biti organizirane
ovako:

V1,1, V11,2, VT 3
W
A
*Citaoc ée jako profitirati ako pazljivo razmisli o ove dvije tvrdnje i detaljno se uvjeri
u njih tako da se uvjeri da djelovanjem operatora {U(g)} na vektore baze potprostora

{U(g)|n)} nije mogucée dobiti vektor izvan tog potprostora (invarijantnost) te takoder da
je transformacijama bilo kojeg vektora baze moguée dobiti bas sve ostale (ireducibilnost)




56

3 Svojstva ireducibilnih reprezentacija

ha,
YE1L,VE?2
YA,

Ovdje su 1/Jf42 i 94, linearno neovisne funkcije. Pronademo li ipak
mjerenjima neki nivo s prevelikom degeneracijom, npr.

YE1L,VE2, VA,

to gotovo uvijek znaci da nismo dobro identificirali grupu simetrija tj.
da sustav ima vecu simetriju nego sto smo mislili. U ovom slucaju vje-
rojatno postoji transformacija ¢iji operator komutira s hamiltonijanom
i koji povezuje degenerirana stanja, npr.

Uh)Yei =1a,

gdje h nije element oktahedralne grupe O nego tek treba otkriti veéu
grupu kojoj on pripada i kojoj je O podgrupa.

Primjer 3.6.2 (Sferna simetrija i vodikov atom)

Ukoliko zanemarimo interakcije viSeg reda (poput interakcije spina
i orbite) i promatramo samo osnovni hamiltonijan vodikovog atoma
po kojem se elektron nalazi u kulonskom elektricnom polju jezgre u
ishodistu, vidimo da sustav ima sfernu simetriju — simetriju na sve
rotacije 3D prostora oko ishodista. Odgovaraju¢a grupa simetrija je
beskonacnog reda i zove se SO(3). U 6. poglavlju ¢emo nauéiti da su
multipleti te SO(3) simetrije (2{ 4 1)-dimenzionalni. Stoga oc¢ekujemo
(21+1)-struko degenerirane nivoe za svaki . Vazno je razumjeti da je to
opcéenita algebarska posljedica sferne simetrije. Svaki sferno-simetri¢ni
sustav, bez obzira na njegov konkretni sastav i hamiltonijan, imat
¢e prirodno pridruzeni kvantni broj ! i odgovarajuée (21 4+ 1)-struko
degenerirane energijske nivoe u svojem spektru.

I zaista, rjeSavanjem Schrodingerove jednadzbe za vodikov atom dobi-
vamo rjesenja koja labeliramo s trima kvantnim brojevima v, (x) =
(x|nlm). i stanja

{ni=1)s Yni(=t41)s - > Yrtt} 5

zaista jesu degenerirana. No dodatno cijela ljuska s konkretnom vri-
jedno$éu kvantnog broja n, a koja sadrzi n? stanja sl € {0,1,...,n—1}
ima istu energiju

FE, x — neovisno o {
n2



3.6 Primjena: Degeneracija i cijepanje energijskih nivoa 57

Dakle, degeneracija je veéa od one koju bismo ocekivali samo zbog
sferne simetrije SO(3). U odjeljku 6.7 ¢emo vidjeti da je relevantna si-
metrija zapravo SO(4)=SO(3)®S0O(3) sto ¢e onda kompletno objasniti
opazenu degeneraciju nivoa vodikovog atoma.

Tako teorija grupa omogucuje neke spoznaje o spektru sustava cak i ako ne
znamo rijesiti njegovu Schrédingerovu jednadzbu. No i onda kada znamo
rijesiti Schroddingerovu jednadzbu sustava, teorija grupa nam moze biti
od pomoé¢i da bolje razumijemo rjesenje ili da si ustedimo dio posla jer
na primjer ako znamo da su neki nivoi degenerirani, dovoljno je izracunati
energiju samo jednog od njih.

Cijepanje energijskih nivoa

Vidjeli smo kako struktura grupe simetrija sustava diktira moguée ireduci-
bilne reprezentacije, a one pak diktiraju moguénost degeneracija u energij-
skom spektru sustava. Zanimljivo je promotriti Sto se dogada sa spektrom
ukoliko se simetrija sustava promijeni. Razlog promjeni moze biti na primjer
promjena kristalne strukture zbog promjene temperature ili promjena sime-
trije zbog ukljucivanja vanjskog elektricnog ili magnetskog polja. Konkretno,
zamislimo da uvodenje vanjskog potencijala V' promijeni hamiltonijan sus-
tava
Hy— H=Hy+V.

Ukoliko znamo rijesiti sustav opisan osnovnim hamiltonijanom Hjy, te uko-
liko je smetnja V slaba (V < Hp), tehnikama racuna smetnje moguée je
odrediti promjene energijskih nivoa. No, ukoliko je takav pristup tezak ili
nemogu¢, veé¢ i tehnike teorije grupa mogu dati neki uvid u promjene u
spektru sustava.

Pretpostavimo da je originalni hamiltonijan Hy invarijantan na grupu si-
metrija G. Uvodenje smetnje V' ¢e u najveéem broju slucajeva smanjiti
simetriju tako da ¢e ukupni hamiltonijan H biti sada invarijantan na manju
grupu H < G. To je jasno jer hamiltonijan Hy komutira sa svim operato-
rima koji reprezentiraju grupu simetrija G. Ako hamiltonijanu dodamo novi
¢lan V', neki operatori iz tog skupa {U(g) |g € G} tipi¢no nece komutirati i s
Hy+V. Na primjer, elektri¢no polje u Starkovom efektu mijenja Hamiltoni-
jan vodikovog atoma tako da mu doda ¢lan proprocionalan elektri¢cnom polju
i od originalne pune sferne simetrije na sve rotacije 3D prostora, preostaje
samo aksijalna simetrija na rotacije oko smjera polja.

Ireducibilne reprezentacije grupe G nisu nuzno i ireducibilne reprezentacije
grupe H. Smanjenje broja transformacija U(h), h € H moze uciniti da neki
potprostori postanu invarijantni iako nisu bili invarijantni na potpun skup
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transformacija U(g), g € G. Tako su neke ireducibilne reprezentacije od G
reducibilne obzirom na H i nema razloga da energijski nivoi koji odgova-
raju doti¢nim reprezentacijama od G ostanu degenerirani nakon uvodenja
smetnje.

TRREP{™)

%
\ IRREP™)

\

(@)

Poznavajuéi dekompoziciju ireducibilne reprezentacije I RRE P\~ grupe G

na ireducibilne reprezentacije IRREPY) grupe H
IRREP© = (reducibilna REP)®) = IRREP™) & IRREP{" & ...

mozemo odrediti strukturu cijepanja. Za odredivanje iznosa cijepanja trebat
¢e tipicno ipak koristiti metode kvantnomehanickog racuna smetnje.

Primjer 3.6.3 (Cijepanje T-nivoa tetrahedralne grupe T)
Ireducibilna reprezentacija T, tetrahedralne grupe T, je trodimenzi-
onalna, pa ¢e odgovarajuéi nivo biti trostruko degeneriran (tri razli¢ita
kvantna stanja ¢e imati istu energiju). Karakter T-nivoa tetrahedralne
grupe je
|E 30, 4C; 4Cj
T|3 -1 0 0

Zamislimo da sada kristal s tetrahedranom grupom simetrija dozivi
fazni prijelaz tako da se simetrija smanji a) T — D9 ili b) T — Cs,.
Pogledajmo s$to se dogada s gornjim trostruko degeneriranim nivoom.

a) T — Ds. Usporedujuéi strukture dvaju grupa, vidimo da transfor-
macije iz klasa C3 i C vise nisu simetrije jer u grupi D2 uopée nema
transformacija C3 tipa koje su reda 3. Isto tako, tri transformacije
iz klase C9 su i dalje simetrije, ali viSe nisu u jednoj klasi konjugacije
nego su sve tri u zasebnim klasama. Tako vidimo da karakteri T-nivoa
odgovaraju karakterima grupe Do kako je prikazano na sljedeéoj ta-

blici
E C; CY 3%
A |1 1 1 1
By |1 1 -1 -1
By | 1 -1 1 -1
Bs|1 -1 -1 1
3
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Sada provodimo dekompoziciju reprezentacije T' koja je u kontekstu
grupe Do reduciblilna

T =a1A1 ®b1B1 ®baBy ® b3B3

Mulitiplicitete odredujemo skalarnim mnozenjem redaka gornje ta-
blice:

1 "
P (A1) (T)
o= A W

:%(1-3+1'(—1)+1~(—1)+1.(_1)):()
by =by =b3 =1

Dakle degeneracija je potpuno ukinuta
= T =B1® By B

B§D2)

7 / B2
—_—
\ B§D2)

b) T — Cs,. Sliénim postupkom dobivamo

T:AQ@E,

tj. degeneracija je samo djelomi¢no ukinuta

7(T) /
\ E(CS'U)

\

Aécsu)

Zadaci

3.1. Konstruirajte dvodimenzionalnu ireducibilnu reprezentaciju grupe
D3 koja djeluje na z-y ravnini i provjerite temeljni teorem o orto-
gonalnosti.

3.2. Pokazite da su sve ireducibilne reprezentacije Abelovih grupa jed-
nodimenzionalne.
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3.3.

3.4.
3.5.

3.6.

Pokazite da je nuzan i dovoljan uvjet ireducibilnosti reprezentacije
I' s karakterima x; tzv. Frobeniusov kriterij

Zk1|X2|2 =n,
7

gdje je k; broj elemenata u klasi konjugacije <.
Konstruirajte tablicu karaktera za grupu Dy

Pokazite da je direktni produkt dvije jednodimenzionalne ireduc-
bilne reprezentacije uvijek ireducibilna reprezentacija.

Izrazite reprezentaciju I' grupe Cy, koja ima karaktere

X(E) =9, X(CQ> =1, X(C4) =-1, X(Jv) =1, X(Jd) =-3,

kao zbroj ireduciblnih reprezentacija.
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Poglavlje 4

Simetrije u klasi¢noj i
kvantnoj mehanici

U proslim poglavljima smo izlozili teoriju konacnih grupa i njihovih repre-
zentacija. Teorija kontinuiranih beskonacnih grupa ima svojih posebnosti pa
kako bismo olaksali izlaganje i razumijevanje veza s fizikom, prvo ¢emo pro-
diskutirati neke opcéenitije aspekte realizacije simetrija u klasi¢noj i kvantnoj
mehanici. Ocekuje se da ¢itaoc vlada osnovama kvantne mehanike, a kratki
podsjetnik dan je u dodatku C.

4.1 Transformacije i tenzori

Vidjeli smo upravo u odjeljcima 3.5 i 3.6 kako simetrije imaju netrivijalne po-
sljedice na moguca makroskopska svojstva kristala. U tim primjerima sam
fizikalni objekt, kristal, je bio simetrican tj. isti prije i poslije djelovanja
transformacije rotacije. To i jest uobicajeno laicko razumijevanje znacenja
rije¢i simetrija. Medutim, mnoge vazne realizacije simetrija u prirodi nisu
na razini pojedinih fizikalnih sustava, nego na razini zakona prirode. Na
primjer, zakoni mehanike i gravitacije su simetri¢ni na sve rotacije, ali Sun-
¢ev sustav to nije. Na rotacije su simetri¢ni i zakoni kvantne mehanike, ali
pojedini atomi opéenito nisu. Svejedno, mnoga svojstva Suncevog sustava
i atoma su diktirana simetrijama zakona koji tim sustavima upravljaju. U
kasnijim poglavljima ¢emo na konkretnim primjerima vidjeti kako se sime-
trije prirode odrazavaju u konkretnim opdéenito nesimetri¢nim sustavima,
no sad ¢emo najprije uspostaviti relevantnu terminologiju i pomocu nje jos
malo produbiti ovu genericku ideju.
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Definicija 4.1.1 (invarijantnost i kovarijantnost)
Fizikalna veli¢ina je invarijantna na neku transformaciju ako se pri toj
transformaciji ne mijenja.

Jednadzba koja opisuje fizikalni sustav je kovarijantna® na neku tran-
sformaciju ako se pri toj transformaciji njen oblik ne mijenja.

Tako su na primjer masa ili naboj primjeri veli¢ina invarijantnih na rotacije.
S druge strane, Newtonove jednadzbe za sustav dva tijela koja gravitiraju

.. mims2
ml'rl = Gm('r2 - Tl) 5 (41)
. mima
= G———(r1 — 4.2
Moty P— (r1—72), (4.2)

su kovarijantne pri rotacijama. Uvjerimo se u to tako da zarotiramo sustav
za neki kut 6 oko osi usmjerene u smjeru jedinicnog vektora 7. Pritom se
koordinate polozaja prvog tijela mijenjaju kao

(r1)i = (r1)i = Z Rij(n,0)(r1); , (zapis po komponentama)
J
T — 1y = R(n,0)r, (matriéni zapis)

i isto za polozaj drugog tijela ro. Ovdje je R(n,0) standardna matrica
rotacije u trodimenzionalnom prostoru. Na primjer, za rotaciju oko z-osi je

cosf —sinf O
R(z,0) = | sinf cosf O] . (4.3)
0 0 1

Sada iz (4.1) slijedi da je nakon transformacije jednadzba gibanja za npr.
/
™

mlrll == mlR’f'l
mima

= GW(RTQ — RTl)
m1Mmsy 4.4
:G\rz—r1!3(r/2_rll) o
mima
= Gm("’z -7,

i isto za 7}, gdje smo radi jednostavnosti prestali pisati argumente matrice
rotacije R = R(n, ) i gdje smo u zadnjem redu iskoristili svojstvo da se iz-
nos vektora pri rotacijama ne mijenja. Dakle, jednadzbe zarotiranog sustava

*Pojmovi kovarijantnosti i kontravarijantnosti komponenata vektora i tenzora koje
sre¢emo u teoriji relativnosti (,,gornji” i ,donji” indeksi), a zapravo potjecu iz diferencijalne
geometrije nemaju veze s ovom kovarijantnosti. To su samo homonimi.
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imaju isti oblik (kovarijantne su) premda su konkrentne vektorske veli¢ine

.o Ve . / . .o Ve . . v .
u njima razlicite tj. T2 # 71,2. Drugim rije¢ima, zarotirani sustav postuje
iste zakone kao i originalni. Treé¢im rije¢ima, nikakvim eksperimentima sta-
novnici drugog zarotiranog sustava ne mogu zakljuciti da je sustav zarotiran.
Cetvrtim rijeCima, u prirodi su svi smjerovi ekvivalentni.

Ova i daljnja diskusija podrazumijevaju da govorimo o aktivnim transfor-
macijama koje djeluju na sam fizikalni sustav (vidi sliku 2.1). U pasivnom
pristupu u kojem transformiramo samo koordinatni sustav, ovako napisane
jednadzbe su invarijantne jer ako r i F' promatramo kao elemente vektor-
skog prostora, a ne kao trojke koordinata tih vektora u nekoj bazi, onda
rotacija koordinatnog sustava ne mijenja same vektore i ono sto je onda
kovarijantno je zapis tih jednadzbi po komponentama:

m:vl = Fi . (4.5)

Kod konstrukcije fizikalnih teorija simetrije prirode ¢e se odrazavati u ko-
varijantnosti jednadzbi gibanja pa je vazno razviti vjestinu prepoznavanja
jesu li neke jednadzbe kovarijantne obzirom na neke transformacije ili nisu.
Pogledajmo na primjer Maxwellove jednadzbe klasi¢ne elektrodinamike

V-E=2, (4.6)
€0
V.-B=0, (4.7)
0B
VxB=—", (4.8)
V xB=pg <J + 60%?) . (49)

Gledajuéi matematicku strukturu ¢lanova tih jednadzbi vidimo da je ona

skalar = skalar,
skalar = skalar,
vektor = vektor,

vektor = vektor + vektor .

Zapravo je ovdje rije¢ o skalarnim i vektorskim poljima, dakle velicinama
koje imaju neku skalarnu odnosno vektorsku vrijednost u svakoj tocki pros-
tora. To je pogodan primjer jer su kvantnomehanicke valne funkcije i kvantna
polja, sto ¢e nam kasnije biti od velikog interesa, isto polja u tom smislu.

Vidimo da su svi ¢lanovi svake pojedine gornje jednadzbe istovrsni i slic-
nim razmatranjem kao kod Newtonovih jednadzbi (4.4) lako se uvjeriti da
¢e jednadzbe zarotiranog sustava biti istog oblika. Dakle Maxwellove jed-
nadzbe su kovarijantne na rotacije. Treba uociti da za ovakvo razmatranje
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kovarijantnosti jednadzbi pri rotacijama odredujucée svojstvo vektora nije to
sto je on opisan trojkom brojeva niti to Sto je on element nekog matema-
tickog vektorskog prostora veé je kljuéno na koji se na¢in on transformira
pri rotacijama. Skalari se transformiraju trivijalno i zapravo su invarijantni,
dok vektore moramo mnoziti matricom rotacije:

E'(x)
()
6 p(x) 0 E(x)
p(r) = p'(r') = p(r) (skalar)
Ei(r) — Ei(r') = Z Ri;E;j(r) (vektor) ,
J

gdje je R;; ista matrica (poput (4.3)) koja rotira vektor polozaja r. To da se
svi vektori rotiraju pomocu identi¢ne matrice je klju¢no i u ovom kontekstu
predstavlja svojevrsnu definiciju vektoras:

vektor = objekt koji se pri rotacijama transformira mnozenjem matricom

R(#,0).

Ovo se poopcuje na veli¢ine sa slozenijim transformacijskim svojstima, ten-
zore.

Definicija 4.1.2 (Tenzor)
Tenzor n-tog ranga (pri rotacijama) jest veli¢ina T koja se transformira
kao

Tirin.in(P) = Thiy i () = Y Riyji Rigjy -+ Rirju Tirjo. g (1) -
jl)j27-~-7.7‘n
(4.10)

Vidimo da su skalari tenzori nultog, a vektori tenzori prvog ranga. Kompo-
nente tenzora drugog ranga T;; moZemo po Zelji prikazati matricom.
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Primjer 4.1.3 (Tenzor vodljivosti)
U neizotropnom sredstvu (npr. kristalu), smjer struje j ne mora biti
isti kao i smjer narinutog elektricnog polja E. U tom slucaju Ohmov

zakon glasi
ji=»_ 0iE;
J
i ukljuCuje tenzor drugog ranga o;; — tenzor elektricne vodljivosti.

Tenzorsko svojstvo je vezano uz tip transformacije. Tako postoje npr. Lo-
rentzovi tenzori obzirom na Lorentzove tranformacije (vidi odjeljak 8.1),
izotenzori obzirom na izospinske transformacije u subnuklearnoj fizici (vidi
odjeljak 7.1) i drugi. Kad se tip transformacije ne specificira obi¢no se misli
se na rotacije.

Primjer 4.1.4 (Tenzor elektromagnetskog polja)

Maxwellove jednadzbe (4.6-4.9) su o¢ito (nekad se kaze manifestno)
kovarijantne pri rotacijama kako je upravo bilo diskutirano. Einsteinu
je za razvoj specijalne teorije relativnosti bila centralna kovarijantnost
tih jednadzbi i pri Lorentzovim transformacijama. I premda Maxwel-
love jednadzbe jesu kovarijantne i pri Lorentzovim transformacijama,
ta kovarijantnost nije manifestna sve dok se sve veli¢ine ne zapisu po-
moc¢u Lorentzovih tenzora. Tada se gustoca naboja p i struje j ujedi-
njuju u ¢etverovektor (Lorentzov tenzor prvog ranga) j*, u = 0,1,2,3,
dok se elektricno i magnetsko polje ujedinjuju u Lorentzov tenzor dru-
gog ranga F),, kojeg nazivamo tenzor elektromagnetskog polja ili pone-
kad Faradayjev tenzor. Tada jednadzbe (4.6) i (4.9) mozemo zapisati
u manifestno kovarijantnom obliku

P = poj” (4.11)

sto je eksplicitno pokazano u veé¢ini modernih udzbenika elektrodina-
mike poput [Zangwill, 2012.].

Primjer 4.1.5 (Riemannov tenzor)

Zakrivljenost n-dimenzionalnih ploha se standardno opisuje tzv. Ri-
emannovim tenzorom Rgp.q (tenzor etvrtog ranga), gdje je od posebne
vaznosti za fiziku Riemannov tenzor prostorvremena koji ima klju¢nu
ulogu u Einsteinovoj opcoj teoriji relativnosti.

Da bi jednadzba bila kovarijantna svi njeni ¢lanovi se moraju transformi-
rati na isti na¢in. (KaZemo: moraju se transformirati kovarijantno.) To
znaci da moraju pripadati istoj reprezentaciji grupe transformacija. (,Pri-
padati” u smislu da na svakog djeluje ista reprezentacija. Nisu oni sami
reprezentacije!) Tenzori razli¢itih rangova pripadaju razli¢itim reprezenta-
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cijama. Zanimljivo je pitanje, kojim ¢emo se baviti u 6. poglavlju, jesu li te
reprezentacije reducibilne.

Kakve su posljedice kovarijantnosti jednadzbi gibanja na njihova rjesenja?
Pojedina rjeSenja sama za sebe naravno nisu invarijantna, ali kovarijantnost
jednadzbi gibanja implicira da transformacijom rjesenja dobijemo takoder
dobro rjesenje. Na primjer, sustav dva gravitirajuca tijela s reduciranom
koordinatom r = r; — ry ima kao rjesenje jednadzbi gibanja funkciju r(t)
koja opisuje elipsu. Sama ta elipsa nije invarijantna na translacije ili ro-
tacije, medutim, translatirana elipsa 7(¢) + a i zarotirana elipsa Rr(t) su
isto dobra rjesenja za bilo koji @ i R u Sto se lako uvjerimo uvrstavanjem u
Newtonove jednadzbe. To da translacijom (rotacijom) rjesenja takoder do-
bijemo rjesenje je posljedica homogenosti (izotropije) prostora. Provedemo
li unatrag ovaj logicki sljed vidimo da homogenost (izotropija) prostora zah-
tjeva da jednadzbe gibanja budu kovarijantne obzirom na translacije (rota-
cije). Konstrukcija fizikalnih teorija se ¢esto svodi na to da identificiramo
sve relevantne simetrije i nakon toga jednadzbe gibanja slazemo od ¢lanova
kovarijantnih na sve te simetrije*.

Primjer 4.1.6 (Vremenska inverzija)

Promotrimo transformaciju inverzije vremena ¢t — —t. S jedne strane
gornje Newtonove jednadzbe su kovarijantne i obzirom na tu vremen-
sku inverziju, zahvaljujuéi tome sto je diferencijacija po vremenu koja
se tamo javlja uvijek parnog (drugog) reda. I stvarno, vremenski inver-
tirano rjeSenje dvaju gravitirajucih tijela u gibanju je takoder dobro
rjeSenje tj. mogudi slucaj u prirodi. No, kao protuprimjer, vremenska
inverzija plina koji slobodno izlazi iz plinske boce nije mogué¢ dogadaj
sto ukazuje na to da priroda nije opcenito simetricna na vremensku
inverziju i jednadzbe koje opisuju ekspanziju plina ne bi smjele biti
kovarijantne na takvu inverziju. Neka se ¢itaoc eskplicitno uvjeri u ne-
kovarijantnost drugog zakona termodinamike na vremensku inverziju
i time ¢e dobiti zadovoljavajuée razumijevanje ove situacije. Stvarno
razumijevanje nacina na koji je naruSena ova simetrija u zakonima
mehanike Cestica plina (dakle ne termodinamike) predstavlja zloglasni
problem strijele vremena [Zeh, 2007.].

Za potrebe ove knjige definicija 4.1.2 daje sve S$to je potrebno znati o pojmu
tenzora. Dodatak D daje jedan drugaciji pogled koji moze pomodéi u razu-
mijevanju tog svepristutnog pojma.

*U tom su smislu posebno mocéne tzv. bazdarne simetrije koje u odredenom smislu
vode na jednu jedinstvenu jednadzbu gibanja. To je omogudilo konstrukciju standardnog
modela fizike elementarnih ¢estica u drugoj polovici XX. stoljeca koji je jos uvijek vazeca
teorija svih temeljnih prirodnih sila izuzev gravitacije.
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4.2 Simetrije i zakoni ocuvanja

U proslom smo odjeljku promatrali simetrije Newtonovih klasi¢nih jednadzbi
gibanja. Ispostavlja se medutim da je Lagrange-Hamiltonova formulacija
klasi¢ne mehanike znatno pogodnija od Newtonove za formalizaciju principa
simetrije. Naime, centralni objekt te formulacije je integral lagranzijana t;j.
akcija
t1
S = Ldt (4.12)
to

koja je invarijantni skalar obzirom na sve simetrije teorije. Razmatranje je li
akcija invarijantna je znantno lakse od razmatranja jesu li jednadzbe gibanja
kovarijantne. Osim toga, u relativistickoj kvantnoj fizici (kvantnoj teoriji
polja), u skladu s nacelima relativistike, vrijeme prestaje imati posebnu
ulogu i jednadzbe gibanja u vremenu se rijetko koriste.

No, ostanimo jos nakratko u svijetu klasi¢ne fizike i podsjetimo se da je jedna
od vaznih posljedica simetrija u prirodi postojanje oc¢uvanih veli¢ina. To je
posebno lagano vidjeti u Lagrangeovoj formulaciji kako ¢emo sada vidjeti
na primjeru simetrija na prostorne translacije.

Prostorne translacije su transformacije oblika
r—r =r+ir, (4.13)

koje ¢ine grupu (R3,+), no grupnoteorijska svojstva nam ovdje neée biti
bitna, do na ¢injenicu da ona ima beskonac¢no elemenata parametriziranih s
tri realna broja. Da bi akcija (4.12) bila invarijantna potrebno je da i sam
lagranzijan L bude invarijantan®, odnosno da je promjena lagranzijana

SL = L(r',# t)— L(r,i,t) =0. (4.14)

U infinitezimalnom slucaju, ta je promjena

3
oL

oL = —or; =0 4.15

=1

iz ¢ega slijedi da je
oL

-0 i =1,2,3, 4.16
87“7; ’ ! ( )

jer homogenost prostora trazi da promjena lagranzijana bude nula za pro-
izvoljan pomak dr;. Kao posljedica toga, lagranzijan L(r,r,t) = L(7,t) ne

*Strogo uzevsi, akcija opéenito moze biti invarijantna i bez da je lagranzijan invari-
jantan, no to ukljucuje egzoti¢ne efekte na rubovima integracije kakvi se ne javljaju u
sustavima koje ovdje razmatramo.
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ovisi eksplicitno o koordinati . Sada Euler-Lagrangeove jednadzbe gibanja,

oL dJL
—_— — — — 4.1
am’ dt 67‘7 ’ ( 7)
daju zakon ocuvanja impulsa
d oL d
Bl =—p; =0, 4.1
atorn —a’ =" (4.18)

odnosno vektor impulsa p je konstanta gibanja.

Na slican nacin, homogenost vremena znaci invarijantnost lagranzijana na
vremenske translacije (jednoparametarska grupa), sto daje zakon oCuvanja
energije, a izotropija prostora povlaci invarijantnost lagranzijana na pros-
torne rotacije (troparametarska grupa) sto daje zakon ocuvanja momenta
impulsa. Sve ovo gore su samo posebni primjeri sljedeéeg opceg teorema.

Teorem 4.2.1 (Noether)
Ako je sustav invarijantan na n-parametarsku grupu transformacija
onda postoji n konstanti gibanja.

4.3 Transformacije kvantnih sustava

Premda su ideje iz odjeljaka 4.1 i 4.2 jako prisutne i u kvantnoj teoriji, prika-
zani formalizam nije sasvim izravno primjenjiv na kvantne sustave. Za raz-
liku od klasi¢nih sustava ¢ije stanje je opisano polozajima i impulsima cestica
(to¢kom u faznom prostoru), kvantni sustavi su reprezentirani kao vektor u
odgovarajué¢em Hilbertovom vektorskom prostoru, a polozaj i impuls su ne-
komutirajuéi operatori na tom prostoru. U dodatku C su rekapitulirane os-
nove nerelativisticke kvantne mehanike, a nama je posebno vazan Wignerov
teorem, po kojem su transformacije simetrije redovito reprezentirane uni-
tarnim i linearnim opearatorima na Hilbertovom prostoru stanja*. U ovom
odjeljku ¢emo upoznati neke operatore transformacija kvantnih sustava, sto
¢e nam posluziti i kao motivacija za opcenitije proucavanje reprezentacija
beskonacnih grupa.

4.3.1 Kontinuirane prostorne translacije

Poznato je, vidi odjeljak C, da je konkretno kvantno stanje |«) mogucée
prikazati u koordinatnoj bazi kao Schrodingerovu valnu funkciju ¢, (r) =

*Druga moguénost je da operatori budu antiunitarni i antilinearni, no odgovarajuce
transformacije uvijek uklju¢uju inverziju vremena ¢ime se ne¢emo baviti u ovoj knjizi.
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(r|a). Tako eksplicirana ovisnost o prostornoj koordinati = ¢e nam olaksati
razmatranje transformacije translacije u prostoru, a za pocetak ¢emo uzeti
da je prostor jednodimenzionalan, r — x. Zanima nas unitarni operator
U, (a) koji djelujuéi na valnu funkciju sustava ¢, (z,t) daje valnu funkciju

T;Z)(,l(x’t) = Ur(a)¢a(xvt) ) (4'19)

tog istog sustava, ali translatiranog za udaljenost a. (Kao i uvijek, smatramo
da je transformacija aktivna tj. da djeluje na fizikalni, a ne koordinatni
sustav.)

Promatrajuéi crtez, vidimo da vrijedi

¢;($, t) = ¢a($ - a, t) ’ (4'20)

odnosno
Yoz —a,t) = Up(a)o(x,t). (4.21)

Sada lijevu stranu jednadzbe (4.21) razvijemo u Taylorov red i zbrojimo:

0o, t) . &262¢a($,t) o

Ya(x —a,t) = o (z,t) —a

oz 2l Ox?
o a® d?

gdje je eksponencijacija diferencijalnog (ili bilo kakvog drugog) operatora
definirana naznacenom beskona¢nom sumom (vidi i dodatak F). Uspored-
bom vidimo da je operator translacije u 1D

U, (a) = e—9/07 (4.22)
odnosno, u trodimenzionalnom prostoru ¢emo imati

Ur(a) =e V. (4.23)
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Poznavajuéi kvantnomehanicku korespondenciju —ihV <+ p imamo konac¢no
opceniti (neovisan o bazi) operator translacije

Uy (a) = e~ @/Pap. (4.24)

Skup translacija ¢ini grupu. Kako svaku translaciju mozemo specificirati
njenim vektorom a, te kako je kompozicija translacija ekvivalentna zbraja-
nju odgovarajuéih vektora, vidimo da je ta grupa izomorfna grupi (R3, +).

Na malo apstraktniji, ali i opéenitiji nacin, do oblika operatora translacije
mozemo doéi i razmatranjem koje se ne oslanja na koordinatnu bazu. Oceki-
vane vrijednosti mjerenja neke veli¢ine koja odgovara hermitskom operatoru
A na sustavu u kvantnom stanju |a) su dane kao (a|A|«) i pri unitarnoj
transformaciji U se transformiraju kao

(a|Ala) = (UalA|Ua) = (a|UTAU|a) = (a|ULAU|a) , (4.25)

pa transformaciju mozemo umjesto na vektorima stanja ekvivalentno pro-
matrati i na samim operatorima

A—UTAU . (4.26)

Ukoliko nas kao gore zanimaju translacije, o¢ekujemo da se operator polo-
Zaja Cestice @ transformira tako da vrijedi

Ur(a) ' zU.(a) =z +a. (4.27)

Uocite da je plus na desnoj strani ovog izraza konzistentan s definicijom
translacije ,,udesno” prikazane na gornjoj skici. Promotrimo sada translaciju
za infinitezimalnu udaljenost @ — €, |e|] < 1. Iz razloga kontinuiranosti,
odgovarajuéi operator translacije mora biti samo infinitezimalno razli¢it od
jedini¢nog operatora pa ga mozemo napisati u obliku

Ur(e) =1 - %p e+ 0(e?) (4.28)

gdje je p operator definiran ovim relacijama. UvrStavanjem (4.28) u (4.27)
i usporedivanjem c¢lanova linearnih u ¢; zaklju¢ujemo da mora vrijediti

[x,;,pj] = zhéw . (4.29)

Takoder, kako translacije komutiraju, odgovarajuéi operatori moraju zado-
voljavati U, (€1)U,(€2) = U,(€2)U,(€1), pa opet uvrstavanjem i usporedbom
¢lanova kvadratnih u ¢; dobivamo

[piapj] = 0 . (430)
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Ta komutativnost operatora nam sad omogucuje da formalno kompozicijom
operatora N infinitezimalnih translacija za € = a/N formiramo operator
konacne translacije za a kao*

. N
lim <1 - Zp"") = e~ (i/Map (4.31)

sto je upravo operator translacije U,(a) iz (4.24). Naglasimo jos jednom
da je ovdje operator p definiran svojom ulogom u operatoru translacije (ka-
zemo da on generira translacije). Kasnije nam daljnja razmatranja trebaju
pokazati da je on kvantnomehanicki analogon klasi¢cnom impulsu sustava.

4.3.2 Vremenske translacije

Potpuno analogno translaciji u jednodimenzionalnom prostoru mozemo de-
finirati operator translacije u vremenu Uy(7) tako da je valna funkcija tran-
sformiranog sustava dana kao

(1) = Yo (x,t — 7) = Up(T)ho(, ) . (4.32)
I opet Taylorovim razvojem dobivamo
- - 0o (x,t)
Yoz, t —7) = Yoz, t) T +... (4.33)

— 6778/8151/}&(93775) ,
te kvantnomehanicka korespondencija ih0/0t <» H daje
Uy(1) = el/WHT (4.34)

Ovo vrijedi samo za H konstantan u vremenu, kakav on jest u veé¢ini nama
zanimljivih slucajeva (za ostale slucajeve vidi diskusiju u [Sakurai i Napoli-
tano, 2020.], odjeljak 2.1).

Vremenska translacija je transformacija koja daje stanje sustava koji ima
isto ponasanje u vremenskom trenutku ¢ + 7 kao originalni sustav u tre-
nutku ¢t. Vremenska evolucija je pak transformacija koja daje stanje sustava
u trenutku t + 7 djelujuéi na stanje tog istog sustava u ranijem trenutku
t. Operator vremenske evolucije se moze dobiti iz upravo navedenog, ako
primijetimo da je

Yoz, t —7) = WA Y (21) (4.35)

*Da se uvjerite u ovu operatorsku jednakost, uvjerite se da ona vrijedi kad lijeva i desna
strana djeluju na svojstvene vektore operatora p, a oni ¢ine kompletnu bazu prostora sto
onda povlaci i operatorsku jednakost.



72 4 Simetrije u klasicnoj i kvantnoj mehanici

pa zamjenom T = t — ¢/ imamo

Yolz,t') = e PHE=Dy, (1) (4.36)
Vrijedi dakle
Uevolucija(t, - t) = Ut;;nslacija(t, - t) = Utranslacija(t - t,) . (437)

Promotrimo sada operator A takav da je [H, A] = 0. Neka je ¢(x,t) svoj-
stveno stanje od A tj.

AY(z,t) = ap(z,t) (4.38)

Tada to isto stanje nakon vremena (¢’ — t) zadovoljava

AY(z,t') = Ae=WMHE (1 1) = e~ WPHEE=D Aoy (1) = arp(a, t)
(4.39)
tj. A je oCuvana veli¢ina. Zakljuc¢ujemo da su veliCine ¢iji operatori ko-
mutiraju s Hamiltonijanom oc¢uvane u vremenu. Npr. za slobodnu cesticu
H = p?/2m i zbog (4.30) imamo

[H,p] = %[p%p] =0 (4.40)

pa je impuls o¢uvana velic¢ina.

4.3.3 Rotacije

Rotacije u prostoru su transformacije ¢ija nam je vaznost enormna i zbog
vaznih primjena u fizici kojima je posveéeno 6. poglavlje i zbog toga Sto
su one paradigmatski slu¢aj na kojem se moze izloziti ve¢ina gradiva teorije
kontinuiranih grupa, kao u 5. poglavlju. Konceptualno, unitarni operator
D(n, ¢) rotacije™ za kut ¢ oko osi i dobivamo istim postupkom kao i opera-
tore translacije u prostoru i vremenu, jedino intrinsi¢na trodimenzionalnost
i nekomutativnost rotacija malo komplicira izvod.

A

n

56 T e Or

6 |0r| = |r|sinf d¢ = |n X r| I

*Koristit éemo tradicionalni simbol D koji dolazi od njemacke rije¢i Drehung = rota-
cija.
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Stoga ¢emo se odmah usredotociti na infinitezimalnu rotaciju koja (vidi
sliku) transformira vektor polozaja kao

r—r=r+ipnxr. (4.41)
To znaci da valna funkcija zarotiranog sustava treba zadovoljavati

ﬂ)&(ra t) = ¢a(R('flv 5(;5)_1’1", t)
o(r — dom x 1r,t)
(
(

r,t) — (dpn X 1) - Vi (7, t)
; (4.42)
rot) — £ (567 % 7) - pYa(r. 1)

Rotaciju za kona¢ni kut dobijemo kompozicijom N rotacija za d¢ = ¢/N
gdje N — oo:

. N
D(n,¢) = lim <1 — %L-ﬁéqb) = e~ W/MLno (4.43)

N—oo

I opet, ove relacije definiraju operatore L; kao generatore rotacija, a kasnija
razmatranja pokazuju da je rije¢ upravo o operatoru koji odgovara momentu
impulsa sustava. Ukoliko vrijedi [H, L;] = 0 (a vrijedit ¢e ukoliko neki vanj-
ski utjecaji ne naruse izotropiju prostora) moment impulsa ¢ée biti o¢uvan.
Poznato je da operatori L;, i = x,y, z zadovoljavaju komutacijske relacije

[LZ', Lﬂ = ihéijkLk s (444)

gdje smo upotrijebili Levi-Civita ili totalno antisimetri¢ni pseudotenzor*
treceg reda definiran svojim komponentama €;;;, tako da je

1 ako je (i,7, k) parna permutacija od (1,2, 3),
€ijk = § —1 ako je (4,7, k) je neparna permutacija od (1,2, 3),

0 inace, tj. ako su dva ili sva tri indeksa ista.

Npr. €231 =1, €213 = —1, €221 = 0, itd.

4.4 Spin

U odjeljku 4.1 vidjeli smo kako veli¢ine u klasi¢noj fizici mozemo katego-
rizirati prema njihovim razli¢itim transformacijskim svojstvima, recimo na

*Za razliku izmedu obi¢nih i pseudotenzora vidi dodatak B.
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rotacije. Tu smo upoznali tenzore, gdje ovisno o rangu tenzora, trebamo
ga mnoziti razli¢itim brojem rotacijskih matrica da bismo zapisali tenzor
zarotiranog sustava. Tako ocekujemo da i u kvantnoj mehanici jedan te isti
operator iz (4.43) ne moze ostvariti rotaciju proizvoljnog kvantnog sustava.
Uvjerimo se da je to zaista tako promatrajuéi rotaciju sustava opisanog vek-
torskom trojkom valnih funkcija

W(r,t) = (Ya(r,t), 1y (7, 1), 9o (7, 1)) (4.45)

Takav opis bit ¢e potreban za opis kvantnog stanja Cestice za koju nam nije
vazan samo njen polozaj u prostoru nego i njena orijentacija. Kao i ranije,
trazimo operator D(n, ¢), mogude razli¢it od onog iz (4.43), s djelovanjem

U'(r,t) = D(R, ¢)¥(r,t), (4.46)

gdje je W'(r,t) valna funkcija zarotiranog sustava.

A

/(I‘/,t)

Ukoliko se trojka valnih funkcija iz (4.45) transformira pri rotacijama kao
standardni vektor, dakle pomocu iste matrice R(n,¢) iz odjeljka 4.1, iz
gornje slike vidimo da zbog promjene orijentacije Cestice treba biti
W' (r' t) = R¥(r,t)
V' (r,t) = R¥(R 'r,t)

pa imamo, slicnim postupkom kao i ranije
D(#, 6¢)¥(r,t) = R¥(R(R, 66) "' t)
= W(R(n,8¢) 'r,t) + dpn x U(R(n,6¢) 'r,t)
= W(r — dpn x r,t) + 6¢n x ®(r,t) + O(66%)
—W(rt) - %(&m L)W 1)+ 06h x B(r, 1) + O(562)

Vidimo da se obzirom na rotaciju jednokomponentne valne funkcije u pros-
lom odjeljku pojavio dodatni ¢lan d¢pn x ¥(r, t) kojeg é¢emo sada zapisati
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pomocu tripleta matrica S;, definiranih pomocu Levi-Civita pseudotenzora
(vidi zadatak 4.7.):

(Sj)ik = iheyr j=1,2,3. (4.47)
Konkretno

00 0

Si=ih [0 0 —1] =ihX,, (4.48)
01 0
0 0 1

So=ih [ 0 0 0] =ihXs, (4.49)
-1 0 0
0 -1 0

Ss=ih |1 0 0| =ihX5. (4.50)
0 0

Uz tako definirane matrice imamo
[ﬂ X \I’]z = 6ijkﬁj\pk

= — 21 (S)ik (4.51)

Sto znaci

DMﬁmwnﬂ:(lgL+Syﬁw>@ww,

odnosno, operator konacne rotacije ovakvog kvantnog sustava jest

D(#, ¢) = e~ W/ME+8) 70 (4.52)

Hermitske matrice S; zadovoljavaju iste komutacijske relacije (4.44) kao i
operatori L; i predstavljaju operatore tzv. intrinsicnog momenta impulsa
poznatog pod nazivom spin, za razliku od tzv. orbitalnog momenta impulsa
kojem odgovaraju operatori L; = (r X p);. Invarijantnost na rotacije, tj. ko-
mutiranje hamiltonijana s operatorom (4.52), ¢e onda znaciti da je o¢uvana
veli¢ina zapravo

J=L+S, (4.53)

[H,J] = 0, koju nazivamo ukupni moment impulsa, dok je sasvim moguce da
pojedinacno [H, L] # 0 i [H, S| # 0, kao sto se na primjer manifestira u po-
javi tzv. vezanja spina i orbite u atomu. (Elektron usljed orbitiranja ,vidi”
magnetsko polje jezgre koje interagira s njegovim magnetskim momentom
koji je posljedica intrinsi¢ne vrtnje tj. spina.)
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No, ni netom definirani trodimenzionalni operator spina nije najopcéenitiji
moguéi. U 6. poglavlju vidjet ¢emo da ovaj primjer opisuje vrlo specificnu
situaciju, tzv. Cesticu spina 1 (to¢nije i), dok za drugacije iznose intrinsi¢ne
vrtnje Cestica trebamo drugacije operatore, drugih dimenzionalnosti (npr.
spin elektrona koji je iznosa 1/2 bit ¢e opisan dvodimenzionalnim opera-
torom). Za te ¢emo potrebe razviti opéenitu teoriju reprezentacija grupe
rotacija u kvantnoj mehanici.

4.5 Primjena: Blochov teorem

U ovom ¢emo odjeljku pokazati kako primjena teorije grupa elegantno vodi
na vazna svojstva valnih funkcija elektrona u kristalu. Kristal je ovdje defi-
niran kao beskonacni trodimenzionalni sustav atoma koji je invarijantan na
translacije za bilo koji vektor oblika:

tn, = nia; + ngag + nzas ni23 €%, (4.54)

gdje su a3 tzv. primitivni vektori koji definiraju jedini¢nu celiju kristalne
resetke. Prilikom izracuna valne funkcije elektronskog oblaka u kristalu po-
godno je zahtijevati da ona zadovoljava tzv. Born-von Karmanove periodicke
rubne uvjete:

P(r) =(r+ Nar) = ¢(r + Naaz) = ¢(r + Nzas) (4.55)
gdje su Ny 23 neki fiksni vrlo veliki (N; 23 > 1) prirodni brojevi*.
To dalje znaci da operatori translacije zadovoljavaju
Uy(Nja;) =Uy(0) =1, (4.56)

za svaki j = 1,2,3 ponaosob (ne sumira se po j u (4.56), i odgovarajuca
translacijska grupa simetrija ima N = N1 N2 N3 elemenata. Kako translacije
komutiraju ova grupa je Abelova Sto znaci da ima N ireducibilnih repre-
zentacija koje su sve jednodimenzionalne (vidi npr. Zadatak 3.2.). Elementi
grupe su generirani translacijom za primitivne vektore U, (a;) pa tako imamo

Ur(a)M =1 (4.57)

Up(ar) = exp{ — omi %} pe{0,1,2,...,Ny—1}, (458

*Ovakav zahtjev zamislja topologiju kristala kao hiper-torusa, Sto je dovoljno realis-
ti¢no jer nas ionako topologija ili povrsinska svojstva kristala ovdje ne zanimaju, ve¢ samo
svojstva “bulk” materijala poput specifi¢nog toplinskog kapaciteta ili elektri¢ne vodljivosti.
(Specificni toplinski kapacitet bakra je naravno isti bez obzira da li je rije¢ o ravnoj zici,
ploéi, beskonac¢noj kocki ili pak torusu.)
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tj. translacija za a; moze biti reprezentirana s N razli¢itih operatora.
Opéenita translacija za vektor ¢, (4.54) moze onda biti reprezentirana jed-
nodimenzionalnim operatorima oblika

Ur(tn) = Ur(mal + noas + n3a3) (4.59)
— Uy (a1)" U, (@)™ Uy (az)" (4.60)
B _ . (M1P1 n2p2  N3p3
—exp{ 27m( N, + Ny + N, )}, (4.61)

tj. s N razli¢itih operatora kako i ocekujemo za grupu s N IRREPsa.
Svaka od tih IRREPsa se onda moze oznaciti (,labelirati”) s trojkom bro-
jeva (p1, p2, p3) gdje svaki od brojeva p; moze poprimiti bilo koju vrijednost
iz skupa {0,1,2,..., N; — 1}. Operator translacije U,(tn) je u konkretnom
IRREPsu (p1, p2, p3) reprezentiran operatorom/brojem (4.61).

Umjesto trojke (p1,p2,p3) za oznacavanje IRREPsa se obi¢no upotreblja-
vaju vektori k definirani na slijede¢i nacin. Prvo definiramo tzv. vektore
reciprocne resetke by, bs, bs putem zahtjeva:

a; - bj = 271’(51']' i,j = 1, 2, 3. (4.62)
Sada vektor k koji odgovara IRREPsu (p1, p2, p3) definiramo kao

b1 D2 b3
=-—b +-—=by+ ——bs. 4.
N, 1+N2 2—|—N33 (4.63)
Iz (4.63), (4.62) i (4.61) slijedi da je operator translacije za t, u IRREPsu
k dan s

UF) (ty) = e~ Ftn | (4.64)

T

i odsad N razli¢itih k-ova (4.63) labelira IRREPse. Vidimo da dimenzija k
odgovara valnom broju, tj. impulsu podijeljenom s Planckovom konstantom.

Djelovanje ovih operatora translacije na valne funkcije u datom IRREPsu
mora biti kao i kod svih operatora translacije (4.21)

e~ Rtnap (r) = Yr(r — t,) . (4.65)

Kako je rije¢ o obi¢nim brojevima (a ne recimo o diferencijalnim operato-
rima) dobili smo razmjerno jednostavan uvjet koji valne funkcije u kristalu
moraju zadovoljavati da bi bile svojstvene funkcije operatora translacije.
Takve funkcije se nazivaju Blochove funkcije, a k je Blochov valni vektor.
Zasto su one zanimljive?

Kao prvo, ako ih (bez gubitka opéenitosti) zapiSemo u obliku

Yg(r) = e“k'ruk(r) (4.66)
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onda odmah iz (4.65) dobijemo uvjet
uk(r) = uk(r - tn) s (467)

dakle Blochove funkcije su oblika et uy (1), gdje je u(r) periodicka funk-
cija na reSetci. S druge strane, operator translacije na resetci komutira s
Hamiltonijanom

[H, UM (tn)] =0, (4.68)

kako i oCekujemo od operatora simetrije. Komutiranje s kinetickim dijelom
je trivijalno jer su i kineticki dio hamiltonijana i operator translacije funkcije
samo impulsa koji komutiraju medusobno. Komutiranje s potencijalom je
manje trivijalno i posljedica je periodi¢nosti V' (r) = V(r + t,)*. Posljedica
komutiranja dvaju operatora je da oni imaju zajednicke svojstvene funkcije.
To onda povlaci

Teorem 4.5.1 (Bloch)
Valne funkcije periodicke resetke mogu se izabrati kao Blochove funk-
cije.

Ovo onda olaksava rjesavanje Schrodingerove jednadzbe za reSetku jer je
potrebno naéi samo funkcije ug(r) za svaki k, a njihova periodi¢nost umno-
gome pojednostavljuje taj zadatak, kako svjedoce brojni primjeri iz fizike
¢vrstog stanja. Blochov teorem se obicno izvodi i u udzbenicima fizike
¢vrstog stanja, no ovdje smo dali naglasak na grupno-teorijski pristup tj.
korespondenciju s reprezentacijama grupe translacija.

Zadaci

4.1. Kroneckerov simbol d;5, i, j € {1,2,3} je tenzor drugog ranga ob-
zirom na rotacije. Tenzori su opcenito definirani kao veli¢ine ko-
varijantne pri datim transformacijama. Pokazite da je 6;; takoder
i tnvarijantan.

4.2. Pokazite da je operator translacije kvantnomehanickog stanja, U, (a)
= exp(—zp - a) unitaran. Razmotrite situaciju u koordinatnoj re-
prezentaciji gdje je p = —thV. Zasto ovaj ¢ ne kvari unitarnost?

4.3. Neka 9 (r,t) zadovoljava Schrodingerovu jednadzbu. Pokazite da
¢e prostorno translatirana ¢ (r,t) = U,.(a)i(r,t) takoder zadovo-
ljavati Schrodingerovu jednadzbu ako i samo ako je [H,p] =0

*Po analogiji s (4.27) za svaki operator A(r) vrijedi U, (tn) A(r)Uy(tn) = A(r + ),
pa onda to vrijedi i za A = V pa iz toga i iz periodi¢nosti V odmah slijedi trazena
komutativnost.
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4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

Koristeéi fundamentalne kvantnomehanicke komutatore
(x5, pj] = ihdy; , (x5, 2] = [pi,pj] =0, (4.69)

te svojstva Levi-Civita tenzora, izracunajte komutacijske relacije
angularnog momenta [L;, L;].

Pokazite da operatori spina S; takoder zadovoljavaju komutacijske
relacije angularnog momenta.

Pokazite da je [J2,.J;] = 0.

Uvjerite se da se pomoc¢u Levi-Civita tenzora mogu elegantno zapi-
sati vektorski produkt i determinanta matrice: €;;,a;b, = (axb);,
ez]kAllA]mAkn =det A €lmn-
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Poglavlje 5

Liejeve grupe

5.1 Kontinuirane grupe

U prva tri poglavlja smo upoznali konacne grupe kao skupove konacnog
broja elemenata na kojima je definirana binarna operacija (tablica mnoze-
nja) koja zadovoljava Cetiri aksioma (vidi definiciju 1.1.1). U fizici elemente
grupe povezujemo s transformacijama simetrije i pripadajuéi skup operatora
transformacija zovemo reprezentacija grupe. Pokazali smo da reprezenta-
cije konac¢nih grupa zadovoljavaju neka netrivijalna svojstva koja se onda
odrazavaju i na netrivijalnim svojstvima fizikalnih objekata poput kristala.
No cijelim putem, a posebice u proslom poglavlju, vidjeli smo da neke od
najvaznijih simetrija, poput rotacija i translacija prostora, nisu konacne. Za
razliku od kristala, prazan prostor ili elektri¢no polje naboja u ishodistu su
simetriéni na rotaciju oko bilo koje osi (kroz ishodiste), kojih ima besko-
nacno, i za bilo koji kut, kojih isto ima beskonacno. Dakle, odgovarajuca
grupa ¢e imati beskonacni broj elemenata. Tako za nju neéemo moci na-
pisati grupnu tablicu mnozenja, a ¢ini se problemati¢no i to da smo se u
dokazivanju najvaznijih teorema teorije reprezentacija oslanjali na konac-
nost grupe.

Sre¢om, uz tu komplikaciju svoje beskonacnosti, navedene grupe obi¢no do-
nose i iskupljujuée svojstvo kontinuiranosti koje nam onda dodatno stavlja
na raspolaganje mo¢ne matematicke teorije infinitezimalnog racuna, tj. re-
alne i kompleksne analize te diferencijalne geometrije i topologije. Zahva-
ljujuéi tome matematicka teorija kontinuiranih grupa je u nekim aspektima
cak i jednostavnija od teorije konacnih grupa®.

*Najspektakularniji primjer je potpuna klasifikacija grupa koju je za kontinuirane
grupe dovrsio jo§ E. Cartan i koja se Cesto izlaze u jednom poglavlju ¢ak i udzbenika
za studente fizike, poput [Jones, 1998.], dok je klasifikacija kona¢nih grupa dovrSena tek
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U nedostatku moguénosti da pojedina¢no navedemo sve elemente beskonac-
nih grupa, za razmatranje istih uvodimo vazan pojam grupnog prostora kojeg
nazivamo i grupna mmnogostrukost. Rijec¢ je o prostoru ¢ija je svaka tocka
pridruzena jedinstvenom elementu grupe. Za konacne grupe grupni prostor
je naprosto skup tocaka koji nema neka dodatna svojstva povrh svojstava
koji mu daju aksiomi grupe (dakle, ne smatramo da su te tocke elementi
nekog pravca, ravnine ili viSedimenzionalnog prostora):
g1 g2 g3 9n

S druge strane za kontinuirane beskonacne grupe grupni prostor je konti-
nuum tocaka koji 7ma dodatna matematicka svojstva. Ovisno o razini opce-
nitosti, prostori s takvim dodatnim svojstvima dolaze pod nazivima topoloski
prostor ili diferencijabilna mnogostrukost, za cije je matematicki korektno
specificiranje potrebno uvesti niz sofisticiranih matematickih koncepata (vidi
npr. [Smoli¢, 2024.]). Za nase potrebe dovoljno je reéi da su grupni pros-
tori lokalno sli¢ni prostoru R”, tj. da ih je lokalno moguée parametrizirati
n-torkom realnih* brojeva. Najbolje je to razjasniti na primjerima.

Grupa {R(7,0) |6 € [0,27)} svih rotacija oko zadane osi 77 ima kao grupnu
mnogostrukost kruznicu jer tocke na kruznici mozemo parametrizirati kao
(rcosf,rsinf) i tako uspostaviti bijektivno preslikavanje izmedu tocaka
kruznice i elemenata grupe. Ovdje je radijus r nebitan, svaka kruznica je
ekvivalentna kao grupni prostor. Stovise, ni oblik nije kljuéan pa bi i elipsa
mogla posluziti. No kako se u ra¢unima oslanjamo na parametrizaciju grupe
pomodéu kuta 6 bit ¢e racunski najjednostavnije drzati se kruznice. Sa sta-
novista teorije grupa, jedina bitna svojstva su kontinuiranost krivulje koja
odrazava kontinuiranost grupe i topologija kruznice tj. ¢injenica da konti-
nuiranim povecavanjem kuta rotacije do 2w dolazimo natrag do jedini¢nog
elementa, tj. rotacije za nula stupnjeva. Upravo ta parametrizacija jednim
realnim brojem # je ono na sto se misli kad se kaze da je grupna mnogos-
trukost lokalno slicna R™, gdje je u ovom slu¢aju n = 1.). No sli¢nost nije
globalna zbog razli¢ite topologije kruznice i R'.

krajem 20. stoljeca i razbacana je na tisuce stranica specijalizirane matematicke literature.
*Matematicari poznaju i grupe ¢iji grupni prostor se parametrizira kompleksnim bro-
jevima, no mi ovdje takve grupe neemo sresti.
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R(0)
ta - (t1,t2
74’ ty
R(m)

Kao drugi primjer promotrimo grupu svih translacija u ravnini * — x + t,
dakle translacija za bilo koji vektor ¢t = (¢1,t2). Ovdje je elemente grupe pri-
rodno parametrizirati dvama realnim brojevima t1,to € (—00,00) i oéito je
da je grupna mnogostrukost ravnina tj. R?. Ovdje naravno treba razlikovati
ravninu koja je vektorski prostor ¢ije vektore transformiraju elementi grupe
(tj. strogo uzevsi njene reprezentacije) i ravninu koja je grupni prostor za
koji uopce nije nuzno da ima svojstva vektorskog prostora.

Kako vidimo iz ova dva primjera, elemente kontinuiranih grupa identifici-
ramo s tockama n-dimenzionalne grupne mnogostrukosti koju parametrizi-

ramo s n realnih brojeva (a1, as, . .., ay), te onda govorimo o n-parametarskoj
ili n-dimenzionalnoj grupi. Zahvaljajuéi toj identifikaciji elemente grupe
¢emo oznacavati kao g(a1,as,...,ay,), odnosno skraéeno g(a).

Promotrimo sada cetiri aksioma grupe u svjetlu ove diskusije.

1) Zatvorenost: g(c) = g(a)g(b) € G. Umjesto tablice mnozenja
koja je definirala grupnu operaciju, sada nam treba funkcija, tzv.
funkcija kompozicije

¢»:GxG—G takodaje c¢=¢(a,b)

(Npr. za rotacije oko date osi imamo R(0) = R(61)R(62) gdje je
funkcija kompozicije 0 = ¢(01,602) = (61 + 02) mod 27 .) U svjetlu
identifikacije grupe i njenog grupnog prostora ovdje pisemo da je
grupa G domena i kodomena funkcije ¢ premda je to strogo uzevsi
grupni prostor.

2) Asocijativnost: g(a)[g(b)g(c)] = [g(a)g(b)]g(c) Sto znaci da funk-
cija kompozicije mora zadovoljavati ¢(a, ¢(b, c)) = ¢(¢p(a,b),c).

3) Identiteta: postoji parametar a’ takav da je g(a")g(a)= g(a)g(a’)=
g(a) za sve parametre a. Obicaj je grupnu mnogostrukost parame-
trizirati tako da bude a® = (0,0,...,0) = 0 tj. g(0) = e $to onda
znadi da za funkciju kompozicije vrijedi ¢(0,a) = ¢(a,0) = a.
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4) Inverz: Va Ja|g(a)g(a) = g(a)g(a) = 9(0) = e tj. g(a) = g(a) ™.

To znaci da postoji tzv. funkcija inverza

Yv:G— G takodaje a=1v(a).

Sami aksiomi grupe ne traze nikakvu povezanost izmedu grupnih i topolo-
skih svojstava grupe. To znaci da bi tocke grupne mnogostrukosti mogle u
nacelu biti pridruzene elementima grupe na proizvoljan diskontinuirani pa
cak i ,ispremjesani” naéin. Medutim za grupe od interesa preslikavanja iz-
medu grupne mnogostrukosti i grupe su ,,glatka” i takve grupe onda zovemo
Liejeve.

Definicija 5.1.1 (Liejeva grupa)
Liejeva grupa je grupa za koju su funkcije kompozicije (¢) i inverza
(¢) diferencijabilne*.

Zahtjev da su te funkcije diferencijabilne daje Liejevim grupama mnostvo
vaznih svojstava, kako ¢emo vidjeti u sljedeéem odjeljku. Ova svojstva se
ogledaju u ¢injenici da je za male promjene parametra da element g(a)
,blizu” elementa g(a + da) te da da je ¢(a + da,b) ,blizu” ¢(a,b) tj. te
su vrijednosti povezane Taylorovim redom.

Tako teorija Liejevih grupa spaja ideje iz algebre, analize i geometrije.

Analiza opéenitih Liejevih grupa, koja se oslanja samo na ovu definiciju je
matematicki dosta zahtjevna. Srecom prakticki sve Liejeve grupe koje se
javljaju u fizici mogu se vjerno reprezentirati matricama i mi ¢emo se ba-
viti samo takvim tzv. matri¢nim Liejevim grupama. Smanjenje opéenitosti
je neznatno’, a rad s matricama je znac¢ajno laksi od rada s diferencijabil-

*Strogo uzevsi, dovoljna je kontinuiranost funkcija jer ona u ovom slucaju povlaci
diferencijabilnost. Ta vrlo netrivijalna ¢injenica da algebarski aksiomi grupe osiguravaju
da kontinuirane funkcije nuzno budu i diferencijabilne je sadrzaj rjesenja 5. Hilbertovog
problema.

1Za znatizeljne, primjeri ne-matri¢nih Liejevih grupa su uvijek egzoti¢ni poput tzv.
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nim mnogostrukostima. Na primjer, matrice odmah dolaze parametrizirane
brojcanim vrijednostima svojih elemenata. Tu je vazno ne pomijesati di-
mezionalnost matriéne grupe s dimenzionalnoséu njenih matrica. Kako je
receno gore, dimenzionalnost grupe je jednaka broju nezavisnih realnih pa-
rametara koji specificiraju element grupe tj. matricu. Tako je grupa rotacija
u ravnini dana dvodimenzionalnim matricama

cos¢ —sing
{0 " omd) 1oepan} . 5.1)

ali to je jednodimenzionalna grupa jer je svaka matrica potpuno odredena
jednim realnim parametrom ¢. Matricne grupe imaju svoja klasi¢na imena
pa se tako grupa iz (5.1) zove SO(2), sto dolazi od specijalna (det M = 1)
ortogonalna (MM = 1) grupa 2 x 2 matrica.

5.2 Grupe SO(3) i SU(2)

Dva vazna primjera Liejevih grupa na kojima ¢emo ilustrirati veéinu rezul-
tata su grupa 3 x 3 ortogonalnih matrica determinante 1, dakle SO(3), i
grupa 2 X 2 unitarnih matrica determinante 1, SU(2), pa ¢emo se u ovom
odjeljku detaljnije upoznati s ove dvije grupe i njihovom medusobnom ve-
zom. No krenimo prvo s malo opcenitijim razmatranjem transformacija
prostora koje ¢uvaju udaljenosti izmedu tocaka. Takve transformacije nazi-
vaju se izometrije. U vektorskim prostorima, udaljenost tocaka se prirodno
definira kao norma razlike vektora do tih tocaka, pa ¢e transformacije koje
¢uvaju skalarni produkt vektora (x,y), ¢uvati i udaljenosti jer je norma (iz-
nos) vektora y/(x,x). ZapiSemo li to pomoc¢u matrica vidimo da matrica
izometrije R mora zadovoljavati

(Rx,Ry) = > Riju; Rigyr = »_ x;(R")ji Ry = (z, R' Ry) = (z,9).
ijk ijk
(5.2)
pa mora biti RT R = 1, a matrice koje to zadovoljavaju nazivamo ortogonalne
jer iz tog svojstva slijedi da su retci i stupci tih matrica ortogonalni vektori,
stovise ortonormirani su. Grupa svih ortogonalnih 3 x 3 matrica se naziva

0(3).

Kako je prema Binet-Cauchyjevom teoremu det RTR = det R' det R, te
kako transpozicija ne mijenja determinantu, vidimo da je (det R)?> = 1,
pa determinanta ortogonalne matrice moze biti samo 1 ili -1. Matrice s

metaplektickih grupa ili kvocijentne grupe Heisenbergove grupe po jednoj svojoj specific-
noj normalnoj podgrupi.
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determinantom -1, poput

cos¢p —sing 0
sing cos¢p 0 |, (5.3)
0 0 —1

daju transformacije koja su kombinacija rotacije i refleksije preko neke rav-
nine kroz ishodiste (u ovom primjeru to je z-y ravnina). Refleksije takoder
¢uvaju udaljenosti, ali ne ¢uvaju orijentaciju (lijevi vijak se se pretvara u
desni). Podskup od O(3) kojeg ¢ine matrice determinante 1 ¢ini normalnu
podgrupu (uvjerite se u to!) koja se naziva specijalna ortogonalna grupa

SO(3).

Elementi komplementa od SO(3) u O(3) tj. matrice koje imaju determi-
nantu -1 nekad se nazivaju neprave rotacije. Neprave rotacije se mogu na
jedinstven nacin prikazati kao umnozak obi¢nih rotacija iz SO(3) i operatora
prostorne inverzije*

p=0 -1 o0]. (5.4)

Naime, uzmemo li proizvoljnu nepravu rotaciju R tada je
det(PR) = det(P)det(R) = +1 (5.5)

pa je PR prava rotacija, PR = R, i onda je R = PR. Tako je cijeli taj skup
kojeg ¢ine neprave rotacije zapravo jednak umnosku PSO(3) i vidimo da se
cijela ortogonalna grupa sastoji od toc¢no dvije komponente

0(3) = SO(3) + PSO(3) , (5.6)

od kojih je samo SO(3) podgrupa. (PSO(3) ne moze biti podgrupa jer ne
sadrzi jedini¢ni element.)

Usredoto¢imo se sada na grupu SO(3) i promotrimo izgled njene grupne
mnogostrukosti. Svaki element grupe SO(3) se moze na jedinstven nacin
definirati smjerom osi rotacije i iznosom kuta rotacije pa se grupna mno-
gostrukost moze prikazati kao puna lopta promjera 7 s identificiranim na-
suprotnim (antipodnim) tockama njene povrsine:

*Poznat i kao operator pariteta zbog vaznog svojstva parnosti kvantnomehanickih
valnih funkcija na transformaciju prostorne inverzije.
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Rotacija oko
z-0si za /2

Rotacija oko
z-0si za

Polozaj tocke u lopti dan je u sfernom koordinatnom sustavu kao (r, 6, ¢).
Kutovi 6 i ¢ definiraju usmjerenje osi rotacije, a udaljenost r < m tocke
od ishodista definira kut rotacije. Sve te rotacije uzimamo u pozitivnom
smjeru. Rotacije u negativnom smjeru, odnosno rotacije za kutove (7, 27)
se dobiju rotacijom za kutove [0, 7] oko suprotno usmjerene osi. Identifi-
kacija nasuprotnih tocaka je posljedica ¢injenice da je su rotacije za m oko
suprotno usmjerenih osi identi¢ne pa tek uz takvu identifikaciju imamo is-
pravnu bijekciju izmedu lopte (grupnog prostora) i SO(3) grupe rotacija.

Kompozicija u grupi SO(3) je naravno dana umnoskom odgovaraju¢ih ma-
trica, ali promatranjem rezultantne matrice opéenito nije lako vidjeti kakvoj
rotaciji ona odgovara, za koji kut i oko koje osi. Odgovor na to pitanje, ko-
jim se ne¢emo ovdje baviti, dali su Euler i Rodrigues, ali najelegantniji put
do odgovora ide putem grupe SU(2) na koju ¢emo se sada usredotociti. Da
bismo ustanovili parametrizaciju grupe SU(2), a pomoc¢u toga i izgled njene
grupne mnogostrukosti, promotrimo opéenitu 2 x 2 kompleksnu matricu

a b
U_<c d>’ a,b,c,d e C. (5.7)

Uvjet unitarnosti daje

+_ (aa” +bb* ac*+0bd*\ 1 (1 0
vu _<ca*—|—db* cc*+dd*)] \0 1)’ (5.8)

dok uvijet specijalnosti daje
detU =ad —bc=1. (5.9)
Elimirajudéi d iz jednadzbi ca* + db* = 0 i ad — be = 1 dobijemo

_b%(aa* +bt) =1, (5.10)
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pa kako je iz uvjeta unitarnosti aa* +bb* = 1 dobijemo da je ¢ = —b*. Onda
odmah iz ca* 4+ db* = 0 slijedi i da je d = a* pa vidimo da je

SU(2) = {(_“b ;) uz la? + p>=1; abe (C} . (5.11)

Ova dva kompleksna broja mozemo izraziti preko realnih kao a = = + iy i
b = r + is ¢ime uvjet determinante postaje

Pt =1, (5.12)

i na kraju preostaju tri slobodna realna parametra. Dakle, grupa SU(2)
je troparametarska ili trodimenzionalna Liejeva grupa. Parametre x,y,r
i s mozemo interpretirati kao koordinate tocaka u ¢etverodimenzionalnom
euklidskom prostoru R* i kako je (5.12) jednadzba sfere u tom prostoru
vidimo da je grupna mnogostrukost grupe SU(2) 3-sfera* S3.

Diskutirajmo sada vezu izmedu grupa SO(3) i SU(2). Za zagrijavanje, mo-
zemo promotriti slicnu vezu jednostavnijih Abelovih grupa SO(2) i U(1).
Grupa SO(2) je dana u (5.1), a U(1) je grupa unitarnih 1 x 1 matrica, a to
su naravno kompleksni brojevi apsolutne vrijednosti 1, jer uvjet unitarnosti
je wlu = v'u = |u| = 1. Tako tu grupu moZemo parametrizirati kao u = e,
¢ € [0,27) i jasno je da je i grupna mnogostrukost od U(1) kruznica, kao
i za SO(2). Stovise ove dvije grupe su oéito izomorfne. Taj izomorfizam
omogucuje da se mnogi trigonometrijski identiteti ravninske geometrije, po-
put formula za sinus i kosinus dvostrukog kuta, mogu znatno lakse izvesti u
grupi U(1) jer je s eksponencijalnom funkcijom lakse raditi nego s trigono-
metrijskima, a na kraju se lako ,vratimo u SO(2)” pomoé¢u Eulerove formule
€% = cos ¢ + isin ¢.

Kod grupa SO(3) i SU(2) situacija je ipak nesto slozenija. Veé¢ smo vidjeli
da su grupne mnogostrukosti vrlo razli¢ite, a kako je pokazano u Dodatku
E one nisu izomorfne, nego samo homomorfne. Konkretno, homomorfno
preslikavanje je 2-na-1 tako da je svakim dvama elementima U i —U iz
SU(2) pridruzen isti element R iz SO(3). Pomocu (5.11) i (5.12) vidimo
da mnoZenje matrice U s -1 odgovara promjeni parametara (z,y,r,s) —
(—x, —y, —r,—s), Sto je inverzija u 4D prostoru, tako da elementima U i
—U odgovaraju antipodne tocke na grupnoj mnogostrukosti S2. No, za
razliku od grupne mnogostrukosti SO(2) gdje su antipodne tocke povrsine
kugle identificirane i odgovaraju jednom elementu grupe, ovdje su antipodne
tocke razli¢ite i odgovaraju razli¢itim elementima grupe. Zahvaljujuéi ovom
homomorfizmu, rotacije u 3D prostoru mogu se reprezentirati i matricama iz

*Kruznica je 1-sfera S', Zemljina povrsina je priblizno 2-sfera S? itd. Interesantan
vrlo netrivijalan rezultat teorije grupa je da od svih S™ samo S* i S® dopustaju grupnu
strukturu tj. mogu biti mnogostrukosti Liejeve grupe.
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SU(2), a ova prividna redundancija dvaju matrica za istu rotaciju s pokazuje
kljuéna u kvantnoj mehanici sustava s polucjelobrojnim spinom, kako ¢emo
vidjeti u 6. poglavlju.

Kernel ovog homomorfizma je znac¢i {I, —I} Sto je grupa Zs pa prema te-
oremu o izomorfizmu 1.3.6 imamo odnos SU(2)/Zy = SO(3).

5.3 Liejeve algebre

Promotrimo sada skup matrica M(a) = M (ay,as,...,a,) koje ¢ine n-pa-
rametarsku Liejevu grupe. Za infinitezimalno male vrijednosti parametara
a; — €; < 1, zahvaljujudi svojstvu diferencijabilnosti Liejeve grupe mozemo
razviti oko a; = 0:

n

M(e)=M(©0)+ > e aM(@g@- )

+0(€?), (5.13)

a1:4..:an:0

=1

gdje diferenciranje matrica provodimo prirodno diferencirajuéi svaki njen
element ponaosob. Koeficijenti od €; u (5.13) su konstantne matrice (ne
ovise o parametrima) koje se nazivaju generatori i skra¢eno ¢emo ih oznaditi
S XZ

OM(ayq,...,an)

X, =
’ 8617;

= const(a,...,a,) t=1,...,n (5.14)

a1=...=anp=0

Ocito je da generatora ima koliko i parametara tj. njihov broj je jednak
dimenzionalnosti grupe (grupne mnogostrukosti). M (0) je jedini¢ni element
grupe tj. jedini¢na matrica pa za infinitezimalne transformacije imamo

Centralna spoznaja teorije Liejevih grupa je da je struktura citave grupe i
njenih reprezentacija skoro sasvim odredena odredena generatorima grupe
tj. infinitezimalnom okolinom jedini¢nog elementa. Ovo ¢emo veéim dije-
lom samo pokazati na primjeru grupe rotacija realnog trodimenzionalnog
euklidskog prostora, a za opcéeniti dokaz c¢itaoc moze konzultirati literaturu
poput [Stillwell, 2008.].

U odjeljku 5.5 dokazat ¢emo da je grupa SO(3) troparametarska, no to je i
odmah jasno ako znamo da su rotacije potpuno specificirane pomocu iznosa
kuta rotacije (jedan parametar) i usmjerenja jedini¢nog vektora osi rotacije
(dva parametra) ili alternativno pomocu tri Eulerova kuta.
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Promotrimo sada jednoparametarsku podgrupu grupe SO(3) koju ¢ine ro-
tacije oko trece tj. z-osi.

cos¢ —sing 0
R3(¢) = | sing cos¢p 0] |¢€]0,2m) p =SO(2) C SO(3),
0 0 1

gdje premda su same matrice R3(¢) trodimenzionalne one su naravno izo-
morfne grupi SO(2) rotacija -y ravnine. Generator te pogrupe je

— s — -1 0
OR sin ¢ cos¢p 0 0
X3 = ;W = cos¢p —sing 0 =11 0 0], (516)
¢ $=0 0 0 1/ l¢=0 0 0 O

i infintezimalna rotacija oko z-osi je Rs(e) = 1+ eX3. Ideja je sada kompo-
nirati NV ovih rotacija za infinitezimalni kut € i uociti da ¢e u limesu N — oo
uz Ne — ¢ takva kompozicija rezultirati rotacijom za proizvoljni konacni
kut ¢

Neo)Xa\ Y
[R3<e>]N=<1+eX3>N=(1+< J 3) %5
N—oo
(Ne)—o

gdje smo upotrijebili svojstvo eksponencijalne funkcije

m (14 2)" 5.17
im — ) =exp(z .
Jim (L4 7)" = e, (5.17)
koje vrijedi za broj x, u nadi da ¢e ono vrijediti i kad je x matrica. U
dodatku F diskutiramo kako eksponenciranje matrica zaista funkcionira isto
kao i eksponenciranje brojeva, uz jos neka dodatna zanimljiva svojstva, te
tamo usput eksplicitno pokazujemo da je

0 -1 0 cos¢ —sing 0
e?X3 — exp {qb 1 0 0 } = |sing cos¢ O] . (5.18)
0 0 0 0 0 1

Tako vidimo da zaista svaki element ove jednoparametarske podgrupe od
SO(3) mozemo dobiti eksponencijacijom generatora. Nadalje, u skladu s
Eulerovim teoremom iz mehanike* svaka SO(3) rotacija pripada nekoj jed-
noparametarskoj podgrupi (Cine je sve rotacije oko te iste osi), $to onda znaci
da se svi elementi grupe SO(3) mogu se dobiti eksponencijacijom generatora.
Moguéih osi rotacije ima beskonac¢no pa tako i geratora ima beskonacno i
pitanje je kako ih odrediti. Kako se vidi iz (5.14) konkretan oblik genera-
tora ovisi o parametrizaciji grupnog prostora. Mogli bismo recimo pokusati

*Svaki pomak krutog tijela kod kojeg jedna tocka ostaje nepomicna je ekvivalentan
jednoj rotaciji oko fiksne osi koja prolazi kroz tu tocku.



5.8 Liejeve algebre 91

konstruirati opéu rotaciju kao kompoziciju tri Eulerove rotacije i onda de-
riviranjem po Eulerovim kutovima dobiti generatore. No, ima i laksi put
koji ¢e olaksati trazenje generatora drugih Liejevih grupa koje se pojavljuju
u fizici*.

Oslonit ¢emo se na definiciju SO(3) kao grupe svih 3x3 matrica R sa svoj-
stvom RR"T =11 det R = 1. Rotacije za infinitezimalni kut imat ¢e oblik
R(e) =1+ €X, gdje je X jedan od generatora. Uvjet ortogonalnosti je sada

RRT=(1+eX)1+eX)=1+€eX +XT)+0(?) =1, (5.19)

Sto znacida je X T = —X odnosno X je antisimetri¢na 3x 3 matrica. Obratno,
ako je X antisimetri¢na, njena eksponencijacija R = eX daje ortogonalnu
matricu jer je

RR" =X ()7 = XX =X X =X X =1, (5.20)

gdje je jedini netrivijalni korak predzadnji. Naime, vidi dodatak F, ee? =
eA*B samo ukoliko matrice A i B komutiraju §to je ovdje sre¢om trivijalno
slucaj. Zahvaljujuéi opéenitoj relaciji deteX = eTX, vidi dodatak F, te
¢injenici da antisimetri¢ne matrice imaju nule na glavnoj dijagonali, uvjet
specijalnosti determinante det R = 1 je zadovoljen automatski. Tako smo
pokazali da skup A svih antisimetri¢nih 3x3 matrica generira grupu SO(3).

Skup generatora A ima i dodatna svojstva. Kao prvo, on je vektorski prostor
nad poljem R jer za svaka dva vektora X1, Xy € Aisvaka dva broja a, 8 € R
(aX1 + BX3) je isto antisimetri¢na matrica, a time i element 4. Dimenzija
od A je 3 jer je najopéenititiji oblik 3 x 3 antisimetriéne matrice

0 a b
-a 0 ¢ a,b,ceR. (5.21)
-b —c 0

Jednakost dimenzija vektorskog prostora generatora A i grupe SO(3) koju
oni generiraju naravno nije sluéajna obzirom da eksponencijacijom gene-
ratora trebamo moci dobiti skoro sve elemente grupe, a u najmanju ruku
barem sve elemente u nekoj okolini jedinice.

Trodimenzionalni vektorski prostor ima troclanu bazu i u ovom slucaju je
uobicajeno kao bazu izabrati generatore jednoparametarskih podgrupa ro-
tacija oko x, y i z osi. Ovaj treéi smo ve¢ odredili u (5.16), a kompletna

*Recimo usput i da bi pristup preko Eulerovih bio problemati¢an jer su one singularne
oko jedinice.

tPazljivi ¢itaoc ¢e mozda u ovom automatskom zadovoljenju uvjeta det R = 1 vidjeti
kontradikciju: Refleksije su isto ortogonalne matrice, pa bi i njihovi generatori trebali biti
antisimetri¢ni, no njihova determinanta je -1. Stvar je u tome da refleksije nije mogude
generirati kompozicijom infinitezimalnih transformacija tj. one nemaju generatore. O
tome ¢e jos biti govora kasnije.
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0 1 0 -1 0

00 Xs=11 0 0], (522
0 -1 0 0 0 0 O
pa je e?X™ onda opéeniti element grupe SO(3) koji predstavlja rotaciju oko
osi 1 za kut ¢.

Vektorski prostor sa svojom dodatnom operacijom mnozenja skalarima iz po-
lja R je opéenito znatno bogatija struktura od grupe (koja ima samo svoju
binarnu operaciju). To znac¢i da o generatorima ,znamo vise” i lakse je
proucavati njih i onda pomocéu eksponencijacije vidjeti reperkusije tih spoz-
naja na samu grupu. To je dodatno pojacano jos jednim njihovim vaznim
svojstvom. Neka su X,Y € A. Definirajmo njihov komutator

[X,Y]=XY -YX. (5.23)

Komutator je takoder 3 x 3 matrica koja je Stovise takoder antisimetri¢na
jer

X, V] =Xy -YX)T=Y"XT-XTYT=VX-XY =—[X,Y]. (5.24)

To znaci da je i komutator [X,Y] € A. Dakle, A je zatvoren ne samo obzi-
rom na linearne kombinacije veé¢ i obzirom na komutatore svojih elemenata.
Time je on jos slozenija matematicka struktura od vektorskog prostora koja
se naziva Liejeva algebra. Nacinimo kratki odmak od proucavanja samo
matri¢nih grupa i definirajmo Liejevu algebru nesto opcenitije.

Definicija 5.3.1 (Liejeva algebra)
Liejeva algebra A je vektorski prostor na kojem je definiran Liejev pro-
dukt dvaju elemenata [X,Y] (ne mora biti komutator) sa svojstvima

1) zatvorenost: [X,Y]e A VX,V e A

)
2) distributivnost: [aX + Y, Z] = o[ X, Z] + B]Y, Z] «a,BE€R
3) antisimetrija: [X,Y] = —[Y, X]

)

4) Jacobijev identitet: [X,[Y, Z]]| +[Y,[Z, X]]| + [Z,[X,Y]] =0

Za vektorske prostore matrica, gdje je Liejev produkt definiran kao komu-
tator (5.23), svojstva 2—4 su automatski ispunjena. Ovo poopéenje od ma-
tricnih grupa smo napravili samo zato da kao spomenemo da zapravo o
nikakvom poopéenju nema govora. Naime, kako smo rekli u fusnoti na stra-
nici 85, nematri¢ne Liejeve grupe su egzoticne, ali postoje. No, zahvaljujuci
sljede¢em Adovom teoremu nematri¢ne (kona¢no-dimenzionalne) Liejeve al-
gebre ne postoje.
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Teorem 5.3.2 (Ado)

Svaka konacno-dimenzionalna apstraktna Liejeva algebra je izomorfna
nekoj Liejevoj algebri kona¢no-dimenzionalnih matrica s komutatorom
kao Liejevim produktom. (Bez dokaza.)

Dakle, ograni¢avajuéi se na Liejeve grupe matrica ne gubimo mnogo na
opcenitosti jer sve Liejeve algebre koje ¢emo sresti u ovoj knjizi su konac¢no-
dimenzionalne®. Liejeve algebre se obi¢no oznacavaju isto kao i pripadajucée
Liejeve grupe, ali malim gotickim slovima. Dakle, 4 = so(3).

Komutatori elemenata baze Liejeve algebre X;,i =1,2,...,dim(A) se kao i
svi ostali elementi od A naravno mogu prikazati kao linearna kombinacija
baze, dakle sebe samih:

X, X5l =Y CEXp,  d,j=12,... dim(A). (5.25)
k

Realni brojevi ij koji se ovdje pojavljuju nazivaju se strukturne konstante
grupe. Uocite da je (5.25) vrlo netrivijalna nelinearna relacija izmedu gene-
ratora koju ¢e morati zadovoljavati sve njihove reprezentacije. Naime, cijelo
ovo izlaganje dosad koristilo je 3 x 3 matrice za definiciju grupe SO(3) i
njene algebre s0(3). To je istovremeno i definicija te grupe i reprezentacija
te grupe na 3D euklidskom prostoru. Medutim, sli¢no kao i kod konacnih
grupa, Liejeve grupe imaju i reprezentacije na vektorskim prostorima dru-
gih dimenzionalnosti, Sto je od velike vaznosti u primjeni teorije grupa na
kvantnomehanicke sustave. I tu ¢e opet biti od interesa identificirati sve
ireducibilne reprezentacije neke grupe. Koliko ireducibilnih reprezentacija
oc¢ekujemo? Ako bismo se oslonili na fundamentalni rezultat iz teorije konac-
nih grupa da ireducibilnih reprezentacija ima isto koliko i klasa konjugacije,
vidi odjeljak 3.2, onda bismo zakljucili da SO(3) ima beskonac¢no ireducibil-
nih reprezentacija (jer se uz malo geometrijskog razmisljanja lako uvjerite
da pojedinu klasu konjugacije ¢ine rotacije oko bilo koje osi za konkretni
kut ¢). I premda je takvo zakljuc¢ivanje nekorektno jer navedena jednakost
broja ireducibilnih reprezentacija i klasa konjugacije ne vrijedi za Liejeve
grupe, zakljucak jest tocan — Liejeve grupe tipi¢no imaju beskonacno ire-
ducibilnih reprezentacija. Jedna od lako uocljivih razlika prema konac¢nim
grupama je u tome da premda SO(3) ima neprebrojivo beskonacéno klasa
konjugacije, vidjet ¢emo da ima samo prebrojivo beskona¢no ireducibilnih
reprezentacija. Bez obzira, ocito je da ne¢emo modéi eksplicitno konstru-
irati sve te repreprezentacije metodom nadopunjavanja tablice karaktera iz
odjeljka 3.3, nego apstraktnijim zakljuc¢ivanjem u kojem ¢e relacija (5.25),
koju fizicari ¢esto zovu ,algebra grupe,” imati centralnu ulogu, kako ¢emo

*Istina, u fizici nekad nalazimo i primjenu beskonac¢no-dimenzionalnih algebri za koje
teorem ne vrijedi. Jedan primjer je tzv. Virasorova algebra vazna u teoriji superstruna.
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vidjeti u sljede¢im poglavljima. Kad smo veé¢ kod terminologije, recimo i to
da je fizicarima Cesto interes usredotocen samo na bazu Liejeve algebre, a
ne i na ostatak vektorskog prostora, pa ¢e u zargonu reéi da tri matrice iz
(5.22) ,¢ine algebru” ove grupe.

Primjer 5.3.3 (strukturne konstante od SO(3))
Eksplicitnim racunom lako se uvjerimo da je

[(Xi, X;]=0 za i=7j, (5.26)
[X1, Xo] = X3, (5.27)
[X2, X3] = X1, (5.28)
(X5, X1] = X, (5.29)

tj. da je
ij =0 ako su bilo koja dva indeksa ista,
05’2:021320:’?1 =1,
C231 = C?}z = C'123 =-1,

pa pomo¢u Levi-Civita tenzora komutacijske relacije algebre so(3) mo-
zemo zapisati u obliku

[Xi, X;] = €iji Xk, (5.34)

odnosno strukturne konstante grupe SO(3) su C’fj = €jk-

Liejeva algebra A’ je homomorfna Liejevoj algebri A ako postoji matrica
S: A— A takva da je

[S(X),S5(Y)] = S([X,Y]) VX,Y €A.

Ako je S jos i bijekcija A i A’ su izomorfne. Dakle, vazno je da preslikavanje
bude konzistentno s operacijom komutatora.

Primjer 5.3.4 (Liejeva algebra grupe SU(2) tj. su(2))

SU(2) je grupa svih unitarnih 2 x 2 matrica jedini¢ne determinante.
Identi¢nim zakljuc¢ivanjem kao za SO(3), samo uz zamjenu traspozi-
cije hermitskom konjugacijom X T — X lako zaklju¢ujemo da algebru
su(2) ¢ine sve antihermitske® 2x2 matrice s tragom nula (ovdje zado-
voljavanje uvjeta jedini¢ne determinante nije automatsko). Kao bazu
ove algebre uzimamo

{~is,—is,—io}, (5.35)

* A je antihermitska ako je AT = —A
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gdje su o123 tri Paulijeve matrice

01:<§)(1)), 02:(36i>, a:(é_ol>. (5.36)

Ova tri generatora zadovoljavaju identi¢ne komutacijske relacije kao i
matrice s0(3) algebre

w

, —b— 1— itd.

[ .01 .Uz} .03
—71— [r—
2 2 2

pa je pridruzivanje X; — —io;/2 izomorfizam i so(3)=su(2).

Vazno je ovdje uociti da premda su elementi matrica iz su(2) opéenito
kompleksni, su(2) je realna Liejeva algebra, dakle algebra nad poljem
R. (Linearna kombinacija o1 + o9 je antihermitska i time pripada
su(2), dok oy + ioy to nije!)

Zanimljivo je pitanje $to izomorfizam algebri znaci za odgovarajuce
grupe tj. jesu li mozda onda i SO(3) i SU(2) izomorfne. O tome ¢e
biti rijeci u sljede¢em odjeljku.

Pri analizi reprezentacija Liejevih grupa od koristi ¢e biti tzv. Casimirovi
operatori.

Definicija 5.3.5 (Casimirov operator)

Ako je skup {X;,i = 1,2,...} baza Liejeve algebre onda se polinom
u X; koji komutira sa svim elementima te algebre naziva Casimirov
operator.

Posebno su zanimljivi kvadrati¢ni Casimirovi operatori.

Primjer 5.3.6 (Kvadrati¢ni Casimirov operator za s0(3) i su(2))
Eksplicitnim ra¢unom se uvjerimo da je

X2+ X34+ X2=-2-1, (5.37)

za $0(3) i
—1

2
3
<2> (0F + 05 +03) = -5 L (5.38)

za su(2).

Schurova lema, koja vrijedi i za Liejeve grupe, trazi da Casimirov operator
bude proporcionalan jedini¢cnom i ispostavlja se da je koeficijent propor-
cionalnosti zgodan za oznacavanje ireducibilnih reprezentacija kako ¢emo
vidjeti u sljede¢em poglavlju.
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Primjer 5.3.7 (Algebra grupe SO(2))

Generator grupe SO(2) ve¢ smo identificirali kao X3 iz 5.16 kad smo
SO(2) razmatrali kao jednoparametarsku podgrupu grupe SO(3). No
kakva je struktura njene algebre? Ona je generirana tim jednim gene-
ratorom koji naravno komutira sa samim sobom tj. s0(2) = {aX3;a €
R}, $to je zapravo prostor svih antisimetriénih 2 x 2 matrica, koji je
izomorfan s R. Opcenito, za Liejeve algebre Abelovih grupa komuta-
tor iS¢ezava (vidi zadatak 5.5.) i time je njihova struktura kompletno
definirana strukturom vektorskog prostora.

5.4 Veza Liejevih grupa i Liejevih algebri

Vidjeli smo da u sluéaju grupe SO(3) svaki element grupe mozemo prikazati
kao eksponencijal nekog elementa njene Liejeve algebre so(3). Pitanje je
vrijedi li to lijepo svojstvo za sve Liejeve grupe. Kako smo ve¢ dali naslutiti
na nekoliko mjesta upotrijebom rijec¢i ,,skoro”; ne vrijedi sasvim. U ovom
¢emo odjeljku, uglavnom bez dokaza, iskazati i pomocu primjera ilustrirati
tvrdnje koje poblize oslikavaju vezu izmedu Liejevih grupa i njihovih algebri.
Za veéinu primjena u fizici i u ostatku knjige, uglavnom ¢emo se fokusirati
na algebre i reprezentacije algebri, tako da (razmjerno zahtjevno) gradivo
ovog odjeljka nije nuzno za razumijevanje sljede¢ih poglavlja.

Prvo je potrebno uvesti neke pojmove koji opisuju topoloska svojstva grupe.

Definicija 5.4.1 (Povezanost)

Liejeva grupa je povezana ako njen grupni prostor ne mozemo ras-
taviti na disjunktne komponente tj. ako se svake dvije tocke mogu
povezati linijom ¢ije sve tocke pripadaju grupnom prostoru. (Ovo je
intuitivna ,fizicarska” definicija. Prava definicija ukljucuje napredne
matematicke ideje iz topologije.)

Podskup kojeg ¢ine svi elementi grupe koji se kontinuiranom linijom u grup-
noj mnogostrukosti mogu povezati s jedini¢nim elementom nazivamo kompo-
nenta povezanosti jedinice. Ukoliko je grupa povezana komponenta poveza-
nosti jedinice je naravno jednaka cijeloj grupi. Ukoliko grupa nije povezana,
komponenta povezanosti jedinice je prava podgrupa cijele grupe. Dokaz:
Pretpostavimo suprotno tj. da komponenta povezanosti jedinice nije pod-
grupa. Kako je jedini¢ni element po definiciji u toj komponenti te kako je
asocijativnost nasljedena od cijele grupe to bi znacilo ili da postoje njena
dva elementa ¢iji umnozak nije u komponenti povezanosti jedinice ili neki
element c¢iji inverz nije u toj komponenti. Promotrimo sada dva elementa
a i b koji jesu, a ¢iji umnozak ab nije u komponenti povezanosti jedinice,
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te promotrimo trajektoriju g(t), t € [0, 1], definiranu tako da je ¢g(0) = a, a
g(1) = e. Trajektorija dakle kontinuirano povezuje a s jedini¢nim elemen-
tom e. Pomicuéi se kontinuirano po toj trajektoriji prema jedinici umnozak
g(t)b ¢e cijelo vrijeme ostati izvan komponente povezanosti jedinice zbog
odvojenosti njegovog dijela grupnog prostora i kontinuiranosti funkcije kom-
pozicije (umnozak g(t)b ne moze ,preskociti” sa svoje odvojene komponente
na komponentu jedinice). No kad dodemo do jedini¢nog elementa umnozak
je g(1)b = eb = b $to po pretpostavci jest element komponente jedinice i
imamo kontradikciju. Na slican nac¢in se do kontradikcije dode u slucaju
inverza. 0

Eksponencijacijom generatora grupe SO(3) dolazimo do kona¢nih rotacija
exp(¢pX -7r) trajektorijom koja ide od jedini¢nog elementa ¢ = 0 kontinuira-
nom putanjom kroz grupni prostor, kompozicijom rotacija za infinitezimalne
kuteve. Kako je eksponencijalna funkcija kontinuirana funkcija svojih argu-
menata (¢ak i kad su argumenti matrice), te kako je determinanta takoder
kontinuirana funkcija, u slucaju grupe O(3), za ¢ije elemente smo vidjeli da
imaju determinantu ili 4+1 ili -1, jasno je da eksponencijacijom algebre mo-
zemo dobiti (a u slu¢aju O(3) i dobivamo) samo elemente s determinantom
+1, dakle prave rotacije. Neprave rotacije ISO(3) koje imaju determinantu
-1 pripadaju drugoj komponenti povezanosti.

Iz gornje diskusije, odnosno imajuéi u vidu kontinuiranost funkcije ekspo-
nencijacije, jasno da najbolje ¢emu se mozemo nadati u slucaju opcenite
Liejeve grupe je da eksponencijacijom njene algebre dobijemo komponentu
povezanosti jedinice. No je li barem to uvijek mogucée? Kako smo pokazali,
svakoj Liejevoj grupi jednoznacno pripada neka Liejeva algebra konstruk-
cijom kao u (5.14). Mozemo li, obratno, svakom elementu g komponente

povezanosti jedinice pridruziti jedinstveni element X algebre takav da je
_ X9
g=e*7

Prije nego damo odgovor na to pitanje, skrenimo paznju na to da je pove-
zivanje elemenata algebre i elemenata grupe exponencijacijom (odnosno u
drugom smjeru inverznom funkcijom logaritma) samo dio posla. Potrebno
je pokazati i da je binarna grupna operacija potpuno odredena operacijama
s odgovarajuéim elementima algebre. Kako dakle izra¢unati eXe¥ ? Imajuci
u vidu definiciju eksponencijacije to je

o0 k o n
eXe¥ = (Z i;) (Z 1;) , (5.39)

k=0 n=0

i nije odmah jasno da se desna strana moze dobiti eksponencijacijom ne-
kog elementa algebre, osim u jednostavnom slucaju Abelove grupe kad
je [X,Y] = 0 (vidi zadatak 5.5.) pa se ¢lanovi gornjih suma mogu isto
kao kod eksponencijacije obi¢nih brojeva iskombinirati u > (X +Y)"/n! =
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exp(X +Y). Za opéenite nekomutirajuce grupe to nije slucaj, nego vrijedi
sljededi vazan rezultat teorije Liejevih grupa

Teorem 5.4.2 (Baker-Campbell-Hausdorff)

gdje je

7Z =X +Y + red visestrukih komutatora X i Y.

Prvi ¢lanovi BCH formule su

Z=X Y4 XY+ XX Y] - VXY
1 1

i kljuéna netrivijalnost je da su svi ¢lanovi reda dati preko ovakvih visestru-
kih komutatora pa je jasno da je Z element Liejeve algebre. (Podsjetimo se
da je u Liejevoj algebri definirano zbrajanje elemenata X +Y i njihov komu-
tator [X,Y], ali ne i mnoZenje* XY.) BCH red konvergira u nekoj okolini
jedini¢nog elementa (ne nuzno infinitezimalnoj) i u toj okolini je grupa pot-
puno i jedinstveno odredena algebrom. Eksponencijacija povezuje elemente
grupe i algebre, a BCH formula operacije u algebri (zbrajanje i komuta-
tor) s grupnom operacijom (mnozenje). Dokaz teorema 5.4.2 i razmatranje
radijusa konvergencije BCH formule (5.40) obi¢no zahtijeva napredne mate-
maticke pojmove. Relativno pristupacan algebarski dokaz moze se pronaci
u [Stillwell, 2008.].

Za veliku kategoriju Liejevih grupa vrijedi da se svi elementi iz komponente
povezanosti jedinice mogu prikazati u obliku e gdje je X element Liejeve
algebre. Dovoljan uvjet je da grupa ima svojstvo kompaktnosti.

Definicija 5.4.3 (Kompaktnost)

Liejeva grupa je kompaktna ako njeni parametri variraju po zatvorenim
intervalima. (Ovo je intuitivna ,fizicarska” definicija. Prava definicija
ukljucuje napredne matematicke ideje iz topologije.)

Mnoge grupe koje ¢e nas interesirati, poput SO(n) i SU(n) su kompaktne, jer
njihovi parametri tipi¢no variraju po intervalima poput ¢ € [0, 27). Iznimka
je grupa translacija, ¢iji parametri variraju po intervalu (—oo,00) i grupa

*Ako gledamo matri¢ne Liejeve algebre mnoZenje samih matrica jest definirano, ali
algebra opdenito nije zatvorena na to mnoZenje. Npr. umnozak dvije antisimetri¢ne
matrice iz s0(3) opcenito nije antisimetriéna matrica.
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Lorentzovih transformacija, ¢iji parametar potiska varira v € [0,¢), gdje ¢
nije ukljucen i stoga je interval otvoren i nekompaktan®.

Dakle, Liejeva algebra skoro potpuno odreduje barem komponentu pove-
zanosti jediniénog elementa Liejeve grupe koju generira eksponencijacijom.
Medutim, primjer grupa SO(3) i SU(2) koje su obje povezane i koje imaju
istu (izomorfnu) algebru, ali ipak nisu izomorfne, pokazuje da neka svojstva
grupe nisu odredena algebrom, tj. da ,skoro” iz prosle recenice ipak nije
,potpuno.” Rijec¢ je o globalnim topoloskim svojstvima grupe i da bismo
precizno opisali vezu izmedu Liejevih grupa s istom algebrom, treba nam
jos jedan pojam iz topologije.

Definicija 5.4.4 (Jednostavna (jednostruka) povezanost)

Neka je G povezana grupa (ako nije, mozemo promatrati samo kompo-
nentu povezanosti jedinice). Promotrimo skup svih zatvorenih krivu-
lja u grupnoj mnogostrukosti. Podijelimo skup na klase ekvivalencije
koje ¢ine krivulje koje se mogu kontinuirano deformirati jedna u drugu.
Broj takvih klasa zovemo povezanost grupe G. Ako postoji samo jedna
klasa kazemo da je grupa jednostavno ili jednostruko povezana.

Primjer 5.4.5 (SO(2))

Vidjeli smo da je grupna mnogostrukost grupe SO(2) kruznica. Za za-
tvorene krivulje promjena kuta ¢ duz krivulje je 2nm, n = 0,£1,+2, .. ..
Krivulje s razli¢itim n pripadaju razli¢itim klasama povezanosti jer
je nemoguce kontinuiranim deformacijama pretvoriti krivulju n puta
yhamotanu” oko kruznice u onu m puta namotanu, ako je n # m.
Obzirom na beskonac¢ni skup klasa povezanosti, kazemo da je SO(2)
beskonac¢no povezana.

@) @) 0

Ap=0 AP =27 AP =4r

*Radi kompletnosti spomenimo da ako Liejeva grupa nije kompaktna, svejedno se
elementi iz komponente povezanosti jedinice mogu prikazati kao konacan umnozak ekspo-
nencijala eX1e*2 ... ¢Xn [Stillwell, 2008.]. Treba razlikovati situaciju gdje se svaki element
grupe (ili njenog podskupa) moze dobiti eksponencijacijom (exp je surjektivna) i situaciju
gdje se on moze se dobiti na jedinstven naéin (exp je i injektivna). Injektivnost je zahtjev-
nije svojstvo. Treba uoditi da se algebra grupe SO(2) preslikava na grupu neinjektivno, pa
nijedna grupa koja je sadrzi kao podgrupu, kao SO(3), SU(2) etc., nece biti injektivno po-
krivena exponencijacijom. Surjektivnost je lakse postiéi. Za to je dovoljna kompaktnost,
a moze i nize definirana jednostruka povezanost.
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Na ovom skupu klasa krivulja moze se prirodno definirati zbrajanje. Kao
reprezentante klasa uzmimo krivulje koje po¢nu i zavrse u nekoj konkretnoj
baznoj tocki, recimo ¢ = 0. Uzmemo li dvije zatvorene krivulje, njihov zbroj
definiramo kao krivulju koja se dobije tako da prvo po jednoj krivulji idemo
od bazne tocke do bazne tocke, pa onda ,bez zavrsavanja” nastavimo tako
po drugoj i zavr§imo u baznoj tocki. Obzirom na takvo zbrajanje (klasa)
krivulja, ovaj skup ¢ini grupu poznatu pod imenom fundamentalna grupa ili
prva grupa homotopija w1. Ta grupa je temeljno topolosko obiljezje svake
grupe. Prema gornjem primjeru vidimo da je m (SO(2)) = (Z, +).

Primjer 5.4.6 (SO(3))

U proslom odjeljku smo vidjeli da je grupna mnogostrukost od SO(3)
lopta s identificiranim antipodnim tockama povrsine. Za promatranje
klasa krivulja kao baznu tocku mozemo uzeti srediste lopte. Sve krivu-
lje koje ostaju u unutrasnjosti lopte se mogu kontinuirano deformirati
jedna u drugu pa pripadaju istoj klasi. Da bi dobili novu klasu pro-
motrimo krivulju koja dolazi do povrsine u tocki A i onda se nastavlja
u unutrasnjost od antipodne tocke A’. Naglasimo da je krivulja ne-
prekinuta zahvaljujuéi identicnosti A" = A. Kontinuirane deformacije
ove krivulje ¢ée uvijek zadrzati svojstvo prolaska povrsinskom tockom
(kako se A mice, A" se mice tako da ostane antipodna) i krivulja se ne
moze deformirati u krivulje iz prve klase koje su cijele u unutrasnjosti
lopte. Dakle, dobili smo drugu klasu. Ukoliko sad promotrimo krivu-
lje koje prolaze dvama razli¢itim povrsinskim tockama A i B, u nadi
da ¢emo mozda dobiti novu klasu, vidimo da je takve krivulje moguée
deformirati do situacije da se tocke stope i krivulja potpuno ubaci u
unutrasnjost lopte, kako je prikazano na slici.

nije u istoj klasi s

-

A'=B

1

A
@ A%
BI
/
4 B

Tako te krivulje ne ¢ine novu nego pripadaju prvoj klasi. Krivulja kroz
tri povrsinske tocke ¢ée se istim postupkom modéi deformirati u krivulju
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kroz jednu povrsinsku tocku i tako dalje. Dakle, postoje to¢no dvije
klase krivulja i kazemo da je SO(3) dvostruko povezana. Njena prva
grupa homotopija je time m1 (SO(3)) = Zg = ({+1, —1},-).

Primjer 5.4.7 (SU(2))

Vidjeli smo u proslom odjeljku da je grupna mnogostrukost SU(2)
3-sfera tj. generalizacija uobicajene sfere (2-sfere) na Cetverodimen-
zionalni prostor. Moze se pokazati da je svaka n-sfera s n > 2 jed-
nostavno povezana. Pravi dokaz zahtijeva nesto znanja topologije, ali
Citatelju ¢e moguce ta cinijenica biti vrlo intuitivna, a za 2-sferu i
ocita.

Ako postoji homomorfizam s povezane Liejeve grupe G na povezanu Liejevu
grupu H s diskretnom jezgrom K onda kazemo da grupa G pokriva grupu
H onoliko puta koliko elemenata ima K. (Prisjetite se teorema 1.3.6 o
izomorfizmu.) Takoder, Liejeve algebre tih grupa su izomorfne.

Primjer 5.4.8 (SO(3) i SU(2))

SO(3) i SU(2) su homomorfne i kako je pokazano u Dodatku E jezgra
je Zs. Dakle SU(2) pokriva SO(3) dva puta. Kako smo vidjeli u
primjeru 5.3.4, algebre ovih dviju grupa su izomorfne.

Teorem 5.4.9 (Univerzalna grupa pokrivanja)

Medu grupama koje pokrivaju povezanu Liejevu grupu G postoji je-
dinstvena grupa koja je jednostavno povezana — tzv. univerzalna
grupa pokrivanja. Broj pokrivanja jednak je povezanosti od G.

Tako je SU(2) univerzalna grupa pokrivanja za SO(3).
SU(2
( ) TN " homomorfizam grupa

<+«—— izomorfizam algebri

V V ............... » grupa — algebra

Sto se grupa SO(2) i U(1) ti¢e, one su obje izomorfne i beskona¢no povezane.
U primjeru 5.3.7 smo vidjeli da je njihova algebra R. Njihovu univerzalnu
grupu pokrivanja mozemo identificirati tako da identificiramo jednostavno
povezanu Liejevu grupu koju generira R. Ako se oslonimo na eksponenci-
jaciju vidimo da generiramo grupu pozitivnih realnih brojeva {e”;z € R} s
mnozenjem kao grupnom operacijom. No primjetite da je ta grupa izomor-
fna grupi (R, +) gdje je preslikavanje izomorfizma upravo eksponencijalna
funkcija. Tako mozemo reé¢i da je R sam sebi algebra i sam sebi univer-
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zalna grupa pokrivanja, a on je i univerzalna grupa pokrivanja za SO(2) i
U(1). Odgovarajuéi homomorfizam R — U(1) je # — € i kernel je skup
27Z = {0, 42w, £47,...}. Rijec je o beskonaénom skupu pa kazemo da R
pokriva U(1) beskona¢no puta, Sto je konzistentno s ranije utvrdenom ¢inje-
nicom da je U(1) beskonac¢no povezan. Intuitivno je jasno da se pravac na
kruznicu namata beskonacno puta.

Opcenita situacija je

UCG m sz

v v v v
UCY ——— ] —— 2 — O

gdje je UCG/K;=G;. Tako pronalazenjem svih diskretnih normalnih pod-
grupa (kandidata za kernele homomorfizma) jednostavno povezane grupe
mozemo naci sve grupe koje s njom dijele istu Liejevu algebru®. U zakljucku,
Liejeve algebre u velikoj mjeri odreduju Liejevu grupu i glavna informacija o
grupi koju gubimo razmatrajuéi samo algebru je njena topologija. Algebra,
koja je odredena okolinom jedini¢nog elementa grupe ,ne vidi” je li se grupa
mozda netrivijalno ,,preklapa” na samu sebe daleko od jedinice.

5.5 Klasic¢ne Liejeve grupe vazne za fiziku

Opc¢a linearna grupa

Opéu linearnu grupu GL(n,C) ¢ini skup svih n x n regularnih (det M # 0)
kompleksnih matrica Kako je svaka matrica zadana s n? nezavisnih komplek-
snih brojeva, ova grupa ima 2n? realnih parametara. Uvjet regularnosti nije
ogranicenje koje smanjuje broj parametara, jer je samo rije¢ o zahtjevu da
determinanta, koja je izraz koji uklju¢uje tih 2n? parametara bude razlicita
od nule.

det M = f(a1,a2,...,a2,) #0 (5.41)

Podgrupa ove grupe je grupa GL(n,R) koja o¢ito ima samo n? parametara.
GL(n,R) ima dvije komponente povezanosti, jednu ¢ine matrice pozitivne, a

*To je znatno olakSano teoremom koji kaze da su diskretne normalne podgrupe nuzno
sadrzane u centru grupe (vidi zadatak 1.7.) $to znaci da svi elementi kernela komutiraju
sa cijelom grupom.
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drugu matrice negativne komponente. Izuzeée determinante nula razdvaja
te komponente, ali to nije slucaj za GL(n,C) koja je povezana (ali ne i
jednostavno povezana).

Specijalna linearna grupa

SL(n,C) ={M € GL(n,C) | det M =1} (5.42)
Ovdje je na svaku matricu postavljen dodatni uvjet
detM:f(al,az,...,QQn) =1 s (543)

koji predstavlja jednu kompleksnu, tj. dvije realne jednadzbe koje se mogu
iskoristiti za eliminaciju dvaju parametera. Tako ova grupa ima 2n? — 2
parametara. Grupa je jednostavno povezana i za fiziku je posebno vazna
grupa SL(2,C) koja je univerzalna grupa pokrivanja za Lorentzovu grupu
na analogan nacin na koji je SU(2) univerzalna grupa pokrivanja za grupu
rotacija SO(3).

Podgrupa ove grupe je grupa SL(n,R) koja ima n? — 1 parametar. (Jed-
nadzba (5.43) je sad samo jedna realna jednadzba, a ne dvije.) Ona je
povezana, ali ne i jednostavno povezana.

Unitarna grupa

U(n) = {M € GL(n,C) | MM' =1} (5.44)

Prebrojavanje nezavisnih parametara za ovu grupu moze se izvesti na vise
nacina. Uvjet MMT = 1 se moze napisati izrazeno preko komponenti ma-
trica kao (u ovom odjeljku éemo radi jasnocée suspregnuti Einsteinovu su-
macijsku konvenciju i pisati sume eksplicitno)

n
> MM = 6y (5.45)
j=1

gdje je iskoristeno M]Tk =M ,;kj. Jednadzba (5.45) predstavlja n? komplek-
snih jednadzbi ali sve one nisu nezavisne. Promotrimo prvo n jednadzbi
odredenih uvjetom ¢ = k (dakle gledamo dijagonalu te matri¢ne jednadzbe):

> MM = |Myl*=1. (5.46)
J

J

To je n realnih jednadzbi koje se mogu upotrijebiti za eliminiranje n pa-
rametara. Dalje moZzemo gledati jednadzbe odredene uvjetom i < k (dakle
gledamo trokut iznad dijagonale matri¢ne jednadzbe). Te su jednadzbe kom-
pleksne i ima ih n(n—1)/2 (broj elemenata u spomenutom trokutu). Sve ove
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jednadzbe su neovisne pa se mogu iskoristiti za eliminiranje 2-n(n—1)/2 =
n(n — 1) parametara. Preostaju jednadzbe za ¢ > k (donji trokut matrice),
ali kompleksnom konjugacijom odgovaraju¢ih jednadzbi

n
> MMy =0, >k, (5.47)
j=1
dobijemo
n n
ZM%M’W':Z:M’W'M%:O’ i>k, (5.48)
j=1 j=1

pa uz preimenovanje indeksa ¢ <> k
n
D = MyM;; =0, k>i, (5.49)
j=1

vidimo da su ove jednadzbe ekvivalentne ovima iz gornjeg trokuta tj. nisu
nezavisne. Znaci sve skupa mozemo eliminirati n+n(n—1) = n? parametara,
pa ih ostane 2n? — n? = n? &to je broj parametara unitarne grupe. (Drugi
nacin prebrojavanja je da se iskoristi da su retci matrice ortonormirani vek-
tori. Uvjet normalizacije daje n realnih jednadzbi, a uvjet ortonogonalnosti
(g) kompleksnih, gdje se treba uvjeriti da odgovarajuéi zahtjevi na stupce
nisu nezavisni od ovih na retke.) Unitarna grupa je kompaktna i povezana,
ali ne i jednostavno. Za U(1) smo vidjeli, a i za ostale unitarne grupe vrijedi
da im je prva grupa homotopije 71(U(n)) = Z.

Vazno svojstvo unitarnih matrica je da, ukoliko ih interpretiramo kao ope-
ratore nad kompleksnim vektorskim prostorima (x — Mx), one ¢uvaju
skalarni produkt

n
(w,y) = Zl’f% — Z M55 Mgy,
i=1 ijk
= uvrstavanjem (5.45) = dejw;yk = (z,y) (5.50)
kj

Lako je pokazati da se ovo moze uzeti kao alternativna definicija unitarne
grupe tj. da se unitarne matrice mogu definirati kao one koje cuvaju ovaj
skalarni produkt, a onda je svojstvo MTM = 1, koje smo ovdje uzeli kao
definiciono, samo posljedica.

Specijalna unitarna grupa

SU(n) = {M € U(n) | det M = 1} (5.51)

Za prebrojavanje parametara treba prvo uociti da je za sve unitarne matrice
determinanta ograni¢ena na apsolutnu vrijednost 1. To slijedi primjenom
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Binet-Cauchyjevog teorema na definiciju MMT = 1 $to daje |det M|? = 1
odnostno det M = ¢, ¢ € [0,27). Dodatni uvjet za specijalne unitarne
matrice det M = 1 je onda samo jedna realna jednadzba ¢ = 0 pa speci-
jalna unitarna grupa ima toéno n? — 1 parametar. SU(n) su kompaktne i
jednostavno povezane.

Ortogonalna grupa

O(n,C) = {M € GL(n,C) | MM™ =1} (5.52)

Kod prebrojavanja parametara, jedina razlika obzirom na unitarne matrice
je da umjesto (i = k) jednadzbi (5.46) koje odgovaraju dijagonali matri¢éne
jednadzbe sada imamo

> MMy => M}=1 (5.53)
j j

sto su kompleksne jednadzbe pa moZzemo eliminirati sve skupa 2n+n(n—1)
parametara i ostaje ih samo n(n — 1).

U fizici se najcesée susre¢emo s grupom ortogonalnih realnih matrica
O(n) =0(n,R) = {M € GL(n,R) | MMT =1} (5.54)

koja ima n(n —1)/2 parametara. Ova grupa ¢uva kvadratnu formu (x,y) =
> ; xiyi tj. skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru, sto se moze
upotrijebiti kao alternativna definicija grupe.

Specijalna ortogonalna grupa

SO(n,C) = {M € O(n,C) | det M =1} , (5.55)

i odgovarajucéa realna grupa SO(n) imaju isti broj parametara kao O(n, C),
odnosno O(n). Naime, uvjet ortogonalnosti MM 7T = 1 vodi na (det M)? =
1, odnosno na zakljuc¢ak da ortogonalne matrice imaju determinantu det M =
41, pa ogranicenje na det M = 1 ne smanjuje dimenziju parametarskog
prostora.

Pseudo-unitarna grupa

Cine je n x n matrice
U(p,q) = {M € GL(n,C) | MTgM = g} , (5.56)
gdje je p+ ¢ = n i gdje je g dijagonalna matrica oblika

g =diag(1,1,...,1,-1,-1,...,—1) . (5.57)

vy

pX gx
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Ova grupa ima isti broj parametara kao i U(n), te ¢uva kvadratnu formu
oblika

P p+g=n
Statyi— > aly (5.58)
i=1 i=p+1

koja nije pozitivno definitna pa nije skalarni produkt u smislu definicije
2.1.7.

Pseudo-ortogonalna grupa

O(p,q) = {M € GL(n,R) | MTgM = g} , (5.59)

gdje je p+ q = n i gdje je g dijagonalna matrica iz (5.57). Ove matrice
¢uvaju kvadratnu formu oblika

P p+g=n
Z»Tiyi - Z xiYi - (5.60)
=1 i=p+1

Najpoznatija grupa ove vrste je grupa Lorentzovih transformacija O(1,3)
(vidi odjeljak 8.1). Ove grupe su nekompaktne i imaju ¢etiri komponente
povezanosti sto za konkretan primjer grupe O(1,3) pokazujemo u odjeljku
8.1.

Specijalnu pseudo-unitarnu grupu SU(p, ¢) odnosno specijalnu pseudo-orto-
gonalnu grupu SO(p, ¢) dobivamo ako se u U(p, ¢) odnosno O(p, q) ograni-
¢imo na matrice s det M = 1.

U preostalim poglavljima knjige bavit ¢emo se sa samo nekoliko grupa koje
su se pokazale od najvece vaznosti za primjene u fizici, no recimo ipak nesto
o kompletnom katalogu Liejevih grupa.

Kao prvo, mi smo ovdje, kao i mnogi autori, posebice fizi¢ari, razlikovali Li-
ejeve (kontinuirane) grupe i diskretne grupe. To je na ovom nivou pedagoski
pozeljno kako bi se istaknula specificna mo¢ netrivijalnih Liejevih algebri t;.
infinitezimalne okoline jedinice. No, strogo uzevsi, i skup diskretnih tocaka
je (0-dimenzionalna) mnogostrukost, a i topoloski prostor (s tzv. diskret-
nom topologijom, vidi [Smoli¢, 2024.]) tako da su i diskretne i kona¢ne grupe
zapravo strogo uzevsi Liejeve, $to nas onda spasava od nezgodnih situacija
da formiranjem kvocijentnih skupova ne izlazimo iz domene Liejevih grupa.

Kad je to receno, recimo da su kontinuirane kompaktne Liejeve grupe lakse
za potpunu klasifikaciju. Kao prvo, bitno je klasificirati jednostavne grupe,
jer ukoliko grupa ima normalne podgrupe onda se moze reducirati uzima-
njem kvocijenta po toj podgrupi (jednostavne grupe su poput prostih bro-
jeva teorije grupa). W. Killing i E. Cartan su pokazali da algebre tih grupa
spadaju u jednu od éetiri beskonacne porodice u matematici poznate kao
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A,, B, C,, i Dy, gdje veé poznajemo A, kao algebre od SU(n + 1), B, kao
algebre od SO(2n + 1), D,, kao algebre od SO(2n), a C, su algebre tzv.
simplektickih grupa Sp(n) koje isto imaju neke primjene u fizici, ali mi ih
ovdje ne¢emo vise spominjati. Osim ove Cetiri porodice postoji jos samo pet
iznimnih grupa Go, F4, Eg, E7, i Eg koje nalaze svoju primjenu u nekim
teorijama unifikacije sila u prirodi i teoriji superstruna.

Kod diskretnih jednostavnih grupa imamo kao prvo ciklicke grupe C, gdje
je p prost broj i koje smo upoznali, zatim alternirajuc¢e grupe A, >5 parnih
permutacija skupova od n elemenata (pomocu kojih je Galois pokazao ne-
rjesivost jednadzbi reda veéeg od pet) i veliku porodicu diskretnih grupa
tzv. Liejevog tipa koje su konstruirane kao standardne Liejeve grupe, ali ne
nad poljem realnih brojeva nego nad kona¢nim poljima. Povrh toga postoji
jos samo 26 tzv. sporadicnih grupa® gdje je najveca od njih ¢uvena grupa
cudoviste (engl. monster) s

808017424 794 512 875886 459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000
odnosno priblizno 8 x 10%® elemenata. Njena primjena u fizici je samo u
domeni spekulacija, no neke ideje iz fizike su iskoristene za odredivanje svoj-
stava te komplicirane grupe.

Zadaci za vjezbe
5.1. Uvjerite se da je kvocijentna grupa O(3)/SO(3) = Ca.

5.2. Pokazite da Levi-Civita tenzor ima slijedec¢a svojstva:

€ijk€imn = 5]m5kn - 6]n5km (a)
€ijk€ijm = 20km (b)
€ijk€ijk = 0 (c)
Eijkajbk = (a X b)l (d)
1
*ElmneijsAliAmjAns =det A (e)

3!

5.3. Uporabom svojstava Levi-Civita tenzora pokazite da je za vektore
a, bic

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

*Cetiri sporadi¢ne grupe je pronaSao hrvatski matematic¢ar Zvonimir Janko i po njemu
se zovu J1,2,374.



108 5 Liejeve grupe
5.4. Pokazite da Paulijeve matrice imaju slijedeca svojstva:
of =1 (a)
ol = i (b)
deto; = —1 (c)
Tr g; = 0 (d)
01, 05] = 2ieijr0o (e)
{O’i,O'j} EO’Z‘O'j—i-UjUi:Q(Sijl (f)
Tr(oioj) = 264 (g)
0i0; = (Sz'jl + ieijkak (h)
i 0
e 27 — cos 3 io - fusin 5 € SU(2) (i)
5.5. Za Abelovu grupu vrijedi 919291—192—1 = e, gdje se glgggflggl
naziva komutator elemenata grupe. Ako je g1 generiran elementom
algebre g1 = %X, a ¢go = €'Y, gdje su s i t realni parametri,
pokazite da je
82
(exp(sX)exp(tY)exp(—sX)exp(—tY)) = [X,Y],
0s0t|,_,_,
(5.61)
i time da je algebra A Abelove grupe trivijalna [X,Y] = 0, za
svake X,Y € A.
5.6. Provjerite eksplicitno BCH formulu do kubi¢nog ¢lana.
5.7. Pokazite da matrice
coshf sinh6
M{(6) = <sinh9 cosh9> (5.62)
djelujuéi na vektore (z, y) ¢uvaju formu 22 —y?, te da je det M (9) =
1, tako da M (0) tvore grupu SO(1,1).
5.8. Grupni prostor kvocijentne grupe G/ H Liejeve grupe G po diskret-

noj normalnoj podgrupi H opdéenito odgovara grupnom prostoru
od G u kojem su su sve tocke svake susjedne klase po H identifi-
cirane. Tako je grupni prostor SU(2)/Zy 3-sfera s identificiranim
antipodnim tocakama S3/Zy. No kako je SU(2)/Zy = SO(3), a
grupni prostor od SO(3) je puna 3D lopta s identificiranim nasu-
protnim tockama, B3/Zs, slijedi da su ta dva prostora topoloski
jednaka tj. jedan te isti prostor, B3/Zy = S3/Zs. Uvijerite se da
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je to zaista tako, promatrajuéi preslikavanje s B2 na R* dano s

f(r0,0) =

(cos <g) ,sin (g) cos 6, sin (g) sin @ cos ¢, sin (g) sin # sin d)) .

(5.63)

Inace, navedeni prostor matematicari zovu realni projektivni pros-
tor RP3.
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Poglavlje 6

Rotacije i moment impulsa u
kvantnoj mehanici

Teorija reprezentacija opéenitih Liejevih grupa je zahtjevno gradivo u koje se
ne¢emo ovdje upustati. U preostalim poglavljima ove knjige posvetit ¢emo
se samo reprezentacijama nekoliko Liejevih grupa posebno vaznih za fiziku.
Prva od njih ¢e biti grupa rotacija u trodimenzionalnom euklidskom prostoru
SO(3), koju éemo zvati jednostavno , grupa rotacija”. Grupa rotacija je
od ogromne vaznosti za cijelu fiziku i radu s njenim reprezentacijama se
tipi¢no posvec¢uju sredisnja poglavlja udzbenika kvantne mehanike, obi¢no
pod naslovom ,teorija momenta impulsa”. Tako ovo prvo poglavlje ima
odredeni preklop s tim udzbenicima, ali izlaganje ¢e naglasiti upravo grupno-
teorijske aspekte.

Kasnije ¢emo se na dobivene rezultate moé¢i dosta osloniti i prilikom razma-
tranja slozenijih grupa poput SU(N) i, posebice, Lorentzove grupe SO(1, 3)
kojoj je grupa rotacija podgrupa.

6.1 Ireducibilne reprezentacije grupe SO(2)

Promotrimo za zagrijavanje jednostavniji sluc¢aj grupe SO(2) rotacija u rav-
nini. Kao i puna grupa rotacija, SO(2) je kompaktna (njen grupni prostor
je kruznica). Teorija reprezentacija za kompaktne grupe je osjetno laksa od
one za nekompaktne grupe. Kljuéna prednost kompaktnosti je ¢injenica da
su kontinuirane funkcije na kompaktnom skupu integrabilne pa velik broj
teorema o kona¢nim grupama vrijedi i za kompaktne Liejeve grupe, uz za-
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mjenu u dokazima i iskazima:
1
=Y — [ dg, (6.1)
n
g
gdje mjeru integrala valja izabrati tako da vrijedi

[ st = [ dorng) = [ agrian. (6.2)

Vh € G. Integraciju koja ima to svojstvo zovemo invarijantna. Invarijantna
integracija nam omogucuje zamjenu varijabli kakva nam treba za dokaze te-
orema o reprezentacijama (vidi npr. (3.1)). Za grupe koje ¢emo ovdje sretati
uvijek je moguce je izabrati mjeru integracije tako da ona bude invarijantna.

Tako mozemo ,preuzeti” iz teorije reprezentacija konacnih grupa teorem
da su sve reprezentacije ekvivalentne unitarnima. (To nam je vazno jer je
unitarnost zeljeno svojstvo transformacija kvantnomehanickih stanja.) Spe-
cijalno, sve ireducibilne reprezentacije grupe SO(2) su ekvivalentne unitar-
nima pa se, kao sto smo to radili i kod konac¢nih grupa, smijemo ograniciti
na unitarne reprezentacije bez gubitka opcéenitosti.

Nadalje, kako je SO(2) Abelova, sve ireducibilne reprezentacije su jednodi-
menzionalne (kako smo ustanovili u zadatku 3.2.), $to uz unitarnost (uu =
uu* = |u|? = 1) znaéi da su operatori koji su elementi reprezentacija svakako
oblika

D(¢)=e U f(p)eR. (6.3)

Kompozicija dvaju rotacija u ravnini za kuteve ¢1 i ¢o je rotacija za kut
¢1 + @2 pa zahtjev da reprezentacija bude homomorfna grupi povlaci

D(¢2)D(¢1) = D(g1 + ¢o) = eI (@102) (6:4)
S druge strane svojstvo eksponencijalne funkcije daje
D(¢2)D(¢1) = e~ (92)emif(91) — o=if(¢1)=if(d2) (6.5)

pa slijedi
f(@1) + f(¢2) = f(d1 + d2) (6.6)

sto znaci da je f(¢) = m¢, m € R, odnosno reprezentacija je skup operatora
L0 = {DM(g) = ™™ ¢ € 0,2m)}, (6.7)

s fiksnim m. Na kraju, zahtjev periodi¢nosti rotacija daje
D™ () = D™(¢ + 27) , (6.8)

iz Cega odmah slijedi da m mora biti cijeli broj. Reprezentacije koje imaju
razli¢itu vrijednost m su o¢ito neekvivalentne (transformacija sli¢nosti (2.11)
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u jednodimenzionalnom slucaju ne mijenja operator). Dakle, grupa SO(2)
ima prebrojivo beskonacno ireducibilnih reprezentacija i pogodno je m € Z
koristiti kao oznaku (labelu) reprezentacije.

Trag jednodimenzionalnog operatora je jednak njemu samome pa su karak-
teri .
X"™(9) = D" (g) = e, (6.9)

i oni zadovoljavaju relaciju ortogonalnosti

) T dg o

(™, x ™)) = / 5o €T = G
0 2

a Citaoc ¢e se lako uvjeriti da je ovakva integracija invarijantna u gornjem

smislu.

Kao i kod konacnih grupa mozemo rastaviti direktni produkt dviju ireduci-
bilnih reprezentacija na Clebsch-Gordanov direktni zbroj

M er® =3 "o ar®,

gdje su koeficijenti dani skalarnim produktom odgovarajuéih karaktera, koji
je ovdje integral

ar = (™, xMx™)

2m
_ / 2¢ 61k¢e—1m¢e—1n¢ _ 5k,m+n ’
0 T

odnosno
rm g = Z ® 5k’m+np(k) — p(m+n)
k

To da je direktan produkt jednodimenzionalnih ireducibilnih reprezentacija
svakako ireducibilan smo ustanovili ve¢ ranije u zadatku 3.5., a sad vidimo
i koja je to tocno rezultirajuca reprezentacija. Fizikalno, poznato je da
je generator rotacija operator momenta impulsa, tako da je m iznos mo-
menta impulsa, u jedinicama h, fizikalnog sustava koji se pri rotacijama
transformira u skladu s reprezentacijom I'™ . Direktan produkt I'™ @ T'(")
je reprezentacija grupe rotacija na sustavu dobivenom zdruzivanjem dvaju
sustava s momentima impulsa m i n. Jasno je da ¢e zdruzeni sustav imati
moment impulsa m 4+ n. No, kako znamo iz kvantne mehanike i kako ¢emo
vidjeti u sljedeé¢em odjeljku, ova jednostavna matematika ne vrijedi za punu
grupu rotacija u trodimenzionalnom prostoru.

Kako su sve ireducibilne reprezentacije jednodimenzionalne, dobro poznata
dvodimenzionalna reprezentacija rotacija u ravnini

mmwz(mw ”m¢>, (6.10)

sing cos¢
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je svakako reducibilna. Kao i gore, redukciju provodimo poznavajuéi karak-
tere reprezentacije

X2D = 2C0s . (6.11)

Koeficijenti Clebsch-Gordanovog razvoja su

ap = (X(k)7X2D)
27rd )
= / —(Z)elk‘z’Qcosgb
o 2

T
2

_ do irg i¢ | —i¢

= /0 5 (€94 e79)

= Op—1+ 01 -

To znaci da postoji S (pronadite ga!) takav da je

i
SDop(4)S™! = < 60 e9i¢ ) : (6.12)

Obié¢ni ravninski vektori (x,y) nisu svojstveni vektori rotacija, Sto je o¢ito
jer ih rotacije mijenjaju. No, ,cirkularno polarizirane” funkcije u ravnini
poput x + iy to mogu biti.

6.2 Ireducibilne reprezentacije algebre so0(3) = su(2)

Puna grupa rotacija SO(3) nije Abelova i ireducibilne reprezentacije vise nisu
nuzno jednodimenzionalne pa njihova konstrukcija nije vise tako laka kao za
SO(2). Oslonit ¢emo se na spoznaje iz proslog poglavlja i postupak ¢e nam
biti da prvo konstruiramo reprezentacije so(3) algebre grupe rotacija, a onda
¢emo eksponencijacijom dobiti odgovarajuée reprezentacije grupe. Kako smo
vidjeli u primjeru 5.3.4, grupa SU(2) ima istu algebru su(2) = so(3), tako da
¢emo zapravo konstruirati reprezentacije algebre su(2). Kako odgovarajuée
grupe SO(3) i SU(2) nisu izomorfne, morat ¢emo pokloniti nesto paznje
pitanju koje tocno reprezentacije dobivamo eksponencijacijom reprezentacija
algebre, ali o tom potom.

Algebru ¢ine tri generatora, X1, Xo, X3, s komutacijskim relacijama
[XZ',X]'] = fiijk y (613)

ali mi ¢emo odsad nadalje uglavnom raditi s malo drugacijom, ,,fizicarskom”
bazom, definiranom kao

Naime, kako smo vidjeli u (5.19) X; su antisimetri¢ne matrice pa ¢e ovako
definirani J; biti hermitski, J;r = —ihX " = J;, $to znadi da ée u kvantnome-
hanickom kontekstu odgovarati opservabli, momentu impulsa, i svojstvene
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vrijednosti ¢e mu biti realne. Ovi generatori zadovoljavaju komutacijske
relacije
[JZ‘, J]] = ihEiijk s (615)

a da bismo dobili operatore grupe, eksponencijacija ¢e biti oblika

P X — o(Zi/R)eh-T (6.16)

Kako je ve¢ diskutirano na kraju odjeljka 5.3, operator J? = JZ + J3 + J3
je Casimirov tj. komutira sa svim elementima algebre

[J%J3 =0, i=1,2,3, (6.17)

pa iz druge Schurove leme slijedi da J? mora biti proporcionalan jedi-
ni¢nom operatoru: J? o 1. Tako je svojstvena vrijednost od J? ista za
sve vektore neke konkretne ireducibilne reprezentacije i koristit ¢emo je za
njeno oznacavanje. Za prvotno definiranje grupe rotacija koristili smo njenu
standardnu reprezentaciju na trodimenzionalnom euklidskom prostoru, no
sad nam je cilj pobrojati sve njene ireducibilne reprezentacije na konacno-
dimenzionalnim vektorskim prostorima. Te ¢ée reprezentacije biti kandidati
za mogucée Hilbertove prostore kvantnomehanickih stanja pa ¢emo s tim
u vidu vektore oznacavati Diracovom ,ket” oznakom |a), vidi Dodatak C.
Da bismo izbjegli svaku moguénost zabune i istovremeno definirali nase ko-
nvencije, usporedimo sad detaljno reprezentaciju grupe rotacija na obi¢nom
euklidskom prostoru i reprezentacije, koje tek treba pronaci i prouditi, na
konac¢no-dimenzionalnom Hilbertovom prostoru kvantnomehanickih stanja.

Liejeva grupa rotacija je parametrizirana s tri realna broja (n, ¢). Elementi
grupe su na trodimenzionalnom euklidskom prostoru reprezentirani 3 x 3
matricama DGP) &ji tipiéni elementi su cos(¢) ili sin(¢) i koje djeluju na
opceniti vektor r, izrazen preko svojih kartezijevih komponenata r;, matric-
nom operacijom

3D) /A
ij )(na(b)rj?

a rezultat je novi vektor u tom prostoru koji je linearna kombinacija baz-
nih vektora &, § i 2. Ovdje je 3D iskoristeno kao oznaka ove specificne
reprezentacije.

Mi smo u potrazi za svim ireducibilnim reprezentacijama iste te grupe ro-
tacija. Djelovanje operatora reprezentacija na Hilbertovom prostoru je de-
finirano djelovanjem na vektore baze

DO (7, 6)|8,m) = e=/MT0|3 ) (6.18)

gdje je sada (8 oznaka reprezentacije, koja bi u nacelu trebala stajati i na
generatoru J = J) ali je tamo obi¢no samo implicitna. m je indeks koji
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poprima onoliko vrijednosti mi, mg, ..., kolika je dimenzionalnost Hilber-
tovog prostora. Tako je njegova baza |B,m1), |8, m2), ..i rezultat gornje
rotacije ¢e biti neka linearna kombinacija ovih vektora baze. Kako rekosmo,
za oznaku reprezentacija /3 koristit ¢emo svojstvenu vrijednost operatora J2,
konkretno

J?|8,m) = Bh*|B,m) . (6.19)

Kao Casimirov operator J? komutira sa sva tri J;, ali oni ne komutiraju
medusobno, pa je izborom baze moguée najvise jedan od njih dijagonalizi-
rati i standardno se bira J, = J3. Tako izabrana baza ¢e se sastojati od
svojstvenih vektora J? i J, pa oznac¢imo njene vektore tako da vrijedi i

J:|8,m) = mh|B,m) . (6.20)

Kako je iz (6.16) vidljivo da je dimenzija J; jednaka dimenziji h (a time
i dimenziji momenta impulsa), izbori (6.19) i (6.20) znace da su § i m
bezdimenzionalni.

Sada ¢emo eksplicitno konstruirati ireducibilne reprezentacije su(2), koris-
tedi iskljuc¢ivo komutacijske relacije (6.15). Prvo definiramo tzv. operatore
podizanja © spustanja

Jy = Jp iy, (6.21)

koji naravno isto komutiraju s J?
[J?,J<] =0, (6.22)
dok su komutacijske relacije s J,

o, Je] = [J.,Jo] £i[J., J,] = ik, +i(—ihJ,)
= dh(J, £id,) = £hJs .

Slicno (pokazite),
[J4,J_] = 2hJ,.

Djelovanjem ovih operatora dizanja i spustanja na vektore neke ireducibilne
reprezentacije, ostajemo naravno u toj reprezentaciji

JQ(Ji’ﬁv m>) = J:I:J2|ﬁ>m> = /87}‘2(‘]:&|/37 m>) ’
ali svojstvena vrijednost od J, se mijenja i to toéno za +1
J(Jx|B,m)) = ([Jz, J&] + JoJ) |8, m) = h(m £ 1)J+|5,m) , (6.23)

tj.



6.2 Ireducibilne reprezentacije algebre so0(3) = su(2) 117

Do kuda moze i¢i to dizanje i spustanje tj. koliko razli¢itih vrijednosti moze
poprimiti m? Pokazat ¢éemo da vrijedi m? < 8. Uo¢imo prvo da je Jl = J,

jer J;,y,z = Ju1y,-- 1z toga slijedi
1 n + 1
JWUdp + 004 = S(Jed-+J-J4)
1
=3 [(Jo +idy)(Jp —iJy) + h. ]
1 . .
= ﬂﬁ+m@-m@+ﬁ+ﬁ

—iJyJy + iy Jy + J2]
= L4 J=J"-J;
Matri¢ni elementi operatora na lijevoj strani ove jednakosti su ocito pozitivni
jer je
(B,m|JL T |B,m) = (JyB,m|J1B,m) >0,
iisto za J+Ji. Slijedi da je
<Bam|(']2 - J,Z2)|ﬁ7m> = <57m|(18h2 - m2h2)|ﬂ7m> = (/B - m2)h2 > 07

sto je i trebalo pokazati.

Dakle, za svaki 8 postoji mmax tako da

J+|57mmax> =0,

jer to je jedini nacin da (6.23) ostane vrijediti. Odredimo sada vrijednost
Mmax za datu ireducibilnu reprezentaciju 8. Vrijedi

J_Jp = (Jo —idy)(Jo —idy) = J2+Jp+i(Jody— JyJs)
Jo 4 J} = .
= J*—J*—hJ..

No kako je
J7J+’/87mmax> = 07

onda je i
(J2 - JZQ - th)|5ymmax> = (BhQ - m12naxh2 - mmaxh2)’67mmax> =0,
pa kako |5, mmax) nije nul-vektor slijedi da je
/B = mmax(mmax + 1) .

Nadalje, iz malo¢as dokazane ¢injenice da je m? < S slijedi takoder da ni
spustanje vrijednosti m operatorom spustanja ne moze i¢i unedogled veé da
mora postojati mpyin sa svojstvom

J—|B7mmin> =0,
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iz ¢ega postupkom analognim ovom gore dolazimo do
B = Mmin(Mmin — 1) .
Izjednacivsi ove dvije vrijednosti za 3
Mmax (Mmax + 1) = Munin (Mmin — 1)

dobijemo kvadratnu jednadzbu za muy;, od Cija dva rjesenja mmin = Mmax+1
i Mmin = —Mmax 0vo prvo ne dolazi u obzir jer je myax po pretpostavci
najveta moguca vrijednost za m. Tako imamo, uvodeéi oznaku j = myax,

—7 = Mmin <M < Mpmax = J .

Nadalje, kako operatori J+ dizu ili spustaju m tocno za 1, mora biti mmyax =
Mmin + 1, gdje je n € Ny, tj. j = —j +n, odnosno j = n/2 pa zaklju¢ujemo
da su jedine mogudée vrijednosti za j

) 1.3

je {0,5,1,5,2,...}.
Kako imamo identitet 8 = j(j + 1) moZemo umjesto [ koristiti i vrijednost
J za oznacavanje ireducibilnih reprezentacija i to ¢emo odsad i ¢initi. U
kontekstu teorije reprezentacija grupa, j se naziva spin i govorimo o repre-
zentaciji spina j ¢ak i ukoliko razmatramo sustav za koji bi orbitalni moment
impulsa bio fizikalno primjereniji pojam od spina. Dakle mijenjamo oznaku

|57m> — |.77m> ’
gdje m poprima vrijednosti iz skupa
m € {_j)_j+177.7_17.7}7

sto je niz od 25 + 1 vrijednosti, pa zakljucujemo da je reprezentacija spina
J 2j + l-dimenzionalna. Kako Ji povezuju svih 25 + 1 vektora |j,m) re-
prezentacija je stvarno ireducibilna. Tako vidimo da grupa rotacija ima
beskonacno ireducibilnih reprezentacija, po jednu za svaku vrijednost spina

J.
Vektori baze IRREPa |j, m) zadovoljavaju
J2jym) = B2+ 1)lj,m) i (6.25)
Jelg,m) = hm|j,m), (6.26)

a sada mozemo i kompletirati matri¢ne elemente cijele algebre tako da to¢no
ustanovimo djelovanje operatora Ji na vektore baze tj. da odredimo kons-
tante proporcionalnosti u(6.24):
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Zahvaljujuéi ortonormiranosti baze imamo
lejml® = (G mlJ-Tilj,m)
= (G.ml(J? = JZ = hJ:|j,m)
= (Gm|(B?)(j +1) = B*m® — h*m]j,m)
= B[ +1) —m(m+1)]
= RG-m)(G+m+1).

Sama faza od cj;, je opéenito neodredena i prema tzv. Condon-Shortley
konvenciji odabire se da je ¢y, realan i pozitivan pa je

Jiljym) = i/ (G —m)(j +m+1Dlj,m +1) . (6.28)
Sli¢no se dobije

J_|j,m) =/ G+m)(G—m+ 1)|j,m—1) . (6.29)

Relacije (6.26), (6.28) i (6.29) nam omogu¢uju da odredimo matri¢ne ele-
mente operatora momenta impulsa izmedu proizvoljnih stanja i tako kom-
pletno definiraju te operatore, a time i cijelu 2j+1-dimenionalnu ireducibilnu
reprezentaciju su(2) algebre. Tako smo (koristenjem samo komutacijskih re-
lacija!) eksplicitno konstruirali sve ireducibilne reprezentacije ove algebre.
Eksplicitni matri¢ni oblici za nize dimenzije mogu se naé¢i u knjigama iz
kvantne mehanike.

Baza vektorskog prostora
Gom)ym € {—j,—j +1,....5 — Lj},

se obi¢no naziva multiplet, a neki autori tako zovu i cijeli vektorski prostor
kojeg ta baza razapinje. Tako imamo

e 7 =0: singlet

o j= % : dublet

o j=1: triplet

e i.t. d.

gdje ime odrazava dimenzionalnost reprezentacije.

Vazna je znacajka svakog sustava u prirodi njegovo ponasanje pri rotaci-
jama. Kvantni sustavi se redovito transformiraju prema nekoj konkretnoj
ireducibilnoj reprezentaciji grupe rotacija*, i tada govorimo da je rije¢ o
sustavu spina j.

*Izolirani ili elementarni sustavi prakticki uvijek, no opéenito su moguée i kvantne
superpozicije stanja s razlic¢itim j.
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6.3 Projektivne reprezentacije grupe SO(3)

Nakon $to smo konstruirali sve ireducibilne reprezentacije algebre su(2) =
$0(3), promotrimo sada detaljnije u kojoj mjeri eksponencijacijom odgova-
rajuc¢ih operatora dobivamo reprezentacije grupa SO(3) i SU(2). Matri¢ni
elementi ekponenciranih operatora izmedu standardnih |j, m) stanja

pu)

m’'m

(2,0) = (4, M/ |DY) (72, §)|,m) = (j,m|e /MR 5 m) - (6.30)

se nazivaju Wignerove D-funkcije i formiraju tzv. Wignerovu D-matricu.
Mogu se pronaci tabelirani u specijaliziranoj literaturi, a postoje i zatvoreni
analiticki izrazi. No razmotrimo u kojoj mjeri oni reprezentiraju grupe SO(3)
i SU(2). Kako te grupe nisu izomorfne, reprezentacije koje ¢ine DU) sigurno
ne mogu opcenito biti vjerne.

Slu¢aj j = 0 je trivijalan, jer je odgovarajuéa reprezentacija D) = 1 tri-
vijalna i objekte koji se tako transformiraju (zapravo, ne transformiraju)
nazivamo skalari.

Slucajeve j = 1/2 i j = 1 smo veé sreli. Naime, same grupe nismo defini-
rali apstraktno veé¢ kao matri¢ne grupe. Te matrice mozemo interpretirati
kao operatore na vektorskim prostorima i tako one istovremeno c¢ine i re-
prezentaciju grupe. j = 1 je trodimenzionalna reprezentacija i eksplicitnom
konstrukcijom operatora J,, J+ putem formula iz proslog odjeljka, pa onda
linearnim kombiniranjem da bi dobili i J, i J, (zadatak 6.1.), dobivamo
upravo generatore iz (5.22), do na faktor ih. Tako je j = 1 definiciona re-
prezentacija grupe SO(3) i njena najmanja vjerna reprezentacija. No, ona
nije i vjerna reprezentacija grupe SU(2), Sto znamo jer znamo da se po dva
elementa U i —U iz SU(2) preslikavaju u isti element SO(3). To je samo jos
jedna manifestacija ¢injenice da su te dvije grupe iste lokalno (imaju istu
algebru), ali ne i globalno.

Zanimljiviji je slucaj j = 1/2 reprezentacije. Ona je dvodimenzionalna i
istim postupkom kao gore lako se uvjerimo da su J; do na faktor dani Pa-
ulijevim matricama i eksponencijacijom dobivamo definicionu vjernu repre-
zentaciju grupe SU(2) (vidi zadatak 5.4.)

i

e 50 -no

=cos— —t0 - fusin — . 6.31
No, je li j = 1/2 takoder i reprezentacija grupe rotacija SO(3)? Da bi-
smo odgovorili na to promotrimo rotaciju stanja spina j = 1/2 i pozitivne
projekcije spina m = 1/2 za kut 27 oko z-osi

. .1 1 .03 1 1 1 1 1
(—z/ﬁ)Jn¢7 ) — —1-227 — —um| N — | = Y. 632
¢ 545 =ei (0) TS o) =l ) (632)
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Vidimo da pri toj rotaciji vektor stanja mijenja predznak tj. ne vraca se u
pocetno stanje. Tek je operator rotacije za 47 jednak identiteti. Citatelj se
lako moze uvjeriti da ¢e takvo ponasanje imati sve polucjelobrojne repre-
zentacije. No, po definiciji, reprezentacija grupe mora zadovoljavati opcéeniti
uvjet homomorfizma s grupom, Sto znaci da operatori reprezentacije grupe
SO(3) moraju zadovoljavati

D(m)D(m) =D(27) =1, (6.33)
no kako za operatore j = 1/2 reprezentacije vrijedi
D2 () DY/ (r) = DU/ (27) = -1, (6.34)

zaklju¢ujemo da D(1/2) ne &ine reprezentaciju grupe SO(3)! Drugi nacin
gledanja na ovu situaciju je da preslikavanje s grupe SO(3) na skup operatora
D1/2) pnije jednoznaéno jer svakom elementu grupe pripadaju dva operatora
DU/ (¢) i DA/ (¢ 4 27) = —DI/2) ().

Premda dakle strogo matematicki gledano polucjelobrojne reprezentacije
grupe SU(2) nisu reprezentacije grupe rotacija SO(3), u prirodi postoje vazni
sustavi koji se transformiraju prema polucjelobrojnim reprezentacijama (na-
zivamo ih fermionski*) i promjena faze vidljiva u (6.32) se lijepo moze vidjeti
u eksperimentima.

Tu formalno problemati¢nu situaciju mozemo formalno razrijesiti na dva
nacina. Prvi je da iskoristimo (fizikalnu, a ne matematicku!) ¢injenicu da
u kvantnoj mehanici vektori Hilbertovog prostora koji se razlikuju za fazu
i dalje opisuju isto fizikalno stanje. Tamo onda mozemo dopustiti repre-
zentiranje grupe simetrija i tzv. projektivnim reprezentacijama kod kojih je
standardni uvjet homomorfizma ,,0labavljen” dopustanjem razlike u fazi

D(g1)D(g2) = €'?191:92) D(gg) .

Ovdje se ne¢emo upustati u opéenitu teoriju projektivnih reprezentacija (za
diskusiju u kontekstu kvantne fizike vidi [Weinberg, 2005.]), nego ¢emo samo
izreéi nekoliko nama relevantnih rezultata:

« O strukturi grupe ovisi hoée li ona imati i projektivnih reprezentacija',
a o fizikalnom sustavu hoce li se transformirati obzirom na projektivne
reprezentacije ili ne.

*Jedan od centralnih rezultata kvantne teorije polja je tzv. teorem veze spina i statis-
tike koji kaze da se sustavi cjelobrojnog spina ponasaju u skladu s Bose-Einsteinovom sta-
tistikom (i zovemo ih bozonski), a oni polucjelobrojnog spina u skladu s Fermi-Diracovom
statistikom (i zovemo ih fermionski). Npr. foton je spina 1 i time bozon, a elektron je
spina 1/2 i time fermion.

fOvdje se misli na projektivne reprezentacije koje su netrivijalne u smislu da se faza
u (6.3) ne moze eleminirati jednostavnom redefinicijom operatora D(g) — ¢'*(9 D(g).
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e Jedan od nacina da grupa ima i projektivne reprezentacije je da ne
bude jednostavno povezana. Konkretna topologija grupnog prostora
odreduje moguénosti za fazu ¢(g1, g2).

e SO(3) je dvostruko povezana i dopusta dvije faze: +1. Fermionski
sustavi se transformiraju projektivno. U literaturi se nekad kaze da se
fermioni transformiraju u skladu s dvovrijednom (engl. double-valued)
reprezentacijom grupe rotacija gdje se misli da se svaki pojedini ele-
ment grupe rotacija preslikava u skup {U,—-U} dvaju operatora iz
SU(2).

Grupa SU(2) je jednostavno povezana i sve njene reprezentacije su ,obic¢ne”.
To nam onda omogucuje drugi pristup ovom formalnom problemu, a to je
da prihvatimo da je zapravo SU(2) ,prava” grupa rotacija i prava simetrija
prirode i onda ne moramo razmatrati projektivne reprezentacije. To moze
na prvi pogled biti protivno intuiciji, ali postoje i klasi¢ne situacije kod
kojih rotacija za 360 stupnjeva nije identi¢na rotaciji za nula stupnjeva, a
ona za 720 stupnjeva jest (poznati trikovi s pojasom ili konobarevim plad-
njem). Takoder, najjednostavniji odgovor na pitanje kako komponirati dvije
prostorne rotacije tj. kako odrediti rezultantni kut i os rotacije, dobije se
upravo koristenjem kvaterniona (koji su ekvivalentni grupi SU(2)) sto isto
sugerira svojvrsnu fundamentalnost grupe SU(2) i izvan kvantnomehanickog
konteksta.

6.4 Orbitalni moment impulsa

Medu raznim operatorima u kvantnoj mehanici koji zadovoljavaju komuta-
cijske relacije su(2) algebre nailazimo i na vazni operator orbitalnog momenta
impulsa oblika

L=rxp, (6.35)

gdje su(2) komutacijske relacije
[Li, Lj] = ihe;jp L (6.36)
slijede izravno iz temeljnih kvantnomehanickih komutacijskih relacija
(14, pj] = thoi;1. (6.37)
Iz kvantne mehanike je poznato da orbitalni moment impulsa poprima samo
cjelobrojne vrijednosti

L2|l,m) =231+ D)I,m) 1=0,1,2,..., (6.38)
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i odgovaraju¢i momenti impulsa tj. ireducibilne reprezentacije se tradici-
onalno oznacavaju s [, a ne j. Iz povijesnih razloga vezanih uz atomsku
fiziku, stanja koja pripadaju [ = 0,1,2,... reprezentacijama se ¢esto nazi-
vaju S, P, D, ... stanja, a m se ponekad naziva magnetski kvantni broj (zbog
svoje uloge u Zeemanovom efektu).

Zanimljivo je pitanje zasto za orbitalni moment impulsa otpadaju polucje-
lobrojne reprezentacije [ # 1/2,3/2,...7 Sama algebra, kako smo vidjeli u
proslom odjeljku, implicira postojanje i takvih reprezentacija, dakle stvar
mora biti u konkretnom obliku operatora (6.35) odnosno svojstvima opera-
tora polozaja i impulsa koji dodatno zadovoljavaju i relacije (6.37).

Pozabavimo se prvo posebnim problemom dimenzionalnosti Hilbertovog pros-
tora na kojem operator L iz (6.35) djeluje. Naime, taj je prostor beskonac-
nodimenzionalan. Ve¢ smo to u sliénoj situaciji sreli u primjeru 2.2.2 u
kontekstu rotacije valnih funkcija vodikovog atoma. No beskonacna dimen-
zionalnost Hilbertovog prostora na koji djeluju operatori polozaja i impulsa
(pa time i L) vrijedi sasvim opéenito u kvantnoj mehanici, u $to se mo-
Zemo uvjeriti djelovanjem operacije traga na (6.37). Tu lijeva strana zbog
cikli¢nosti traga isCezava, a desna ne, pa imamo nekonzistenciju za konacno-
dimenzionalne operatore. U beskonac¢no-dimenzionalnim prostorima trag
operatora opcéenito nije definiran pa je samo tamo relacija (6.37) matematicki
konzistentna. Beskonac¢nodimenzionalni Hilbertovi prostori su u mnogome
razli¢iti od konac¢nodimenzionalnih i velika veéina rezultata u ovoj knjizi
tamo ne vrijedi onako kako su iskazani bez dodatnog posvelivanja velike
paznje domeni pojedinih operatora i drugim suptilnostima. Sre¢om, opera-
tor (6.35) na cijelom Hilbertovom prostoru je reducibilan. 1z osnova kvantne
mehanike znamo da se valne funkcije faktoriziraju na radijalni i kutni dio
v(r) = R(T‘)Y#Ll) (0, ¢). Radijalni dio je onaj koji je odgovoran za beskonac¢nu
dimenzionalnost prostora, no za nase potrebe nam on nije vazan jer na njega
rotacije djeluju trivijalno. One djeluju netrivijalno na kutni dio Y,,(f)(H, ¢) i
tu, analizom svojstvenih funkcija Laplaceove diferencijalne jednadzbe (kut-
nog dijela Schrodingerove jednadzbe), se u standardnim knjigama iz kvantne
mehanike pokazuje da su rotacije ireduciblne na konacno-dimenzionalnim
prostorima razapetim funkcijama VAL (0,¢) zam € {—1,—1+1,...,1}. Dakle
potpuno smo u okviru razmatranja i rezultata proslog odjeljka i ostaje nam
samo odgovoriti na pitanje sto je s polucjelobrojnim reprezentacijama.

U literaturi se do rezultata da [ ne moze biti polucjelobrojan ¢esto dolazi
nezadovoljavajuce. Autori se uglavnom oslanjaju na postavljanje rubnih
uvjeta na rjesenja Laplaceove jednadzbe; konkretno, zahtijevaju da valne
funkcije moraju zadovoljavati ¥ (¢ + 27) = ¥ (¢). No sve fizikalne posljedice
su, kako smo bas diskutirali u proslom odjeljku, neosjetljive na fazu valne
funkcije i nema nikakvog fizikalnog razloga zahtijevati takve rubne uvjete,
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pogotovu kad smo svjesni da u prirodi postoje sustavi (fermioni) koji takve
zahtjeve ne zadovoljavaju. Izlozit ¢emo sada argument koji objasnjava zasto
[ ne moze biti polucjelobrojan, a koji se ne oslanja na rubne uvjete nego
samo na temeljne komutacijske relacije [Ballentine, 1998.].

Radi jasnoée, umjesto standardnih operatora polozaja r i impulsa p, defini-
rajmo njihove bezdimezionalne inacice

mw 1
=4/ — P=4— .
Q=" Vi—p. (6.39)

gdje su m i w neke konstante s dimenzijama mase i frekvencije koje nam
nece biti od vaznosti. Pomocu ovih operatora definiramo jos Cetiri bezdi-
menzionalna operatora

gs = é(c)x =P, (6.40)
ps = jiuﬂx = Q). (6.41)

Ovi operatori zadovoljavaju komutacijske relacije

[Qi, Pj] = [ri,pj] /1 = idij , (6.42)
lqe,p+] =1, (6.43)
[g+,p+] =0, (6.44)

i svi ostali komutatori isto iS¢ezavaju. Uz ovako definirane operatore imamo
sada za bezdimenzionalni operator momenta impulsa oko z-osi

%Lz :QzPy_Qny: %(pi“‘q?i-) - %(pQ_—i-q%) : (6'45)
Ovdje treba uoéiti prvo da iz (6.43) vidimo da ¢+ i p+ zadovoljavaju kvantne
komutacijske relacije polozaja i impulsa, a drugo da je (p? + ¢?)/2, ako je p
impuls, a ¢ polozaj, upravo bezdimenzionalna varijanta Hamiltonijana jed-
nodimenzionalnog kvantnog harmonickog oscilatora. Dakle, operator L, je
matematicki ekvivalentan razlici Hamiltonijana dvaju nezavisnih harmonic-
kih oscilatora

1
ﬁ@:HW—HH. (6.46)

U svakoj knjizi iz kvantne mehanike je pokazano da su svojstvene vrijednosti
ovakvih Hamiltonijana, dakle energije harmonickog oscilatora, dane s

1
En:hw<n+2>, ne{0,1,2,...}, (6.47)
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pa ¢e odgovarajuce svojstvene vrijednosti bezdimenzionalnih Hamiltonijana
iz. (6.46) biti upravo ny + 1/2 uz nenegativne cjelobrojne ny. Tako slijedi
da su moguce svojstvene vrijednosti L, dane s

1 1 1

tj. da su svakako cjelobrojne, sto je i trebalo pokazati.

6.5 Zbrajanje momenata impulsa i Clebsch-(Gor-
danovi koeficijenti

Kod konacnih grupa smo razmatrali pitanje direktnog produkta ireducibil-
nih reprezentacija i njegovog rastavljanja na tzv. Clebsch-Gordanov direktni
zbroj. U kontekstu ireducibilnih reprezentacija grupe rotacija to je pitanje
ekvivalentno poznatom problemu ,zbrajanja momenata impulsa” u kvant-
noj mehanici. Citatelj koji poznaje to gradivo neée u ovom odjeljku naéi
nista novo, no edukativno je razumjeti te rezultate izrecene jezikom teorije
reprezentacija grupe rotacija.

Promotrimo fizikalni sustav izgraden od dvaju podsustava poznatih spinova
j1 1 72. Ako su stanja pojedinog podsustava opisana vektorima u prostorima
ViiVs

lj1,m1) € i (6.49)
‘jQ, m2> eV, s (6.50)

onda ¢ée zdruzeni sustav biti opisan vektorima

|71, m1; g2, m2) = |j1, m1)|j2, me) , (6.51)

koji su elementi produktnog vektorskog prostora Vi ® V5. Na Vi i V5 su
definirani operatori momenta impulsa J1 i Jo sa svojstvima

J3|j1,ma; ja, ma) = 5101 + 1)R%[j1, m1; ja, ma) ,
o (g2 + 1)R?|j1, ma; ja, ma)
= myh|ji, mi; j2, ma) ,

= moh|j1, m1; j2, m2) .

2 . .
J2‘]1am17327m2
J1z|g1, m1; j2, ma

Joz|31,ma; g2, me

~ — ~—~ ~—

Na vektorskom prostoru V; grupa rotacija reprezentirana® je operatorima
DUY) = exp(—iJy-nb/h) (islicno za V), a na Vi @ V, operatorima DUV @

*Odsad éemo i projektivne reprezentacije grupe SO(3) zvati samo reprezentacije, ili
éemo SU(2) smatrati grupom rotacija, stogod je ¢itatelju draze, vidi odjeljak 6.3.
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DU2) Medutim, DUV @ D(2) je opcenito reducibilna reprezentacija odnosno
zdruZeni sustav nema nuzno definirani spin. |j1,mq; j2, me) nije nuzno svoj-
stveno stanje operatora ukupnog spina zdruzenog sustava J? = (J1 + J2).

Da bismo ustanovili moguce spinove zdruzenog sustava trebamo provesti
Clebsch-Gordanov rastav D) @ DU2) na direktni zbroj ireducibilnih repre-
zentacija

D) & pli2) — Z@ aJD(J) ’
J

gdje su koeficijenti kao i inace dani s

a5 = (x“% X(jl)X(j2)> '

Za opceniti racun skalarnih umnozaka karaktera trebali bismo znati inva-
rijantno integrirati u grupnom prostoru grupe rotacija (vidi [Jones, 1998.],
dodatak C ili [Hamermesh, 1989.], odjeljak 9-2), ali ovdje ¢emo potrebni
rezulatat dobiti i bez toga, uz par matematickih trikova. Kako su karakteri
konstante klasa konjugacije, za reprezentante klasa biramo rotacije oko z-osi
za koje su odgovarajuéi operatori rotacije dijagonalni

XD (¢) = Tr DO (¢) = Trel /M s
= Trdiagonal (e*ij‘ﬁ, e =N e*i(*j)aﬁ)

— e P 4 i1 4 Ly omi(=0)e

= geometrijski red s omjerom c¢lanova Pk (6.56)
_ i 1— (eij¢)2j+1 _ e—iG+1/2)¢ _ Li(i+1/2)¢
1 — ei® —10/2 _ ,i0]2
_ sin(j +1/2)¢
~ sing/2

Odredimo sada koeficijente a; Clebsch-Gordanovog razvoja. Pretpostavimo
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prvo da je j1 > jo. Tada vrijedi

e H1H1/2)6 _ =il +1/2)¢ I

m=—/j2
1 J2

- - i(j1+m+1/2)¢ _ —i(j1—m+1/2)¢

2isin ¢/2 Zj [6 ¢

m=—ja

= (zamjena m — —m u drugom ¢lanu)
B i sin(j1 +m + 1/2)¢ (6.57)

St sin ¢ /2

J2 A

= S GG (= m)

m=—ja

J=j1+j2
= > X

J=j1—j2

Ovdje J mora biti pozitivan da bi bio labela neke ireducibilne reprezentacije.
Zato smo se ograniéili na j; > jo. Za slucaj jo > j; imali bi sve isto kao
gore, samo uz zamjenu ji <> jo. Slijedi da opéenito mozemo pisati:

' ' J=j1+j2
X 0) = > x(9) (6.58)
J=lj1—Ja|
Dakle,
aJ:(X“),x(ﬂ)x(”))= 3 (X(J),x(”) (6.59)
J'=j1—jo| T~
JJ!
odnosno,
J=j1+j2
DU D) = N gp). (6.60)
J=|j1—32|

Kao primjer, vrijedi D(*/2) @ D) = D(/2) @ DB/2) Treba primijetiti da
se svaka ireducibilna reprezentacija pojavljuje najvise jednom u Clebsch-
Gordanovom razvoju. To je veliko pojednostavljenje svojstveno grupi rota-
cija. Za citaoca bi bilo dobro da se uvjeri da su dimenzionalnosti reprezen-
tacija u (6.60) konzistentne tj. da je

J=j1+j2
Y @I+ =2h+ 122 +1).
J=l|j1—J2|
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Osim gore navedene baze prostora Vi ®@Va |j1, m1; j2, ma) koju ¢ine svojstveni
vektori operatora {J?, J2, Ji,, Jo. } u kvantnomehanic¢kim ra¢unima je vazna
i baza |j1,j2; J, M) = |J, M) tog istog prostora koju ¢ine svojstveni vektori
operatora {J?,J3,J? J,}. Ove dvije baze su naravno povezane

|‘]5M>: Z |j15ml;jQ’m2><jlam1;j27m2||J7M>7 (66]—)

mi,m2

=1
i koeficijenti razvoja jedne baze po drugoj

<j17m1;j27m2“]7 M> = Cj{%QOQ (662)
nazivaju se Clebsch-Gordanovi koeficijenti i mogu se naci tabelirani u litera-
turi. U Dodatku G mogu se naéi neka svojstva ovih koeficijenata i metoda
njihovog odredivanja.

6.6 Tenzorski operatori i Wigner-Eckartov teorem

U prosla tri odjeljka smo naudili kako se kvantnomehanicka stanja pona-
saju pri rotacijama. No, da bismo potpuno razumjeli posljedice rotacijske
simetrije u kvantnomehanic¢kim sustavima potrebno je znati i kako se pri
rotacijama ponasaju kvantnomehanicki operatori. Mnogi vazni operatori su
obzirom na rotacije vektori, sto znaci da se transformiraju analogno klasic-
nim vektorima tj. mnoZenjem sa standardnom matricom rotacije R(n,0) iz
odjeljka 4.1. Na primjer, transformacija operatora polozaja je

ri — U(R)r;U(R)™" = Ryjrj . (6.63)

Sli¢no, tenzori viseg ranga, poput npr. r;p; ¢e se transformirati mnoZenjem
s brojem matrica R koji odgovara njihovom rangu, kao u (4.10). Problem
je medutim da ti tenzori opéenito nisu ireducibilni tj. mogu se rastaviti na
zbroj tenzora koji se ne mijesaju pri rotacijama i neki od kojih su nizeg ranga.
Na primjer, opceniti tenzor drugog ranga 7T;; ima devet komponenata, ali
one se mogu organizirati u kombinacije koje se medusobno ne mijesaju pri
rotacijama. Kao prvo, trag tenzora TrT' = T}; je invarijantan na rotacije jer
imamo

= 5i/j/ﬂ/j/ = ﬂ’i’ s

gdje smo u predzadnjem koraku upotrijebili svojstvo ortogonalnosti matrica
rotacije. Dakle, trag Ty, + Ty + T%. je skalar tj. tenzor ranga 0. Nadalje,
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T;;, bas kao i svaku matricu, moZemo rastaviti na antisimetri¢ni i simetri¢ni
dio

1 1
—(Tij —Ty) + = (T + Tji) - (6.64)

Tyj = 3 2

Lako je uociti da rotacije ne mijesaju ove dvije komponente: rotacija (anti)si-
metri¢ne matrice daje (anti)simetricnu matricu, kako ée ¢itatelj pokazati u
zadatku 6.13.. Tako tri nezavisne antisimetricne kombinacije, (Tyy —Tyz)/2,
(Ty>—T.y)/21 (Tou—T42)/2, Cine tenzor prvog ranga tj. vektor. Ovaj troclani
skup nije dalje reducibilan jer rotacije medusobno mijesaju sva tri elementa.
Njegovu vektorsku prirodu mozemo lako uociti na primjeru 7;; = 2r;p; gdje
ove tri kombinacije upravo daju tri komponente momenta impulsa L =
€ijkTiPk- Simetricni dio ima Sest komponenata, Ty, Tyy, Tezy (Toy + Tye)/2,
(Ty> +T2y)/2 i (Toy + Ty2)/2, ali treba uociti da je zbroj prvih triju jednak
tragu za kojeg smo upravo vidjeli da je sam za sebe ireducibilan pa ga treba
eliminirati da bi se dobilo pet nezavisnih komponenata koje ¢ine tenzor
drugog ranga. Dakle, konac¢ni rastav tenzora drugog ranga na ireducibilne
tenzore ranga 0, 11 2 je

1
o (Tij = Tji) +

1 1
5 —(T;j + Tji) — g%’Tkk : (6.65)

1
gdz‘kak + 5

gdje faktor 1/3 osigurava da zadnji ¢lan bude traga nula.

Kao posljedica reducibilnosti djelovanje ovakvih tenzorskih operatora na
stanja |j, m) ireducibilnih reprezentacija rezultirat ée stanjima koja nemaju
jednostavna transformacijska svojstva jer su superpozicija komponenata iz
razli¢itih ireducibilnih reprezentacija. To ée otezavati i racunanje s tak-
vim stanjima i njihovu fizikalnu interpretaciju. Stoga uvodimo drugacije
tenzorske operatore s transformacijskim svojstvima srodnima onima stanja
|7, m). 1z (6.18) i (6.30) slijedi da se |j, m) stanja transformiraju mnozenjem
(transponiranim) Wignerovim D-matricama

R)|j,m Zu, )(j,m'|D(R)|j,m ZD wlim'y . (6.66)

Definicija 6.6.1 (Ireducibilni sferi¢ni tenzorski operator)
Ireducibilni sferi¢ni tenzorski operator T ranga k, sa 2k + 1 kompo-

nenata Tq(k)7 q=—k,—k+1,...,k je operator koji zadovoljava
- k k
DRTHEDR)™ = Y DYR)TY . (6.67)
q=—k

Pogledajmo prvo infinitezimalnu verziju ove definicione relacije. Do prvog
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reda razvoja u malom kutu rotacije §# < 1, (6.67) postaje

_ 7 a0 T® Y7.oa0) = nl{1-2y.4 (k)
<1 = n9> T <1+hJ n9> —q;k<k,q|<1 o ne) |k, a)T,"
(6.68)

odnosno
k

a0 = 3 (k| T - alk,g) TS . (6.69)
q'=—k
Sada izborom s = 2 i 7 = & £ ig te koriStenjem (6.26), (6.28) i (6.29)
dobijamo komutacijske relacije

[T, TH] = haT (6.70)
[, T = an/(k F @) (k £ g + DT, (6.71)

koje se mogu smatrati ekvivalentnom definicijom ireducibilnih sferi¢nih ten-
zora. Obicne (opcéenito reducibilne) tenzore s pocetka odjeljka nekad nazi-
vamo kartezijevi jer su im komponente definirane pomocéu kartezijeve baze
{&,9,2}. Obicni kartezijevi tenzori ranga 1, dakle vektori, zadovoljavaju
komutacijske relacije

Primjer 6.6.2 (Tenzori ranga 0)
Tenzori ranga nula tj. skalari imaju samo jednu komponentu i nema
razlike izmedu sferi¢ne varijante TO(O) i kartezijeve varijante T'. Ovakvi
operatori komutiraju sa sve tri komponente operatora momenta im-
pulsa

[J;,T] =0, (6.73)

i tako su invarijantni na rotacije, bas kao sto su operatori koji komu-
tiraju s Hamiltonijanom invarijantni na vremenske translacije.

Primjer 6.6.3 (Tenzori ranga 1)

Standardni vektorski operatori, poput r, p i J, su kartezijevi opera-
tori ranga 1. Za razliku od kartezijevih operatora ranga 2, oni jesu
ireducibilni. Rotacije naravno mijesaju sve tri kartezijeve komponente
T., Ty, T, vektorskog operatora T'. Sfericni tenzor ranga k = 1 ima
2k + 1 = 3 komponente i one su povezane s kartezijevim komponen-
tama relacijama

1
$ﬁ
koje ¢itatelj treba provjeriti. Tako na primjer .J, i F(1/4/2)Jy formi-
raju sferi¢ni tenzor ranga 1*.

=1 T = (Ty +14T}) (6.74)

“Treba spomenuti da DY) nije sferiéni tenzorski operator ranga j.
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Primjer 6.6.4 (Tenzori ranga 2)

Kartezijev tenzor ranga 2 je reducibilan i u (6.65) je ekspliciran rastav
na sferi¢ne tenzore ranga 0, 1 i 2, s ukupno 1+3+5=9 komponenata,
gdje pojedine komponente qu nisu izravno vidljive u (6.65) nego ih
se moze odrediti rac¢unom.

Glavni razlog upotrebe sfericnih tenzorskih operatora je da njihovo djelo-
vanje na |j,m) stanja rezultira stanjima s jednostavnim transformacijskim

svojstvima. Rotacija stanja T |j, m) dana je s

U(R)<Tq(k)‘j’m>> URTPU(R) ™ U(R)|j,m) (6.75)
B
Z > Dy, DRI jm) (6.76)
=—km=—j

a to je identi¢no transformaciji kakvu bi imalo stanje

|k, q) @ |j,m) = |k, q; j,m) . (6.77)

Dakle djelovanje sfericnog operatora ranga k na sustav spina j je matema-
ticki ekvivalentno zbrajanju dvaju sustava spinova k i j. Stoga se Cesto
kaze da je k ,spin” takvog operatora. Amplituda vjerojatnosti da stanje
|k, q; j, m) ima neki konkretni spin J i projekciju spina M dana je s Clebsch-

Gordanovim koeficijentom ijkq, vidi (6.62). Po bliskoj analogiji s tim,

za amplitudu vjerojatnosti pronalazenja stanja Tq(k)\j, m) u stanju |j’, m’)
stanje imamo sljedeéi teorem, koji je jedan od centralnih rezultata primjene
simetrija u kvantnoj mehanici.

Teorem 6.6.5 (Wigner-Eckart)
Matri¢ni elementi sferi¢nih tenzorskih operatora izmedu svojstvenih
stanja momenta impulsa zadovoljavaju relaciju

. . j T(’“ J

gdje je (J'[|T™]|5) tzv. reducirani matricni element koji ne ovisi o
m,qim.

(6.78)

Posljedica ovog teorema je da izracunavanje jednog jedinog matri¢nog ele-
menta (npr. za sluéaj m’ = ¢ = m = 0) onda omogucuje trivijalno odre-
divanje svih ostalih (25" + 1) x (2k + 1) x (2§ + 1) matri¢nih elemenata
pomocu tablica Clebsch-Gordanovih koeficijenata. Amplituda se faktorizira
na reducirani matricni element koji je netrivijalni ,,dinamicki” dio i Clebsch-
Gordanove koeficijente koji sadrze obi¢no manje vaznu informaciju o pros-
tornim orijentacijama stanja i operatora. Teorem omogudéuje i odredivanje
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tzv. izbornih pravila za prijelaze atomskih i nuklearnih kvantnih sustava pod
vanjskim utjecajima.

Primjer 6.6.6 (Skalarni operator)

oy 0), . 3'm’ <] ||T H.7>

m'||Ty " |gm) = C g ~———
<] H 0 ’«7 > 7m00 2]+1
pa svojstva Clebsch-Gordanovih koeficijenata, vidi dodatak G, odmah
daju da matriéni element iSCezava osim ako je m = m/ i |j — 0] <
7' < 440 odnosno j = j'. To je naprosto odraz ¢injenice da skalarni
operator nikako ne rotira stanje.

Primjer 6.6.7 (Izborna pravila za dipolno zracenje)
Interakcija atoma s elektromagnetskim poljem opisanim vektorskim
potencijalom A dana je hamiltonijanom

1 2
7<pf§A) — A+ =S A—er E+---. (6.79)
2m c mc c

Elektri¢no polje E = € e’*7 se u dipolnoj aproksimaciji, gdje se uzima

da je valna duljina zracenja puno veéa od atoma, aproksimira samo
polarizacijskim vektorom E =~ €(1 + ---) pa je amplituda prijelaza
izmedu dvaju nivoa atoma, specificiranih radijalnim kvantnim broje-
vima n i n’, momentima impulsa [ i I’ i magnetnim kvantnim brojevima
m i m/ proporcionalna matricnom elementu operatora poloZaja

€ (n'I'm'|rinlm) . (6.80)

Operator polozaja 7 je kartezijev vektor (tenzor ranga 1), a istovre-
meno i sferi¢ni tenzor ) ranga 1, gdje je korespondencija kompone-
nata navedena u (6.74). Wigner-Eckartov teorem kaze da su matri¢ni
elementi prijelaza proporcionalni Clebsch-Gordanovim koeficijentima
za zbrajanje momenta impulsa [ s momentom impulsa 1 (rang opera-
tora polozaja)

e {0V D] Ind)

To odmah povlaci da su prijelazi moguéi samo ako je [[—1| <1’ <[+1
odnosno da je moguca promjena momenta impulsa atoma u dipolnom
zracenju Al = +1,0*. Ovakvi uvjeti na prijelaze izmedu kvantnih
nivoa nazivaju se izborna pravila. Nadalje, kako Clebsch-Gordanovi
koeficijenti iS¢ezavaju ako nije zadovoljeno m + g = m’, ukoliko znamo

<n’l’m’]mgl)\nlm> =

*Usput, dodatna simetrija koju ima ovaj sustav, simetrija na prostornu inverziju & —
—a, dodatno zabranjuje Al = 0 prijelaze.
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da je elektri¢no polje linearno polarizirano € = 2z imamo i dodatno
izborno pravilo da je m’ = m tj. Am = 0. Za transverzalno ili
cirkularno polarizirano polje u  —y ravnini imat ¢emo pak m’ = m=+1
tj. Am = +1. Treba uoditi da ovakva izborna pravila vrijede i za
kompleksnije atome za koje ne znamo izracunati radijalni dio valnih
funkcija. Ona su naprosto posljedica sferne simetrije odnosno zakona
ocuvanja momenta impulsa: foton ima spin 1 i njegovom emisijom ili
apsorpcijom moment impulsa atoma se moze promijeniti najvise za 1.

6.7 Spektar vodikovog atoma i SO(4) simetrija

U udzbenicima kvantne mehanike se spektar vodikovog atoma obi¢no dobiva
rjesavanjem Schrédingerove diferencijalne jednadzbe. No povijesno prvi iz-
racun spektra dao je Pauli 1926. koriste¢i Heisenbergovu matri¢nu mehaniku
uz ingenioznu upotrebom nacela simetrije, Sto ¢emo izloziti u ovom odjeljku.

Vidjeli smo u odjeljku 3.6 da postojanje operatora {U(g)|g € G} koji repre-
zentiraju grupu G, te koji komutiraju s hamiltonijanom [U(g), H] = 0, pov-
la¢i degeneraciju energijskih nivoa koji odgovaraju skupu stanja {U(g)|a)|g €
G}. Tamo je to bilo ilustrirano na primjeru konac¢nih grupa. Zanimljiv pri-
mjer degeneracije kao posljedice kontinuirane sferne simetrije su nivoi u
vodikovom atomu. Hamiltonijan (u CGS sustavu jedinica)

2 2
ro_c (6.81)

“om 1
je rotacijski simetrican i kao posljedica toga komutira s operatorom rotacija

[H,D(n,¢)] =0 . (6.82)

To povlaci da svih 2/41 stanja date ireducibilne reprezentacije grupe rotacija
s kvantnim brojem [

{Inlm) |m € {~1,—1+1,...,1}} = {D(g)|nim) | g € SO(3)} (6.83)

ima istu energiju, kako smo veé¢ spominjali u odjeljku 2.2. Sferna simetrija
implicira da energija ne ovisi o kvantnom broju m tj. o prostornoj orijentaciji
sustava. Medutim, poznato je da energije stanja vodikovog atoma ne ovise
ni o kvantnom broju [ i da n? stanja

{Inlm) [1={0,1,....,n—=1}yme {1, =l +1,...,1}} (6.84)
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imaju istu energiju*

e4m

2h%n?2
Dakle, umjesto 2I + 1-struke degeneracije koju ocekujemo kao posljedicu
rotacijske simetrije imamo veéu, n’-struku degeneraciju. Ovakva situacija
obi¢no znaci da sustav ima veéu simetriju nego Sto smo originalno oceki-
vali. Koju to simetriju, pored rotacijske, ima sustav opisan hamiltonijanom
(6.81)7 Da bismo istrazili to pitanje vratit ¢emo se u podrucje klasi¢ne fizike
gdje se javlja sli¢na situacija u problemu dva tijela ¢iji je hamiltonijan

P’ el 2

E, = (6.85)

matematicki ekvivalentan onom vodikovog atoma. Kod problema dva tijela
rotacijska simetrija i njoj odgovarajuéi zakon ocuvanja momenta impulsa
(L=const.) manifestiraju se kroz ¢injenicu da putanja sustava (elipsa) ostaje
cijelo vrijeme u istoj ravnini. Medutim, ovdje se javlja i zanimljiva dodatna
simetrija — putanja je zatvorena elipsa i smjer perihela elipse je takoder
konstantan’. Odgovarajué¢i o¢uvani vektor je tzv. Laplace-Runge-Lenzov

vektor
2

M=vxL- My, (6.87)
T

Njegovo o¢uvanje (M =const.) slijedi iz drugog Newtonovog zakona uz malo
elementarne vektorske algebre. Prije svega primijetimo da je

d» dr rv-rt®

At dtr 2
gdje smo iskoristili 7 - v = d(r - r)/2dt = rdr/dt. Sad deriviramo (6.87) po
vremenu pa uz koristenje

dv/dt = F/m = —(e3;7)/(mr?)

dobivamo
%—d—v L+vx % e?\/[df'
dt dt dt dt
=0
2 2
= —% rx L —%[ﬂp—r(r-p)]
(r-p)r—r?p
=0.

*Ovdje radimo s pojednostavljenim modelom vodikovog atoma opisanim hamiltoni-
janom (6.81). U realnom vodikovom atomu postoje i dodatni ¢lanovi u hamiltonijanu,
poput ¢lana interakcije spina i orbite, koji razbijaju ovu degeneraciju i ¢ine da energije
nivoa ovise i o orbitalnom kvantnom broju | — tzv. fina struktura vodikovog spektra.

tOvo vrijedi u klasiénoj Newtonovoj teoriji gravitacije. Poznato je da Einsteinova
teorija gravitacije korigira ovaj rezultat i da smjer perihela elipse nije konstantan veé vrlo
polako precesira.
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Dobro je uoéiti kako je za ovaj izvod kljuéno da je F' oc 1/r2. Takoder,
uocite da su M i L okomiti jer je ocito da je M - L = 0. Sad nakon sto
smo identificirali ovaj dodatni oCuvani vektor (6.87) mozemo lako rijesiti
problem dvaju tijela. Vrijedi

e2 L?
r-M=r-(vxL)—Mp2="__¢%r
N—— T m
nen (6.88)
=1rM cosf

gdje je 6 kut kojeg zatvara r prema konstantnom vektoru M. Ovu jed-
nadzbu mozemo prepisati u obliku

1 e M
- = S (4 = cosh) (6.89)
r L? €3s

Sto prepoznajemo kao polarnu jednadzbu elipse ekscentriciteta e = M/ e?w
(vidi npr. [Goldstein, 1980.], jednadzba (3-51)). Dakle rijesili smo problem
i dobili trajektoriju sustava bez ikakvog rjeSavanja diferencijalne jednadzbe
gibanja!

Mozemo li sad ova saznanja primjeniti u kvantnoj mehanici na nas pocetni
problem dodatne degeneracije nivoa vodikovog atoma? Postoji li kvantno-
mehanicki operator koji bi bio analogon Laplace-Runge-Lenzovog vektora
(6.87)7 Naivni pokusaj s operatorom

M=Pyr 2", (6.90)
m T

ne prolazi jer ovaj operator, zbog
(px L)' =-Lxp,

nije hermitski. Stoga je potrebno definirati kvantni Laplace-Runge-Lenzov
vektor ovako:

M = 1(p><L—L><p)—eQ;. (6.91)

2m
Uz podosta rac¢una (vidi npr. [Greiner i Muller, 1985.], zadaci 14.4-14.8)
pokazuje se da vrijede sljede¢i identiteti

A
B

[M’H] =0,
L-M=0,
M2: %(L2+h2)+e47
m
[LZ‘,MJ'] = ZhGUkMk s

[M;, M;] = iheg, (%f) Ly . (E)

C

(A)
(B)
(©)
(D)
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(A) kaze da je M ocuvan i u kvantnomehanickom slucaju, a (D) da je M
kartezijev vektor u smislu odjeljka 6.6. (Klasi¢ni analogon jednadzbe (C) je
M? =2FL?/m + ¢j,.) Definirajmo sada operator

M= <_2H>‘% M (692

Uocite da je izraz u zagradi pozitivno definitan jer je cijeli spektar opera-
tora H negativan buduéi da radimo s vezanim stanjima vodikovog atoma.
Ovakav reskalirani operator M’ zadovoljava sada komutacijske relacije

(M}, M}] = ihegj Ly (E)
i pomoc¢u njega mozemo definirati dva nova operatora
1
I= 3 (L+ M), (6.93)
1
K= (L—-M'). (6.94)

(Odnosno L = I+ K i M' = I — K.) Uporabom relacija (D) i (E’) te
standardnih komutacijskih relacija za moment impulsa L lako se vidi da ova
dva operatora zadovoljavaju komutacijske relacije

[Ii7 I]] = ihﬁijklk y (695)
[KZ', KJ] = ZFLGZ]kKk , (696)
I;, K] =0, (6.97)

sto znadi da i I; i K; generiraju dvije nezavisne algebre grupe SO(3) tj. da
je ukupna grupa simetrija vodikovog atoma SO(3)xSO(3)*.

Sad mozemo upotrijebiti nase poznavanje svojstava reprezentacija grupe
SO(3). Cinjenica da I; i K; zadovoljavaju iste komutacijske relacije kao i mo-
ment impulsa povlaéi da su svojstvene vrijednosti od I? dane kao i(i + 1)h2,
a od K? kao k(k+ 1)h?%, uz i,k € {0,1/2,1,3/2,...}. Dodatni uvjet na ove
svojstvene vrijednosti je relacija (B) koja daje:

0=L-M =I)?—-(K)?=i(i+1)h* - k(k+1)R?, (6.98)

odnosno i = k = j. (Alternativno rjeSenje jednadzbe (6.98) i = —(k+1) nije
moguce jer daje negativne vrijednosti za i ili k.) Prepisimo sada jednadzbu
(C) pomoéu novih operatora. Mnozenjem (C) s (—2H /m)~! dobije se

m64

2H ’

*Vrijedi grupni identitet SO(3)xSO(3) = SO(4) pa otud naslov ovog odjeljka. SO(4)
je grupa generirana s 6 generatora L,, = Tupy — Tupu; 4,V = 1,2,3,4; [z, pv] = ihduw.
Definiramo 1i L; = %Eijijk i M] = Ly;, 4,75,k = 1,2,3, dobijemo gornje komutacijske
relacije.

M"? = —(L* +»?) - (6.99)
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ili

me

—TH’l =M"?+L*+h? (6.100)
=[I-K|’+[I+K]’+1 (6.101)
=2[I? + K?)* + 1. (6.102)

To znaci da za svojstvena stanja energije i momenta impulsa vrijedi

‘%E‘ 2[i(i+ DR +h(k+ )R] 41 = B2 [4j(j+1)+1] = B*(2j+1)°
(6.103)
sto daje spektar
4
E____me (6.104)

2h%(25 + 1)2
Uvedemo li kvantni broj n = 25 + 1, onda iz j = 0,1/2,1,... slijedi n =
1,2,3,...1ovo prepoznajemo kao ispravni izraz za spektar vodikovog atoma.
Kako je ,,pravi” angularni moment L = I+ K njegove svojstvene vrijednosti
dane su pravilima za zbrajanje momenata impulsa tj.

j—Jl<i<j+7, (6.105)

tj. 1 <25 < n—1, sto je poznati rezultat. Takoder, [ automatski ispada
cjelobrojan. Dakle odredili smo kvantnomehanicki spektar vodikovog atoma
bez rjesavanja Schrodingerove jednadzbe!

Da se jo§ jednom uvjerimo da je degeneracija svakog nivoa n2-struka mozemo
prebrojati stanja u bazi koja dijagonalizira operatore H, L? i L., §to je
uobicanjena |nlm) baza. Tu za dati n imamo sve skupa

n—1

S+ = %(1 +2(n—1)+1)) = n? (6.106)

=0

degeneriranih stanja. Alternativna baza je ona koja dijagoalizira operatore
I’ = K?, I, i K, d¢ije vektore mozemo oznaciti kao |j, m;, my) i koja daje
degeneraciju

Z Z 1=(2j+1) : (6.107)

m;=—j mp=—j

u skladu s prvim ra¢unom.

Zadaci

6.1. Odredite (j,m/|J;|j,m) = (Ji)mm za j=1/2ij=1
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6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

Pokazite da vrijedi:

(G:m' | DY) (6,0,)|j,m) = e (o e R m)
(6.108)
gdje su ¢, 0 i ¢ tri Eulerova kuta, te odredite eksplicitno ove
matricne elemente za j = 1/2.

Izrazite stanje |J - 71, +) definirano svojstvom
. oo .
J-n|J-n,+) = §|J-n,+>

preko stanja baze |j = 1/2,m = +£1/2).

Koja je vjerojatnost da mjerenje projekcije spina na z-os za stanje
iz. proslog zadatka da rezultat h/27

Neka je |f2) svojstveno stanje operatora usmjerenja u 3D prostoru.
Uocite da je
(nllm) =Y, (R) = Y"(0, ) .

Promatrajuéi operator D(¢, 6,0) koji rotira |2) u |f2) pokazite da

vrijedi
[ 4m «
l _ m

Promotrite stanje |rot,(3)), dobiveno rotacijom stanja |l = 2,m =
0) za kut (8 oko y-osi. Pronadite vjerojatnosti da mjerenje projek-
cije momenta impulsa na z-os da vrijednosti m’ = 0, £1, +2.

Cestica spina 1/2 je u D stanju orbitalnog momenta impulsa (I =
2). Koja su moguca stanja ukupnog momenta impulsa? Koje su
energije tih stanja ako je hamiltonijan

H=A+BL-S+CL?

gdje su A, B i C poznate konstante?

Izrazite komponente sferi¢nog vektora r(1) = (7’(_11), 7"(()1), 7“%1)) preko

kartezijevih komponenata ry,ry,r; tj. izvedite relaciju (6.74).

Neka je poznato da za sferi¢ni vektorski operator o vrijedi

11 11
S ol Dy =1,
(57 5l00l5 32

Izracunajte sve ostale matri¢ne elemente ovog operatora izmedu
stanja s j = 1/2.
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6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

Pronadite izborna pravila za zracenje u kristalu s C', simetrijom
za zracenje polarizirano (a) duz z-osi i (b) duz x ili y osi.

Tri matrice, My, My, i M, svaka 256 x 256, zadovoljavaju komu-
tacijske relacije [M;, M| = i), €My Svojstvene vrijednosti od
M., i broj njihovih pojavljivanja (multiplicitet) su:

sv. vrijednost | 2 -2 3/2 -3/2 1 -1 1/2 -1/2 0
multiplicitet 1 1 8 8 28 28 56 56 70

Navedite svojstvene vrijednosti matrice M? = M2 + My2 + M2 i
broj njihovih pojavljivanja.

Pokazite da se sve komponente tenzorskog operatora Tjg/‘[] ) mogu

dobiti iz T}J) uzastopnom primjenom operatora J_:
J J
T = o, M-, [T, ... [T, T .
Koliki je C(J, M)?

Pokazite da se simetri¢ni i antisimetri¢ni dijelovi tenzora drugog
ranga ne mijesaju pri rotacijama.

Komutator kvantnomehanickih generatora rotacija oko razlic¢itih
osi je proporconalan h. Na primjer, [L,, L,] = thL,. To bi sugeri-
ralo da u klasi¢cnom limitu, gdje h — 0, rotacije oko razli¢itih osi
komutiraju. No znamo da to nije toéno. U ¢emu je stvar?
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Poglavlje 7

SU(N) interne simetrije
elementarnih cCestica

Svi primjeri simetrija razmatranih u prosla tri poglavlja, bavili su se pros-
torno-vremenskim transformacijama fizikalnih sustava, poput translacija ili
rotacija. U zadnjem poglavlju knjige bavit éemo se Lorentzovim, Poin-
caréovim i konformnim transformacijama, koje takoder spadaju u katego-
riju prostorno-vremenskih simetrija. Medutim u fizici, a posebice u fizici
elementarnih cestica, od velikog su znacaja i tzv. interne simetrije, koje
transformiraju znacajke Cestica poput njihove vrste ili raznih ,naboja” ve-
zanih uz slabe i jake sile. Povijesno su istrazivaci nailazili na mnoge teskoce
u formuliranju ispravnih teorija tih sila koje vladaju subnuklearnim svije-
tom, a i dan danas npr. ne znamo rijesiti jednadzbe jake sile. Tu su se onda
svojstva internih simetrija opazenih u procesima pokazala kao izuzetno ko-
risna*. Najveéi trijumf fizike visokih energija druge polovice XX. i pocetka
XXI. stoljeca je finalizacija tzv. standardnog modela fizike elementarnih Ces-
tica ¢ija je struktura prakticki potpuno odredena njegovom tzv. bazdarnom
simetrijom i odgovaraju¢om grupom SU(3) ® SU(2) ® U(1). Bazdarne sime-
trije u fizici nisu tema ove knjige, ali u ovom ¢emo poglavlju izloziti neke
ideje i upotrebu nekih internih simetrija, a takoder i konstrukciju ireduci-
bilnih reprezentacija opcéenitih SU(N) grupa, sto je od velikog znacaja pri
izgradnji trenutnih i buduéih teorija fizike visokih energija.

*Rije¢ ,interna” je povijesni zaostatak iz tog vremena kad je glavni motiv razmatra-
nja tih simetrija bio razumijevanje interne strukture slozenih Cestica. No, te simetrije
jednako uspjesno primjenjujemo i na elementarne Cestice bez unutarnje strukture. Tako
rije¢ ,interna” treba razumjeti naprosto kao ne-prostorno-vremenska ili ne-geometrijska
simetrija.
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Tablica 7.1: Energije, u MeV, tri stanja zrcalnih jezgara élC i élB. Vidljivo
je da su razlike izmedu ove dvije jezgre vrlo male.

gc ‘ 2.00 4.31 4.79

UB ‘ 212 4.44 5.02

7.1 Izospin i grupa SU(2)

Prva simetrija kojom ¢emo se baviti je povezana s opazanjem da se proton
(p) i neutron (n) obzirom na jake nuklearne sile ponasaju vrlo sli¢no. To
je dobro vidljivo npr. u energijama pobudenih stanja zrcalnih jezgara }'C
i 11B (Zrcalne jezgre su jezgre koje se razlikuju samo na zamjenu p <> n.)
prikazanim u Tablici 7.1. To je navelo Heisenberga da pretpostavi postojanje
apstraktne transformacije, nazvane izospinska rotacija ili izo-rotacija, koja
povezuje stanja p i n na isti nacin na koji standardne prostorne rotacije
povezuju stanja [m = +3) i |m = —%} elektrona ili bilo kojeg drugog sustava
spina 1/2. Tako bi |p) i |n) bili samo dva stanja jedne te iste Cestice —
nukleona |N'). Hipoteza je bila da je teorija jake nuklearne sile, jos nepoznata
u vrijeme uvodenja ideje izospina, simetri¢na obzirom na izospinske rotacije
sto objasnjava sliénost zrcalnih jezgara. Razlike u energijama njihovih nivoa,
vidljive u Tablici 7.1, su posljedica elektromagnetskih sila koje ne postuju
izospinsku simetriju, ali su znantno slabije od nuklearnih.

Grupno-teorijski, spin i izospin su identi¢ni tj. u oba slucaja skup svih tran-
sformacija simetrije ¢ini grupu SU(2). Generatori izospina I;, i = 1,2,3
imaju stoga iste komutacijske relacije kao i operatori momenta impulsa (ge-
neratori rotacija):

[Ii, I]] == ieijkfk s (71)

sto onda ima za posljedicu relacije svojstvenih vrijednosti:

I’|N) = % <; + 1) |N) (7.2)
Islp) = 51} (73)
Isfn) = —51n) (7.4)

Treba imati na umu da ove tri koordinate 7 = 1,2, 3, za razliku od slucaja
rotacijske simetrije, nemaju nikakve veze sa prostornim z,y i z osima, ve¢ je
rije¢ o posebnom izospinskom vektorskom prostoru. Isto tako, to Sto proton
ima pozitivnu, a neutron negativnu vrijednost tre¢e komponente izospina
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M7y
1 1
p) = I =5, Mr=2), (7.5)
1 1
‘n> | 9’ I 2)7 (7 6)

je stvar konvencije. Isto kao i kod spina, mozemo definirati operatore di-
zanja i spustanja I i I_ koji ,pretvaraju” neutron u proton ili obratno.
Vazna konceptualna razlika izmedu spina i izospina je u tome da nije tesko
proizvesti stanje spina koje je svojstveno stanje operatora J,, dakle usmje-
reno duz y-osi. To je jednostavna linearna superpozicija stanja |m = %} i
lm = —%} koja se moze lako realizirati odgovarajuce usmjerenim magnetom.
S druge strane u prirodi se ne opazaju stanja koja su superpozicija protona
i neutrona®. No i bez obzira na to hipoteza ocuvanja izospina nalaze da
teorija jakih sila bude simetri¢na na cijelu izospinsku grupu, ukljucujuéi i
rotacije koje bi mogle proizvesti takva nepostojeca stanja. Iz toga slijedi
zahtjev da hamiltonijan jake nuklearne sile Hgirong bude izo-simetrican tj.
da komutira s generatorima izospina:

[Hstronga Iz] =0. (77)

Kako je doti¢ni hamiltonijan vrlo slozen, svaka ovakva informacija o njego-
vim svojstvima simetrije je od velike pomo¢i, kako ¢emo vidjeti kroz sljedece
primjere ¢iji je matematicki formalizam u potpunosti ekvivalentan matema-
tickom formalizmu rotacijske simetrije iz 6. poglavlja.

Primjer 7.1.1 (deuteron)

Deuteron (jezgra deuterija) je vezano stanje jednog protona i jednog
neutrona. Pogledajmo prvo opéenitu situaciju stanja dva nukleona.
Ukupni izospin dobivamo direktnim mnoZenjem dvaju I = 1/2 izos-
pinskih stanja i Clebsch-Gordanovim razvojem na direktni zbroj

(Iz%)@([z%):(]zo)@(lzl). (7.8)

To znaci da dva nukleona mogu postojati u céetiri izospinska stanja:
tri s I =1 (tzv. izotriplet)

p)lp)  Mi=1 (7.9)
j§(|p>|n> ) M=o (7.10)
|n)|n) M;=-1, (7.11)

ijedno s I =0 (tzv. izosinglet):

;i(rpm — ) Mr=o. (7.12)

*To je posljedica tzv. superselekcijskih pravila.
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Situacija je u potpunosti analogna zbrajanju momenata impulsa dvaju
stanja sa spinom 1/2, u odjeljku G.

Nadalje, eksperimentalno je poznato da u prirodi nema vezanih stanja
od samo dva protona (|p)|p)) ili dva neutrona (|n)|n)). Izospinska
simetrija onda nalaze da se ne pojavljuje ni treée stanje | = 1, M = 0)
pa zakljuéujemo da je primjeéeno deuteronsko stanje |I = 0, M; = 0).
Tu informaciju sad mozemo iskoristiti na sljedeé¢i nacin. Opéenito
stanje (valnu funkciju polozaja, spina i izospina) dva nukleona mozemo
zapisati u obliku

Un_n = ¢(r1,72)5(S1,S2) (L1, I2) , (7.13)

odnosno u sustavu samog deuterona i u bazi relativnih koordinata, te
standardnim bazama ukupnog spina i izospina

Un_n = R(r)Y " |S, Mg)|T, M) . (7.14)

Za deuteron u osnovnom stanju poznato je da mu je orbitalni moment
impulsa L = 0%, a upravo smo zakljucili da mu je i izospin I = 0. To
znaci da stanje deuterona mora biti oblika

1
Var

Nadalje, iz kvantne mehanike je poznato da valne funkcije moraju biti
antisimetri¢ne na zamjenu dva identi¢na fermiona. Izospinska sime-
trija onda ovdje nalaze da Wieuteron bude antisimetricno na zamjenu
p <+ n. Definiramo li onda operator zamjene P, imamo

W geuteron = R(T) ‘Sa MS>|I =0,M; = 0> . (7'15)

Ppn¥deuteron = —Ydeuteron » (7.16)

dok se s druge strane vidi da je
P,,R(r) = R(r) (7.17)
Pyl =0,M; =0)=—[I =0,M; =0) . (7.18)

(Prvo je trivijalno, a drugo slijedi iz (7.12).) To onda povlaé¢i da mora
biti

Ppn\S, M5'> = —I—|S, Ms> R (7.19)
a kako su moguéa stanja ukupnog spina protona i neutrona (svaki
ima spin S = 1/2) S = 0 (singlet, antisimetrican na Pp,) i S = 1
(triplet, simetri¢an na P,,), vidimo da ukupni spin protona i neutrona
u deutronu mora biti S = 1. Kako je L = 0 odmah znamo i ukupni
spin deuterona: J = 1. To se onda odrazava i na magnetski moment
deuterona, odnosno njegov spektar nuklearne magnetske rezonancije
(NMR) koji pokazuje tri vrha koja odgovaraju vrijednostima M; =
-1,0,1.

*U stvarnosti, deuteron ima i malu primjesu stanja s L = 2 koju ovdje zanemarujemo.
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Primjer 7.1.2 (Pion-nukleon rasprsenje)
I ostale subnuklearne ¢estice se grupiraju u izospinske multiplete. Tako
tri piona, 71, 7 i 7~ tvore izotriplet I =1

masa (MeV)  M;

rt 139.59 1
70 135.00 0
T 139.59 -1

Razmotrimo sada rasprsenje piona na nukleonu. U takvom rasprsenju
moze doé¢i do promjena vrste Cestica pa su tako moguce rasprsenja
79 — 7%, ali i 7% — 7tn. Amplitude, a time i udarni presjeci
ovakvih rasprsenja su odredeni matri¢nim elementima tzv. operatora
rasprsenja S, poput (7T n|S|7%). Detalji operatora S ovdje nas nece
zanimati, do na ¢injenicu da je on prvenstveno funkcija hamiltonijana
pa je zahvaljujuéi (7.7) i S izoskalar (I = 0). Oznaka S dolazi od engl.
scattering i operator S ne treba mijesati s operatorom spina koji se
isto Cesto oznacava s S. Cilj nam je pokazati da izospinska simetrija
onda nalaze povezanost raznih amplituda m — N rasprsenja, tako sto
¢emo pokazati da je

(r*n|S|x0p) = V2| (x| S| %) — (wFmlSlatn)| . (7:20)

Koliki je ukupni izospin |7N) stanja? Ponovno trebamo standardni
Clebsch-Gordanov razvoj

(=ne(=g)==pel=3) (7.21)

Stanja |7 N') moZemo izraziti u bazi ukupnog izospina koristec¢i Clebsch-

Gordanove koeficijente iz tablica

11 L
> 1011 ’ 90

22 72 22

1 11 231

= o= 2
ﬁ22>+ﬁ|22> (7.23)
2|77 1 21

3+ 5153 (7.24)

[7°p) = [10; 5 %> (7.22)

|7t n)
Tako amplituda rasprsenja 7%p — 7n ima oblik

1 31 2. 11 1 11 2
+ 0\ _ Iy S -
(7 n|S|r"p) = <\[<22 +\/;<22’)S< 3|22> (7.25)

- ‘3[(53/2 ~S1/2) 4 (7.26)
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gdje smo uveli oznaku Sy na oéit nacin. Sli¢no se dobije
2 1
(x%p|S|x°p) = §53/2 + §51/2 ; (7.27)
1 2
(mFn|S|rTn) = 553/2 + 551/2 ; (7.28)

a onda lako i gore trazena formula. Treba primijetiti da ova analiza
pokazuje da su sva moguca m — IN rasprsenja opisana sa samo dva
broja Sy /5 1 535! Ovakva analiza je principijelno ekvivalentna analizi
pomocéu Wigner-Eckartovog teorema kakvu smo radili u kontekstu ro-
tacijske simetrije i ¢itaoc ¢e profitirati ako pokaze kako (7.20) slijedi iz
tog teorema. Vrijedno je takoder razmisliti gdje smo to¢no u gornjoj
analizi upotrijebili ¢injenicu da je operator S izoskalar?

Primjer 7.1.3 (Omjer udarnih presjeka rasprsenja)

Udarni presjeci rasprsenja su opcéenito proporcionalni kvadratu apso-
lutne vrijednosti matri¢nih elemenata operatora rasprsenja S. Tako je
onda omjer udarnih presjeka rasprsenja p+d — 7 3Hip+d — 7Y3He
dan s

_olp+d— 7t 3H) B |(7 T 3H|S|pd)|?
~o(p+d—703He)  |(x03He|S|pd)|?

(7.29)
Jezgre 3He i 3H tvore izodublet
3He 1
< o ) 1= 3 (7.30)

a d je deuteron. Postupamo kao u proslom primjeru i prikazujemo
pocetno i konac¢na stanja u bazi ukupnog izospina:

11 1 1
d) =|==;00) = = -, M; == 7.31
‘p> |22a > ’ 27 I 2> ( )
1 1 31 31 11 11

+3H —|11: = — 2V = (22 - 22 - 39
) =5 =) = O a5 + Ol (7.32)

11 31 31 1111

03 —_110- 22y — 2 il
|7 He>—|1O,22>—01202%%|22)+C’1202%%\22>. (7.33)

Prilikom kreiranja matri¢nog elementa (|S|) stanja s izospinom 3/2 u
konac¢nom stanju ne sudjeluju zbog ocuvanja izospina u jakim interak-
cijama i dobijamo
W28l 5
=t = __—2,
| = /1/3S12

sto je u sasvim pristojnom slaganju s eksperimentalnim brojkama koje
su prema jednom eksperimentu R = 1.91, a prema drugom R = 2.26.

(7.34)
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7.2 Grupa SU(3) i kvarkovi

Velik broj novih cestica otkrivenih s napretkom akceleratora i detektora na-
kon II. svjetskog rata motivirao je istrazivace da ih pokusaju organizirati
koristeéi interne simetrije slicne izospinu. Na primjer, osim protona i ne-
utrona, jos Sest Cestica istog spina % pokazivali su sliéna svojstva i mase.
M. Gell-Mann i Y. Ne’eman su ovu osmorku i druge grupe sli¢nih cestica
interpretirali pomoc¢u klasifikacijskog sistema nazvanog ,osmerostruki put”
(engl. Fightfold way). Taj je sistem bio posljedica pretpostavljene SU(3)
simetrije, ¢ije su ireducibilne reprezentacije (multipleti) dobro odgovarali
opazenim grupiranjima Cestica.

Grupa SU(N) ima N? — 1 generatora, $to znaéi da ih SU(3) ima osam i
opceniti element grupe ¢e stoga biti oblika

et Xam1eaTa ¢ §U(3), (7.35)

gdje su ay realni parametri, a T4 generatori. Algebra grupe je definirana
komutacijskim relacijama

[Ta,TB] = ifapclc, (7.36)

gdje su fapc strukturne konstante grupe. Kao i kod SU(2), ove strukturne
konstante su potpuno antisimetri¢ne u sva tri indeksa (vidi zadatak 7.7.2.).
Kao i kod SU(2) gdje su generatori u definicionoj (najnizoj netrivijalnoj)
reprezentaciji bili dani 2 x 2 Paulijevim matricama, tako su generatori de-
finicione trodimenzionalne reprezentacije grupe SU(3) dani kao T4 = A4/2,
gdje su Ay tzv. Gell-Mannove 3 x 3 matrice

010 0 —i 0 1 0 0
M=(10 0], xa=[i 0 0], x=[0 -1 0],
000 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 000
M=1000], x=[(00 of, x=(00 1], (737
100 i 0 0 010
00 0 L (100
M=[00 —i], x=—[0 1 0
0 i 0 V3 \o 0 —2

Predfaktori su odabrani tako da univerzalno vrijedi relacija normalizacije

1
Tr(TaTs) = 5045 , (7.38)
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koja vrijedi i za grupu SU(2). Vidljivo je da su prve tri Gell-Mannove matrice
zapravo Paulijeve matrice prosirene na tri dimenzije iz Cega se vidi da one
generiraju SU(2) podgrupu od SU(3). Strukturne konstante grupe SU(3)
su:

fi23 =1
Jiar = = f156 = foae = fos7 = [345 = — f367 = % (7.39)
fas8 = fers = \f :

Kako je fsga = 0, T3 i Ty komutiraju sto povlaci da ih je moguce istovre-
meno dijagonalizirati Sto je i napravljeno gornjim izborom Gell-Mannovih
matrica. Opéenito, maksimalan broj istovremeno dijagonalizabilnih genera-
tora naziva se rang algebre. Algebra su(3) je dakle ranga 2, dok je su(2)
ranga 1 (jedino je o3 dijagonalna). Ono sto je razlikovalo stanja unutar
istog SU(2) multipleta su bile upravo svojstvene vrijednosti dijagonalnog
operatora J3 = 03/2, dok ¢e stanja u SU(3) multipletima biti analogno spe-
cificirana vrijednostima operatora 15 i Tg. U praksi se umjesto Tg obi¢no
koristi operator tzv. hipernaboja Y = Tg/+/3 ili operator tzv. stranosti
S =Y — B gdje je B tzv. barionski broj. Obzirom na rang 2, SU(3) mul-
tiplete je pogodno prikazivati u ravnini ¢ije su osi T3 i Tg (ili YV ili S) pa je
tako na slici 7.1 prikazan osnovni oktet bariona (B = 1). Kod grupe SU(2),

YA

Slika 7.1: Barionski oktet.

bilo spina, bilo izospina, definiciona reprezentacija (izo)spina 3 se obilato

nalazi u prirodi. S druge strane, u vrijeme nastanka ,osmerostrukog puta,”
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nije bila poznata nijedna grupa cestica koja bi odgovarala definicionoj repre-
zentaciji grupe SU(3) — tripletu. Da bi si pomogli u racunima, Gell-Mann i
G. Zweig su postulirali tri hipotetske Cestice koje je Gell-Mann nazvao kvar-
kovi, s danasnjim imenima u (up, gornji), d (down, donji) i s (strange, strani,
¢udni) od kojih je bilo moguée izgraditi sve druge tada poznate Cestice. Na
slici 7.1 je vidljiv i kvarkovski sastav Cestica barionskog okteta. Originalno
se mislilo da su kvarkovi samo pomagalo prilikom rac¢una, no s vremenom
su i sami kvarkovi opazeni u eksperimentima, a kasnije su otkrivena jos i
tri dodatna kvarka, ¢, b i t. Ovi dodatni kvarkovi u nacelu omoguéuju i
daljnje prosirenje simetrije na SU(4) itd., ali zbog velikih razlika u masama
ovih dodatnih kvarkova te su simetrije jako narusene i nisu od takve ko-
risti kao izospin i SU(3). Svaki od Sest vrsta kvarkova (poznatih i kao Sest
,okusa”) dolazi u tri varijante (poznate kao tri ,boje”), tako da kvarkova
zapravo ima 18. Od velike je vaznosti simetrija koja medusobno transfor-
mira tri bojna stanja kvarka i koja takoder ima grupno-teorijska svojstva
grupe SU(3). Treba dobro razlikovati simetriju SU(3) okusa, koja je samo
priblizna simetrija prirode narusena razli¢itim nabojima i masama kvarkova
i egzaktnu simetriju SU(3) boje. Kad postoji opasnost zabune, koriste se
oznake SU(3)r i SU(3)c.

7.3 SU(3) tenzori

Za grupu SU(2) smo identificirali sve njene ireducibilne reprezentacije raz-
matrajuéi iskljucivo same generatore grupe i njihove komutacijske relacije.
Sliéna procedura je u nacelu moguéa i za SU(3), ali mi ¢emo se ovdje oslo-
niti na intuitivniji pristup koji se fokusira na same objekte na koje operatori
reprezentacije djeluju. Ti su objekti SU(3) tenzori raznih rangova (prisjetite
se definicije 4.1.2 i diskusije iza primjera 4.1.3) i ta metoda razmatranja re-
prezentacija se onda naziva ,,tenzorska.” Postupke i rezultate ¢emo prikazati
na razini recepta, bez detaljnog dokazivanja.

Pogledajmo prvo tenzorski pristup reprezentacijama grupe SU(2). Sve ire-
ducibilne reprezentacije te grupe mogu se dobiti visestrukim direktnim mno-
zenjem fundamentalne dvodimenzionalne reprezentacije (dubleta) sa samom
sobom™. (Fizikalno govoreéi, kombinirajuéi dovoljan broj sustava spina 1/2
mozemo dobiti sustav bilo kojeg spina.). Npr. ukoliko fundamentalni dublet
oznacimo kao ¥%, a = 1,2, gdje je

L1 11

2
w :§7§>> ¢ :ia_§>7

*Podsjec¢amo da se u zargonu izraz ,reprezentacija” koristi i za skup operatora homo-
morfan grupi i za vektorski prostor na kojem ti operatori djeluju. U ovom odjeljku éemo
obi¢no misliti na ovo drugo.
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onda direktan produkt tog dubleta sa samim sobom daje cetiri stanja:
11— 1 1 12 21 . 122
U=y, P, T i 9T
No znamo da su ireducibilne reprezentacije od SU(2) zapravo antisimetricni
singlet
12 21
(k)
i simetricni triplet
11 ;12 21 ;22
(CIE s Sk A
Ova potreba da se ireducibilne reprezentacije formiraju simetrizacijom i an-
tisimetrizacijom je djelomic¢no rasvijetljena u odjeljku 6.6 i zadatku 6.13.
gdje je diskutirano kako se simetri¢ne i antisimetri¢cne komponente ten-
zora ne mijesaju pri transformacijama. Na isti nacin, direktnim mnoze-
njem i (anti)simetriziranjem fundamentalnih trodimenzionalnih reprezenta-
cija grupe SU(3) moguce je konstruirati sve njene ireducibilne reprezentacije.
Kao prvo, potrebno je uociti da SU(3) ima dvije neekvivalentne trodimenzi-
onalne reprezentacije, ¢iji operatori su povezani kompleksnom konjugacijom:
U(g) i U(g)*. (Za SU(2) grupu su odgovarajuc¢e dvodimenzionalne repre-
zentacije ekvivalentne pa je dovoljno raditi samo s jednim fundamentalnim

dubletom, vidi zadatak 7.7.3..) Da bismo razlikovali te dvije reprezentacije,
odgovarajuce vektore ¢emo oznacavati s gornjim ili donjim indeksom:

3: Pt =t =UY PP, (7.40)
3* Yo — b, = U,y . (7.41)

Reprezentaciju 3 obi¢no zovemo triplet, a reprezentaciju 3* antitriplet. Di-
rektnim mnozenjem ovih dviju reprezentacija dobivamo tenzore viseg ranga,
@ZJ,?_I?',“, koji se transformiraju kao:

gb —~U®, Ub, ... U*TT/ - w;}/lb/ . (7.42)

Promotrimo sada direktni produkt 3 i 3* reprezentacija tj. tenzor ¥, =
Y. Kao prvo, trag tog tenzora 1)*1), je invarijantan na SU(3) transformacije

Vi = USGU", Y = (UTD) 00 e = 650%0e = w00y, (7.43)
(koristili smo U*,¢ = UTCa) Sto znaci da je taj trag tenzor ranga 0. To nam
sugerira da tenzor ¥%, rastavimo dio s tragom nula i sam trag

1 1
Yoy, = (wawb - 35“bwcwc> + S0%UeYe (7.44)

Daljnje rastavljanje prvog c¢lana odvajanjem simetri¢nog i antisimetricnog
dijela tenzora nije mogudce jer gornji i donji indeks nisu ekvivalentni. Kako
smo ustanovili da je trag ranga 0, dakle singlet, imamo konaéno:

303 =8¢1. (7.45)
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To da je trag invarijantan je ocito i iz toga sto nema ,slobodnog” indeksa na
koji bi djelovao operator transformacije U% . Postoje medutim i vazni tenzori
visih rangova koji su takoder invarijantni. Prvi je Kroneckerov simbol %
koji je SU(3) tenzor ranga 2 (usporedi u (7.44)) koji je invarijantan jer

5ab N Uac U*bddcd — Uac U*bc — 5ab )

Na sli¢an naéin se je moguée uvijeriti da su Levi-Civita tenzori €€ i e
takoder invarijantni. Na primjer,
e — U% U U™ = det Ue™ = ¢, (7.46)

gdje smo upotrijebili svojstvo iz zadatka 4.7.. Znacaj Levi-Civita tenzora je
da se pomoéu njih mogu “spustati i dizati indeksi” drugih tenzora. Npr.
promotrimo antisimetri¢nu komponentu tenzora 1, koju dobijemo kao
Plabtl = (43 — 4h%*) /2. Ona oéito ima samo tri nezavisna elementa (sliéno
kao antisimetri¢na 3 x 3 matrica). Kontrakcijom s Levi-Civita tenzorom
mozemo tu ¢injenicu uéiniti eksplicitnom i pokazati da je 1% ekvivalentan
antitripletu ,:

o = €apet)™ (7.47)

Usput, Levi-Civita tenzor invarijantan na djelovanje SU(2) grupe ima samo
dva indeksa €;;, pa podizu¢i i spustajuci indekse ne mijenja rang tenzora, te
se i tako vidi da su u SU(2) dublet ¢ i antidublet v; = ;47 ekvivalentni i
da u SU(2) opcéenito ne moramo razlikovati polozaje indeksa.

Primjer 7.3.1 (3® 3)

Kako triplet i antitriplet nisu ekvivalentni, 3 ® 3 # 3 ® 3*. Kako su
u 3® 3 = ™)’ oba indeksa istog tipa, mozemo razdvojiti simetri¢ni i
antisimetri¢ni dio ovog tenzora koji su svaki za sebe ireducibilni,

YU = S+ ) + 5 — ) (7.48)
= (@) 4 yplat] (7.49)

Prvi, potpuno simetri¢ni ¢lan, ima Sest nezavisnih komponenata (broj
nezavisnih elemenata simetri¢ne 3x3 matrice) i predstavlja sekstuplet
(6) reprezentaciju, dok smo gore vidjeli da je 1% ekvivalentan anti-
tripletu ..

Podsjetimo se da smo u odjeljku 6.6, simetricne 6-dim operatore do-
datno reducirali na jednodimenzionalni trag i 5-dim simetri¢ni dio s
tragom nula. Ovdje to ne mozemo uciniti jer na raspolaganju imamo
samo 0%, 1 6,° kao SU(3) invarijante, ali ne i §%°! (U odjeljku 6.6 to nije
bio problem jer u SU(2) ne moramo paziti na razliku izmedu gornjih
i donjih indeksa.) Stoga je sekstuplet (@) jreducibilan.
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Dakle, konacni rezultat je
33=633" (7.50)

Primjer 7.3.2 (3®3® 3)
Koristimo prvo rezultat iz zadnjeg primjera:

33R3=30(603")=(3%6)®(3®3%). (7.51)

Drugi ¢lan ve¢ znamo iz (7.45), a prvi je direktan umnozak seksteta
(@) i tripleta ¢°. Iz tog umnoska moZzemo izdvojiti potpuno sime-
tricnu komponentu:

w(ab)wf = z/;(abc) + ostatak . (7.52)

Tenzor (%) je totalno simetri¢ni tenzor ranga 3. Broj njegovih ne-
zavisnih komponenata moze se odrediti i izravnim brojanjem. Prvo,
postoji samo jedna nezavisna komponenta sa sva tri razli¢ita indeksa,
npr. 12, i sve ostale su joj jednake: ¥!?3 = 213 = ¢312 = ||| Ne-
zavisnih komponenata s dva ista indeksa i tre¢im razli¢itim ima Sest,
npr. 2 3 4221 4223 331§ 4332 Tmamo jos i tri nezavisne kom-
ponente sa sva tri indeksa ista (na ,hiperdijagonali” tenzora), 1!,
2?2 i 4333, §to sve skupa ¢ini ukupno 10 nezavisnih komponenata.
Dakle, 9(®°) je dekuplet (10). Preostali dio u rastavu 3 ® 6 ima di-
menziju 3 x 6 — 10 = 8 i odgovara oktetu (8). (Tu zadnju ekvivalenciju
nije lako pokazati ovom tenzorskom metodom. Pokazat ¢emo to u za-
datku 7.7.4. metodom iz sljedeceg odjeljka.) Dakle, kona¢ni rezultat
je

333=100808d1 (7.53)

Ovaj primjer je od velikog fizikalnog znacaja jer odgovara moguéim
kombinacijama triju lakih kvarkova koji ¢ine fundamentalni SU(3) tri-
plet

Pl=u, v?=d, =5, (7.54)

Jedan od okteta, prikazan na slici 7.1, sadrzi proton i neutron.

Tenzorske metode analize SU(3) ireducibilnih reprezentacija, prikazane u
ovom odjeljku, su pogodne jer istovremeno pokazuju strukturu samih SU(3)
objekata sSto je Cesto od interesa u primjenama, gdje ti objekti odgova-
raju kvantnomehanickim stanjima. Medutim, kako dimenzije reprezentacija
rastu, i s njima broj indeksa tenzora, metoda postaje komplicirana. Jed-
nostavnija za primjenu i opéenitija je metoda Youngovih dijagrama, koju
predstavljamo u sljede¢em odjeljku. Klasi¢ne reference za napredniji studij
ovih tenzorskih metoda i njihovih primjena na fiziku ¢estica su [Coleman,
1985.] i [Georgi, 1999.].
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7.4 SU(N) tenzori i Youngovi dijagrami

Youngov dijagram je dijagram poput ovog

gdje je vazno svojstvo konveksnosti prema dolje desno tj. da je lijeva strana
poravnata i da se broj polja u retcima ne smanjuje kako idemo odozgo prema
dolje. Dakle, sljede¢i dijagrami nisu ispravni Youngovi dijagrami.

Youngov dijagram s k polja je ekvivalentan SU(N) tenzoru s k indeksa kojem
su prvo indeksi koji odgovaraju pojedinim retcima dijagrama simetrizirani,
a zatim indeksi koji odgovaraju pojedinim stupcima antisimetrizirani.

albje = pladlbele (7.55)

Uocite da antisimetrizacija po stupcima pokvari simetriju po retcima. Uko-
liko je u ovom primjeru rije¢ o SU(3) tenzoru, znamo da je par antisimetrizi-
ranih gornjih indeksa ekvivalentan jednom donjem indeksu nakon spustanja
pomocu Levi-Civita tenzora:

su@): |[4lb|c = gldbde gt (7.56)
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Na slican nac¢in mozemo svaki tenzor (dakle svaku ireducibilnu reprezenta-
ciju) prikazati posebnim Youngovim dijagramom. Npr. u SU(3):

L] e 3 (7.57)

H Pl & g, 3* (7.58)
D:‘ yplad) 6 (7.59)

Plabel o eabe 1 (7.60)

U zadnjem redu smo iskoristili ¢injenicu da je potpuno antisimetriéni tenzor s
tri indeksa nuzno proporcionalan Levi-Civiti, Sto znaci da je invarijantan i da
ga trebamo tretirati kao singlet tj. jedini¢ni element u algebri reprezentacija.
Ekvivalentno, stupac s N polja Youngovog dijagrama SU(N) grupe mozemo
brisati. Dijagram s vise od N polja je naprosto nula jer npr. nije moguce
napraviti potpuno antisimetri¢ni tenzor s ¢etiri indeksa u SU(3) gdje indeksi
poprimaju samo vrijednosti 1, 2 i 3 pa dva od ta cetiri indeksa nuzno moraju
biti jednaka.

Pokazimo sada kako se odreduje dimenzija SU(N) reprezentacije reprezen-
tirane nekim Youngovim dijagramom. Youngov dijagram obroj¢imo na dva
sljedeé¢a nacina:

Prvi nac¢in: U lijevi gornji kut upisemo N (za SU(XV)), i ostatak reda obroj-
¢imo s sukcesivno rastu¢im brojevima. Slijedeéi red isto, ali po¢nemo s

N — 1. I tako dalje.

N N+1 [ N+2

Drugi nacin: svako polje dijagrama dobije broj odreden “pravilom kuke”.
Kuka je linija koja od tog polja ide desno u beskonac¢nost i od tog istog
polja dolje u beskonacnost. Broj polja preko kojih kuka prolazi upisemo u
dato polje. Postupak ponavljamo za sva polja.
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Sada pomnozimo posebno sve brojeve u dijagramu obroj¢enom na prvi nacin
i posebno sve brojeve u dijagramu obroj¢enom na drugi nac¢in. Dimenzija
ireducibilne reprezentacije je omjer ta dva broja. Evo tri primjera iz SU(3):

’ww
()

=~
E
w
)
(@)

’»—noo
—
w
-]
p—
B
[\

U zadnjem od gornja tri primjera smo se oslonili na informacije ranije dobi-
vene tenzorskim metodama da bi odredili da je zadnja reprezentacija zapravo
antitriplet, a ne triplet. Navedimo jos$ neke primjere:

v, 0w GO @
- [2fi] 2 [B]2]1] 6
3[4]5 3|4 5|6\
21314 213
SU(3) : =10 =927
4]3]2 514 2|1\
3l2]1 211
5 6\
4
SU(5) ?1‘:40
1

Rastav direktnog produkta dvije SU(N) ireducibilne reprezentacije na di-
rektan zbroj (Clebsch-Gordanov razvoj) izvodi se mnozenjem odgovarajuéih
Youngovih dijagrama, 77 i T3, na sljedeéi nacin. Polja u desnom dijagramu
ozac¢imo slovima: polja prvog retka s a, polja drugog retka s b i tako dalje:
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S|
S

o

T1 T2

Sada prebacujemo polja s T3 na 11, jedno po jedno, redak po redak, odozgo
prema dolje, na sve moguce nacine, tako da budu zadovoljena sljede¢a pra-
vila.

1) Ty je u svakom trenutku ispravni Youngov dijagram.

2) Polja s istim slovom ne smiju biti u istom stupcu. (Posljedica
¢injenice da su stupci antisimetrizirani.)

3) Za svako polje nastajuceg tenzora je definiran n, kao broj polja s
indeksom @ iznad i desno od njega. Isto tako ny itd. Mora biti:
Ng = Np 2 Ne.

Na kraju

o Maknemo stupce s N polja. (Jer je totalno antisimetri¢ni tenzor s N
indeksa proporcionalan s €929~ i time SU(N) invarijanta.)

e Dva dijagrama istog oblika odgovaraju posebnim ireducibilnim repre-
zentacijama samo ako se razlikuju po razmjestaju slova a,b,.... U
suprotnom jednog maknemo.

Primjer 7.4.1 (8 ® 8 u SU(3))

‘@ “a‘

Jedno [e] se moze premjestiti na 77 na tri razli¢ita nac¢ina

—E@ — © \®:
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Sad premjestamo drugo [a]:

|“|“|@ “J 9 E ®@

i [¢] o M) -
E a

Tu iznad imamo tri dijagrama u duplikatu pa po jedan maknemo:

|“|a|@ Sl I E@ ®@ =
a a
L] E -
a|“| ® |“|“| ®
b al|lb
0]
o “1 @ “1 @
a b a
b a al|b

Primijetite da ovdje nismo kreirali sljedece dijagrame koji bi narusavali

gornja pravila:
[afalb] [a]

|
b
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Sada maknemo sve stupce s tri polja (SU(3) invarijante) i dobijemo
kona¢no:
ala] g = a
b alb
= il I e 1
a b
Dimenzije ireducibilnih reprezentacija za sve ove dijagrame smo veé
odredili pa oc¢itavamo konacni rezultat
8®8=27T01001008®8d1 (7.61)
(Zgodno je uociti da je postupak jednostavniji ako pri mnozenju kao
desni uzmemo Youngov dijagram s manje polja.)
Zadaci

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

Ako pretpostavimo ocuvanje izospina, koja su moguca izospinska
stanja (ukupni izospin i tre¢a komponenta ukupnog izospina) pri

rasprsenju protona na
a)
b) 70

c) 7.

Pokazite da su, zahvaljuju¢i komutacijskim relacijama i relaciji
(7.38), strukturne konstante fapc, grupe SO(3) potpuno antisi-

metri¢ne u svim indeksima.

Pokazite da je za SU(2) 2* = 2 tj. da su fundamentalni dublet i
antidublet ekvivalentni, tako da pokazete da je operator C

C = U(R(§,0 = 7)) = exp (-2@)

operator koji povezuje 2 i 2*:
Co,C~ ! = —o;
CU(9)C™" =U(g)*
Izrac¢unajte Clebsch-Gordanov razvoj u SU(3) grupi za

e 3 ®3
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e 3J®3
e 3®3®3

7.5. Izracunajte Clebsch-Gordanov razvoj u SU(6) grupi za

e 6®6"
e 6R6X®6
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Poglavlje 8

Lorentzova i Poincaréova
simetrija

Iz dosadasnjih poglavlja trebalo bi biti jasno da je moé¢ neke simetrije to
veca $to je odgovarajuca grupa veca, sto ¢e za kontinuirane (Liejeve) grupe
obi¢no znaciti da je broj generatora grupe veéi. Stanja fizikalnih sustava
i jednadzbe ili lagranzijani koji tim sustavima upravljaju ¢e u tom slucaju
biti viSe ograniceni zahtjevima kovarijantnosti na transformacije simetrije i
predvidanja koja su posljedica primjene teorije grupa ¢e biti netrivijalnija i
opcenitija. Dodatnu mo¢ simetrije dobivaju od netrivijalnih komutacijskih
relacija izmedu generatora simetrija. Tako ve¢ i razmjerno jednostavana si-
metrija na rotacije ima izuzetno netrivijalne posljedice, kako smo vidjeli u 6.
poglavlju. Prirodno je onda postaviti pitanje koja je maksimalna simetrija
koju teorije prirode moraju postivati. Osim rotacija, maksimalna grupa si-
metrija svakako treba sadrzavati i translacije u prostoru i vremenu, koje smo
sreli u odjeljcima 4.3.1 1 4.3.2. Veé¢ i kombiniranje ovih transformacija u istu
grupu simetrija nije trivijalno jer translacije i rotacije ne komutiraju. To je
vidljivo i iz obi¢nih razmatranja geometrije u prostoru, a i iz neiséezavajuéih
komutacijskih relacija odgovarajuc¢ih kvantnomehanickih operatora impulsa
p i momenta impulsa J.

[Ji, pj] = iheijrpy - (8.1)

Pokazuje se da osim upravo navedenih transformacija, maksimalna grupa si-
metrija koja upravlja najuniverzalnijim poznatim zakonima prirode, onima
kvantne teorije polja, od kontinuiranih prostornovremenskih transformacija
sadrzi jos samo Lorentzove transformacije medu inercijalnim sustavima, poz-
nate kao Lorentzovi potisci (engl. boost). Ta maksimalna grupa se obi¢no
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naziva Poincaréova®. Prije nego se pozabavimo Poincaréovom grupom i nje-
nim reprezentacijama, pogledat ¢emo prvo u sljedeca dva odjeljka grupno-
teorijska svojstva samih Lorentzovih potisaka koji, kako ¢emo vidjeti, ne
tvore grupu samostalno nego tek u kombinaciji s rotacijama.

8.1 Lorentzova grupa

Einsteinova specijalna teorija relativnosti pociva na tzv. principu relativ-
nosti. Prema njemu, postoji skup ekvivalentnih koordinatnih sustava (zva-
nih inercijalni sustavi) u medusobnom jednolikom pravocrtnom gibanju, a
u kojima fizikalni zakoni i pojave izgledaju isto. Promatra¢ ne moze eks-
perimentalno detektirati da se giba, ako se giba jednoliko. Mirovanje nije
apsolutno, ¢ega su na ovaj ili onaj nacin bili svjesni ve¢ Kopernik, Galilei i
Newton, ali je tek Einstein uoéio druge radikalne posljedice ovog nacela, po-
put toga da ni simultanost dogadaja nije apsolutna. Princip relativnosti je
princip simetrije na troparametarski skup transformacija koje preslikavaju
inercijalne sustave jedan u drugi. Da bismo vidjeli o kojoj se grupi simetrija
radi (i da li se uopée radi o grupi), moramo ustanoviti kako se kombiniraju
transformacije medu inercijalnim sustavima.

Kako je poznato, iz principa relativnosti slijedi da transformacije iz sustava
S ={t,z,y,x} usustav 8" = {t', 2,y ,2'}, tzv. Lorentzovi potisci, imaju
oblik'

t’:’y(t—gz), (8.2)
=z, (8.3)
v =y, (8.4)
7' =v(z - Bet), (8.5)

gdje je ¢ brzina svjetlosti i gdje je radi jednostavnosti uzeto da se je brzina v
relativnog gibanja dvaju sustava duz z-osi, v = vZ, te su uvedene standardne

pokrate
1

) Y 1- 3 52

*Priroda postuje i opéenitije trasformacije prostorvremena poznate kao difeomorfizmi.
Odgovarajuce simetrije postuje klasi¢na Einsteinova teorija gravitacije, ali jo$ ih nismo us-
pjeli ugraditi u univerzalne kvantne teorije ostalih sila i tim simetrijama se ne bavimo u
ovoj knjizi. Ne bavimo se ni konformnom grupom simetrija koja Poincaréovim transfor-
macijama dodaje i dilatacije x* — Az* Sto je simetrija koja prema trenutnim spoznajama
nije egzaktna simetrija prirode, ali je svejedno od velikog teorijskog interesa.

B

ol

U standardnoj literaturi se pri izvodu Lorentzovih potisaka osim principa relativnosti
obic¢no koristi i postulat o konstantnosti brzine svjetlosti u svim sustavima. No, ovaj drugi
postulat je zapravo suviSan, vidi Mermin, Am. J. Phys. 52(2) (1984) 119 ili J. D. Jackson,
Classical Electrodynamics, 3rd ed.(!), zadaci 11.1 1 11.2.
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Ove transformacije djeluju na cetverodimenzionalnom vektorskom prostoru
koji se zove prostor Minkowskog i kojeg saCinjavaju tzv. Lorentzovi vektori
M, = 0,1,2,3, ¢ije su komponente 2° = ct,a! =z, 22 =yizd =2 U
prostoru Minkowskog je vektorski produkt dvaju vektora definiran kao

(z,y) =2y =2 —aly' —2%y® — 2y°, (8.6)

pa je pogodno definirati i tzv. kovarijantne komponente istog vektora s
donjim indeksima xg = ct,z1 = —x,x0 = —y,x3 = —z, tako da je skalarni
produkt jednostavno

x-y=aty, . (8.7)
Metricki tenzor
1 0 0 O
0 -1 0 O
9710 0o -1 o |° (8:8)

0 0 0 -1

omoguc¢uje pretvorbu donjih kovarijantnih u gornje (kontravarijantne) in-
dekse tako da je

= (ct, x) (8.9)
x, = (ct,—x) = gua” (8.10)

te skalarni produkt zapisujemo i kao*
-y =guata” . (8.11)

Izrazeno preko ovih Lorentzovih vektora (zvanih i éetverovektori), Lorentzovi
potisci poprimaju oblik

2" = y(2° — p2?) (8.12)
2t =t (8.13)
a2 = 2?, (8.14)
2 = ~(2® — p20) (8.15)

ili u kompaktnom obliku

v 0 0 —By
't = A" Y, A, = 8 (1) (1) 8 (8.16)
By 0 0 v

*Specifi¢no razlikovanje ,, gornjih” i ,donjih” indeksa vektora u specijalnoj teoriji re-
lativnosti sluzi samo jednostavnom zapisu skalarnog produkta u prostoru Minkowskog. U
opcoj teoriji relativnosti to razlikovanje dviju vrsta koordinata prelazi u razlikovanje dviju
vrsta vektora (kovarijantni i kontravarijantni vektori), odnosno, jo§ preciznije, jezikom
diferencijalne geometrije razlikujemo vektore i 1-forme, ali ovdje nam te finese ne igraju
nikakvu ulogu.
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Ocekujemo da c¢e se jednadzbe relativisticke fizike izgradivati od vektora koji
se transformiraju kao i z*, te odgovarajuéih skalara i tenzora, koji se tran-
sformiraju mnoZenjem s brojem A matrica koji odgovara njihovom rangu,
bas kao Sto se u nerelativistickoj fizici jednadzbe izgraduju od tenzora s do-
brim transformacijskim svojstvima pri prostornim rotacijama, definiranim
u (4.10).

Matrice A ovise o parametrima Lorentzovog potiska kojeg je prirodno pa-
rametrizirati vektorom brzine v pojedinog inercijalnog sustava u odnosu na
neki referentni sustav. Vidimo da Lorentzovi potisci A(v) ¢ine 3-parametarski
skup. Da li je on grupa? Kako ¢emo eksplicitno pokazati u slijede¢em
odjeljku odgovor je ne. Kompozicija dva Lorentzova potiska, ako isti nisu
kolinearni, nije samo Lorentzov potisak ve¢ kompozicija Lorentzovog potiska
i prostorne rotacije

A(’Ug) e} A(’Ul) = R(’Ug,’l}1> e} A(’UQ, Ul) y (817)

¢ija je poznata posljedica pojava tzv. Thomasove precesije. Tek skup svih
Lorentzovih potisaka i prostornih rotacija ¢ini grupu, za ¢iju je identifikaciju
najlakse osloniti se na definiciju grupe kao skupa transformacija koji ostav-
ljaju skalarni produkt invarijantan, kako smo radili u odjeljku 5.5, gdje smo
definirali pseudo-ortogonalnu grupu O(1,3) upravo kao grupu transforma-
cija koja ostavlja invarijantnim kvadratnu formu koja odgovara skalarnom
produktu (8.6). Stoga se O(1,3) ¢esto naziva opca Lorentzova grupa. Grupa
prostornih rotacija SO(3) je podgrupa ove grupe koja ¢uva produkt (8.6)
tako da Cuva njen prostorni dio, a ne dira vremenski dio. Skup Lorentzovih
potisaka {A(v)} je podskup ove grupe, ali ne i podgrupa.

Za transformirani 4-vektor 2’ = Az vrijedi

2 = guwa'ta’” (8.18)
10 0 0) (2
= @, 2", 2, 2" 8 _01 31 8 i;, (8.19)
0 O 0 -1 25
=2 g2’ = 2T AT gAz (8.20)
=2’ =z'gx (8.21)

pa usporedbom dobivamo definiciju opée Lorentzove grupe O(1, 3) kao grupe
svih matrica A sa svojstvom

ATgh =g (8.22)

sto je definicija koju smo upoznali ve¢ u (5.59). Uzimanjem determinante
ove matri¢ne jednadzbe, uz svojstva da je za svaku matricu det AT = det A
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te da je za metricki tenzor det g = —1 dobijemo
(det A)? =1, (8.23)
iz cega slijedi da je
det A =+1. (8.24)
Ova situacija je analogna situaciji u grupi O(3) ¢iji elementi takoder imaju
determinantu +1 pa (vidi argumentaciju na stranici 97) elementi koji imaju
determinantu +1 i tako ¢ine podgrupu SO(1,3) nisu topoloski u grupnoj
mnogostrukosti povezani sa elementima koji imaju determinantu —1. Za
razliku od O(3), koja ima to¢no te dvije komponente povezanosti (vidi (5.6)),
vidjet ¢emo da ih O(1,3) ima cetiri. Naime, raspiSimo matri¢nu jednadzbu
(8.16) po komponentama
(AT);LV gupApg = Guo (8.25)
——
AV,

i pogledajmo komponentu p = o = 0. Kako je ggg = 1 imamo

1 = g, A"pA?, (8.26)
3
= (A% = 3o (8.27)
Slijedi da je :
(A = 14 3 (2. (8.28)
i=1

odnosno da je (A%))? > 1 $to daje dvije moguénosti:
A% >1 il A%< 1. (8.29)

Zajedno s dvije mogucnosti za det A imamo dakle céetiri mogucénosti koje
vode na Cetiri odvojene komponente povezanosti od O(1,3)

det A AO0 oznaka
1 >1 SO™(1,3)
-1 >1 PSO™(1,3)
1 <-1 SO (1,3)=PTSO"(1,3)
-1 <1 TS07(1,3)

gdje smo izdvojili specijalne elemente grupe O(1, 3) prostornu inverziju (pa-
ritet) P i vremensku inverziju 7', definirane kao
P=g:(t—=tx— —x), (8.30)
T=—-g:(t——-t,x—>x). (8.31)
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Komponenta povezanosti jedinice SO (1, 3) je od najveéeg interesa i nekad
se naziva prava ortokrona Lorentzova grupa, a neki autori koriste i samo za
nju termin Lorentzova grupa, Sto ¢emo i mi dalje obicavati. 1z tablice vidimo
da se svi elementi pune Lorentzove grupe O(1, 3) mogu prikazati kao produkt
jedne od transformacija iz skupa {1, P, T, PT} i elemenata SO" (1, 3).

8.2 Generatori i reprezentacije Lorentzove grupe

Kao i kod rotacija, objekte koji se pojavljuju u nasim teorijama treba klasi-
ficirati prema njihovim transformacijskim svojstvima pri Lorentzovim tran-
sformacijama tj. prema pripadnosti reprezentacijama Lorentzove grupe.
Kao i kod rotacija, pozeljno je usredotociti se na Lievu algebru grupe koju
¢ine generatori L:

AeSO™(1,3), A=l (8.32)
Iz definicionog svojstva (8.22) dobijemo L'g = —gL, $to uz ¢injenicu da je
g" =g daje (gL)" = —gL odnosno vidimo da je gL antisimetri¢na matrica.

To znaci da ako L parametriziramo na slijede¢i nacéin

1 0 0 0 Loo Loi Loz Los
o =10 o | L o
=10 0 1 o || (8.33)
o0 o —1/\............. Las
Loo L01 L02 L03
—Lio —Li11 —Lis .....
- : 8.34
—Log —Lor oLl ( )
................... — L33
svojstvo antisimetrije gL trazi
Lo; = Lio , (8.35)
Lij=—Lj . 8.36)
tj.
0 Lon Loz Lo
r_|Lor O Ly L (8.37)

Loyp —Lig 0 Log |’
Loz —Li3 —Lsz O

gdje tri parametra Lg1, Loz i Lgs opisuju Lorentzove potiske, a tri parametra
L1, Ly3 i Los prostorne rotacije. Umjesto ovih Sest parametara pogodno je
koristiti parametre 0; i (;, definirane na slijede¢i nacin:

L= —Z(QZJz + Csz) 1=1,2,3, (8.38)
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gdje su J; ve¢ dobro poznati generatori rotacija, samo prosireni na cetvero-
dimenzionalni prostor Minkowskog

000 O 0 0 00 00 0 0
000 O 0 0 0 i 00 —i 0
=10 00 —i| 210 0o oo #=loi 0o of°
00 i O 0 —i 0 0 00 0 0
(8.39)
dok su K; generatori Lorentzovih potisaka
0 —i 00 0 0 —i 0 0 0 0 —i
—i 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0
B=to o oo™ 0 0 0o/ ™ 0o 00 olf"
0 0 00 0 0 0 0 —i 0 0 0
(8.40)

Treba primijetiti kako operatori K; nisu hermitski tako da odgovarajuce
transformacije exp(—i(; K;) nece biti unitarne. To je posljedica nekompakt-
nosti Lorentzove grupe — parametri potiska poprimaju vrijednosti iz nekom-
paktnog intervala [0, ¢). Kao posljedica toga integrali po grupnom prostoru
ne konvergiraju i ta se beskonacnost za unitarne reprezentacije mora odra-
zavati u beskonacnosti vektorskih prostora na kojima one djeluju. Konacno-
dimenzionalne reprezentacije nekompaktnih grupa su obavezno neunitarne,
gdje jedino trivijalna jednodimenzionalna reprezentacija ¢ini iznimku. Kao
primjer toga, matrice A", definicione ¢etverodimenzionalne reprezentacija
Lorenztove grupe u (8.16) su ocito neunitarne. Stoga se stanja kvantnih
sustava za koja je unitarnost obavezna prema Wignerovom teoremu (vidi
dodatak C) ne mogu transformirati prema kona¢nodimenzionalnim repre-
zentacijama. U sljede¢em odjeljku ¢emo vidjeti kako se ona transformi-
raju prema beskonac¢nodimenzionalnim reprezentacijama Poincaréove grupe
(koja sadrzi Lorenztovu), dok su kona¢nodimenzionalne neunitarne repre-
zentacije koje diskutiramo u ostatku ovog odjeljka relevantne za objekte
za koje unitarnost nije nuzna poput cetverovektora polozaja ili impulsa te,
vazno, klasi¢nih i kvantnih polja.

Pogledajmo prvo komutacijske relacije Lorentzove Lieve algebre so(1,3).
Eksplicitnim mnozenjem vidimo da vrijedi

[Ji, Jj] = i€k Jk (8.41)
(K, K| = —i€iji g » (8.42)
[JZ', KJ] == iﬁz‘ijk . (843)

Prva relacija je dobro poznata algebra so(3)=su(2) grupe prostornih rotacija
koja je dakle podgrupa Lorentzove grupe. Druga relacija govori da podskup
Lorentzovih potisaka nije zatvoren i ne ¢ini grupu, kako smo najavili u
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proslom odjeljku. Treéa relacija govori da tri generatora potisaka K; cine
kartezijev vektor obzirom na rotacije, vidi (6.72). Ove tri komutacijske
relacije su vrlo sli¢ne onima iz odjeljka 6.7 gdje smo rastavili grupu SO(4)
na direktan produkt SU(2)®SU(2) identificirajué¢i kombinacije generatora
koji zatvaraju dvije neovisne podgrupe. Sliéno ¢emo postupiti i ovdje te
definirati

J®H = %(J +iK), (8.44)

odnosno J = JH) + JO K = —i(J®) — J)). Primijetite dodatni “;”
obzirom na situaciju u odjeljku 6.7 koji je potreban zbog minus predznaka u
(8.42). Uz ovakve definicije vidimo da su (8.41)—(8.43) ekvivalentne dvjema
odvojenim su(2) algebrama

I, I = e (8.45)
T, T = degd 7 (8.46)
0 =0. (8.47)

Ovo ipak ne znac¢i da O(1,3) ima istu algebru kao i SU(2)®SU(2), jer gore
u (8.44) nismo radili realne linearne kombinacije generatora, a podsje¢amo
da su sve Liejeve algebre u ovoj knjizi nad R. Svejedno ispostavlja se* da
za klasifikaciju ireducibilnih reprezentacija Lorentzove grupe mozemo kao i
u odjeljku 6.7 koristiti parove

G, 5N ) 50 = 0,2,1,... : (8.48)

Tako imamo trivijalnu 1D (0,0) reprezentaciju i objekte koji se transfor-
miraju prema njoj zovemo Lorentzovi skalari. Slijedeée dvije su 2D tzv.
Weylove reprezentacije (%, 0) i (0, %) prema kojima bi se transformirala
bezmasena fermionska polja, kad bi takva postojala, Sto u ovom trenutku
nije poznato. Obicni cetverovektori poput x* pripadaju ireducibilnoj 4D
reprezentaciji (%, %) Uocite da ukoliko napravimo restrikciju Lorentzove
simetrije SOT(1,3) na samo rotacijsku SO(3), ireducibilna reprezentacija
(%, %) postaje reducibilna, pa kako je J = J*) + J() standardni Clebsch-
Gordanov razvoj (,zbrajanje” momenata impulsa) nam kaze da je

(i) = 37 =35)soras = (1=1soe ® (U =0so@), (849)

gdje naravno trodimenzionalni j = 1 potprostor odgovara prostornim vek-
torima, a jednodimenzionalni 7 = 0 potprostor vremenskoj komponenti koja
je invarijantna na rotacije.

Za Diracovu jednadzbu koja opisuje masivna fermionska polja poput elek-
tronskog, poznato je da udruzuje lijeve i desne komponente pa je SO™ (1, 3)

*nakon vrlo netrivijalnog postupka kompleksifikacije Lieve algebre
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pravu ortokronu Lorentzovu grupu potrebno prosiriti operacijom pariteta P
i onda identificirati ireducibilne reprezentacije obzirom na ovu veéu grupu.
Operator pariteta (8.30) matri¢no izgleda kao

1 0 0 0
_ 0 -1 0 0

P=p1l= o o0 -1 ol (8.50)
00 0 -1

i eksplicitnim djelovanjem na (8.39) i (8.40) je vidljivo da se pri prostornoj
inverziji generatori rotacije transformiraju kao aksijalni vektori (vidi doda-
tak B),

PlgP =17, (8.51)
a generatori Lorentzovih potisaka kao pravi polarni vektori,
P'KP=-K. (8.52)
Slijedi da je
P lgHp = g&® (8.53)

Posljedi¢no, progirivanjem SO™ (1, 3) grupe paritetom, reprezentacije (0, 1)
i (3,0) vise nisu ireducibilne svaka zasebno, ve¢ ireducibilna postaje 4D
reprezentacija (%, 0) @ (0, %), poznata kao Diracova reprezentacija.

Sli¢no, tenzor elektromagnetskog polja F'*¥ pripada 6-dimenzionalnoj redu-
cibilnoj reprezentaciji (1,0)®(0,1).

Kao sto smo u 6. poglavlju i od samih operatora trazili dobro definirana
tenzorska svojstva obzirom na rotacije (npr. tri generatora J; ¢ine vektor
obzirom na rotacije), tako je i u kontekstu Lorentzove simetrije moguce ge-
neratore i same elemente grupe definirati na nacin koji manifestno pokazuje
kovarijantnost obzirom na Lorentzove transformacije. Dakle, Zelimo rela-
cije poput (8.38) i (8.41)—(8.43) zapisati u 4-komponentnoj notaciji, putem
Lorentzovih tenzora. To postizemo definiranjem antisimetri¢nih generatora
grupe SO'(1,3) J* kao

Jmn = emni gt (8.54)
JO = K", (8.55)

(Podsjetimo se da gréki indeksi idu «, 5 = 0,1, 2, 3, a latinski ¢,m = 1,2, 3.)
Sada je element grupe SO™(1,3) dan kao

A =exp (—;wngp”> , (8.56)

a komutacijske relacije (8.41)—(8.43) se ujedinjuju u
[T, P = ghP TV — gUPJHT 4 oI — g P (8.5T)
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Takoder, matri¢ni elementi generatora Lorentzove grupe u 4D definicionoj
(%, %) reprezentaciji dani su kao
(JH) g = i(g“o‘él’ﬁ — 5"591’"‘) . (8.58)

S druge strane matri¢ni elementi generatora Lorentzove grupe u 4D Diraco-
voj reprezentaciji (3,0) & (0, %) dani su kao
i

Ny
J 4

7T, (8.59)

gdje su v* tzv. Diracove gama matrice definirane antikomutacijskim relaci-

jama
YA+t = {7 = 29" (8.60)

Jedan mogudéi izbor za ove matrice je

o (1 0 i 0 o

gdje su o Paulijeve matrice (5.36).

8.3 Poincaréova grupa

Poincaréova (poznata i kao nehomogena Lorentzova) grupa je proSirenje
Lorentzove grupe translacijama u prostoru i vremenu. Element (A,a) te
grupe djeluje na vektore u prostorvremenu Minkowskog kao

at — A2 + ot (8.62)

gdje je A", matrica Lorentzove transformacije, dok su a* € RY? etiri pa-
rametra translacija u prostor-vremenu. Kompozicija elemenata Poincaréove
grupe, za koju se iz (8.62) lako vidi da je oblika

(Aya)o(A,a) = (AN, Aa+a), (8.63)

ne zadovoljava definiciju 1.3.7 direktnog produkta grupa. To je posljedica
¢injenice da za razliku od grupe translacija, Lorentzova grupa nije normalna
podgrupa Poincaréove grupe. U takvom slucaju govorimo o semi-direktnom
produktu grupa i pisemo da je Poincaréova grupa R'3 x O(1, 3), te je ozna-
¢avamo i kao 1O(1,3) (,I” dolazi od engl. inhomogenous).

Rijec je ocito o deset-parametarskoj grupi gdje povrh generatora Lorentzove
grupe (J* i K') imamo i impuls P’ kao generator translacija u prostoru i
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Hamiltonijan H kao generator translacija u vremenu. Algebra ove grupe je
algebra Lorentzove grupe SO(1,3) (8.57) i dodatno

[H, H] = [H,P'| = [P, PI] = 0 (8.64)
[H,J;] =0 (8.65)
[K',H] = iP" (8.66)
[J¢, PI] = i€k pk (8.67)
(K, PI] =iH&Y (8.68)
sto je moguce ujedinjeno napisati u 4-dim notaciji kao
i[PH, JP?] = gl PP — gMP Pe . (8.69)

Npr.
[H, KZ] — [PO’JiO] _ _,L(gOOPZ _ gOiPO) _ —’L_Pl .

Relacije (8.64) i (8.65) govore da su impuls i moment impulsa o¢uvani pri
translacijama u vremenu. Zanimljivo je da relacija (8.66) govori kako gene-
ratori Lorentzovih potisaka K* ne komutiraju s Hamiltonijanom $to sugerira
da ne odgovaraju o¢uvanim veli¢inama. To moze biti zbunjujuce jer Noethe-
rin teorem nam govori kako bi simetrija obzirom na 10-parametarsku Poin-
caréovu grupu trebala rezultirati s deset ocuvanih veli¢ina, a ovako ih imamo
samo 7 — energiju, tri komponente impulsa i tri komponente momenta im-
pulsa. RazrjeSenje je u tome da Noetherini ocuvani naboji (pokusajte ih
eksplicitno odrediti) koji odgovaraju Lorentzovim potiscima jesu formalno
ocuvani (vremenska derivacija iS¢ezava), ali eksplicitno ovise o vremenskoj
koordinati* pa nisu od prakti¢ne Kkoristi.

U sljedeéem odjeljku ¢emo se baviti konstrukcijom unitarnih ireducibilnih
reprezentacija Poincaréove grupe koje djeluju na kvantnomehanicka stanja.
U tom kontekstu ée biti relevantno svojstvo Poincaréove grupe da dopusta
i projektivne reprezentacije, vidi odjeljak 6.3, jer njena komponenta po-
vezanosti jedinice nije jednostavno povezana. To znaci da je kompozicija
transformacija definirana do na fazu. To je iskljuc¢ivo posljedica ¢injenice
da je njena podgrupa Lorentzova grupa SO™(1,3), dvostruko povezana. Si-
tuacija je potpuno analogna situaciji iz odjeljka 6.3, gdje je grupa rotacija
SO(3) dopustala projektivne reprezentacije!. Tamo smo identificirali jednos-
tavno povezanu grupu pokrivanja SU(2) koja ima istu algebru kao i SO(3),
no Cije su sve reprezentacije obi¢ne, ne-projektivne. Za Lorentzovu grupu
takoder postoji grupa pokrivanja. Rije¢ je o grupi SL(2,C) svih regular-
nih kompleksnih 2 x 2 matrica, koja dva puta pokriva Lorentzovu grupu,

*Sliéno kao sto J, = x Py — yP. eksplicitno ovisi o prostornim z i y koordinatama.
tDvostruku povezanost Lorentzova grupe direktno nasljeduje od njene podgrupe —
grupe rotacija.
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sto za posljedicu ima da je i ovdje kompozicija transformacija na kvant-
nim stanjima ,dvo-vrijedna” i moze ukljucivati dodatni minus. U skladu s
komentarima na kraju odjeljka 6.3 mogli bismo re¢i da je ,istinska” Poin-
caréova grupa R'3 x SL(2,C). No mi ¢emo se svejedno drzati standardne
Poincaréove grupe, s komponentnom povezanosti jedinice R x SO™ (1, 3)
jer nam je djelovanje elemenata te grupe na prostoru Minkowskog dobro
poznato. S druge strane, pojednostavit ¢emo analizu razmatrajué¢i samo
prave reprezentacije grupe, znaju¢i da postoji moguénost i projektivnih, sto
¢e se na kraju svesti samo na to spinovi mogu biti i polucjelobrojni, Sto nije
nikakva novost.

8.4 Unitarne reprezentacije Poincaréove grupe

Zelja nam je klasificirati i opisati unitarne ireducibilne reprezentacije U (A, a)
Poincaréove grupe na Hilbertovom prostoru jednocesticnih stanja H. Vek-
tori koji razapinju potprostore od H koji pripadaju tim reprezentacijama
su labelirani svojstvenim vrijednostima maksimalnog skupa medusobno ko-
mutirajuéih generatora grupe (kako je za grupu rotacija bio samo J3). Po-
incaréova grupa nije ni kompaktna ni polujednostavna i na nju se ne moze
primijeniti metoda sli¢na onoj koju smo koristili za grupu rotacija gdje smo
identificirali stanje s maksimalnom vrijednoséu Js i onda razapeli cijeli pros-
tor djelvanjem Jy. Za Poincaréovu grupu je E. Wigner 1939. godine razvio
posebnu metodu — tzv. metodu induciranih reprezentacija koju ¢éemo sada
izloziti.

Promatrajuéi komutacijske relacije Poincaréove grupe (8.41)(8.43) i (8.64)—
(8.68) prirodno je za oznacavanje stanja koristiti cetveroimpuls p#, obzirom
da pripadajucéa cetiri operatora P* medusobno komutiraju. Komponenta p°
je redundantna pa ¢emo stanja oznacavati samo s p

P!|p,o) = p"|p,0), (8.70)

gdje o oznacava sve ostale labele potrebne za potpunu specifikaciju sta-
nja unutar dane ireducibilne reprezentacije, a koje tek treba odrediti*. Sva
stanja |p,o) s istim p#, a razlicitim o razapinju potprostor H, C H ko-
jeg nazivamo mali Hilbertov prostor. Zahvaljujuéi (8.70) djelovanje ¢istih
translacija je jednostavno, podsjetimo se odjeljka 4.3

U(l,a)|p,0) = P9 p,o) . (8.71)

Pozabavimo se sada djelovanjem Lorentzovih transformacija U(A) = U (A, 0).

*Dakle, o obrojcava ostale dimenzije vektorskog prostora, ortogonalne na kontinuum
dimenzija koje obrojéava p*.
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Skup vektora {A*,p”|A € SOT(1,3)} koje dobijemo djelovanjem svih Loren-
tzovih transformacija na neki vektor p, nazivamo orbita tog vektora. Oblik
orbite ovisi o karakteristikama vektora i moguénosti su prikazane na slici
8.1 i bit ée diskutirane kasnije. Izaberimo neki konkretni element orbite
p* kojeg ¢emo zvati reprezentant orbite i oznaciti zvjezdicom (nema veze
s kompleksnom konjugacijom). Konstruirajmo sada skup transformacija
{L(p) | p € orbita(p*)} € SOT(1,3) koje na jedinstven nacin transformi-
raju p** u svaki vektor njegove orbite

p* = L(p)*,p™. (8.72)

Oznacavat ¢emo skraceno L, = L(p). Elementi U(L) iz unitarne reprezen-
tacije Poincaredve grupe preslikavaju vektore iz Hp« u H, i kako je inverz
ULy, t=U (L, 1) definiran jer su U elementi reprezentacije grupe, presli-
kavanje je injekcija i svi mali Hilbertovi prostori H, na orbiti su izomorfni.
Tako izbor reprezentanta p* ne smanjuje opéenitost i mozemo izabrati bilo
koji pogodni reprezentant orbite za daljnju analizu. Nadalje, kad jednom
definiramo bazu H,+ (obrojcenu vrijednostima labele o), baze ostalih H,
definiramo preslikavanjem

|p,o) = U(Ly)|p*,0) Vo. (8.73)

Treba uociti da ¢e konkretne baze ovisiti o skupu {L,}, a sastav tog skupa
ovisi ne samo o izboru reprezentanta p* nego i o izboru elemenata L, koji
na jedinstven nacin transformiraju p* u p. Orbitu sadinjavaju vektori raz-
licitih iznosa i smjerova troimpulsa p, pa ¢e L, tipicno biti kombinacija
potiska i rotacije, ali postoji sloboda hocemo li prvo zarotirati p* u smjer
P pa napraviti odgovarajuéi potisak ili obrnuto ili pak neka kompliciranija
kombinacija.

Za opéenitu Lorentzovu transformaciju A € SO™(1,3), izmedu dva pro-
izvoljna vektora p i Ap na orbiti o¢ekujemo da odgovarajuéi operator U(A)
mijesa vektore baze odgovaraju¢ih malih Hilbertovih prostora H, i Ha, tj.
da je
dim(Hap)
U(A)|pv U> = Z CJU"Ap7 OJ> : (874)
o'=1
Objekti Cpyr (matrice ako je dim(H,) = dim(?Hap) konacan) nakon tran-
sformacije u blok-dijagonalnu formu (ako je potrebno) definiraju trazene
unitarne ireducibilne reprezentacije Lorentzove grupe. Ti objekti na kom-
pleksan nacin ovise o A i p eksplicitno te o L, i p* implicitno, no sad ¢emo
vidjeti da su ipak razmjerno jednostavni.

Ograni¢imo se privremeno na m > 0 masivnu situaciju i promotrimo kao
reprezentanta p** = (m,0,0,0). Pripadaju¢i mali Hilbertov prostor #H,- je
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razapet vektorima |p*, o). Djelovanje U(A) na proizvoljno stanje na orbiti
je

U(A)lp, o) = U(MU(Ly)|p*, 0) (8.75)
= U(ALy)p",0) (8.76)
:U<LAP>U<LAP) U(ALy)[p*, o) (8.77)
= U(Lap) U(LyyALy)[p*, 0). (8.78)

gdje smo u prvom redu iskoristili (8.73) i gdje smo obilato koristili svojstvo
da je U(A) reprezentacija®. Sada treba uociti da je Lorentzova transforma-
cija koja u (8.78) djeluje na |p*, o) redom

1. transformacija iz sustava mirovanja (p*) u sustav impulsa p,

2. transformacija u sustav impulsa Ap, te

3. inverzna transformacija koja nas vraca u sustav mirovanja.

Dakle ukupna Lorentzova transformacija je obi¢na rotacija! Tu rotaciju
Ry = Ly ALy, (8.79)

nazivamo Wignerova rotacija i nije ju opcenito lako eksplicitno odrediti, no
nama je ovdje bitno samo to da je to obi¢na prostorna rotacija jer djelo-
vanje rotacija na kvantna stanja dobro znamo. Ono je dano Wignerovim
D-matricama, vidi (6.30), pa je odgovarajuca transformacija u Hy-

U(Rw)Ip*,0) Z DY) (Rw)lp*, ") , (8.80)

i vidimo da o nije nista drugo nego projekcija spina, ¢esto oznacavana s m.
Uvrstavanjem u (8.78) dobivamo reprezentaciju Lorentzove grupe

te na kraju i reprezentaciju Poincaréove grupe

J
UM, a)lp,0) =7 S~ DY) (Ry)|Ap, ') . (8.82)

/I —

o'=—j

*I gdje smo po potrebi radili u ,istinskoj” Lorentzovoj grupi SL(2,C) umjesto u
SO™(1,3) da izbjegnemo faze projektivnih reprezentacija, vidi diskusiju na kraju pros-
log odjeljka.
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Centralni je rezultat ovog razmatranja da je, pored mase m, standardni spin
j jedino drugo svojstvo sustava potrebno za specifikaciju njegovog ponasanja
pri Poincaréovim transformacijama. Masa je svojstvena vrijednost Casimi-
rovog operatora P2, a spin je svojstvena vrijednost Casimirovog operatora
J?, koji se moze pogodno generalizirati na kovarijantni operator W? gdje je
WH operator Paulija i Ljubanskog

1
Wi = = €upo PP (8.83)

gdje je J¥? definiran u (8.54)—(8.55). Citatelj ¢e se lako uvijeriti da u sustavu
mirovanja vrijedi

W2 =-m?J? = -—m%(+1). (8.84)

Par (m,j) potpuno specificira ponasanje sustava pri kompletnom skupu
prostornovremenskih simetrija danih Poincaréovom grupom, i ¢esto se go-
vori da je definicija ,,Cestice” to da je to sustav koji predstavlja ireducibilnu
reprezentaciju Poincaréove grupe ili, alternativno, da je to sustav definirane
mase i spina. Treba re¢i da se ovdje ne ogranicavamo samo na tzv. elemen-
tarne Cestice. I ne-elementarni sustavi, ako ih promatramo u situacijama
koje ne razluc¢uju njihovu unutarnju gradu (npr. proton na energijama na
kojima se ne pobuduju kvarkovi ili vodikov atom u osnovnom stanju na
energijama manjim od 1 eV), predstavljaju jednocesticna stanja i ireduci-
bilne reprezentacije Poincaréove grupe.

Spomenimo jos da se gore diskutirana sloboda u izboru baza malih Hil-
bertovih prostora na orbiti u praksi koristi tako da se, umjesto standardne
spinske baze gdje je o svojstveno stanje J,, koristi helicitetna baza gdje je o
svojstveno stanje operatora heliciteta J - p, tj. operatora momenta impulsa
projeciranog na smjer impulsa c¢estice. To ima nekoliko prednosti

o Helicitet J - p komutira s impulsom P (vidi zadatak 8.5.) pa je onda
stanje |p, o) specificirano pomoc¢u svojstvenih vrijednosti komutiraju-
¢ih operatora koje su istovremeno mjerljive.

e U ultrarelativistickom limesu elektromagnetske i jake nuklearne sile
¢uvaju vrijednost heliciteta.

e U cesto koristenom sustavu dvije cestice u kojem njihov ukupni tro-
impuls iS¢ezava, njihov orbitalni moment impulsa je okomit na smjer
njihovog relativnog gibanja. Tada je ukupni spin duz tog smjera (sto
je vazna oc¢uvana veli¢ina) dan jednostavnim zbrajanjem heliciteta bez
potrebe dodavanja doprinosa orbitalnog momenta impulsa kojeg cesto
ne znamo.

Ovo smo razmatranje proveli specijalizirano za sustav s m > 0. Pogledajmo
sada opcenitu situaciju. U gornjem izvodu klju¢no je bilo identificirati grupu
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simetrija koja ostavlja invarijantnim reprezentirajuci vektor p*. Ta se grupa
naziva mala grupa ili stabilizator i u gornjem slucaju to je bila grupa rotacija
SO(3). Pokazali smo da se puna reprezentacija U(A, a) inducira iz te male
grupe pa je to bio primjer metode induciranih reprezentacija. Metoda op-
¢enito ukljucuje identificiranje klasa elemenata vektorskog prostora (ovdje
p € RY3) koji su kao skupovi invarijantni na djelovanje pune grupe (ovdje
orbite Poincaréove grupe), identificiranje pogodnih reprezentanata tih klasa
*

p* i odredivanje njihovih malih grupa. Sve kategorije orbita prikazane su
na slici 8.1 a pogodni reprezentanti i pripadaju¢e male grupe su

Slika 8.1: Kategorije mogué¢ih orbita vektora u prostoru Minkowskog.

orbita reprezentant p* mala grupa
T, p>=m?2>0,p">0 (m,0,0,0) SO(3)
T pP=m?>0,p°<0 (-m,0,0,0) SO(3)
Ly p?=0,p° >0 (w,0,0,w) 1S0(2)
L_ p*=0,p" <0 (—w,0,0,w) 1S0(2)
p?=-xk2<0 (0,0,0, k) SO(1,2)
p'=0 (0,0,0,0) Poincaré

Za ovu kategorizaciju je prvenstveno iskoriStena ¢injenica da je kvadrat ce-
tverovektora p? invarijanta, §to opéenito dijeli ¢etverovektore na one vre-
menskog tipa (T), p? > 0, svjetlosnog tipa (L), p> = 0 i prostornog tipa (S),
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p? < 0. Nadalje, za p?> > 0 i predznak od p° je invarijantan (uvjerite se u
to), Sto cijepa kategorije T i L na dvije podkategorije. Stanja iz kategorija
T_, L_ i S nisu dosad identificirana u prirodi pa ih ne¢emo razmatrati*.
Kategorija 0 predstavlja vakuum koji je invarijantan na cijelu Poincaréovu
grupu pa je odgovarajuca reprezentacija trivijalna i ne trebamo je dalje raz-
matrati. Kategoriju T smo upravo razmotrili gore. Tako nam preostaje
razmotriti kategoriju L bezmasenih stanja pozitivne energije kojoj pripa-
daju npr. fotoni.

Fotoni nemaju sustav mirovanja pa je najjednostavniji reprezentant oblika
E** = (w,0,0,w). Ocito je da ovaj put mala grupa nije grupa rotacija.
Jedino rotacije oko z-osi {R(#) | 6 € [0,27)} ostavljaju k** invarijantan.
Malu grupu kompletiraju dvoparametarske translacije u ¢t —z ,,ravnini” dane
matricom
T+u?/2 up uy —u?/2
Ui 1 0 —Uul
T(u) = o 0 1 oy , (8.85)
w/2  up uy 1—u?/2

parametriziranom vektorom w = (u1,us) € R%. Citatelj ¢ée se lako eksplicit-
nim mnozenjem uvjeriti da vrijedi

T(uw)! k™ = k™| (8.86)

a takoder i
T(uw)T(v) =T(u+v), (8.87)
R(OT(w)R(O)™ = T(R(O)u), (8.88)

uz R(0)u = (uq cos O + ug sin @, —u; sin 6 4 us cos #), sto potvrduje interpre-
taciju T kao translacije i pokazuje da je mala grupa od k* troparametarska
grupa translacija i rotacija 2D prostora poznata kao euklidska grupa ISO(2),
kako je i naznaceno u gornjoj tablici. Baza odgovarajué¢eg malog Hilbertovog
prostora Hp« bit ée razapeta vektorima

|k* o) = |k*, t1,t2,\) (8.89)

gdje je A svojstvena vrijednost od J, koju ¢emo po analogiji s masivnim
slu¢ajem zvati helicitet, a t1 o € R, su svojstvene vrijednosti infinitezimalnih
generatora translacija T (odredite ih, vidi zadatak 8.6.). Jedino izolirano
jednocesticno bezmaseno stanje koje smo dosad opazili u prirodi je foton
koji u eksperimentima ne pokazuje nikakve znacajke koje bi ukazivale na
posjedovanje dodatnog kontinuiranog kvantnog broja ¢; pa smo prisiljeni
zakljuciti da je za foton ¢; = t5 = 0, te da priroda nije iskoristila moguénost

*Neka razmatranja tih kategorija mogu se naéi u [Baskal, Kim i Noz, 2024.]
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t; # 0. Stavimo onda t; = to = 0 i promotrimo mali Hilbertov prostor
razapet s |[k*,\) = |k*,0,0,\). Kako mala grupa ne sadrzi operatore di-
zanja i spustanja Ji, njenim djelovanjem A se ne mijenja* i posljedicno je
mali Hilbertov prostor jednodimenzionalan i ponasanje bezmasenih stanja
pri transformacijama iz Poincaréove grupe (A, a) € R x SO™(1,3) je jed-
nostavno

U(A,a)|k,\) = eFae AR AR N | (8.90)

gdje je kut 6(A, k) potrebno odrediti netrivijalnim postupkom sli¢no kao i
Wignerovu rotaciju u masivnom sluc¢aju. Uocite da stanja sa suprotnim he-
licitetima A\ i —\ pripadaju razli¢itim reprezentacijama i s tog stanovista su
lijevi i desni foton dvije razlic¢ite ¢estice. No ako prosirimo grupu i s opera-
torom prostorne inverzije P € O(1, 3), sli¢no kao za Diracovu reprezentaciju
u odjeljku 8.2, ustanovili bi da on mijenja predznak od A pa je u kontekstu
teorija koje imaju simetriju na prostornu inverziju, a takav je elektromag-
netizam, ipak prirodno desni (A = 1) i lijevi (A = —1) foton smatrati dvama
stanjima iste cestice.

Zadnja finesa je da nista dosad receno ne ogranicava helicitet A da ne bude
bilo koji realni broj. Sjetimo se naime da je kvantizacija spina u 6. poglavlju
bila posljedica so(3) algebre koju ovdje nemamo. Medutim, ovisnost o A u
(8.90) je samo kroz fazu, a kako je Poincaréova grupa dvostruko povezana
(nasljedeno od njene SO(3) podgrupe rotacija), rotacije za § = 27 smiju
rezultirati samo fazom =+1 i slijedi da je ipak A € {0, %, 1,...}. Razlog da
je spin bezmasenih Cestica polucjelobrojan nije posljedica algebre (okoline
jedini¢nog elementa) nego topologije (globalne strukture) grupe simetrija.

Zadaci

8.1. Uvjerite se eksplicitno da (8.57) sadrzi npr. (8.43).
8.2. Uvjerite se eksplicitno da (8.58) daje npr. (8.40).

8.3. Uvjerite se da generatori J*” definirani putem (8.59) i (8.60) za-
dovoljavaju komutacijske relacije Lorentzove grupe (8.57).

8.4. Uocite da je u trodimenzionalnom euklidskom prostoru pod dje-
lovanjem grupe rotacija SO(3) orbita vektora 2 = (0,0, 1) sfera
5% a da je odgovarajuéa mala grupa SO(2). Zatim konstruirajte
bijekciju izmedu te sfere i kvocijentnog skupa SO(3)/SO(2). Opce-
nito postojanje takve bijekcije tj. ¢injenica da je kvocijentni skup

*Operatori translacije isto ne mijenjaju A za stanja s t1 = t2 = 0 u Sto se lako mozete
uvjeriti nakon sto ste odredili komutacijske relacije u zadatku 8.6.. Ispostavlja se da je ta
translacijska simetrija povezana s tzv. bazdarnom simetrijom kvantne elektrodinamike,
vidi [Weinberg, 2005.].
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8.5.

8.6.

po maloj grupi (stabilizatoru) jednak orbiti poznato je kao teorem
orbite i stabilizatora.

Pokazite da operator heliciteta J - p komutira s operatorom im-
pulsa P.

Odredite inifinitezimalne generatore dvodimenzionalne euklidske
grupe 1SO(2) i njihove komutacijske relacije.
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Dodatak A

Kristalografske oznake i
grupe

Ireducibilne reprezentacije I'(®) se obi¢no ozna¢avaju velikim slovima i
to tako da se 1D reprezentacije oznacavaju slovima A i B, 2D reprezentacije
slovom FE, 3D reprezentacije slovom T itd. Par kompleksno konjugiranih 1D
reprezentacija se smatra jednom 2D reprezentacijom (jer ih povezuje vre-
menska inverzija) tako da se one udruzuju viticastom zagradom i oznacavaju
s E.

Klase konjugacije se obi¢no oznacavaju simbolom mC, gdje je m broj
elemenata klase, a C,, tipi¢ni predstavnik klase oznacen Schonfliesovim sim-
bolom:

E = identiteta
C, = rotacija za 27/n
o = refleksija preko ravnine
on = refleksija preko “horizontalne” ravnine tj. ravnine okomite
na os najvece rotacijske simetrije
oy = refleksija preko “vertikalne” ravnine tj. ravnine koja sadrzi
os najvece rotacijske simetrije
o4 = refleksija preko “dijagonalne” ravnine tj. ravnine koja sadrzi
os najvece rotacijske simetrije i raspolavlja kut izmedu dvije
(5 osi okomite na tu os. (Specijalni slucaj o,.)
S, = rotacija za 2m/n kombinirana s refleksijom preko ravnine
okomite na os te rotacije (Ove dvije operacije komutiraju.)
i = Sy = Iinverzijar — —7r

Ako ima viSe istovrsnih klasa, oznac¢avamo ih po redu npr. Cs, C4, CY | itd.
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Tockaste grupe kristala se oznacavaju slijede¢im Schonfliesovim ozna-
kama:

C, = grupe s jednom C, osi simetrije
Cny = grupe s jednom C), osiin o, refleksijskih ravnina
Chn = C, os, oy refleksija + dodaci
S, = S, 08
D, = (), osin Cy osi okomitih na nju
D,q = elementi od D, i o4 ravnine refleksije
D,; = elementi od D, i o, ravnina refleksije
T = tetrahedralna grupa
O = oktahedralna grupa

Tablice karaktera nekih grupa koje se pojavljuju u ovoj knjizi

Ciklicka grupa Cs:

E C3 C3
All 1 1
1 w  w?
B 1 w? w

gdje je w = €2™/3 kubni korijen jedinice i gdje su zadnje dvije ireducibilne
reprezentacija medusobno kompleksno konjugirane pa se ¢esto smatraju jed-
nom dvodimenzionalnom reprezentacijom FE.

Ciklicka grupa Cgy:

‘ E Cy Oy C’ff
All 1 1 1
B|l1 -1 1 -1

1 ) -1 —
B 1 — -1 )

Kleinova cetvorna grupa Do

| E Ca(2) Coy) Ch(x)
A1 1 1 1
Bi|1 1 -1 -1
By |1 -1 1 -1
By |1 -1 -1 1

Dihedralna grupa D3
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2C3 30,

N
o
[N N
—
—

Dihedralna grupa Dy

E 20, Cy, 2C, 2CY
A1 1 1 1 1
A1 1 1 1 -1
Byl1 1 1 1 -1
By|1 -1 1 -1 1
E|2 0 -2 0

Ova je grupa izomorfna grupi Cg,, samo Sto su u tom slucaju neke rotacije
za m zapravo refleksije: CY — o, 1 CY — oy,

Tetrahedralna grupa T:

| E 3C; 4C5 4C3
All 1 1 1
1 1 w w?
E 1 1 w? w
T 1|3 -1 0 0

gdje je w = €2™/3 kubni korijen jedinice.
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Dodatak B

Aksijalni vektori

Aksijalni ili pseudovektori su objekti koji se pri rotacijama transformiraju
isto kao i obi¢ni (tzv. polarni) vektori, ali pri refleksijama i inverzijama
imaju jos i dodatnu promjenu predznaka.

Inverzija obi¢nim vektorima u 3D euklidskom prostoru mijenja predznak
1:7r — —T

i moze se reprezentirati dijagonalnom matricom

No, vektorski produkt dvaju polarnih vektora, npr. vektora polozaja r i
impulsa p posljedi¢no ne mijenja predznak:

L=rxp 5 (—r)x(—p)=rxp=1L,

sto znaci da je L (moment impulsa) aksijalni vektor. (U fizici su veli¢ine
vezane uz vrtnju, poput momenta impulsa ili momenta sile, ¢esto reprezen-
tirane aksijalnim vektorima. Isto vrijedi za veli¢ine vezane uz magnetizam
koji je obi¢no rezultat kruzenja (mikro ili makro) struja.)

Da bi se naglasila njihova razli¢itost, ponegdje u literaturi se aksijalne vek-
tore ne crta kao usmjerene crte (strelice), ve¢ kao crte s “aksijalnim streli-
cama” (vidi [Bronstejn i dr., 2004.] p. 186)
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polarni vektor aksijalni vektor

Sli¢no definiramo pseudoskalarne veli¢ine kao one koje su skalari obzirom na
rotacije, ali mijenjaju predznak pri refleksijama i inverzijama. Npr. mijesani
produkt polarnih vektora je pseudoskalar:

P=(rixp) my 5 —(r1xp) my=—P

Magnetski moment, definiran kao M = % [r x JdV za gustocu struje J,
odnosno kao M = %qr x v za tockasti naboj ¢, je dakle aksijalni vektor.

Ovaj koncept se generalizira i na tenzore odnosno pseudotenzore viseg ranga.
Vazan je primjer Levi-Civita pseudotenzor treéeg ranga koji je invarijantan
pri rotacijama, ali mijenja predznak pri refleksijama, u Sto se mozemo uvje-
riti koriStenjem njegovog svojstva iz zadatka 4.7. i svojstva determinanti
elemenata O(3) grupe sa stranice 85.

Za jo$ o pseudovektorima i drugim pseudo-veli¢inama vidi npr. [Arfken i
Weber, 1995.].
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Dodatak C

Kvantna mehanika u
Diracovoj notaciji

Fizikalno stanje kvantnomehanickog sustava je reprezentirano vektorom
u Hilbertovom prostoru za koji se koristi Diracova oznaka |a) — tzv. ,ket”.
(Strogo uzevsi, kvantnom stanju odgovara ¢itava ,zraka” c|a),c € C.)

Simbol « ovdje stoji za sve kvantne brojeve koji su potrebni za potpuno
odredenje stanja. Npr, za vodikov atom |a) = |n,l,m). Svakom vektoru
odgovara dualni ,bra” vektor («/, tako da skalarni produkt zapisujemo kao
sbra-ket” A («|B). Kako je rije¢ o vektorskom prostoru nad kompleksnim

poljem, vrijedi (a|B)* = (B|a).

Opservabla (veli¢ina koja se eksperimentalno odreduje i ima analogon u
klasi¢noj fizici) je reprezentirana hermitskim operatorom na Hilbertovom
prostoru prostoru stanja: A = Af.

Ako su |a) svojstveni vektori od A sa svojstvenim vrijednostima a, tj.
Ala) = ala) ,

onda mjerenje klasi¢ne veli¢ine koja odgovara operatoru A, na sustavu opi-
sanom vektorom |a), s vierojatnoséu |(a|a)|? ima ishod a, nakon ¢ega sustav
wskace” u stanje |a).

Ocekivana vrijednost mjerenja veli¢ine koja odgovara operatoru A, na sus-
tavu opisanom vektorom stanja |a) je (a|A|a).

Svi svojstveni vektori nekog hermitskog operatora ¢ine jednu bazu Hilber-

tovog prostora:
> la)(al =1.
a
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Npr. svi vektori |r) ¢ine jednu tzv. koordinatnu bazu. Schrédingerova
valna funkcija 1, () su zapravo komponente vektora stanja |a) prikazane u
koordinatnoj bazi:

Ya(r) = (r|a)

Operatori transformacije fizikalnog sustava (tj. odgovarajuceg vektora
stanja) moraju biti unitarni i linearni (ili antiunitarni i antilinearni)

unitarnost : (Ua|UB) = (a|B)
linearnost : U(ci]a) + c2|8)) = e1U|) + c2U|B)

antiunitarnost : (Ua|UB) = (a|B)*
antilinearnost : U (c1]a) + ¢2|8)) = ¢iU|a) + c3U|B)

Ovo je sadrzaj tzv. Wignerovog teorema, a u osnovi je posljedica zahtjeva
za oCuvanjem vjerojatnosti i nacela superpozicije u kvantnoj mehanici.

Za korektan matematicki opis kvantne mehanike, stanja u Hilbertovom
prostoru nisu dovoljna. Na primjer, svojstvena stanja vaznih operatora
impulsa, e®, i polozaja, 0(z — x¢), nisu elementi Hilbertovog prostora.
Prvi jer mu je norma beskonacna, a drugi jer mu norma nije ni defini-
rana (norma je [day*(z)y(z), a kvadrat Diracove delta funkcije nije de-
finiran). Stoga se Hilbertov prostor stanja treba upotpuniti tzv. genera-
liziranim funkcijama poznatim i kao distribucije. Distribucije nisu nuzno
definirane svojom vrijednosti u pojedinim tockama nego samo kao funkci-
onali tj. preslikavanja s prostora funkcija na polje kompleksnih brojeva C.
Klasican primjer distribucije je Diracova delta funkcija d,, koja je defini-
rana kao preslikavanje koje nekoj pitomoj (tzv. testnoj) funkeiji f(z) pri-
druzuje broj dz,(f) = f(xo). Sve ,obi¢ne” funkcije g(x) su isto i distribucije
ako ih promatramo kao funkcional ¢ije je preslikavanje standardni integral
[ dzg*(z)f(x), pa se Cesto takvim integralom formalno zapisuje i djelova-
nje distribucije [dad(z — zo)f(x) = f(xo), ali to je samo formalni zapis
koji ne odgovara matematickoj integraciji u smislu Riemanna ili Lebesguea.
Prostor @ testnih funkcija na koje distribucije mogu smisleno djelovati je
manji od Hilbertovog (tipi¢no se uzima prostor tzv. Schwartzovih funkcija
koje su glatke i imaju svojstvo da one same i sve njihove derivacije padaju u
beskonacnosti brze od svake potencije), dok je prostor distribucija ®* kako
smo vidjeli veé¢i od Hilbertovog. Cijela ta trojka

PCHCPO, (C.1)

naziva se opremljeni (rigged) Hilbertov prostor ili Gel’fandov triplet [Ballen-
tine, 1998.]. Tako, sasvim strogo uzevsi, Diracovi ,ket” simboli predstavljaju
elemente ovog najveéeg prostora ®*. Sreéom, ove matematicke finese ¢esto
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nisu klju¢ne i manipulacije vektorima kao u kona¢nodimenzionalnim vektor-
skim prostorima i distribucijama kao obi¢nim funkcijama u velikom broju
slucajeva relevantnih za fiziku vode na ispravne rezultate.
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Dodatak D

Tenzori kao matematicki
strojevi

Tenzore mozemo promatrati kao neku vrstu matematickih strojeva [Misner,
Thorne i Wheeler, 2017.] ¢iji ,,input” su jedan ili viSe vektora, a ,output”
vektor ili skalar.

Prakticno, problemi kojima se bavimo se gotovo uvijek daju formulirati u
obliku ,,Znamo te i te vektore koji opisuju sustav. Koliki je s ili v tog
sustava?”, gdje su s i v neki zanimljivi skalari ili vektori (energija, impuls,
polozaj, ..).

Oznacimo tip tenzora T s uredenim parom (0, n) ukoliko T predstavlja stroj
¢iji input je n vektora, a output skalar, a s (1,n) ukoliko je output vektor.
Takav stroj mozemo skicirati kao

T —,...), (D.1)

nx

”

gdje su “_" mjesta gdje treba staviti konkretne vektore koje ée onda stroj
“preraditi” u rezultirajuéi skalar ili vektor

T(vi,v2,...)=s ili wv. (D.2)

Na primjer, vektor sile mozemo interpretirati kao (0,1) tenzor SILA(—) sa
svojstvom da kad mu u njegov slot stavimo vektor brzine dobijemo skalar
snage:

SILA(v) = P (D.3)

gdje je unutranji “mehanizam” stroja dan jednadzbom P = F - v.
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Primjer (0,2) tenzora je metricki tenzor G(—, —), ¢iji je mehanizam ta-
kav da kad u njegove slotove stavimo dva vektora dobijemo njihov skalarni
produkt:

G(a,b)=a-b. (D.4)

Omno sto se ¢esto naziva tenzorom drugog ranga (matrica brojeva) su samo
komponente tenzora u nekoj bazi, koje se dobiju kad se pravom apstraktnom
tenzoru u njegove input slotove stave jedini¢ni bazni vektori, npr,

G(ei, ej) = gij . (D5)
Tenzor gustoée vodljivosti iz proslog odjeljka je dakle tipa (1,1), odnosno
o(—), jer imamo o(FE) = j, dakle jedan vektor kao input i drugi kao output.

Totalno antisimetri¢ni tenzor (Levi-Civita) u tri dimenzije je tenzor oblika
(1,2), u svom obliku u kojem nam daje vektorski produkt dvaju vektora

LEVICIVITA(a,b) =a x b, (D.6)
ali on moze biti u obliku (0, 3) kad daje mjesani produkt triju vektora
LEVICIVITA'(a,b,c) = (a x b) - ¢, (D.7)
gdje ta dva oblika nisu identiéna.

U elektrodinamici (koja je teorija koja postuje specijalnu teoriju relativ-
nosti), javlja se (1,1) tenzor FARADAY, ali koji nije tenzor obzirom na
rotacije ve¢ obzirom na relativisticke transformacije u cetverodimenzional-
nom prostoru Minkowskog. Taj tenzor daje cetverovektor Lorentzove sile
kad mu se kao input stavi ¢etverovektor brzine FARADAY (v) = FlLorents,
odnosno u uobiéajenom zapisu po komponentama p, v = 0,1,2, 3, FﬁL orentz =
dp*/dr = eFlu”.

Apstraktna indeksna notacija

Indeksi na tenzorima najcesée oznacavaju kompenente tog tenzora u nekoj
bazi, vidi (D.5). Medutim, moguée ih je upotrebljavati i samo kao zamjenu
za ove slotove koji su nespretni za zapisivanje.

Tako npr. za (0,7n) tenzor imamo korespondenciju

T(—v —_——y e ) — Tabc.., 5 (D8)
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gdje se vektori onda zapisuju kao Vi npr. T,,V2V? je broj (skalar) dobiven
“kontrakcijom” tenzora drugog ranga sa dva vektora, uz konvenciju da se
kontrakcija uvijek radi s jednim gornjim i jednim donjim indeksom. Tenzor
(1,7n) tipa bi onda bio T, , a vektor V* je tenzor (1,0) tipa (input je nista
ili broj, a output je vektor).

Promotrimo sada objekt G(V,—), tj, metric¢ki tenzor s popunjenim jednim
slotom, tj. gV ®. Ocito je da taj objekt, ako ga kontrahiramo s jos jednim
vektorom W?, daje skalar. Dakle rije¢ je o tenzoru tipa (0,1), kojeg stoga
mozemo skrac¢eno zapisati kao V.

Dakle tek taj objekt V,, koji nije isto Sto i V%, se moze skalarno mnoziti
s vektorima da bi se dobio skalar. To sto u praksi u trodimenzionalnom
vektorskom prostoru mnozimo skalarno vektore medusobno je samo zato
sto je u tom prostoru metric¢ki tenzor jednak jedini¢nom

1 00
g =diag(1,1,1)=10 1 0
0 01

pa je po komponentama V® jednak V.

U ¢etverodimenzionalnom prostoru Minkowskog g = diag(1,—1,—1,—1) pa
ViV, vise nisu ista stvar, ali to ne moramo jako naglasavati; dovoljno je pri
0)2

v . ey . v __ —
skalarnom mnozenju paziti na predznake: g, a"a” = ayat = (a’)* —a - a.

No, u opéenitom zakrivljenom prostoru s opéenitim metrickim tenzorom mo-
ramo strogo razlikovati vektor V' i objekt V, (za kojeg postoji i specijalno
ime: I-forma). Npr. u Hilbertovom prostoru Diracov “ket” |a) je vek-
tor, a “bra” (a| je 1-forma. Vise o ovome vidi u knjigama iz diferencijalne
geometrije.
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Dodatak E

Homomorfizam grupa SU(2)
i SO(3)

Kompletan dokaz 2-na-1 homomorfnosti SU(2) i SO(3) provest ¢emo u Cetiri
koraka:

1) Konstruirat ¢emo preslikavanje iz SU(2) u grupu svih invertibilnih
realnih 3 x 3 matrica GL(3,R) i pokazati da je to preslikavanje
homomorfizam.

2) Pokazat ¢emo da je slika preslikavanja sadrzana u SO(3) € GL(3,R).
3) Pokazat ¢emo da je preslikavanje surjekcija.

4) Pokazat ¢emo da se matrice U i -U iz SU(2), obje i samo one,
preslikavaju u istu matricu iz SO(3).

Preliminarno, uoéimo da se svaka 2 x 2 matrica M moze zapisati kao linearna
kombinacija,
M = ool + o0, g, € C (El)

jedinic¢ne I i Paulijevih matrica

e ) NP B

jer je rije¢ o cetiri linearno nezavisne matrice, koliko ima i elemenata M.
Ukoliko je TrM = 0, onda je ag = 0, a ukoliko je M hermitska c; su realni
(uvjerite se u ovo!).

1. korak. Promotrimo matrice

S; =Uo;UT, (E.3)
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gdje je U data matrica iz SU(2), a o; su Paulijeve. Zahvaljujuéi cikli¢nosti
traga i unitarnosti UTU = 1 odmah vidimo da je TrS; = 0. Isto tako,
zahvaljujuéi hermiti¢nosti Paulijevih matrica imamo

dakle S; je i hermiti¢na pa se moze prikazati kao linearna kombinacija Pa-
ulijevih matrica s realnim koeficijentima, S; = R;;(U)oj, gdje smo naznacili
da koeficijenti ovise o U. Tako imamo

UoUT = Rji(U)ay, (E.5)

Sto smatramo implicitnom definicijom 3 x 3 realne matrice R i time smo
konstruirali preslikavanje sa SU(2) na GL(3,R). (Strogo uzevsi, trebalo bi
jos pokazati da je R regularna tj. det R # 0, a to ¢éemo malo nize u drugom
koraku dokaza.) MnoZenjem ove jednadzbe sa oy, s desne strane, uzimanjem
traga i koristenjem Tr ooy, = 20, (vidi zadatak 5.4.) dobivamo eksplicitnu
definiciju matrice R:

Ry(U) = %Tr (aanjUT) . (E.6)

Sada treba pokazati da je ovakvo preslikavanje homomorfizam. Za bilo koje
U,V € SU(2) vrijedi

Ry (UV) %Tr (m (UV)o; (UV) ) (E.7)
%Tr (o0 (voyvt) Ut) (E.8)

- Rk](V)% Tr (al-UakUT ) (E.9)

= Ry (V)R (U) (E.10)

= (RO)R(V)),; » (E.11)

gdje smo izmedu ostalog koristili linearnost traga. Time smo pokazali da je
preslikavanje homomorfno.

2. korak. Razmotrimo produkt U JiajUT. S jedne strane prvo mozemo
raspisati produkt Paulijevih matrica pa onda primijeniti (E.5)

Uoio;UT = U (851 +iegjnop) UT (E.12)
= 5@']1 + Z'EiijnkUn . (E.13)

S druge strane, mozemo prvo ubaciti UTU = 1 izmedu dvije Paulijeve ma-
trice i dvaput primijeniti (E.5) pa tek onda rastaviti produkt Paulijevih
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matrica

UoiojU' = UoUTUo,UT (E.14)
= Ryo1Rpjom (E.15)
= Rliij ((;lm]I + ielmnan) ( )
= (RTR)i;1 + iRy Rinj€tmnon - (E.17)
Usporedbom koeficijenata ispred jedini¢nih matrica vidimo da je (RTR)Z-j =
d;; ¢ime smo pokazali da je R ortogonalna. Treba jos pokazati da je njena
determinanta 1. Izjednacavanjem koeficijenata u (E.17) i (E.13) uz Paulijeve

matrice i mnozenjem s R, imamo
RliijRnselmn = €ijk RnkRns = €ijs <E18)

1)
—Oks

S druge strane, koriste¢i svojstva Levi-Civita tenzora (vidi zadatak 5.2.)
imamo

1

det R = QRliijRnselmnEijs (Elg)
1

= gﬁijsﬁijs =1. (E.20)

Ovo je dobra vjezba iz manipulacija Levi-Civita tenzorom, ali postoji i jed-
nostavniji nac¢in da se vidi da je det R = 1. Po svojstvu homomorfizma,
jedini¢ni element iz SU(2) se preslikava u jedini¢ni element iz SO(3), koji
ima determinantu 1. Nadalje, grupna mnogostrukost od SU(2) je takva da se
svaki element moze doseéi od jedini¢nog kontinuiranim gibanjem po grupnoj
mnogostrukosti (kazemo da je ona povezana, vidi kasnije definiciju 5.4.1).
No i preslikavanje (E.6) je kontinuirano i tim kontinuiranim gibanjem po
SU(2) se det R ne moze diskontinuirano promijeniti s +1 na -1, $to znaci da
je slika preslikavanja upravo SO(3).

3. korak. Pokazat ¢emo da se svaka rotacija moze prikazati kao (E.5)
tako da eksplicitno konstruiramo odgovarajuéu matricu U € SU(2). Kao
prvo, podsjetimo se ¢injenice da se proizvoljna rotacija moze prikazati kao
kompozicija rotacija oko z-osi, y-osi, pa opet z-osi za tri, tzv. Eulerova kuta
(vidi npr. [Sakurai i Napolitano, 2020.])

R = R3(v)R2(B)Rs(c) - (E.21)
Rotaciji R3(a) oko z-osi

cosa sina 0
R3(a) = | —sina cosa 0 (E.22)
0 0 1
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odgovara element

ia/2
a . a  fe 0
Us(a) = cos ) + i03 sin 5= < 0 e_io‘/2> e SU(2) . (E.23)

Provjeriti da je to tako mozemo eksplicitnim raspisivanjem definicione jed-
nadzbe (E.5)

T

U‘g,(O[)O’l'Uvg(Oé)Jr == R3(a)ji0j == (RS(Q))ijgj . (E24)
Po komponentama to je
Us(a)o1Us ()t = o1 cosar — oy sin o (E.25)
Us(a)oaUs ()t = oy sina + o cos o (E.26)
U3(Oé)0'3U3(Oé>T = 03. (E.27)

Prvu od tih jednadzbi provjerimo raspisivanjem lijeve strane

Us(a)o Us(a)t = (cos % + io3sin %)01 (cos % —i03sin %) (E.28)
= (01 COS% — 09 sin%))(cos% — 103 sin%) (E.29)

=0 ( cos® % — sin? %) — 209 sin? % cos? % (E.30)

(E.31)

= 01Cco08Q — 0o Sin.

Ostale dvije jednadzbe provjerimo na isti nacin, a istim postupkom mozemo
vidjeti da se

Us(B) = Cosg +ioy sing = (_C‘;Sf 6//22 zg;gﬁ) eSU?2), (E32)

preslikava u Ra(3) rotaciju oko y-osi. Tako za proizvoljnu rotaciju imamo

()2 0 cos /2  sinfB/2\ (e/? 0
U= ( 0 e_”/2> <— sin 3/2 cos,B/2> < 0 6—ia/2> € SU(2)

(E.33)
koji se u tu rotaciju preslikava, ¢ime smo dokazali surjekciju. Valja uoditi da
su kutovi u SU(2) polovice odgovarajuéih kutova rotacija iz SO(3), Sto znaci
da period od U nije 27 nego 47 sto se, kako je diskutirano u 6. poglavlju,
reflektira u ponasanju kvantnomehanickih sustava polucjelobrojnog spina
pri rotacijama.

4. korak. 1z definicije (E.6) je o¢ito da se i U i —U iz SU(2) preslikavaju u
isti R(U) € SO(3). Pokazimo da se samo te dvije matrice preslikavaju u R.
Neka se V' i U preslikavaju u isti R. Tada iz (E.5) slijedi

UoiUT = Vo, VT. (E.34)
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Pomnozimo li ovo s lijeva s V1 is desna s U dobijemo
ViUe; = o;VTU, (E.35)

tj. (V1U) komutira s Paulijevim matricama. No kako trivijalno komutira
i s jedinicnom matricom, znac¢i da komutira sa svim 2 X 2 matricama. Je-
dine matrice koje imaju to svojstvo su proporcionalne jedini¢noj matrici,
pa imamo ViU = al. Uzimanjem determinante ove jednadzbe dobijemo
1 = a?, §to znaci a = +£1 tj. U = £V, §to je i trebalo pokazati. O

Recimo jo$ da se sliéno kao pomoéu SU(2) rotacije mogu elegantno interpre-
tirati pomocu tzv. kvaterniona. Kvaternioni su poopcenje skupa kompleks-
nih brojeva, gdje umjesto jedne imaginarne jedinice 2, imamo tri objekta 2, 7
i k koji zadovoljavaju i = j2 = k% = ijk = —1. Ispostavlja se da jedini¢ni
kvaternioni ¢ine grupu koja je izomorfna grupi SU(2), uz identifikaciju

1 — —ioy, J — —ioy, k— —ios. (E.36)

Kvaternioni u kontekstu teorije grupa su detaljno diskutirani u [Stillwell,
2008.].
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Dodatak F

Eksponencijacija matrice

Obicna eksponencijalna funkcija na domeni obi¢nih brojeva moze se defini-
rati i putem reda potencija
2 .3

exp(x)zz%_1+x+x—+§+ (F.1)
k=

koji konvergira za svaki realni ili kompleksni x. Eksponencijacija matrice A
se definira putem istog takvog reda
A2 A3

e k
exp(A Zk—_1+A+—+§+ (F.2)
k=

Moze se pokazati (npr. [Stillwell, 2008.]) da i ovaj red takoder konvergira
za svaku matricu A. Pokazimo kako se prakti¢no izvodi sumacija ovog reda
na primjeru vazne matrice

0 -1 0
A=1[1 0 o], (F.3)
0 0 0

koja je generator rotacija oko z-osi A = X3 iz (5.16). U ra¢unu

>, gk AR
=" at (F.4)
k=0

gdje je 6 obi¢ni broj, potrebno je izrac¢unati sve potencije A*. Za k = 2 i
k = 3 imamo

0 -1 0\ /0 -1 0 -1 0 0
A2=(1 0 off1 o ol={0 -10 (F.5)
0 0 0/\0o 0 0 0 0 0



204 F Eksponencijacija matrice

0 -1 0 -1 0 0 0 -1 0
AA=11 0 o]0 -1 0]=-|1 0 0]=
0 0 O 0 0 0 0 0 O
iz ¢ega zakljucujemo da je
(1, za k=20
1 00
AF = (—1)’“/2 0 1 0], zaparnik>2
0 00
[ (—1)(+=D/24, za neparni k
odnosno
100
gk A*
9A _ —1)k/2
fh=1+(0 1 0] Y (-1 o
0 0 0/ k=24,.. )
0 -1 0
ok Ak
k=127 2
+{1 0o of Y (-1 o
0 0 0/ k=13,. '

(F.7)

(F.8)

Rastavom jedini¢ne matrice mozemo dopuniti prvu sumaciju s £ = 0 ¢lanom
i onda zamjenom k — 2k to prepoznajemo kao razvoj u red funkcije cos 6,
dok drugu sumaciju nakon zamjene k — 2k 4+ 1 prepoznajemo kao sin 6, te

na kraju dobijamo matricu konacnih rotacija oko z osi

cos —sinf 0
A

e’ = |sinf cosf O (F.9)
0 0 1

Za, eksponencijalnu funkciju proizvoljne matrice A vrijedi
(e =et", (F.10)
(eA T e , (F.11)
(eA)Jf =t , (F.12)
() =, (F.13)
5S4 = geAg! za nesingularnu S, (F.14)
dete? = T4 (F.15)
Na kraju, ako su A1, Mg, ..., Ap svojstvene vrijednosti od A4, onda su e, e?2,

.e™ svojstvene vrijednosti od e4.
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Dodatak G

Clebsch-Gordanovi
koeficijenti

Kako je opisano u odjeljku 6.5, vektorski prostor V; ® V5 na kojem djeluje di-
rektan produkt dviju reprezentacija grupe rotacija (preciznije, grupe SU(2))
spinova j1 i jo, ima dvije baze. Jednu razapetu svojstvenim vektorima ope-
ratora Ji, i Jo, i drugu razapetu svojstvenim vektorima ukupnog momenta
impulsa J? i njegove z-komponente J,. Koeficijenti koji povezuju te baze
zovu se Clebsch-Gordanovi koeficijenti, definirani su u (6.62) i u ovom do-
datku ¢emo pobrojati neka njihova vaznija svojstva te dati primjer njihovog

odredivanja.

Co jams = 0 ako nije [j1 — ja| < J < g1 + ja.

Dokaz: oéito iz rastava DU @ D(2),
CJM

Jimijems

Dokaz:

= 0 ako nije M = mq + mao.

J=J1+Jy = J,—Ji—Jo, =0
(41, m1; jo, mo|(J — Jiz — Joz)|J, M) =0
(M —my —ma)(j1, m1; jo, mo|J,M) =0

o CG-koeficijenti imaju neodredenu fazu. Standardni izbor je da se uzme

CJJ
Jagrg2(J—g1) ~ 7 . .
G-koeficijenti ispadaju realni.

Z CJM CJM _ 5m1m’15

Jimijama ™ jim] joms
JM

maml,

) realan i pozitivan. Kao (netrivijalna) posljedica toga, svi
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JM J/M/
Z CJ1m1J2mQCJ1m1J2m2 5JJ/5MM’
mi1,m2

|J, M) = Z Clm1J2m2|jlvm1§j2am2>

mi,ma2

(Isti koeﬁcijenti pretvaraju baze u oba smjera.). Za dokaz, pomnoziti
s> am C , 1 koristiti svojstva ortogonalnosti.
.71m Jamy

JM _ J—=ji=g2 JM
Cj1m1J2m2 - ( 1) Cj2m2]1m1

Izracunavanje Clebsch-Gordanovih koeficijenata

Primjer: D(1/2) @ D(1/2) = p(1) g pO),
Prva baza: |1/2,mq1;1/2,mg) = |my1,mg). mi2 = +1/2 = 4 stanja

Druga baza: |J,M). M =—-1,0,1zaJ=11iM =0zaJ=0. = 3+1=4
stanja.

L= 3 Ol )

mi,m2
(M:mlerQ:l = m1:m2:f)
L1

=1 —
3 2’2>

111
222

To $to su oba stanja normirana povlaci da je \C | = 1. Veé smo odabrali

=1.

N|=

1111
2222
da je C € R, a sada jos biramo i da je pozitivan: C1}

2

=
[SIE
N[

11
Lh=|= =
‘ ’ > 27 2>
Sada, da bismo dobili ostale CG-koeficijente, djelujemo s J_ = Jj_ + Jo_
na obje strane ove jednadzbe:
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J_[1,1) = A/ (1 + 1)(1 — 1+ 1)|1,0) = hv/2[1,0)
11 L1

11 1 1
Py gl =hy )

Slijedi
1 1 1 11
1,0) = — (|2, —= -
1.0 = 5 (133 +1- 3.3))
tj.
0%0111261}011 1:L
373322 22372 /2
Nadalje,
-1y = |-+ Ly ooy
R A 373373

Na kraju, napisimo, imajuéi u vidu da M = mq + mo

1 1 11
0,0) = 0‘|§a—§> + 8| - §»§> ;

gdje su « i B koeficijenti koje treba odrediti. Djelovanjem s J_ na obje
strane imamo:

0=af~ 5. —5) 8l — 5.~5) +0+0
2" 2 2" 2 (G.4)
1 1 ’
:(a+18)|_§7_§> = f=-«

0.0 =a (I35~ 1~ 3.3))

Normalizacija i izbor faze daju a = 1/v/2 tj.

Svi ostali koeficijenti su nula.

Clebsch-Gordanovi koeficijenti mogu se pronadi tabelirani u literaturi, a
postoje i rac¢unalni programi za njihovo izra¢unavanje. Za generalnu formulu
vidi [Hamermesh, 1989.] 9-8.
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