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= Predgovor

Ovo su skripte za kolegiSimbolicko programiranjekojeg drzim na FiziCkom odsjeku Prirodoslovno—matematicl
fakulteta u Zagrebu studentima smjera "profesor fizike i informatike". sakabog toga neki primjeri inspirirani
zadacima iz fizike, vjerujem da skripte mogu posluziti i ne—fiziCarimaukaml uMathematicu i simbolicko pro-
gramiranje. Elektronska verzija, u oblikiMathematica biljeznica, dostupna je na adresi
http://www.phy.hr/~kkumer/mma/ .

Simboli¢ko programiranje je postalo moguce razvojem modernih sustava zalmacaigabru (Axiom, Form, Mac-
syma, Maple, MathematicMuPAD, Maxima, Reduce, ...) koji su se u Tmeemenu nametnuli kao neizostavan al
fiziCara, matemati¢ara i mnogih drugih. Za ovaj kolegijthematicg (komercijalni proizvod tvrtk&Volfram Researct
Inc.) je odabrana zbog svoje rasprostranjenosti, postojanja licence na Sveucil&tatjuaa pristupacne studentske
verzije programa. Svejedno, veinu sadrzanog gradiva moguce je obraditii na drsigving za racunalnu
algebru. (Od besplatno dostupnih sustava, zgodan je MuPAD, http://www.mupad.com/falfau desporedbu
mogucnosti raznih sustava dobro je konzultirati rad Simon and WAs&ritique of the Mathematical Abilities of C,
Systemgshttp://www.math.unm.edu/%7Ewester/cas_review.html

Mislim da nema puno smisla u jednom ovakvom kursu predstavljati sve raspolozive atitkeriunkcije kojeMathe-
maticasadrzi jer sadrZi naprosto sve ono Sto student susreCe i sve je zadovoljavajucenticdio Tako sam se,
naroCito u kasnijim poglavljima, usredotocio na razlike i prednosti koje rad s avakgtavom pruZza u odnosu ng
klasic¢no programiranje u standardnim ra¢unalnim jezicima.

KreSimir Kumericki
U Regensburgu, 27. veljace 2006.
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1. Osnove radas Mathematicom

m 1.1 Osnove grafickog sucelja
m Mathematica biljeznice i Celije

MathematicabiljeZnica @otebook je datoteka (uobiCajena ekstenzija imena datotekej§ koja se sastoji od niza
&elija (cell). Celije sadrze raznovrsne tipove informacija (matematicke izrazekgyradikst) koje je ili unio korisnik ili
ih je proizvelaMathematicakao rezultat nekog racuna. Svaka ¢elija je ozna¢ena uglatom zagradom na d@sinoj
biljeznice. Tri vrste Celija koje cemo najceSce susretati su:

1. Tekstualn&elija, koja obiCno sadrzi komentare racuna (npr. ovaj tekst)

2. Inputcelija, koja sadrzi izvrSidathematicakomande

3. Outputcelija, koja sadrZi rezultate izvrSavanjatih komandi

Najlaksi nacin razlikovanja Celija je pomocu tipa slova (fonta). Evo prinjgeine input i jedne output Celije:

2+2

4

m Rad s Celijama i izvrSavanje komandi

Novu Celiju stvorimo tako da na zeljeno mijesto ili kliknemo miSem ifietiool kursorskim tipkama tako da se prika:
horizontalna linija. Poénemo tipkati i automatski se kreigut éelija. Zelimo litekstualnumoramo konvertirati tip
Celije tako da istu oznaCimo klikom na njenu zagradu (koja pocrni) i onda u izbornikbuindileznice biramo
Format - Style - Text .

IzvrSenje svega onog 3to smo upisali u input ¢eliju zatrazimo pritiskoral+inter . (Cesta je poc¢etnicka greske
zaboravljanje pritiskanjetrl  tipke. Samdnter nas stavlja u novi red iste Celije.)

Vazno svojstvdMlathematicabiljeZnice je da svaku Celiju biljeznice moZemo i naknadno editirati i onda pono
izvrSiti tako da pritisnemotrl-Enter dok je kursor bilo gdje (1) u toj Celiji (ili je ona oznacena klikom na njent
zagradu). To rad MathematiciCini sliCnijim radu u tablicnom kalkulatorwsfreadsheg¢tnego standardnom
programiranju.

& Zadatak: Editiranjem gornje+2" Celije izraCunajte 2+3.

Celije se mogu grupirati tako da iznad njih stavimo naslovnu Celiju(siphtitie ili sub(sectionputem izbornika
Format - Style . Grupa Celija moze bittvorena(sve se vidi) ilizatvorena(vidi se samo naslovna ¢elija grupe)
Celije se mogu otvarati ili zatvarati dvostrukim klikom na uglatu zagradu koja obuhvapa. dio Eesto doprinosi
preglednosti rada.

Zadatak: Zatvorite i otvorite ovu grupu celija (s naslovétad s Celijama i izvrSavanje komahdi

Brisanje Celije se izvodi njenim oznaCavanjem (klik na zagradu) pabidkali izbornik Edit->Clear
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m Spremanje i predaja biljeznica
BilieZznicu koju je priredio nastavnik najéeSce nije poZeljno mijenittga je zgodno svaku biljeZnicu prije rads

spremiti pod novim imenom putem izbornikée -—Save as ... . Radi lakSeg snalazenja datoteke s domacin
zadacama koje se predaju nastavniku treba uniformno nazivati i to ovako:

<prezime bez hrvatskih dijakritickih znakeva<broj domate zadace.nb

Primjer: Kostelic-01.nb . Za slanje emailom putem modema velike biljeznice se mogu komprimiratli (zp) i
Kako je biljeZznica ASCII tekstualna datoteka, kompresija je ¢esto znatna.

m 1.2 Elementarno raCunanje

» Mathematica kao kalkulator

Mathematicase moze koristiti kao obi¢ni kalkulator proizvoljne preciznosti
3x2+1
7
Sqrt [9]
3
13723
41753905413413116367045797

221

1124000727777607680000

MnoZenje je, osim zvjezdicom moguce iskazati i razmakom Sto je ponekad preglednije
3.21074

32000.

Ova gore, uobi¢ajena notacija za zapis velikih brojeva ima i alternativni zapis
3.2*™4
32000.

Fortranski zapis 3.2Edije dopusten.

Rad uMathematicabiljeZnici omogucuje i ljepSi zapis standardnih matematickih operadijabiota. Tako se npr.
potenciranje moze izvesti na slijede¢e nacine:

1. "Jednodimenzionalno"
273

8
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2. "Dvodimenzionalno", koriStenjeatrl-*  tipke:

23

8
3. "Dvodimenzionalno”, koriStenjem palefée —Palletes -Basiclnput za unos, gdje je moguce bilo odmah
kliknuti na prvu tipku na paleti, unijeti "2", kliknuti tipku Tab, pa unijeti "3" ili,ealtativno, unijeti "2", oznaciti to
miSem pa tek onda kliknuti na paletu i unijeti "3".

23

8
Palete su zgodne kad je korisnik pocetnik ili za rijetko koriStene funlatijge njihovo koriStenje sporo u odnosu n¢

unos samo preko tipkovnice. Za lakSe u€enje zgodno je primijetiti da kad se kursoiznathneke tipke na paleti, n
dnu palete je prikazano kako izvesti ekivalentan unos putem tipkovnice.

@ Zadatak: Izradunajtey 2V er . Konstanteri e se takodr mogu naci na paleiasicinput

Primijetite da nismo dobili numeri¢ki ve¢ simboliCki rezultdathematicate se uvijek odlugiti za egzatni simbolicl
rezultat ako takav postoji. Ako nas ipak zanima numericko priblizenje moZemo tkhnetciju N :

N[%

8.

Ovdje smo takoer iskoristili vrlo korisni simbobg koji uvijek znaci "rezultat izvrSenja posljednje komande", gdje ti
naglasiti da se to odnosi na posljednje izvrSenje u trenutnoj sesiji, a ne na keguktji neposredno iznad u
bilieZnici. Naime, kako je input Celije dozvoljeno izvrSavati proizvoljnim rederdvije stvari se mogu razlikovati.
Zbog toga simbadltreba koristiti paZljivo.

% zamjenjuje posljednji rezultat
%% zamijenjuje pretposljednji rezultat
%n | zamjenjuje n- ti rezultat trenutn®lathematicasesije tj.Out [n]

FunkcijaN ima i inaCicuNl..., n] koja daje numericko priblizenje rsto¢nih decimala
N[%%, 100]

8.00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000

Kako se u praksi funkciji Cesto rabi, dobro je znati da se ona moze primijeniti i postfiksna

e //N

2.71828

Zadatak: IspiSite prvih 500 decimala broja

S kompleksnim brojevima radimo jednostavno. Samo treba imati na umu da je komplelm'na(' dil) reprezenti-
rana velikim slovom I ili specijalnim simbolomi kojeg unosimo s pale®asicinput  ili s tipkovnice sekvencom
Esc-i—-i—Esc
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(2+3 J'l.)4
-119 - 120 1

Zadatak: IzraCunajtee'”.

m Ugradene funkcije

U Mathematicusu ugradne (built—=in") i brojne poznate matematicke funkcije i operacije.
Log [Sin [r]]
Za upotrebu svih tih funkcija vazno je imati na umu dvije stvari:

1. Ime funkcije poc€inje velikim pocetnim slovom i Cesto je slicno uobicajenatematickom imenu funkcije. (Ipak,
treba paziti. NprLog je prirodni logaritamlQ = log, ), a dekadski logaritartiog, ,) se dobij kaoLog[10, <arg> ]

2. Argument funkcije je dan u uglatim zagradama. Upotreba zagigidséhematicie vrlo stroga:

grupiranje elemenata u izrazima pop2it(3 + 2) - 1
ogratliju argumente funkcijaog [2]
liste {1, 3, a, 9 } ilistama srodni objekti poput vektor
[C11ili ¢ specificiranje elemenata listg, b } [2]
(* %) komentar

(
[
{

Kao primjer ugradne funkcije uzmimo Besselovu funkcija (z) u tocki z=0

Besseld [2,0] (* Ovo je samo demonstracija komentara *)

0

Postavlja se pitanje: Recimo da Vam zatrebaju Besselove ili kakve druge konkregmeatitke funkcije. Kako sazne
njihov naziv i sintaksu Mathematic? Za to postoji razrahi "Help" sustav.

= "Help" sustav
Help sustav nudi nekoliko raznih pristupa:

1. Help -Help Browser... sadrZi cijelu debeliathematicaknjigu i joS viSe toga. (Usput, plava imena funkcija
ovom tekstu vode klikom miSa na odgovaraju¢u stranicu "Help" sustava.)

2. Ponekad je brze zatraziti pomoc¢ izravno iz input Celije, koristeci sitabolildcard " ". Nakon toga jedan klik
daje osnovnu informaciju o funkciji, a drugi nas vodi na odgovaraju¢cMdihematicaknjige.

? Bess*

System’
Bessell Bessell = BesselK  BesselY

3. Ako smo funkciju ve¢ Kkoristili i samo nam treba podsjetnik kako se to¢no zove zgodapogceti upis funkcije:
Bess... ionda stisnutictr-K . To nam omogucuje izravno nadopunjavanje naziva klikom miSai pogodno je
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funkcija kojima znamo ime, ali Zelimo uStedjeti na tipkanju. Nadalje, nakon ilpishora funkcije i s kursorom
odmabh iza njenog imena pritisak ¢td—shift-K daje predlozak za upis argumenata funkcije.

Besseld [n, z ]

Besseld [n, z ]

Argumenti su oznaceni simbolima koji olakSavaju prepoznavanje njihovog ispravnog eeldoslivdjen sugerira
prirodni, az kompleksni broj, po €¢emu znamo da je na prvom mjestu red, a na drugom argument Juc#cije

@ Zadatak: Pronaite odgovaraju¢uMathematicafunkciju i izvrijednite pridruzeni Laguerrov polinoha?(1).

m Domadi zadatak 1-1 Proucite upotrebu funkcijgun za zbrajanje matematickih redova i izraCunajte:
(a)1+3+5+7+.-. + 61

D)) w=ltz+g+-

m Poruke o gresci

Ako se ogrijeSimo o matematicka ili sintaktiCka praviflathematicate nam uzvratiti porukom o gresci
1
)

Power::infy . Infinite expression % encountered. More ...

ComplexInfinity

sin [2.3 ]

General::spelll
Possible spelling error: new symbol name "sin" is similar to existing symbol "Sin". More ...

sin [2.3 ]
Ovo drugo strogo gledano nije greSka (jer mozda mislimo na neku funkciju koja ssirfogyea koja nema veze sa

sinusom), alMathematicanas upozorava da smo moZda htjeli sinus koji, kao i sve eigeaidinkcije treba pisati s
velikim pocetnim slovom.
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2. Elementarna i viSa matematika na Mathematici

m 2.1 Algebarske manipulacije

Mo¢ paketa za simboli€ku matematiku, popeathematicelezi u sposobnosti manipulacije simboli¢kim izrazime
Kao prvo, svakom izrazu mozemo radi lakSeg snalazenja pridijeliti ime.

izrazl = (b +a)®
(a+b)3

Kod davanja imena mogu se upotrebljavati i gréka slova, indeksi itd. kako bi se postigiats$a standardnom
matematickom notacijorﬁﬁl. 7, ) ali takva imena su Cest izvor greSaka i ne preporucaju se pocetnicima.

Mathematicane provodi skoro nikakve operacije na izrazima dok je eksplicitho ne instruiramo.d_eg&iielimo
raspisati ("ekspandiratiiyrazl koriste¢i binomni teorem

Expand [izrazl ]
a® +3a?b+3ab? +bs
To bi mogli i na ruke. Mégtim:
izraz2 = (a+2b+3c)® (x+y)°
(a+2b+3c)% (x+y)?
Expand [izraz2 ]
a®x®+6a’bx®+12ab?x®+8b%x3+9a%cx®+36abcx®+36b%2cx3+
27ac?x% +54bc?x®+27¢c3x® +3a%x?y+18a?bx?y+36ab?x?y+24b3x%y+
27a?cx?y+108abcx?2y+108b%cx?y+8lac?x?y +162bc?x?y +81lc3x?y+
3a®xy? +18a?bxy? +36ab? xy? +24b3 xy? +27a?cxy? +108abcxy ? +
108b%2 cxy? +8lac?xy? +162bc? xy? +81c3xy? +a®y® +6a’by® +12ab?y® +
8b%y® +9a’cy® +36abcy®+36b%2cy®+27ac?y® +54bc?yd +27cdy?
Ukoliko ne Zelimo vidjeti ispis rezultata neke komande, stavimo na Ktaj "
izraz3 = Expand [izraz2 3];
Length [izraz3 ]

550

KomandaShort ispisuje samo pocetak i kraj izraza te naznacuje broj ispustenih Clan@kopadzemo dobiti nekt
ideju o rezultatu bez da zakr&imo ekran:

Short [izraz3 ]

a%x° +18a® bx® + «<547> +19683¢c° y°
Inverzna operacija ekspanziji je faktorizacija:

Factor [izraz3 ]

(a+2b+3c)® (x+y)®
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Ovo faktorizira cijeli izraz u najmaniji broj faktora. Faktoriziranje konkeetarijable tj. prikazivanje izraza u obliku
polinoma u toj varijabli:

Collect [izraz2, y ]
(a+2b+3c)®x3+3@a+2b+3c)®x2y+3(a+2b+3c)3xy2+(a+2b+3c)dy3
Trazenje koeficijenta uz odredi izraz:
Coefficient lizraz2,y 2]
3(@a+2b+3c)%x
Stavljanje na zajednicki nazivnik:

a

+
l1-a l+a

Together |

]

2a
T (-1+a) (1+a)

Jedna od najceSce koristenih funkcij&jmplify koja obicno daje najjednostavniji moguéi zapis izraza

Simplify  [%4

2a
-1 +az

@ Zadatak: Uzmiteizraz3 = (a +b) ((c +dx) x +fx 2) i natjerajteMathematicuda ga prikaze u slijedeca t
oblika:
(@ (a+b)ycx + (a+b) (d+f) x?
(b) acx +bcx +adx? +bdx? +afx 2 +bfx?
(c) (at+b) x (c+d x+f x)

FunkcijaSimplity zna i trigonometrijske identitete

Simplify [Cos[x]? +Sin [x]?]
1

——— // Simpli
Cot [b] X plify

Tan[b]

Zadatak: Uvjerite se da vrijedi identitet

cos3 x +sin ¥x _ :
~ostsnx— = L1 - cos xsinx

m 2.2 Jednadzbe

U Mathematicikao znak jednakosti u jednadzbama steg", jer je uobiCajeni znak=" , kako smo gore vec vidjeli,
rezerviran za pridjeljivanje vrijednosti simbolima (imenima). RjeSa/@gnadzbi se izvodi ugradom funkcijom
Solve :
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ries =Solve [2x%-1=0, X ]

1 1
{{x- *W}v {x- ﬁ}}
Valja primijetiti:
1. Prilikom poziva funkcijésolve treba eksplicitno naznaciti po kojoj varijabli se trazi rjeSavanje.
2. Mathematicge pronaSla oba rjeSenja kvadratne jednadzbe.
3. Rezultat je ispisan u obliku lisfe} takozvanihtransfromacijskih pravilg“transformation rules): Ta se pravila
mogu onda primijeniti na proizvoljni izraz pomo¢u simbegla koji znaci "primijeni na prethodni izraz transfor-
macijska pravila koja slijede™:

X+a /.rjes
{—L+a, i+a}
N2 N2

Tako provjeru dobivenih rieSenjamozemo napraviti primjenom transformacijskitiepraaizadanu jednadzbu

2x%2-1=0 /. ries

{True, True }

(UvrStavanjem rjeSenja u jednadzbu dobije se jednadZzba pepukoji je uvijek zadovoljena pa odgovara logicka
istini i Mathematicge automatski transformira u logicku Booleovu konstamtie .)

Transformacija izraza pomoc¢u simbgla je vrlo korisna operacija. ViSe rijeCi o njoj ¢e biti u odjeljku 3.5, a sac
¢emo samo pokazati njenu najéeScu upotrebu: pridjeljivanje vrijednosti sinalbolirekom izrazu:

(a+b-c)* // Expand

a*+4a®b+6a?b?+4abd+b*-4a%c-12a?bc -
12ab2c-4b3c+6a2c?+12abc?2+6b%2c?2-4ac®-4bcd +c*

%/.b >c
a4
%/. a »2
16

FunkcijaSolve moZe rjeSavatii sustave jednadzbi, ako se kao argumenti zadaju liste jednadzbi odrijadtio va

Solve [{X2 +y2 =1, X —2y =:0}, {X,y }1]

(o -ggy > ) o ey > )

Zadatak: RijeSite sustav jednadZbi:
x4 +a* =1
x? +a% =1
Koliko ima rjeSenja?

FunkcijaSolve nastoji naci simbolicko rjeSenje, no to je ponekad nemoguce. Npr. jednadzbe upiSjeva uopte n
moraju imati sva rjeSenja u zatvorenom obliku.
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Solve [9x® +4x* +3x% +x-17 =0, x ]

{{X=>1}, {x>Root [17 +16#1 +16#12 + 13#1° + 9#1* + 9#1% &, 1]},
(X > Root [17 + 16 #1 + 16 #12 + 13#1°% + 9#1% + 9#1° &, 21},

(X > Root [17 + 16 #1 + 16 #12 + 13#1° + 9#1* 1 9#1° &, 3 ]
(X > Root [17 + 16 #1 + 16 #12 + 13#1° + 9#1* 1 9#1% &, 4 ]
(X > Root [17 + 16 #1 + 16 #12 + 13#1°% + 9#1* 1 9#1° & 5]

1
b
I3

x=1 je trivijalno rjeSenje, ali ostalih pet rjieSelathematicane mozZe napisati u zatvorenom obliku ve¢ ih zapisuj
poseban nacin u koji sad necemo ulaziti. U takvim slu¢ajevima mozema¢prilmimeriCkom rjeSavanju koje radi
funkcijaNSolve :

NSolve [9x5 +4x* +3x% +x-17 =0, X ]

{{X > -1.10302 }, {x -» -0.491102 -0.988331 i}, {x > -0.491102 +0.988331 i},
(X 5054261 -1.05431 i}, (X »0.54261 +1.05431 i}, (X >1.}}

(Cesto simboli¢ke funkcije u Mathematici imaju svoj numeri¢ki pandan koji gtmime do na pocetno slowo
Integrate o Nintegrate , Sumr & NSun, ...)

S transcendentalnim jednadzbama situacija je neStoteza. Naioieei i NSolve su predvigne samo za rieSavar
polinomnih jednadzbi.
NSolve [2 ArcTan [X] = X2, X ]

Solve::tdep . The equations appear to involve the
variables to be solved for in an essentially non ~algebraic way. More ...

NSolve [2 ArcTan [X] = X2, X ]

Funkcija kojom zaista numericki rieSavamo jednadZbEirjdRoot

? FindRoot

FindRoot [lhs ==rhs, {x, xO }] searches for a numerical solution to the equation lhs ==
rhs, starting with x =x0. FindRoot [{egnl, egn2, ... }, {{X xO0 3}, {y, yO }, .. 1]
searches for a numerical solution to the simultaneous equations eqgni. More...

Vidimo daFindRoot traZzi da mu zadamo pocCetnu tocku od koje kre€e traziti nultoCku nekom od numaeraikida
poput Newtonove.

FindRoot [2 ArcTan [x] = X2, {x, 0 }]
{x->0.}

FindRoot [2 ArcTan [x] = x?, {x,1 }]

(x - 1.37177 }
Pronasli smo dva rjeSenja. Daljnji pokuSaji daju uvijek jedno od ova dva:

FindRoot [2 ArcTan [x] =Xx2?, {X,5 }]
(X > 137177 }

FindRoot [2 ArcTan [x] = X2, {X, 1000 }]
(x - 1.37177 }

FindRoot [2 ArcTan [x] = x?, {X, -5}]

(X > -1.86608 x10 2}
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Ovo zadnje rjeSenje je zapravo 0 liéathematicaako joj se ne kaze drugacije, radi numeriku s preciznoS¢u od o
ike 107%°.

Options [FindRoot ]

{AccuracyGoal - Automatic, Compiled - True, DampingFactor - 1, EvaluationMonitor - None,
Jacobian - Automatic, Maxlterations - 100, Method — Automatic,
PrecisionGoal - Automatic, StepMonitor - None, WorkingPrecision - MachinePrecision 1

$MachinePrecision

15.9546

Ove varijable s$" na pocetku su tzenvironmentvarijable koje definiraju okolinu raddathematice

$Version

5.0 for Linux (November 18, 2003 )

Vazna varijabla jgPath koja specificira direktorije po kojima ¢klathematicaraziti datoteke koje Zelimo ucitati.
$Path

{/home/kkumer /.mma/Applications, /usr /local /Wolfram /Mathematica /5.0 /AddOns/JLink,
/usr /local /Wolfram /Mathematica /5.0 /AddOns/NETLinK,

/home/kkumer /.Mathematica /Kernel, /home/kkumer /.Mathematica /Autoload,
/home/kkumer /.Mathematica /Applications, /usr /share /Mathematica /Kernel,
/usr /share /Mathematica /Autoload, /usr /share /Mathematica /Applications, .,
/home/kkumer, /usr /local /Wolfram /Mathematica /5.0 /AddOns/StandardPackages,
/usr /local /Wolfram /Mathematica /5.0 /AddOns/StandardPackages /StartUp,

/usr /local /Wolfram /Mathematica /5.0 /AddOns/Autoload,

/usr /local /Wolfram /Mathematica /5.0 /AddOns/Applications,

/usr /local /Wolfram /Mathematica /5.0 /AddOns/ExtraPackages,

/usr /local /Wolfram /Mathematica /5.0 /SystemFiles /Graphics /Packages,

/usr /local /Wolfram /Mathematica /5.0 /Configuration /Kernel }

FindRoot [2 ArcTan [x] =x?, {x, -5}, WorkingPrecision - 50]
{x - -1.5154949774453108169163268497033939159685369049224 x 107923

Vidimo da se s povetanjem radne preciznosti rjeSenje joS vise priblizilo nokcifa Chop stavlja u egzaktnu nulu
sve brojeve koji su joj blizi od0™*° i korisna je za povecanje preglednosti raduna.

Chop [

{x -0}

MozZemo se uvjeriti da su ova gore dva rjeSenja zaista jedina, tako da skiciranve duakcija 2 arctg(x) X% i vidimo
da se sijeku na samo dva mjesta. Koristimo funkeigit o kojoj ¢e kasnije biti viSe rijeci.
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Plot [{2 ArcTan [x],X 2}, {X, -5,5 }]

101
8!
6!
41
21
4 2 2 4
2

- Graphics -

m Domacdi zadatak 2—1:

RijeSite jednadZbu:
tg (X) -4z =0

m Domaci zadatak 2-2:

Nadte (kompleksno!) rieSenje jednadZbe:
sin (x) =2
i provjerite uvrStavanjem. PokuSajte pronaci joS neko rjeSenje

B Domaci zadatak 2—-3:

RijeSite nejednadzbu:
X2 +x-12 <0

B Domaci zadatak 2—-4:

Pronaite pozicije minimuma i maksimuma Besselove funkajjée) koji su najblizi tocki x=0.

= 2.3 Matematicka analiza

Mathematicasadrzi sve standardne operacije koje se u€e u matematickoj analizi, popat film@ga, redova i diferer
cijalnog racuna. Limesi se izvrijednjavaju funkcijamit

Limit [Smx[x] JX - O]

1

Razvoj neke funkcije po nekoj varijabli oko neke tocke do nekog red&edes :
Series [Sin [X], {X,0,5 }]

x3 x5
X = —- +

5+ 120+ OXI°
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& Zadatak: Odredite prva Cetiri Clana u razvoju funkcije arctg(x) oko toCke x=

®E Domadi zadatak 2-5

Kolika je relativha pogreSka koju radimo ako za izvrijednjavanje arctg(5) kooigtitveroclani red dobiven u gornje
zadatku? Da li bi greSka bila manja da smo upotrebljavali ¢etvero€lani red oko x=07?

Deriviranje se radi funkcijora:
D[e®* Cos[3X], X ]
2 e?* Cos[3x] -3 e?* Sin [3X]
ViSestruko deriviranje:
D[e®* Cos[3 x], {X 4 }]
-119 €?* Cos[3x] +120 €?* Sin [3X]
Deriviranje (nepoznate) opée funkcije f(x), koriStenjem Leibnitzovog lan¢anodaravi
D[x? f [x], X ]
2xf [x] +x2f’[x]
Simbolicko neodreeho integriranje:
Integrate  [2 @** Cos[3x] -3 X Sin [3x], X ]
e?* Cos[3X]

Primijetite da se konstanta integracije podrazumijeva bez eajadAlternativno, postoji i zapis koji grafi¢ki bolje
izgleda:

Jx Log [x] dx

2
7%—+%-x2 Log [X]

Simboli¢ko rjeSavanje odredih integrala:

Integrate [xLog [X], {X,0,1 }]

1

y}

Neki integrali su preteskiili se naprosto ne daju prikazati u zatvorenoj formMapieematicakao i uvijek kad nesto ne
zna izraCunati, vrata zadani izraz:

Integrate [ArcTan [Besseld [1,x 1], {X,0,1 }]

1
J ArcTan [Besseld [1,x ]] dx
0

Tada nam ostaje numericka integracija pomoitutegrate
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Nintegrate  [ArcTan [Besseld [1,x 1], {X,0,1 }]

0.227279

Zadatak: IzraCunajte neodreshi integral
J‘x5 ::4+-3x-l dx

i onda provjerite dobiveni rezultat deriviranjem i algebarskim manipulacijama.

@ Zadatak: I1zraCunajte odreghe integrale
fol sin (sin (X)) dx J;)" sin (sin  (x)) dx
simbolicki i numericki.

m Domadi zadatak 2-6:zracunajte dvostruki odredi integral

foldx fol_xdy (x+y) Vxy3

B Domadi zadatak 2-7:zracunajte

Jox (fdy (x+y) Vxy?3)

i onda provjerite dobiveni rezultat deriviranjem i algebarskim manipulacijama.

m 2.4 Linearna algebra

Vektori su uMathematicireprezentirani kao liste

vecl = {1,1,2 }
vec2 = {2,2, 4 }

{1,1,2 }
{(2,2,4 3}
Skalarni produkt vektora se dobije tockont (ili funkcijom Dot ),
vecl.vec2
12
a vektorski produkt funkcijor@ross
Cross [vecl, vec2 ]
{0,0,0 }
Matrice su liste odgovaraju¢ih red-vektora
mat = {{1,2,1 }, {4,3,3 3}, {9, 1,7 }}

{({1,2,1 }, {4331}, {9,1,7 }}

Za prirodniji ispis koristimo funkcijiMatrixForm
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MatrixForm [

1 21
4 3 3
9 1 7

Za upis matrice moZzemo Koristiti i izborrikput—>Create Table/Matrix/Pallete

1 21
mat=[433]
9 1 7

{{1,2,1 3, {4,3,3 3}, {9.1,7 }}

S matricama i vektorima mozemo raditi sve ono na $to smo navikli. Vazno ¢ezseati da se mnozenje izvodi
toCkom "" (koja oznaCavaekomutativnannozenje), a ne zvjezdicont'" ili razmakom kao kod obi¢nog mnozenji
koje jekomutativho Zaboravljanje tocke je najéeS¢i uzrok pogreSaka kod rada s matricama.

MnoZenje matrica (uocite tocku!):
mat.mat
{{18,9, 14 }, {43,20,34 }, {76,28,61 }}

MatrixForm  [%

18 9 14
43 20 34
76 28 61

MnoZenje matrice i vektora (uocite tocku!):
mat.vecl
(5,13,24 }

Inverz matrice:

Inverse [mat]

Provjera

mat % // MatrixForm

Primijetite da smo upotrijebipostfiksnioblik funkcije MatrixForm

Moguce je i mijenjati pojedine elemente matrice. Sjetite se da serdldiste dobiva pomocéu dvostrukih uglatih
zagrada. (Njihov elegantan zapis se postize sekvengserfi-Esc i Esc-]]-Esc

matfl,1]=0

0
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mat // MatrixForm

©hnoO
=W N
~NwR

Zadatak: Odredite svojstvene vrijednosdigenvaluepi svojstvene vektores{genvectorsmatrice
2.3 4.5
(67 —12)
i provjerite za jedan od tih vektora da je zaista svojstveni eksplicitnim mnozenjem

E Domacdi zadatak 2-8:

(1)Koriste¢i funkcijeTable i Randormr kreirajte 3x3 matricu sa slu€ajnim realnim brojevima izan@d 10. (2)Zamijen
ite srediSnji element matrice simbolom (3)Invertirajte novonastalu matricu te je (4)pomnozite s neinvertiranoi
provjerite da je rezultat jediniCna matrica.

E Domaci zadatak 2-9:

Kakvo mnoZenje matrica dobivamo ako izostavimo toCku u A.B?

m 2.5 Crtanje grafova

m 2D

Glavna komanda za dvodimenzionalno crtanjeige .

Plot [Sin [Xx], {X, 0,2 =}]

1
0.5
1 2 3 4 5 6
-0.5
-1
[ 11355)
- Graphics -

Poput vetineMathematicakomandi iPlot ima svojeopcije pomocu kojih moZzemo podeSavati njegovo ponasSar
Evo ih zajedno s njihovim defaultnim vrijednostima:
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Options [Plot ]

{AspectRatio - ; Axes - Automatic, AxesLabel - None,
GoldenRatio

AxesOrigin  — Automatic, AxesStyle - Automatic, Background - Automatic,

ColorOutput - Automatic, Compiled - True, DefaultColor - Automatic,

DefaultFont  :» $DefaultFont, DisplayFunction + $DisplayFunction, Epilog - {1,
FormatType :» $FormatType, Frame - False, FrameLabel - None, FrameStyle - Automatic,
FrameTicks — Automatic, GridLines - None, ImageSize - Automatic,

MaxBend - 10., PlotDivision - 30., PlotLabel - None, PlotPoints - 25,

PlotRange - Automatic, PlotRegion - Automatic, PlotStyle - Automatic,

Prolog - {}, RotateLabel - True, TextStyle = $TextStyle, Ticks — Automatic }

Za detaljno znacenje pojedinih opcija pogledajte dokumentaciju. One najzanirsljivije

PlotRange Dio koordinatne ravnine koji se crta
Axes Da li crtamo osi?
Frame Da li crtamo okvir ?
AxesLabel Oznake na osima
ekran $DisplayFunction
DisplayFunction Kamo crtamo? datoteka Function [Display [ < ime datoteke-, # 11
nigdje Identity

Plot [Sin [x]1, {X, 0,2 =}, AxesLabel - {"X", "sin x)"}3,
PlotRange - {{0,2 }, {0, 15 }}, Frame - True ]

1.4
1.2
1
0.8
0.6
0.4
0.2

20 05 .075
LD \°ZIS A i~

N
a
an

FJ
FJ
=
[UEN
-~
a
N

A

(.85
- Graphics -

Redosljed kojim specificiramo opcije je nebitan.

Slijede¢i primjer bi trebao rezultirati datotekaimus.gif u radnom direktoriju. (Za popis mogucih grafickih forma

vidi u manualu funkcijuiexport .)

Plot [Sin [x]1, {X, 0,2 =}, DisplayFunction - Function [Display ["sinus.gif', #, "GIF"

- Graphics -

& Zadatak: Pronaite ovu datoteku na hard disku, prikaZite je na ekranu pa onda izbriSite. (Radni direkimie

pronaci izdavanjem komanderectory ] ).

Za specificiranje svojstava samih grafova funkcija koristi se optitstyle prema donjem primjeru koji pokazu

i kako na istoj slici istovremeno prikazati viSe grafova.
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Plot [{Sin [x], Cos [X]}, {X, 0,2 =}, PlotStyle -
{{Thickness [0.01 ], RGBColor [1, 0,0 1]}, {Thickness [0.02 ], RGBColor [0,0,1 1}}]

1

0.5

-0.5

-1
- 155

- Graphics -

Vazno je primijetiti kakooutputPlot  komande nije sam graf ve€ tzv. graficiraphicg objekt. Graf na ekranu je
samo usputni rezultat proizvodnje tog grafickog objekta. Zdtmé daje ono Sto bismo naivno ocekivali:

%
- Graphics -
Za ponovno prikazivanje tog objekta mozemo koristiti funksijow, koja omogucava i modificiranje opcija grafa.

Show[%%, AspectRatio - 1.5 ]

0.5

-1

[ 1135)
- Graphics -

& Zadatak: Nacrtajte graf funkcijén(x) izmetl x=0.5 i x=1.5 bez ikakvih oznaka, okvira i osi, dakle samo liniju.

B Domadi zadatak 2-9:

Koriste¢i funkcijuParametricPlot nacrtajte kruznicu (na ekranu treba izgledati bas kao kruznica, a ne kao:
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= 3D
Glavna komanda za trodimenzionalno crtanjelge3D .

Plot3D [x* +y*, {x, -2,2 1}, {y, -2,2 }]

4 1d]
- SurfaceGraphics -

Za promjenu kuta gledanja koristimo opchiewPoint , Ciju vrijednost moZzemo odrediti pomocu dijaloga
Input—>3D ViewPoint Selector ...

Show[%, ViewPoint -> {2.375, -2.232, 0.910 }]

- SurfaceGraphics -

Plot3D  imavecinu opcija kaoRlot plus jos dosta novih
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Show[%%, Boxed - False, AxesLabel -» {"x -os","y -0s","z -0s"}, Lighting - False ]

4 1]
- SurfaceGraphics -

Osim velikog broja ugrashih (‘built-=in") funkcija, sMathematicondolazi i odre@n brojpaketas dodatnim funkci-
jama. One su isto dokumentirane u Help—u (vidi tamo odjekald*ons & Link$), ali je za njihovu upotrebu prvo
potrebno ucitati odgovarajuci paket. Npr. paRedphics‘Shapes* definira neke zanimljive plohe

<<Graphics‘Shapes'

Show[Graphics3D [MoebiusStrip  [2, 0.6, 30 111

- Graphics3D -

Jos viSe dodatnih paketa se moZe skinuti s http://library.wolfram.com/infoceatieSMirce/

m 2.6 GrafiCki prikaz i fitanje podataka

Cesto je potrebno neke podatke dobivene npr. mjerenjima grafi¢ki prikazati i priblizeati sgkom funkcijom (tzv.
fitanje). Prvo je potrebno ucitati podatkeMathematicdistu oblika

{{XI! yl}! {X21 y2}! }

Neka u radnom direktoriju bude poddirektdilgs s datotekonfitl.dat s podacima sloZzenim u dva stupca. Izrava
ispis datoteke je mogu¢ ovako (na MS Windows platformi je mozda nuzno zamijehiti "\ ")
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11 "files  /fitl.dat"

FunkcijaReadList omogucuje ucitavanje ovih podataka izravridathematicdistu

podacil = ReadList ["fles /fitl.dat", {Number, Number }]

{{0.2,0.1 1}, {03502 3}, {1,06 }, {1.8,0.9 }, {2513 1}, {4,206 }, {526 }}
Za graficki prikaz moZemo koristiti funkcijastPlot i ScatterPlot3D

ListPlot  [podacil, PlotStyle - {PointSize [0.02 1}]

25 [ b
21 °
15 |
[ J
2 3 4 5
[ J
05 ¢
[
- Graphics -

(Default veli€ina toCaka je obi¢no presitna za ugodno gledanje.)
Fitanje se izvodi funkcijom
Fit [ <lista s podacima, <lista funkcija kojima fitams, <lista varijabli>]

koja izvodi fitanje metodom najmanjih kvadrata na linearnu kombinaciju spegifftifankcija. Npr. linearni fit ovih
podataka na funkcijd(x)=a x+b je

Fit [podacil, {1,x }, {Xx}]
0.0201595 + 0.513056 x
Graficku provjeru kvalitete fita moZemo provesti zajedniCkim iscrtarargvog pravca i podataka. (Primjetite kak

cut’n’paste gornjeg rezultata u donpput Celiju pokazuje ddMathematicainterno reprezentira brojeve preciznije ne
Stoih ispisuje.)

Show[Plot [0.020159523556311256 +0.5130561168421428" X, {x,0,5 }1,
ListPlot  [podacil, PlotStyle - {PointSize [0.02 1}11
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25 ¢
21
15|
1
05 |
1 2 3 4 5
a5
25 | 1
21 °
15 |
[ ]
2 3 4 5
[ ]
o5 e
=3
25 |

05 ¢

a.5
- Graphics =

Vidimo da kao nusprodukt imamo dva neZeljena grafa. To sprijeCimo koriStenjgm@splayFunction
isklju€imo njihovo iscrtavanje.

kojom
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Show[Plot [0.020159523556311256° + 0.5130561168421428' X,
{x, 0, 5 }, DisplayFunction - ldentity 1,
ListPlot  [podacil, PlotStyle - {PointSize [0.02 ]}, DisplayFunction - Identity ],

DisplayFunction - $DisplayFunction 1
251
2
15 |
1r

05 ¢

a5
- Graphics -

& Zadatak: Podatke iz datoteki@t2.dat nafitajte na polinom treCeg reda, tef(g=a sin(x)te nacrtajte sve na jednol
grafu. Neka sinusna funkcija bude u boji radi lakSeg snalazenja.

Fit radi slinearnomkombinacijom zadanih funkcija. Jedno moguce poboljSanje je koristenje fuRkageit
(pojavljuje se tek WMathematici5.0) koja moze raditielinearnifit.

podaci2 = ReadList ["files /fit2.dat", {Number, Number }]

({0,0.1 }, {0.3,04 3, {1,07 }, {181 }, {2505 1}, {4, -06}, {5 -09 })

FindFit [podaci2, aSin [bx], {a, b}, {x}]

{a—>0.917041, b - 0.980775 }

Show[Plot [0.04731370851715653"  + 1.4100207533957259'x - 0.6617882175300662'x 2 +
0.06817318237314943'x 2, {x, 0, 5 }, DisplayFunction - Identity ],

Plot [0.9174221173298753' Sin [x], {x,0,5 1}, DisplayFunction - ldentity,

PlotStyle - {RGBColor [1, 0,0 ]1}], Plot [0.917041Sin [0.980775 x],

{x, 0, 5 }, DisplayFunction - ldentity, PlotStyle - {RGBColor [0, 0,1 1}1,
ListPlot  [podaci2, PlotStyle - {PointSize [0.02 ]}, DisplayFunction - Identity ],
DisplayFunction - $DisplayFunction 1

1 .

(]
0.5
! 1 2 3 4 5
-0.5
[ 135)
- Graphics -

Koiji je fit najbolji? Trebala bi pazljiva analiza koju cemo ostaviti za neknikazadatak.

E Domadi zadatak 2-10:
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Pronatdte neka svoja mjerenja koja ste napravili na FizicCkom praktikumu i nacirsitedinekom razumnom funkcijon
Nacrtajte graficki prikaz i stavite na njega legendu.

m 2.7 Diferencijalne jednadZbe

Osnovna funkcija koja trazi analiticka rjeSenja obi¢nih diferencijalnih gdraje DSolve . RijeSimo pomocéu nje
jednadzbu gusenog harmonickog oscilatora

&y dy -
F+2T+4y_0

DSolve [y” [t]+2y' [t]1+4y[t]1=0,y [t],t ]
{{ylt1>e* C[2]Cos[\/31t]|+e" C[1]Sin [/31]}}

Primijetite da smo dobilbp¢ erjeSenje s dvije nepoznate konstar@fl] i C[2] koje treba odrediti iz pocetnih uvjet
Ukoliko Zelimo partikularno rieSenje za neke konkretne poCetne uvjete, zadamdeekagjelodatne jednadzbe:

sol =DSolve [{y” [t]1+2y [t]+4y[t]=0,y [0]= 1,y [0]=1},y [t],t]
({yit1>3 e (3Cos[v3t]+2v3sin [V3t])})

Plot [e (3Cos[VEt]+2V3 sin [V31]), 0,5 1]

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2
ne

- Graphics -

Neke jednadZbe se ne mogu rijeSiti analiticki, pa moramo pribje¢i numeriditegniranju funkcijonrNDSolve . Npr.
na kolegijuDiferencijalne jednadZbe i dinamicki sustavimericki se analizira tzv. Van der Polova jednadZba.

sol =
NDSolve [{x" [t] - (1-xTt ]2) X' [t]+x[t]=0x" [0]=1,x [0]==21},x[t], {t 0,15 }]
{{X[t ] - InterpolatingFunction [{{0.,15. }3}, <>][t]}}

Rezultiraju€i objekt je specijalni oblik funkcijénterpolatingFunction , koji nije analiticki, ali je moZemo
izvrijedniti u nekoj konkretnoj tocki ili nacrtati.
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Plot [Evaluate [x[t] /.sol 1, {t,0,15 }]
2

-1

%)

- Graphics -

InterpolatingFunction objekt mozemo i derivirati
dersol = D[Evaluate [x[t] /.sol 1,t ]
{InterpolatingFunction [{{0.,15. 1}, <>][t]}

Plot [Evaluate [dersol ], {t, 0,15 }]

- Graphics -

NDSolve moze rijeSitii neke jednostavnigarcijalne diferencijalne jednadzbe.

& Zadatak: PomocuParametricPlot nacrtajte graf derivacije gornjeg rjieSenja Van der Polove jednadZbe x
ovisnosti o rjeSenju x(t) (tz¥azni dijagran).

@ Zadatak: Neka na Cesticu u ravnini djeluje sfa8 xy? i+12x2 y? T Odredite odgovarajuci potencijal U(x,y) bi

rucno bilo pomoc¢uMathematiceProvijerite da vrijedF = —V U. Funkcijagradijent postoji kaoGrad u standard-
nom dodatnom paketuCalculus‘VectorAnalysis' . Nacrtajte potencijal U(x,y) i pomoc¢®Ilot3D i
pomocu ContourPlot . Nadalje, rjeSavajuci Newtonovu diferencijalnu jednadzbu gibanja, fiter@aatanju
Cestice. Nacrtajte tu putanju, a onda je pokuSajte superponirati na gornje dijgmgramcijala. Igrajte se malo s
pocetnim uvjetima i uvjerite se da je sve OK. Izvrijednite ukupnu energiju zaveemana i uvjerite se da je sust
zaista konzervativan tj. da je energija konstantna.

Domaci zadatak2 — 11: Isto kao gornji zadatak, ali nelputanje ne budu kontinuirane linije ve¢ tocke koje <
ekvidistantne u vremenu tako da njihov razmak opisuje trenutnu brzinu tijela. Vetakrazigovara vecoj brzini.
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m 3.1 Liste

m Liste i elementi

Liste su vazan diMathematicagjezika. Srodne su poljimaifay) iz standardnih programskih jezika (C, Fortran), ¢
imaju bitno viSe svojstava. Elementi liste mogu biti prakticki bilo Maithematicaobjekti.

11 =List [1,3,5,7,9 11 ]
12 = {Sin, Cos, Log }
13 = {{}, {'jedan" 1}, %}

(1,3,5,7,9,11 }
{Sin, Cos, Log }

{{}, {jedan }, {Sin, Cos, Log }}
VitiCaste zagrade su samo skrac¢eni oblik funkcige . Puni oblik se rijetko koristi.

Elementima liste se pristupa putem funkéij@t , odnosno njenog skracenog obl[kd] koji se moZe ukucati i
putem sekvencBsc-[-[-Esc  Stoonda mozda ljepSeizgleda.

Part [I1,2 ]
11 [[2]] ="tri"
11 [21

3
tri

tri

11 [{3,6 }1
Take [11, {3, 6 }]

(5,11 }
(5,7,9,11 )
11

(1,1, 5,7,9 11 }

Listama se moZe manipulirati na skoro svaki zamislivi na€éirst , Last, Take, Drop, Rest,
Extract , Length , Prepend , PrependTo , Append, AppendTo, Insert , Delete , ... (vidi Help).

& Zadatak: IzbriSite u gornjoj listil tre¢i element i dodajte na kraj jos dva elementa, brojeve 13 i 15.

Elementi liste mogu biti i druge liste, pa onda imamo viSedimenzionalne ligtelirbenzionalne liste (listu lista
jednake duljine) smo ve¢ sreli kao matrice. Evo primjera trodimenzionalne liste

14 ={{{a,b}, {h}, {d,e}}, {{f}, {9.h} {ijk 1I}}
{{{a,b}, {h}, {de}}, {{f}, {g,h}, {ijk }}}
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14 17

14 (11131
14 [1,3 1
14 [1,3,2 T

{{a,b}, {h}, {d,e}}
{d, e}

{d, e}

e

Depth [14 ]

4

pos = Position [l4, h ]
({3, 2,1 3}, {2,2,2 }}
14 12,2 2 1

h
Rezultat funkcijePosition  je lista pozicija, formatom prilageda za funkcije popuReplacePart
ReplacePart [l4, "ejdz", pos ]
{{{a,b}, {ejdz }, {d,e}}, {{f}, {g,ejdz }, {i,jjk }}}
Primijetite daReplacePart  ne mijenja originalnu listu:
14
{{{a;b}, {h}, {d,e}}, {({f}, {g.h} {jk 3}}
Cesto se javlja potreba za izborom elemenata liste koji zadovoljavaju nekj.KFibese izvodi funkcijom Select

I5 =(0,1,23,45,6,7,8,9, 10 };
Select [I5, EvenQ ]

{0,2,4,6,8,10 }

Drugi argument funkcijéselect moZze biti bilo kojipredikat Predikat je termin iz matematicke logike koji oznace
funkciju koja poprima iskljucivo vrijednostirue ili False .

IntegerQ [3. ]

False

Odreten broj predikata je ve¢ ugmd uMathematicu(svima ime zavrSava n&)" od "Question" jer postavljaju neka
da—nepitanje svojim argumentima), a kasnije cemo vidjeti kako ih moZzemo i samirdgfini
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?*Q
System’
ArgumentCountQ IntervalMemberQ MatrixQ SameQ
ArrayQ lnverseFllipticNomeQ  MemberQ StringMatchQ
AlomQ LegendreQ NameQ StringQ
DigitQ LetterQ NumberQ SyntaxQ
EllipticNomeQ LinkConnectedQ NumericQ_ IensorQ.
EvenQ LinkReadyQ Qdd0Q TrueQ
ExaciNumberQ ListQ QOptionQ UnsameQ
EreeQ LowerCaseQ. QrderedQ_ UpperCaseQ.
lnexactNumberQ Matchl ocalNameQ BalynomialQ  VectorQ
lntegerQ MatchQ BrimeQ.

NumberQ[x]

NumberQ[3. ]

False

True

Prilikom programiranja IMathematicise razmjerno ¢esto javlja potreba za smanjivanjem dimenzije ligeerjicanje
zagrada. Funkcij&latten  bez dodatnog argumenta pretvara svaku listu u jednodimenzionalnu tj. mi¢e sve un
zagrade, dok dodatnim argumentom mozemo zatraZiti da to ide samo do neke razine.

Flatten [I4 ]
Flatten [l4,1 ]
{a,b,h,d e fghijk }

{{a,b}, (h}, {dye}, {f}, {gh}, {ijk }}

= Konstruiranije lista
Range [10]
{1,2,3,4,5/6,7,8,9, 10 }
Range[2, 5,05 ]

(2,25,3., 35,4, 45, 5. }

Range radi samo s brojevima. Univerzalnija funkcija za konstruiranje listalge .

n

X
, {n, 1,5 }]
n!

Table [

« X2 x3 x4 x5
x 5 % 27 ol

tbl =Table [a[i,j 1, {i,1,3 }, {,1,2 }]

{{a[l,1],a[1,2]}, {af[2,1],a[2,2]}, {a[3,1],a([3,2]}}
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tbl 7/ TableForm

arl, 1] all, 2
a[2, 1) a2, 2]
ar3, 1] a3, 2

Nekoliko Mathematicafunkcija (ntegrate , Sum, ...) poputTable kao argumente imaju i objekte koji se zovu
iteratori i dolaze u slijede¢im oblicima:

{n, nmin, nmax, step  } | izraz se ponavlja, aide odnmin donmax, uz korakstep
{n, nmin, nmax } izraz se ponavlja, aide odnmin donmax, uz korakl
{n, nmax } izraz se ponavlja, aide od 1 dnmax, uz korakl
{n} izraz se ponavlja puta
Za konstruiranje dijagonalnih matrica postoje specijalne funkgiggonalMatrix i IdentityMatrix

DiagonalMatrix [{1,w,2 }] // MatrixForm

100
0O waoO
0 0 2

IdentityMatrix [2] // MatrixForm
(6 1)
01

Zadatak: Konstruirajte listu svih prim-brojeva manjih od 100. Koliko ima prim-brojeva inag 10°, 10°, 1¢,
...? Usporedite rezultat (i brzinu njegovog dobivanja, vidi funkdijoning ) s ugragnom funkcijomPrimeP1 , te
slijede¢om aproksimacijom (koja je sadrzaj slavnog teorema o prim-brojevima)

X dz
7(X) ~ fo T x>1

m Domaéi zadatak 3-1:1zracunajte funkcijur(x) (broj prim—brojeva manjih od x) za= 10" statistickom metodom
Izaberite uzorak od n slu€ajnih cijelih brojeva izmddix i testirajte koliko ima prim+ brojeve metl njima. 1z tog
udjela odrediter(x). Kolika veli¢ina uzorka vam treba da bi greska premvaePi [10™ ] palaispod 267

m Liste kao skupovi

Liste nisu skupovi u matematiCkom smislu jer u skupovima nema ponavljanja elameadosljed elemenata u
skupovima nije bitan. Madim, Mathematicaima nekoliko funkcija koje rade s listama standardne operacije koje
inaCe rade sa skupovima (unijayeion , presjekintersection , a razlika skupov&omplement ) i pritom eliminira
duple elemente te uredi redosljed (tj. originalni redoslijed je nebitan).

6 ={10, 9, 10,8,7,7,7, 4 }
{10, 9,10, 8,7,7, 7,4 }
Union [I6 ]

(4,7,8,9,10 )

Union [16, 11 1]

{1,4,5,7,8, 9,10, 11, tr }
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Intersection [6, 11 ]
Complement [16, 11 ]
{7,9}

{4,8,10 }

m Listabilnost funkcija

Listabilnost jeatribut koje imaju nekeMathematicafukcije, a rije¢ je o svojstvu da se one, primijenjene na listu
distribuiraju po elementima liste.

7 ={1,2,x,x 2};
Log [I7 ]

{0, Log [2], Log [Xx], Log [x?]}

724+1

{2,5,1 +x2,1 +x*}

Ispitati da li neka funkcija ima to svojstvo moguce je funkcisttmibutes

Attributes [ {Log, Length, Power, Attributes }1 // MatrixForm
{Listable, NumericFunction, Protected 1
{Protected }
{Listable, NumericFunction, Oneldentity, Protected 1
{HoldAll, Listable, Protected 1
Primijetite da je iAttributes listabilna $to smo ovdje odmah i upotrijebili. Atribute mozemo dobiti i Help—fun!

jom "??" koja i inaCe daje viSe podataka o objektu od jednostrukg "
2?2 Log

Log [z] gives the natural logarithm of z (
logarithm to base e ). Log [b, z ] gives the logarithm to base b. More...

Attributes [Log] = {Listable, NumericFunction, Protected 1

@& Zadatak: NapiSiteone-liner (elegantni program koji je cijeli sadrzan u jednom regonos svakog programera
koji ispisuje slijedecu tablicu (desni stupac je derivacija lijevog):

X 1

x2 2%
x3 3x2
x4 4 x3
x5 5x4

Komanda ne smije ukljucivati nikave brojeve izuzev broja 5! (Jeftini trikovi poput 5/5+5%nm@ne dolaze u obzir.)

= 3.2 Funkcije

m Vrste pridruzivanja

Veé znamo da se pridruzivanjeagsignmeri) vrijednosti simbolu izvodi jednostrukim znakom jednakosti
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3
mnn
Bw

o =MmM+nNn

N NS
o
=

Ako sad promijenimo vrijednost simboto

m= 6;
zbroj

7

vidimo da se zbroj nije promijenio. Takva je narav operacije pridruzivanja vrijedmmakom %". Postoji i druga
mogucénost, tzvodgodeno pridruzivanje("delayed assignméit koje se izvodi znakortt =",

zbroj2: =m+n

Primijetite daMathematicanije dala nikakav output. Dat ¢e ga tek prilikom poziva varijablej2 kad Ce i izvrSiti
njegovo izraCunavanje prema trenutnim vrijednostima varig@bb.

zbroj2

10

n=w,
zbroj2

6 +w

? zbroj
Global‘zbroj
zbroj =7
? zbroj2
Global‘zbroj2

zbroj2: =m+n

m Definiranje funkcija

Mogucnost definiranja novih funkcija je osnovna stepenica k naprednijem programiranju. Novie fuiMathematici
definiramo na slijedeci nacin

fIx_]:=x?
f[2]

4

fl2x+3)?%]
(3+2x)%
Jasno je da je prilikom definicije funkcija potrebno upotrebljavati édgodpridruzivanje = " jer Zelimo da se

funkcija izvrijednjava tek kad je pozovemo. Nadalje, primijetite simbblria lijevoj strani, tzv.blank Izraz %_" je
tzv. uzorak(pattern.
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X jedinstveni simbol x
x_ | bilo kojiizraz, priviemendgza vrijeme izvrijednjavanja funkcijezvan x

Da bolje uoc€imo razliku, pogledajmo "funkciju" definiranu bez blanka.

g[x] : = x?

g[x]

Ona djeluje samo na argument koji je upravo X i na nijedan drugi, Sto nikako nije Zeljeno moragzayu funkciju.

Pozeljno je sad izbrisati ovu loSu definiciju iz memorije, pomocu funkéigar , jer inace mozemo naletiti na
probleme poput ovih:

gla_]:=3a
[2
[wW
[X

o Q@
—_Sea

3w

x2

Vidimo da sad funkcija radi dobro za sve argumersien zax. To je zbog toga jer je joS uvijek vazete gornje
specificno pravilo za[x] , a Mathematicauvijek primjenjuje prvo specificna pravila, a op¢a tek onda ako nem
primjenjivih specifiénih pravila.

?9

Global'g

Clear [g]
gla_]:=3a
g[x]

3X

Sad je sve uredu.
Naravno, funkcija moze biti i od viSe varijabli:
fix,a 1:=x2

f[4, 2]

16
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f [Range[4], 3]

{1, 8,27,64 }

Ovo radi zahvaljujuéi listabilnosti potenciranja. Naravno, funkcije mogu imbitZéenije objekte kao argumente, po|
liste u slijede¢em primjeru:

gllist,,n_ 1:=n+Length [list ]
gl{a,b,c } 1]

4

g2, 1]

(Broj 2 nije lista, pa mu je duljina 0.)

Zapravo, bilo §to moze biti argument funkcije. Najmocnija stvar, obilato &&d funkcionalnom pristupu pro-
gramiranju (odjeljak 4.2), je da i funkcije mogu biti argumenti funkcija (kompozicija fiakci

hif ,x_ 1:=f[f[x]]

h[Sin, 2 ]
h[Log, 0.1 ]

Sin [Sin [2]]
0.834032 +3.14159 i
intder [f_,x_ ]:=D[Integrate [f, X ], X ]

intder [xLog [Tan[x]], X ]

1 (1 (. 2ieitzx ) ,
B e R R L
2 4 l+(921'1(*[*x>
7T 2]1@2ﬁ<%7x) (l—x) T 2 2]1@2]1(;"X) (l_x)z
7 71'1(—7x)+ 2 —J‘L(——X) + 2 +
2 142t (7-X) 2 14+ e2i (7%

1 [ L, 21 e?ix 2
5 |-1X" + ———

2 15 o2 ix )+X|—09 [Tan[XH+ix2 Csc [x] Sec[X]

2

Simplify  [%4

xLog [Tan [x]]
Moguce je i ograniciti domenu neke funkcije pomocu funkCigadition , koja se obi¢no zapisuje u skracenorm
infiks obliku '/; " (Citaj npr. "uz uvjet"):

pPIX_ /;x >0]:=x3

"p(x), uz uvjet da je x veci od nula, ¥é.

PI3]
27
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Tako moZzemo definirati funkciju po dijelovima

step [x_/;x 20]:=1
step [x_]1:=0 /; x <0

Za negativni dio domene smo, demonstracije radi, upotrijebili alternativnu poziciatoe/; ". U starijim verzijama
Mathematicesamo je taj nacin bio dozvoljen.

Plot [step [x], {X, -1, 1 }, PlotStyle - Thickness [0.01 1]

1
0.8
0.6
0.4
0.2
-1 o= 0:5 T
411 5)
- Graphics -

Pripazite! Takve funkcije mogu imati problemati¢éno numericko ponasanje oko toceksugugderivabilne.
delta = step’

step

delta [1] // N
delta [0.1]//N

~1.7133 x10716

-4.29432

Plot [delta [x], {x, -1, 1 }, PlotStyle - Thickness [0.01 1]

Y-PYPI |
q-Prp
(R
d-Pre
I Sl L o
P49
bldq-
- Graphics -

Ove nepostojete oscilacije su artefakt numerickinh metodavkaijleematicakoristi prilikom crtanja.
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& Zadatak: Ugratena funkcijaunitStep  odgovara ovoj funkcijstep . Uvjerite se da je njeno ponaSanje oko nt
bolje. Kojoj je (ugraenoj) funkciji jednaka njena derivaciignitStep '? Ta funkcija iUnitStep  su dvije rijetke
nederivabilne funkcije koje se relativno ¢esto koriste u fizici pa je stddatiiematiciposvecena dodatna paznje
njihovoj kvalitetnoj definiciji koja ne pati od gornjih problema.

Zadatak: Definirajte funkcijuargand[list_] koja crta kompleksnu ravninu s tockama zadanim u listi kom|
ksnih brojevalist = {z, 2,...}. (Treba vam funkcijaistPlot .) Upotrijebite funkcijuargand da nacrtate na
jednom dijagramu svih devet devetih korijena od 1.

Naputak: Prvo definirajte funkcijplotpoint[z_] koja crta samo jednu tocku.
& Zadatak: Definirajte funkcijukettle[masa_, donjatemp_, gornjatemp_, korak_] koja crta tablicu
oblika
7 Celsius 29.4 Joule 2.94 x 10° Erg
7.3 Celsius 30.66 Joule 3.066 x 108 Erg
7.6 Celsius 31.92 Joule 3.192 x 108 Erg

gdje su prvi stupac temperature izmedipuajatemp i gornjatemp (U razmacimorak ), drugi stupac su energije u
sustavu koje trebaju da sesa vode zagrije od° C do te temperature, a tre€i stupac su te iste energije, ali u C
sustavu jedinica.

Naputak:

1. Prisjetite se da je energija potrebna da se temperatura tvanrmnapecificnog toplinskog kapacitetgpromijeni za
AT jednaka E =m AT. Toplinski kapacitet vode je 42(1](9’1 KL

2. Upoznajte se s paketomfiscellaneous'Units' i funkcijamasl, CGSkoje rade konverziju izmedsustava
jedinica.

3. Definirajte funkcijuenergijal  koja za zadanu masu i temperaturu daje potrebnu energiju. Neka funkcija p
argumente s fizikalnom dimenzijom, popettergijal[0.01 Kilogram, 5.3 Celsius]

4. Definirajte funkcijuenergija2 ~ koja za zadanu masu i temperaturu daje cijeli redak tabllce

5. Koriste€ i funkcijuenergija2  definirajte trazenu funkcijiettle

m Domadi zadatak 3-2 (Jacobijeva matrica)

Za prijelaz iz jednog sustava varijaby , X, ---} u drugi{yi (X1, X2, --), Y2(X1, X2, --+), ---} ¢esto se rabi tzv. Jaco-
bijeva matrica transformacija

o) F I
OX1 OX o
=| O )
J= aii a¥§
(1) Definirajte funkcijujacobiMatrix[ylist_, xlist_] koja izraCunava Jacobijevu matricu.

(2) 1zraCunajte Jacobijevu matrifac transformacija iz polarnog u kartezijev sustav x=r @o§€r sing).

(3) Odredite (ru¢no) inverzne transformacije iz kartezijevog u polarni susteaCunajte odgovarajucu Jacobijevu
matricuinvjac

(4) Provjerite da je umnoZzak matrica iz (2) i (3) jednak jedini€noj matrici.

(5) Ako podzadatak (3) pokuSate rijesSiti tako da pombtathematicenvertirate jednadzbe x=r c@§(y=r sin@) dobit
Cete Cetiri rjeSenja. Izracunajte sve te Cetiri moguce Jawehijatriceinvjac[n], n=1,2,3,4 i pokazite da sL
sve one inverzne originalnoj matrici, nakon Sto se obavi odgovaraju¢a zamjena varijabli.

Tu je za pojednostavljenje nekih izraza potrebndghematiciobjasniti da je r>0, kako bi ona znala da je

npr.Vr2 =r. Zato je korisna funkcijassuming .
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m Domaci zadatak 3-3 (relativisticka kinetiCka energija)

Formule za nerelativisticku i relativisticku kineticku energijaltijmasenm koje se giba brzinom su

Knr = 2 mV? Kre|:mcz[ L —l]

Z
-2
2

(a) Definirajte odgovaraju¢e funkcifer ikrel te usporedite na istom dijagramu ponaSanije tih funkcija za brzir

0 do %1% m/s za neku vrijednost mase. Oznagite koordinatne osi!
(b) Odredite brzinu pri kojoj je greSka nerelativistiCke formule tisu€inku paomil

m 3.3 Izrazi (expressions)

m Sve su samo izrazi

Sve objekte s kojima smo se dosad sreli, poput funkcija, lista, polinoma, jednadzbi, nthjégraMathematicainterno
tretira kao objekte iste vrste, tzv. izraexfressions

FullForm [x? +1 == Sin [x]]
FullForm [b - g]
FullForm [Plot [x, {x, 0,1 3}, PlotPoints - 5, DisplayFunction - Identity ]1

Equal [Plus [1, Power [x, 2 1], Sin [Xx]]
Rule [b, g ]

Graphics [List [List [Line [
List [List [2.5*"-7, 2.5*"-7 ], List  [0.2434019494374947, 0.2434019494374947* 1,
List [0.5088527991562422‘, 0.5088527991562422° ]

List [0.7581561980312317, 0.7581561980312317" ], List [0.9979104466249685',
0.9979104466249685' ], List [0.99999975‘, 0.99999975° 11111,
List [Rule [PlotRange, Automatic ], Rule [AspectRatio, Power [GoldenRatio, -117,
RuleDelayed [DisplayFunction, Identity ,
Rule [ColorOutput, Automatic ], Rule [Axes, Automatic ],
Rule [AxesOrigin, Automatic ], Rule [PlotLabel, None 1,
Rule [AxesLabel, None ], Rule [Ticks, Automatic 1,
Rule [GridLines, None ], Rule [Prolog, List 7,
Rule [Epilog, List [1], Rule [AxesStyle, Automatic 1,
Rule [Background, Automatic ], Rule [DefaultColor, Automatic 1,
RuleDelayed [DefaultFont, $DefaultFont ], Rule [RotateLabel, True 1,
Rule [Frame, False ], Rule [FrameStyle, Automatic 1,
Rule [FrameTicks, Automatic ], Rule [FrameLabel, None ],
Rule [PlotRegion, Automatic 1, Rule [ImageSize, Automatic 1,
RuleDelayed [TextStyle, $TextStyle ], RuleDelayed [FormatType, $FormatType ]]]

Vidimo da su sva ova tri objekta izgexth na isti nacin, od uglatih zagrada, zareza i objekata poput brojeva ili sil
koji se uMathematicizovu atomi.Mogucéi tipovi atoma sibrojevi (3, 4.1, 3+2), simboli(x, 8, Plot, wf3c) istringovi
("dvije lipe", "Ce=n").

& Objasnite slijede¢u poruku o greSci:
Union [{2,3 },4 ]

Union::normal : Nonatomic expression expected at position 2 in (2,3 U4 More...

{2,31U4
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Od atoma se izgragu objekti koji se zovirrazi, a koji se formalno definiraju na rekurzivni nacin: lzrazi su ili atom
objekti oblika

ioli, I2,...]
gdje sui, izrazi. Dakle, izraz moze biti npfja[][w[2,b],p[wrus]r,t]]]

Da bi vidjeli interniMathematicaizraz koji odgovara nekom izrazu na ekranu, koristimo funkaijiForm . Objekt
iop u gornjoj definiciji se zovglavaizraza (head’). Moguce ga je ekstrahirati funkcijoread.

FullForm [b /;x > 3]

Condition [b, Greater [X, 3 ]]
Head[b /; x > 3]
Condition
1
Head | —
(5]
Rational

Mi razne tipove izraza interpretiramo na razliCit nacin, kako je prikazartweli ta

Funkcijgargumentj Log [x]
Komandaargumentj | Expand [ (x + 1)2]
Operacijgoperandj Plus [2, 3 ]

no to razliCito interpretiranje je viSe posljedica navike. U gornjem primjemg[x] , Log moZemo smatrati i koman
dom ili pak operacijom koja se vrSi na jednom operandu i €iji je rezultat logaritam tandae

Premda svi izrazi interno imaju obliglavd... argumenti .], MathematicaCesto dopusta i druge nacine zapisa izraz
skladu sa standardnom matematickom notacijom

f [,y 1 | standardnioblik
f ex prefiksni oblik
x // f | postfiksnioblik
X~f ~y infiksni oblik

Join [{a,b}, {c,d e }]

{a,b,c,d e }
{a, b } ~Join ~{c,d, e }
{a,b,c,d e }
Pritom treba paziti na pravila o redoslijedu izvrSavanja komandi.

Sin e+

s

s+ // Sin

0
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Ovaj primjer pokazuje da j@ po redosljedu izvrSenja ispred//a iza zbrajanja. Najbolje je, ukoliko nismo sasvim
sigurni u prioritete izvrSavanja, igrati na sigurno i koristiti zagrade.

m Dijelovi izraza
Pojedine dijelove izraza je moguce ekstrahirati slicno kao kod lista (intazio i jesu objekti vrlo sli¢ni listama)
izr =x3+ (L+x)?
x3 + (1+x)2
Drop [izr, -1]
X3
Take [izr, -1]
(1+x)2
Append [izr, w ©]
W x3 4 (1+x)2

izr2 =x (1-x);
Append [izr2, w ©]

w(1-x) x

U prvom od zadnja dva primjera glavaied je Plus , a u drugom glava odr2 je Times , paAppend prikljucuje
argumeniv® shodno tome.

PaZnja: gore prikazane operacije ne mijenjaju originalne izraze!
izr2
(1-X)Xx
Dakle, ako Zelimo transformacijama mijenjati izraze, to se trebt n@di ovako:
izr2 = Append [izr2, w ©]
wo(1-x) x
izr2
W (1-x) x

Recimo da sada u ovom izrazu zelimo promijeaity, ali samo unutar zagrade. (Globalnu zamjenu bi bilo lako iz
transformacijskim praviloner2 /. x—>y ). Ponovno od pomoc¢i moze hiti funkciasition

Position  [izr2, x ]

{{2,2,2 }, {3}}

izr2 [2,2,2 1=y,
izr2

wWx (1-y)
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Koji rezultat funkcije Position  odgovara kojem x—u iz izraza mozemo odrediti metodom pokuSaja i pogresk

pomocu informacija iz slijedeceg odjeljka.No, ¢esto je mnogo lakSe ovakvermangéiniti tako da naprostoit-and-
paste-amo izraze u novu input ¢eliju i izmjene napravimo ruc¢no.

= Nivoi izraza (*)
Vidimo da su izrazi "viSedimenzionalni". Njihovu stabloliku strukturu je moguglecirati pomocu funkcij@reeForm

TreeForm [izr ]

Plus [ | o ]

Power [x, 3 ] power[ ‘ L2 ]
Plus [1, x ]

Razne operacije se mogu usredotociti i samo na pojedioe (levelg izraza.

n nivoiod 1 don

Infinity svi nivoi (osim 0

{n} samo n- ti nivo
{n, m} | nivoiod n-tog do m- tog

Level [izr, {2}]

{x,3,1 +x,2}

Level [izr,2 1]

x,3,x 3,1 +x2 (1+x)%}
Replace [izr, x -vy, {2}]

(L+x)2 +y3

Ovo ograni€avanje na pojedine nivoe je korisno kod funkcionalnog programiranja gdje se timeupendigadontrola
podrucja djelovanja funkcija.

Sin [izr ]

Sin [x3 + (L+x)2]

Map[Sin, izr, {131

Sin [x3] +Sin [(1+x)?]
Map[Sin, izr, {2}]

Sin [x]5" B L Sin [1+x)5" 2]
Map[Sin, izr, {3}]

X3 + (Sin [1] +Sin [x])?2
Map[Sin, izr, 3 1

sin [Sin (x]15" 1] 4 sin [Sin [Sin [1] +Sin [x]]5" 2]

& Zadatak: Zamijenite u izrazu
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izr2 = Log [ (Sin [a]? +Sin [b]) Sin [c] - Sin [d]]

Log [ (Sin [a]? + Sin [b]) Sin [c] - Sin [d]]

sve sinuse osirBin[a] , kosinusima.

m Domaci zadatak 3—-4:0bjasnite rijeCima slijedeci izracun:

izr =x3 4+ (L+x)2
x3 + (1 +X)2
Apply [Times, izr, 2 ]

5x

m 3.4 Uzorci ( patterns)
Pojamuzorka(patterr) smo ve¢ upoznali u kontekstu definiranja funkdfja.] je znacilo da ¢e funkcija djelovati
na bilo koji izraz.Mathematicaradi sparivanje (uspora@nje) s uzorkompattern matchinygda bi odlucila da li da
primijeni funkciju ili ne.x_ se tako sparuje s bilo kojim izrazom, ali sloZeniji uzorci mogu biti selektivnij

f2 [x_"-1:=pwr[x,n ]

f2 [a?]

pwr [a, 2 ]

f2 [a]

f2 [a]

Primijetite da se usporadnje s uzorkom obavlja strukturalnom a nematematickonsmislu. Tako se u prethodnon
primjerux "- ne sparuje a, premda jea matematicki gledano isto oblikd', uz n=1.

f3 [x_, x_ 1:="ist"
f3[3,3]1+f3[a,a]+f3[1, 10 ]
2isti +f3 [1,1. ]
Kod funkcija koje barataju elementima liste ili izraza, Zeljene elesmapnfemo specificirati i pomoéu uzoraka.
Ist ={1,3,5 “,a,1,¢c 2,d% 4};
Position [Ist, x_"n_ ]
{{3}, {6}, {7}}
Cases [Ist, x_"n_ ]
(5%, c?,d"}

U ovim primjerima zapravo i nismo trebali davati imena uzorcima
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DeleteCases [Ist, ~ ]

{1,3,a,1,4

Jedna od moguénosti ograniCavanja domene funkcija je specificiranje uxotagad koji se sparuju samo s izraz
ima odgovarajuce glavééad

gg[x_Integer 1:=1
991[3.1

gg (3. ]

gg[31]

ili koji zadovoljavaju dodatne uvjete (to smo vec¢ vidjeli)
DeleteCases [Ist, x_  /;x < 4]

(5%, a,c 2,d% 4,

m 3.5 Transformacijska pravila
Transformacijska pravila smo vec sreli prilikom provjere rieSenjajednadihijihova je primjena univerzalna.

izr =a+blog[x?] +cxSin [x];
izr /. {_{"2 »s(Q,X =Y, C ->X}

a+blog[sq] +xySin [y]

Primijetite da se pravila primjenjuju po redu kako su navedena i da u njima smijestdikmbrke.
ff [a+ff [x]1]+ff [a] /. ff [X_] - hh[x]
hh[a] +hh[a+ff [x]]

UocCavamo da je unutarrffix] ostao netransformiran. To je stoga Sto simhal ""pravila primjenjuje samo jednotl
na svaki dio izraza. Postoji i simbal /. " koja pravila primjenjuje iterativno sve dok ima ikakvih promjena izraza.

ff [a+ff [x]]+ff [a] //. ff [x_] - hh[x]
hh(a] + hh[a+hh[x]]

Ako transformacijsko pravilo involvira izvrijednjavanje neke funkcije to se jemmjavanje odvija ¢im je pravilo
zadano (dakle prije nego se ono primijeni na izraz s lijeve strane simbBola

x +ff [x] /.x - Random[Integer, 100 ]

91 +ff [91]

Postoji i alternativa, tzvodgotenotransformacijsko pravilo :* " (Mathematicaga tipografski u biljeznici prikazuje

kao "»") koje se izvrijednjuje tek prilikom upotrebe pravila:
x +ff [x] /.x = Random[Integer, 100 ]

13 + ff [47]
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Vidimo da je razlika izmad "->" i ": >" za transformacijska pravila sliCna kao i razlika izméd" i ":=" za
pridruz ivanja.

Naravno, i u transformacijskim pravilima na uzorke se mogu postavljati i dodatni uvjeti

Range[10] /. (x_ /;PrimeQ [x]) » 0

(1,0,0,4,0,6,0,8,9, 10 }

Ukoliko na izraz primijenimdistu listi transformacijskih pravila, dobit cemetu transformiranih izraza. (To smo
vec koristili kod provjere rezultata funkcigolive .)

X% /. {{x>1}, {x-=2}}
{1, 4}

Moze i

x2 /. x »{1,2}
{1, 4}

Zadatak: Definirajte funkcijufactors[n_, m_] koja crta tablicu oblika

15 2
16 1
17 prim
18 2

gdje su lijevi stupac cijeli brojevi od n do m, a desni broj njihovih razli€itih faktora, odntsmg "prim" gdje treba.

Naputak:

1. Upoznaijte se s funkcijofactorinteger koja daje listu faktora s njihovim uc€estalostima.

2. Napravite transformacijsko pravilo koje radi pridruZivarfe- {x , <broj razl. faktora>}, tj. pretvara cijeli broj u
jedan redak traz ene tablice.

3. Trebate posebno pravilo za prim brojeve, koje ih pretvara Upfm"}.

4. Primijenite pravila na listu brojevgange[6,8] (za tabli¢ni ispis trebate funkcijtableForm ).

5. Definirajte traZz enu funkcijtactors

Domaci zadatak 3-5: Moadificirajte funkcijufactors  tako da u desnom stupcu ne bude broj njihoaiicitih
faktora, ve¢ ukupan broj faktora, dakle

15 2
16 4
17 prim
18 3

(*) Slijedi napredniji primjer uporabe transformacijskih pravila. Neka je zaddisg planetarnih podataka

planeti = {
{"Merkur", 0.387, 0.24085 },
{"Venera", 0.7233, 0.61515 },
{"Zemlja", 1, 1 },
{"Mars", 1.5237, 1.8808 1},
{"Jupiter", 5.2028, 11.867 },
{"Saturn", 9.5388, 29.461 },
{"Uran", 19.18, 84.013 },
{"Neptun”, 30.0611, 164.793 },

{"Pluton", 39.44, 247.7 }

3
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TableForm [planeti, TableHeadings -
{Automatic,  {"planet’, "R  -udaljenost od Sunca [AJ]","T -period ophodnje [god]" }}]
planet R -udaljenost od Sunca [AJ] T-period ophodnje [god ]
1 Merkur 0.387 0.24085
2 Venera 0.7233 0.61515
3 Zemlja 1 1
4 Mars 1.5237 1.8808
5 Jupiter 5.2028 11.867
6 Saturn 9.5388 29.461
7 Uran 19.18 84.013
8 Neptun 30.0611 164.793
9 Pluton 39.44 247.7

Upotrebom transformacijskih pravila provjerit cemo tre¢i Keplerov zakatatjeR® / T2otprilike konstantno. Prvo
kreiramo iz listeplaneti  dvije posebne liste s udaljenostima i periodima:

podaci = {imena, udaljenosti, periodi } = Transpose [planeti ]

{ {Merkur, Venera, Zemlja, Mars, Jupiter, Saturn, Uran, Neptun, Pluton 1,
{0.387, 0.7233, 1, 1.5237, 5.2028, 9.5388, 19.18, 30.0611, 39.44 1,
{0.24085, 0.61515, 1, 1.8808, 11.867, 29.461, 84.013, 164.793, 247.7 11

Zatim transformiramo izra#i— pomocu liste pravila te tako dobivamo listu omjera:

= /. {R- udaljenosti, T - periodi }

{0.99917, 0.999985, 1, 1.00003, 1.00007, 0.999968, 0.999661, 1.00032, 0.999905 }

Odredit ¢emo jo$i odgovarajuéu masu Sunca putem formule

47’ R®
Msunca= N

Za konverziju jedinica (AJ) i vrijednost Newtonove konstante G koristimo paketeellaneous'Units' i
Miscellaneous'PhysicalConstants*

<< Miscellaneous'Units'
<< Miscellaneous‘PhysicalConstants'

konstante = {
G - GravitationalConstant,
god - Convert [Year, Second 1,
AJ -> Convert [AstronomicalUnit, Meter ]

}

_, 6.673 %x 1071 Meter 2 Newton

i 5 , god - 31536000 Second, AJ - 1.49598 x 10'* Meter }
ilogram

(G

2

4% R®
mSun= -—ér-_-l-_z-—-— /. {R- udaljenosti x*AJ, T - periodi xgod} /. konstante /.

Newton - Kilogram Meter  / Second 2

{1.98995 x10% Kilogram, 1.99157  x10%° Kilogram, 1.9916  x 10%° Kilogram,
1.99166 x10% Kilogram, 1.99173  x 10%° Kilogram, 1.99153  x 10% Kilogram,
1.99092 x10% Kilogram, 1.99223  x10%° Kilogram, 1.99141  x 10%° Kilogram }
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= Uvod

Isti matematiCki problem je Cesto moguce rijeSiti na razliCiténea putem algoritama iza kojih stoje sasvim razli¢
nacini razmisljanja. Razlozimo to na primjeru funkég&torijel.

7!
5040
Klasi¢ni nacin programiranja, upotrebljavan od dana prvih raCunala, jgraeeduralno(ili imperativhg pro-

gramiranje kod kojeg na program gledamo kao na niz naredbi koje obi€no postupno mijeeidnostii nekih vari-
jabli pohranjenih u memoriji raCunala:

faktorijelProc [n_]:= Module [{i =1, fac =1},
While [i <n,
i =i +1;fac =fac =i ];
fac 1;
faktorijelProc [7]
5040

Zanemarite zasad precizno znaCenje komavidaule koju ¢emo objasniti kasnije i preciznu sintaksu komande
While . Ovdije je ocito rije€ o standardnom algoritmu kakvog bismo isprogramirali kdjéom proceduralnom jeziku
poput Fortrana ili C—a: Imamo petlju koja se prolapiuta i svaki puta mnozimo rezultat proSlog prolaza saza 1v
brojem.

Medutim, Mathematicanam omogucuje i drugacije pristupe. Tako je kawkcionalnogprogramiranja naglasak na
izvrijednjavanju funkcija tj. primjeni funkcija na izraze. Faktorijel prirodramiSljamo kao funkciju koja daje
"umnozak svih brojeva od 1 do zadanog broja":

faktorijelFunkc [n_]:=Apply [Times, Range [n]]
faktorijelFunkc [7]
5040
(Primijetite da nam ovdje nije trebala pomocéna varijabla (popzifaktorijelProc ), ali nam je trebalo vise mema

ije jer smo trebali pohraniti Citavu listu {1, 2,, n} koju dajeRange[n] .

Programiranjeransformacijskim pravilimau Mathematici je svojevrsna nadgradnja funkcionalnog, gdje funkcije
promatramo kao skupove pravila za transformaciju svojih argumenata. Uz ime fimkeEan niz pravila koja €ine ¢
se funkcija ponaSa kao sloZzeno transformacijsko pravilo. Tu smo filozofiju u prpéigavlju primijenili za definiciju
funkcije step . Faktorijel moZemo unutar te paradigme definirati kao skup od dva pravila: je@nwagformira »
n (n-1)! i koje Mathematicaprimjenjuje rekurzivno, te jedno trivijalno koje transformira»11 koje "zaustavlja"
rekurziju

faktorijelTrans [11:=1
faktorijelTrans [n_] : = nfaktorijelTrans [n-1]
faktorijelTrans [7]

5040
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Primjetite da se ovdje koristi svojstvo Meathematicauvijek prvo izvrijednjava specifiCna pravila pa tek onda prel
na opca.

U ovom konkretnom slucaju, funkcionalni program se Cini najelegantniji od sva tri. No, pramétinkciju koja
izraCunava n-ti ¢lan Fibonaccijevog niza (niz kod kojeg je svaki Clan @afikao zbroj prethodna dva, a javlja se
analizi idealizirane populacije zeCeva). Ovdje se kao najelegantniji pokaatiggrutem transformacijskih pravila:

fibTrans [0]: =
fibTrans [1]: =

0
1
fibTrans [n_]: =

fibTrans [n-1] +fibTrans [n -2]
fibTrans [7]

13

U posljednje vrijeme je vrlo popularno i tzebjektno (object orientedl programiranje Mathematicanije sasvim
prilagotena istom pa ga neCemo razmatrati. (Na internetu se moze naci dodatdigsket koji omogucuje neku
vrstu objektnog programiranjaNathematici)

m 4.1 Proceduralno programiranje

Osnovna paradigma proceduralnog programiranja je da se kre¢e od nekog defstaajeoygrograma (vrijednosti
varijabli i nizova varijabli u memoriji raCunala). To stanje se speafipoetnim naredbama pridruzivanja (x=0, i=
(assignmenti onda se algoritam izvodi primjenom raznih grananja, petlji i potprograma koji ®uijajij to stanje i
vode na konac¢no stanje u kojem vrijednosti nekih varijabli odgovaraju rjeSenju problema.

= [f-then grananje

Grananje se u vecini proceduralnih jezika izvodi nekim oblikdrthen—elsepetlje. Tu moguénost nudiMathemat-
ica putem funkcijdt

It [test
<«omande koje se izvrSavaju ako je test True ("then")
<komande koje se izvrSavanju ako je test False ("elpe")

Naglasimo da j&t normalnaViathematicafunkcija Rezultat njenog izvrijednjavanja je rezultat zadnje u nizu kom
sadrzanih u argumentu br. 2 ili 3 (koji od tih nizova ¢e se izvrsSitiovisi o testu).

Na primjer, funkcija step koju smo sreli u proSlom poglavlju moZe se realizinzako

step [x_]1:=1If [x<0,0,1 ]
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Plot [step [x], {X, -1, 1 }, PlotStyle - Thickness [0.01 ]]

1
0.8
0.6
0.4
0.2
-1 o= 0:5 1
e
- Graphics -

Ako zelimo konstrukciju s viSestrukim grananjérelif-elif-else, onda moramo koristitugnijezteni" (nestedlif :

fIx_ ]:=1f [x<-1,x2,1f [x>1,x2,x1]

Plot [f [x], {X, -3, 3}, PlotStyle - Thickness [0.01 1]

81

6|

4]

21
3 2 1 1 2 3
- Graphics -

Spomenimo usput da ovako definiranu funkciju slobodno deriviramo.

Plot [f' [x]1, {X, -3, 3}, PlotStyle - Thickness [0.01 1]

0
4]
2
3 2 1 T 2 3
21
-4 1
-6 [
- Graphics -

Primijetite da smo gore mogli izbje¢i ugnjekd It Kkoridtenjem logi¢kih funkcija, danih u slijedecoj tabliciet@ti
stupac navodi niz tipaka koje daju znak u tre€Cem stupcu. Ako zagrade ne kazu drpgagfigyo izvrSavanja je
odozgo prema dolje.):
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Not | ' | = | Esc - not - Esc
And | && | A | Esc - and - Esc
Or | |||V ]| Esc -or -Esc

fIx_1:=0f [x<-1]|x>1,x2,x]
Or[l1>3, -1>0, -5>10]

True

= Petlje
Sve standardne vrste pettip—petlja, while-petlja ifor—petlja, postoje i Mathematici.Sintakse su
Dq[ komandec<iterator>]
gdje je<iterator> objaSnjen u proSlom poglavlju.
While [ test komandg
gdje sekomandgniz Mathematicakomandi odvojenih to¢ka—zarezom") izvrSavaju sve dok je gagst True .
For [ start, test incr, komandg

gdje se prvo izvrSi start, a zatim se ponavlja izvrSavanjgandii incr sve dok je godestTrue (vrlo sli€éno sintaksi
for—petlje u C programskom jeziku).

Primjer upotrebeavhile—petlije smo vidjeli prilikom definiranja funkcijéaktorijelProc u uvodu ovog poglavlja. Evi
kratkih primjera zalo- i for—petlje:

Do[2", {n,0,1,05 }]

Nema rezultata! Sve ove petlie, premda po sintaksi nornddtieematicafunkcije, imaju svojstvo po kojem se raz-
likuju od ve€ine ugraehih funkcija, a to je da ne vrataju nikakav rezultat. Preciznije, wageazNull . (Isti izraz
vracaju i one komande nakon kojih stavimo tocka-zarez.)

FullForm [%

Null

Ukoliko Zelimo neko ispisivanje rezultata koraka petlje, koristitnat

Do[Print [2"], {n, 0, 1,05 }]
1
1.41421

2.
Za iskakanje iz petlie mozemo koristitteak ili Return . Npr. slijedec¢i algoritam pronalazi prvi cijeli broj ¢iji rast:
sadrzi viSe od pet razliCitih prostih faktora.

For [i =1,

True,

i =i +1,

If [Length [Factorinteger [i 11 >5,Break [1,11;i

30030
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(Primijetite da It nema tre¢i argument tj. da je olull .) Ovo je relativno neelegantan program za pronalazen
najmanjeg broja koji ima viSe od pet razliitih faktora. Bolje bi bilo

i =1; While [Length [Factorinteger [(11<6,i =i +171;i
30030

a najbolje
Times @@ Table [Prime [n], {n, 6 }]

30030

ali ovo zadnje spada ve¢ u funkcionalno programiranje.

= Moduli

Jedan od problema s proceduralnim programiranjem je obilje popratnih efekata kojrimrozazivaju, poput pridjelji
vanja vrijednosti pomo¢nim varijablama. Na primjer, gornji racun je pridijelijednost varijabli

i
30030

Sto je zapravo nepotrebno i nezeljeno, a Cesto dovodi i do greSaka. Funkcionalno paograakive stvari obicno
automatski izbjegava (vidi zadnji primjer), dok se kod proceduralnog programiranjaze mbjeci koriStenjem
modulatj. funkcije Module

Module [{X, Y= Yo, ...}, komandé

koja specificira da su varijable vy, ... lokalne tj. da ne postoje izvan modula, te koja vra¢a kao rezultat rezultat p
nje iz nizakomandi Primijetite da se prilikom specificranja lokalnih varijabli one mogu i jalicirati na neku vrijed-
nost. Primjenu modula smo vidjeli u uvodu, pri definiranju funkieijeorijelProc.

a=1

1

f[n_]:=Module [{a},a = (Xx+Y)"; Expand [a]]
f [3]

x3 +3x%y+3xy2+yd

a

1

Varijablaa je zadrzala svoju globalnu vrijednost bez obzira na to 5to joj je unutar modula padglfieka druga
vrijednost.

Clear [a]

& Zadatak: Isprogramirajte proceduralno funkcifibProc[n_] koja racuna n-ti Fibonaccijev broj.
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m Domacli zadatak 4-1:Isprogramirajte funkcijikredit[iznos_, kamata_, rok_] koja daje mjesecni
anuitet i cijenu kredita za zadani iznos, kamatu i rok kredita u godinama. Cijena jaeditbka izmed dobivenog i
konacno otpla¢enog novca.

Nadalje, isprogramirajte funkcijureditTablicafiznos_, kamata_, {start_,stop_,step_}] koja
ispisuje tablicu za niz rokova kredita zadanih putem naznacenog iteratora. &tlipeirieka budu: rok, anuitet, cijene

Zadatak: Konstruirajte funkcijorown[n_]  koja daje listi{xg, Yo}, {X1, Y1}, -.-,» {Xn, ¥n}} pOzicija Cestice koja s
giba u ravnini sluajnim gibanjem kojedefinirano rekurzijomx = x_1 +rnd1 i y; =yi_1 + rnd2 gdje sundli
rnd2 slu€ajni brojevi izmed -1 i 1. Nacrtajte odgovaraju¢u putanju ¢estice.

Naputak:

1. Programirajte proceduralno koristedbdule

2. Definirajte varijabluandomVec koja ¢e pri svakoj upotrebi (pozivu) poprimati vrijednost novog slucajnog vek
(x,y). Za to €e biti potrebno koristiti odgedo pridruzivanje vrijednosti toj varijabli.

3. Inicijalizirajte listu pozicija tako da sadrZi (0,0) kao prvi vektor pozicjjatem petlje dodajte u svakom koraku t
listi novi slu¢ajni vektor.

4. Za crtanje mozete KkoristitistPlot

m Domaci zadatak 4-2:Konstruirajte funkcijuwalklD tako da simulira tzv. jednodimenzionalnog nasumic¢no
Setaca. Svaki SetacCev korak treba biti iste, jediniCne duljine, ulijavdesno. Dakle, umjesto vektonand1, rnd2) iz
gornjeg Brownovog gibanja trebamo slu€ajan odabir koraka +1 ili —1. Provjeritgrisgtavrdnje da je oCekivan:

udaljenost nasumiénog jednodimenzionalnog $etaca od ishodistamiéakay/'n .

m 4.2 Funkcionalno programiranje

Funkcionalno programiranje je stil programiranja koji stavlja naglasak na dndjanje izraza, a ne na sukcesivr
izvrSavanje komandi. Kod ¢istih funkcionalnih programa obi¢no nema pomoc¢nih \varieggotrebnih popratnih
efekata izvrijednjavanja funkcija. U tom smislu funkcionalno programiranje jelpastiéno radu s tablicnim kalkula:
torom (npr. MS Excel): redosljed izraGunavanja €elija je nebitan tkuj@@mo automatsku konzistenciju. Isto, vrijed
nosti Celija su dane izrazima, a ne slijedovima komandi. (ViSe informaéijakcionalnom programiranju nudtunc-
tional Programming FAQIli WWW stranice Haskellfunkcionalnog jezika.)

Takav stil programiranja Cesto rabi nekoliko specijalnih funkcija (mogli dignzvati "meta—funkcije") €ija je uloga
upravljanje primjenivanjerdrugih funkcijakoje dolaze kao argumenti ovih meta—funkcija. Upoznajmo ih.

m Mapi Apply

Vet smo usputno upoznali funkcipag| funkcija izraZl koja primjenjujefunkciju na sve pod-izraze prvog nivoa
izraza(Vidi odjeljak "Sve su izrazifz proSlog poglavlja za objadnjenje nivoa izraza, ali trebalo bi biti jasnogdestih
primjera.). Tako ako je izraz lista, onda se funkcija primijenjuje na sve elefisat

Map[fun, {a, b, {c,d }}]

{fun [a], fun [b], fun [{c,d }]}

Opcionalni tre¢i argument funkcijar omogucuje specificiranje nivoa na koji se funkcija primjenjuje, ako ne zel
defaultni prvi nivo.

Map[fun, {a, b, {c,d }}, {2}]

{a, b, {fun [c],fun [d]}}
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Zgodna je infiksnaforma ove funkcije koja se dobiva simbold@
fun /@ (ax? +b)
fun [b] +fun [ax?]

MapAt[ funkcija, izraz, lista pozicifa precizno primjenjujéunkciju na pozicije uzrazuspecificirane Uisti pozicija
(koju moZzemo dobiti i pomoc¢u funkcifeosition )

izr =ax? +Log[x] Sin [a*];
MapAt [fun, izr, Position [izr, x 1]
afun [x]2 +Log [fun [x]] Sin [afun ] ]
Ovo smo mogli jednostavnije izvesti ovako:
izr  /.x -fun [x]
afun [x]2 +Log [fun [x]] Sin [afun X] ]
ali gornja metoda je nekad zgodnija, npr. kad se Zelimo ograniciti sarieena iz nekih nivoa izraza.

Druga vazna "meta—funkcija" jepply [ funkcija, izra} koja zamjenjujeglavu izrazas funkcijom Ona isto ima Cestc
koriStenunfiks formu @ @

Apply [fun, {a, b, {c,d }}]
fun [a, b, {c,d }]

fun ee izr

fun [ax?, Log [x] Sin [a*]]

Dakle, akoizraze promatramo kao u proSlom poglaviju tj. kao generic¢ku forigliz, iz, ...] ondaMar djeluje na
argumentes, i,, ..., aApply naglavu izrazg.

Naravno, ovdje moZzemo koristiti i funkcije koje smo sami definirali
faktorijelFunkc [4]

24

faktorijelFunkc /@ Range[6]

{1, 2, 6, 24, 120, 720 }

Recimo da sad Zelimo ispisati tablicu s nizom prirodnih brojeva i njihovih fe##orMozZzemo prvo postupiti tako d.
prvo definiramo funkciju koja generira jedan red tablice i onda je pompply primijenimo na niz brojeva:

faklist [n_1:={n,n 1}

faklist /@ Range[6] // TableForm

24
120
720

OO0 WNBR
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Medutim, bas kao i pomoc¢ne varijable, tako ni pomo¢ne funkcije nisu u duhu funkcionalnog pragjandato
postoje tzvciste funkcijg"pure functions)' koje su bezimene i definiraju se i upotrebljavaju na slijedeci nacin:

{#, # 1} &[4]

{4, 24}

Dakle, "&" nakon izraza je samo oznaka da je ono Sto prethodi funkcionalni oblik funk&ie stoje na mjestu
argumenata.

Tako gornju tablicu dobijemo ovako:

{#,# 1} & /@ Range[6] // TableForm

1

2

6
24
120
720

OO WNPE

Ako Cista funkcija treba biti funkcija viSe argumenata, koristimo #1, #2, itd.eDdkligim rijeCima, ako nam negdje
treba pomoc¢na funkcija koju bismo definirali kao:

aux[x1, x2, .= ( izraz koji ukljucujexl, x2,...)

Mozemo na mjesta na kojem bismo je upotrijebili staviti Cistu funkciju:

(izraz koji ukljuCujetl, #2,...)&

m Nest i Fold
Ove dvije funkcije sluze repetitivnom primjenjivanju neke funkcije na dani argument.

Nest [ funkcija, argument, Jn primjenjujefunkciju naargumentpa onda na dobiveni rezultat opet primjenfujekciju i
takon puta ("ugnjeZivanje", nesting.

Nest [Log, x, 3 1]

Log [Log [Log [x]]]

1.61803

Npr. tzv.zlatni omjer @ se moze izraziti i kao beskonacni razlomak

GoldenRatio = 1 + ;1 =1.618034 ...

1+1—‘r

Takav razlomak mozemo izvrijedniti na slijede¢i nacin:
1
Nest [(1+ --) & x,5 ]
#

1+

1
1+ 25
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. .. P . . . 1
gdje smo upotrijebili Cistu funkciju koja odgovara funkéijk) = 1 + <.
%/.x »1 //N

1.625

To isto, ali elegantnije:

1

Nest [(1+ -) &, 1,20 ] // N
#

1.61803

FunkcijaNestList [ funkcija, argument, Jnnam daje listu sa rezultatima primjefla@kcijenaargumenti to od nula do
n puta:

NestList [fun, X, 3 ]

{x, fun [x7], fun [fun [x]], fun [fun [fun [x]]]}

1
NestList [(1 * E) & 1,8 ] //N

{1., 2., 1.5, 1.66667, 1.6, 1.625, 1.61538, 1.61905, 1.61765 }

FunkcijaFixedPoint  je slicnaNest — ona isto "ugnjezaie” funkciju, ali ne neki zadani broj puta ve¢ sve dok ne
promjene rezultata (do na odesul to¢nost koja se mozZze specificirati).

1
FixedPoint [(1 * —) & 1] //N
#
$Aborted
Ovo se vrti beskonacno! Probajmo ovako:

1
FixedPoint [(l + E) & // N, 1]

1.61803

& Zadatak: U ¢emu je bio problem tj. zaSto se prva verzija vrtila beskona¢no?

(Inace, test kojFixedPoint  provodi da bi provjerio da nema promjene rezultata (po defaultu je toeungedikat
SameQ se moZe i posebno specificirati putem opsieeTest . Vidi donji progranmandelbrot .)

Funkcija Fold [fun, ap, {a1,a, ---, a}], gdje je fun funkcija od dva argumenta, vraca
fun[[---fun[fun[ag, a1], a2]---1]-

Fold [fun,a, ({b,c,d }]
fun [fun [fun [a,b ],c ],d ]
Npr. faktorijel moZzemo implementirati i ovako
faktorijelFunkc2 [n_]:=Fold [Times, 1, Range [n]]

faktorijelFunkc2 [7]

5040
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Ovdje imamo isto i funkcijiFoldList ~ koja nam daje listu medtoraka
FoldList [Times, 1, Range [7]]
{1, 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040 }

Ove se funkcije na prvi pogled Cine egzoti¢ne, ali Cesto se mogu korisno ptinsijamkcionalnom programiranju.

Npr. funkcijabrown Kkoja daje listu pozicija Cestice koja se giba nasumi¢nim Brownovim gibanjeroZzge implementi
rati i ovako

randomVec : = {Random[Real, {-1,1 }], Random [Real, {-1,1 }1}
brown [n_] : = FoldList [ (#1 +#2) &, {0, 0 }, Table [randomVec, {n}]]

ListPlot  [brown [300], PlotJoined - True, AxesOrigin - {0, 0 }, AspectRatio -1]

-8h5
- Graphics -

Primijetite da je program elegantniji od proceduralnog. Nema pomoc¢nih vaiigalzievrandomVec kojeg bismo se
isto mogli rijesSiti tako da njegovu definiciju stavimo u definiciju funkdijewn i tako dobijemoone-liner. S druge
strane, program je nesto neoptimalniji od proceduralnog jer koristi viSe merafmju mu dvije liste veliCina:

jedna da drZin vektora pomakandomVec , a druga da drZi pozicije Cestice. Proceduralni program smo izveli se
jednom listom.

m Rekurzivno definiranje funkcije (*)

Jedna od znacajki funkcionalnog programiranja je i upotreba rekurzivne definicije &unkedj smo je sreli u proSlor
poglavlju pri definiciji faktorijela i Fibonaccijevih brojeva. Evo joS jednog sitiipag primjera, enormno brzorastu¢
Ackermannove funkcije (vaZzne u matematickoj teoriji sloZzenosti) definirane mtestruke rekurzije:

ackermann [0, n_]1:=n+1

ackermann [m_, 0] : = ackermann [m-1, 1 ]

ackermann [m_, n_] : = ackermann [m-1, ackermann [m,n -1]]
$RecursionLimit = 10%;

$lterationLimit = 108;

{ackermann [2, 0 ], ackermann [2, 1 ], ackermann [2,2 ]}

{3,5, 7 }
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{ackermann [3, 0 ], ackermann [3, 1 ], ackermann [3,2 ]}

{5, 13,29 }

Paznja, slijedeti red zamrzne moj notebook (da se to ne bi dogodilo, slijeel§éanife izvrSna: u izborniku
Cell->Cell Properties—>Cell Evaluatable je iskljuceno).

{ackermann [4, 0 ], ackermann [4, 1 ]}

(13, ?? }

ackermann(4,1)=65533, a ackermann(4,2) je 19729-znamenkasti broj

26536 _ 3 (http://www.kosara.net/thoughts/ackermann42.html). Ti brojevi jos nisu sami po eegr@mnni zaMathe-
maticy ali potreban broj rekurzija da se do njih-dgd prevelik. S druge strane ackermann(5,2) se ne da zapis:
decimalnom zapisu, ¢ak i u ra¢unalu napravljenom od svih Cestica naSeg svemira

m Primjeri razvoja funkcionalnih programa

Promotrimo razvoj programa koji ispisuje tablicu frekvencija pojavljivanja eletaenkisti. Nacinimo prvo jednostavr
testnu listu

Ist ={a,b,a,¢c,a,d b,cc }:
Funkcija koja broji broj pojavljivanja jeount [lista, elemerit
Count [Ist,c 1]

3

Da bismo ispisivali tablicu trebamo listu oblika {{elementl, frekvencijamedntal}, {element2, frekvencija
elementa?},...}. Element te liste (red tablice) se moze dobiti ovako:

el [x_1:={x, Count [Ist,x 1};
el [c]

{c,3}

Tablicu frekvencija za razliCite elemente dobijemo koriStenjera &istkcije analognel i njenom primjenom pomoct
funkcije Mar na popis elemenata

Map[ {#, Count [Ist,# 1} &, {a,b,c,d }] // TableForm

o0 oW
= WwN W

To je sad to, jedino joS Zelimo izbje¢i da sami moramo ruc¢no iderstfikioji se sve elementi pojavljuju u listi. To
nam moze raditi funkcij@nion .

Union [Ist ]
{a,b,c,d }
Dakle, imamo

Map[ {#, Count [Ist, # 1} &, Union [Ist 1]

{{a,3}, (b2}, {¢,3} {d1}}
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Kao zadnju stvar, pozeljno je listu sortirati po frekvencijama. Funkeija je ve¢ definirana tako da zna sortirati li
razliCitih objekata, no ovdje bi po defaultu sortirala parove po prvom elemenpi abecednom redu, a nama tret
sortiranje po drugom elementu i to po veli€ini. Stoga moramo kao drugi argumentif&okcijdati sortirajucu
funkciju koju ¢emo sami definirati. Sortiraju¢a funkcija peedikatkoji prima dva argumenta i vra¢erue ili False
ovisno o tome da li prvi argument treba biti sortiran ispred ili iza drugog.

Razmislimo kako definirati funkciju koja kao argument prima dva para i viada ili False ovisno o tome da li je
drugi element prvog para veéi od drugog elementa drugog para ili ne. Moze ovako:

frekventnijiQ [parl_, par2_ 1 := parl [2] > par2 [2]
Sort [Map[ {# Count [Ist,# 1} & Union [Ist 1], frekventnijiQ ]
{{c,3 1}, {83}, (b2}, {d1}}
Naravno, elegantnije je to izvesti pomoc¢u Ciste funkcije:
Sort [Map[ {#, Count [Ist,# 1} & Union [Ist 11, #1 [21 > #2[2] &]
{{c,3 1}, {83}, (b2}, {d1}}
| to je to. Sad definiramo kompletnu funkciju:
frekvencije [I_1:=Sort [Map[{#, Count [I,# 1} & Union [l ]]1,#1 [2] > #2[2] &]
frekvencije [Ist ]

{{c,3}, (&3}, (b2} {d1}}

Primijenimo to na frekvenciju pojavljivanja slova u Shakespearedv@tackom trgovcifzapravo koristimo englesk
original The Merchant of Veni¢gskinut sa WWW stranica projekta Gutenberg)

venice = ReadList ["files /venice.txt", Character 1;
Length [venice ] (% ukupni broj slova *)
121057

Take [frekvencije [venice 1,10 ] // TableForm

20958
12267
7277
7241
6244
5570
5534
5326
5241
5215

- S »nwW 3> T O M

Vidimo da je "e" daleko najceS¢e slovo (poslije razmaka), €injenica vrimvazi deSifriranju engleskih tekstova.

Kao slijede¢i primjer, isprogramirat éemo funkaijiandelbrot  koja crta fraktal poznat pod imendwandelbrotov
skup Ovaj skup je definiran kao skup svih toCakeompleksne ravnine za koje iteracija

7p=0
Zw1 =Zn? +cC

ne divergira.
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Promotrimo najprije prvim iteracija za neki proizvoljni kompleksni broj, koje moZzemo dobiti funkcijemstList
kojom iterativnon puta primjenimo funkcijuf (2) = 2 + ¢ naz = ¢ kao pocetnu vrijednost (¢ime samo tedimo jed
korak u odnosu na = Okao pocetnu vrijednost)

iter [c_,n_ ]:=NestList [#? +C& c, n ]
iter [1+4,5]

{(1+1,1 +341, -7+71,1 -97 1, -9407 - 193 1, 88454401 + 3631103 i}
Pojavljivanje divergencije moZzemo uociti gledaju¢i apsolutne vrijednosti (mdalj@d ishodista kompleksne ravnin

iter [c_,n_]:=Abs /@ NestList [#* +c& c,n ] //N
iter [1+4,5]
{1.41421, 3.16228, 9.89949, 97.0052, 9408.98, 8.85289 x107}

Uocite gore primjenu funkcij®lap za distribuciju funkcijeabs preko liste. Alternativno se moze iskoristiti Cinjenica
je Abs listabilna funkcija i samo definirati:

iter [c_,n_ ]:=Abs[NestList [#>+c&c,n ]] //N

U svakom slucaju, ocito je da ovo divergira i da 1+i ne pripada Mandelbrotovom skupu. PokuSakimo drugim
brojem:

iter [-1+0.2 1,50 ]

{1.0198, 0.203961, 1.06063, 0.250592, 1.07668, 0.211683, 1.0413, 0.142667, 1.03646,
0.190504, 1.05536, 0.216603, 1.06094, 0.195857, 1.04727, 0.171989, 1.04464,

0.189194, 1.05275, 0.201417, 1.05484, 0.192042, 1.04938, 0.182988, 1.04821,

0.189652, 1.05159, 0.194935, 1.05241, 0.190943, 1.0502, 0.187354, 1.0497, 0.19002,

1.0511, 0.192232, 1.05143, 0.190571, 1.05053, 0.189121, 1.05032, 0.190203, 1.0509,
0.191116, 1.05103, 0.190432, 1.05066, 0.189841, 1.05058, 0.190282, 1.05081 }

Izgleda da —1+0.2i, ne divergira tj. da pripada skupu.

Kao nekakav prvi test divergencije moZzemo uzeti da ako apsolutna vrijednostee prakbn 50 koraka, vjerojatnt
nikad ni ne¢e. (MatematiCar Fatou je metodama kompleksne analize pokazadqetinkan prodmo 2, divergiranje je
neminovno.) Za jedan mali broj toCaka sasvim blizu granice Mandelbrotovog skupa koje gretazakon viSe od 5
koraka ovaj test €e biti pogreSan, ali to mozemo profiniti naknadno, poveéavajuéi broj koraka

Definiramo odgovarajuéi predikat
divergiraQ [c_] : = Last [iter [c, 50 1] >2
divergiraQ [-1+0.2 4]
False
divergiraQ [1 + 1]

$Aborted
Problem je da je 50 iteracija jako puno i brojevi mogu postati enormni i blokiratab (vidi gore 1+i ve¢ nakon 5
iteracija). Bolje bi bilo da prekinemo iteriranje ¢im aposlutna vrijednastiep? i proglasimo toCku divergentnom.

Definirajmo novi predikatlivergiraQ2  u skladu s tim. Takw ¢emo kao vrijednosti ovog predikata umjeiice |
False uzeti 1i0 radi lakSeg grafickog prikaza.

divergiraQ2 [c_]:=1f [For[z=c;i =1,i <50&&Abs[z] <2,i ++,Z =22 +c];i ==50,0,1 ]
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(Razlozite si algoritam ove definicije!)
divergiraQ2 [1+i]

1

DensityPlot  [divergiraQ2 [x +1iYy], {X, -2.01, 0.7 1},
{y, -1.1,1.1 }, PlotPoints - 200, Mesh - False, Frame - False ]

- DensityGraphics -

Ovo je ispao zapravo proceduralni program. Ako ipak Zelimo upraZnjavati @igtoiénalno programiranje, onda
mozemo definirati funkciju ovako (primijetite da nema pomocnih funkcija ni vaijijabl

mandelbrot [xmin_, xmax_, ymin_, ymax_, n_ ] : = DensityPlot [
-Length [FixedPointList [#72 + (X +1ly ) & x +1y, 200, SameTest - (Abs[#2] >2.0&)1]1,
{X, Xxmin, xmax }, {y, ymin, ymax }, PlotPoints -n,
Mesh - False, Frame - False, AspectRatio - Automatic ]

mandelbrot [-1.257, -1.247, 0.044, 0.049, 400 ]

- DensityGraphics -

(Prikazan je dio Mandelbrotovog skupa poznat pod imenom "dolina morskog korg&aio(se valley

m Domaca zadata 4-30bjasnite rijeCima algoritam ove funkcionalne inacice funkagadelbrot
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mandelbrot

[0.278, 0.2853,

-0.007, -0.012, 400 1]

- DensityGraphics -

m Domaca zadata 4-4logistiCko preslikavanje je dano iteracijskom formuleg;= A X, (1 - X%,). Za male
vrijednosti parametra, to preslikavanje za veliki konvergira k jednoj vrijednosti. Kad raste, negdje bliza=3,

dolazi do bifurkacije i iteracije viSe ne konvergiraju ve¢ skacu iznthdje vrijednosti. S daljnjim rastomdolazi
do nove bifurkacije i sustav se za velikponavlja s periodom Cetiri, itd. Rezultat se moze prikazati kao tzv. Fe
baumov bifurkacijski dijagram

1,

0.8 [

0.6 [

04 [

0.2 |

Nacrtajte ga. Moguci nacin: za datkreirajte listu{xg, X1,
podrucje u kojem se sustav ve¢ stabilizirao. Nacrtajte to kao funkcijulaiisteci ListPlot

‘ lll A

-++, X400} pa maknite prvih 100-200 ¢lanova da-etedu

= 4.3 Programiranje transformacijskim pravilima

Ideja ove vrste programiranja Mathematicije promatrati npr. funkcijuf(x) = sin(x), ne kao matematicko

pridruzivanje koja izvrijednjava izrazi pridruZzuje mu sin), ve¢ kao transformaciju izrazau izraz sinf). To je u
duhu uobiCajene procedure ra¢unanja rukeniz reda u red prelazimo tako da matematicke izraze transformiran
skladu s nekim pravilima.

= Globalna i lokalna pravila

Pridruzivanje vrijednosti simbolima, koje smo obilato koristili, moze se shkattjlobalnotransformacijsko pravilo

Npr. pridruzivanje

X = W;

kaZe "kad god se u nekom izrazu pojguvransformiraj ga w".
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Sin [x]12 + myfun [x? +1]

myfun [1 + w2 ] + Sin [w]?

To pravilo jeglobalnou smislu da ¢e biti upotrijebljeno u svakom izrazu. Onprjdruzeno simbolx i to je
pridruZivanje na snazi do krajdathematicasesije tj. komand@uit .

?X
Global'x

X =W

(Ovdje "Global" uGlobal'x  nema veze s globalnoS¢u pravila, ve¢ s globaln&stiiekstasimbolax u §to necemo
ovdje ulaziti. Koga zanima, neka pogleda pojontext u manualu.)

Clear [x]
Lokalnapravila su ona koja se primjenjuju samo na jedan izraz, puteml"njih smo €esto koristili:
myfun [y? +3] /.y »>w
myfun [3 + W |
3+y
3+y

7y

Global'y

Vidimo da je simboly "Cist", u smislu da mu nije pridruzeno nikakvo pravilo.

Ove dvije vrste pravila imaju, kako znamo, i inacice koje djetwigoteng u smislu da se izrazi u samom pravilu
izvrijednjuju tek prilikom primjene pravila. Za globalna pravila to se postize elpotn simbola= umjesto=, a za
lokalna pravila upotrebom» umjesto—>.

Ako primjenjujemdlistu transformacijskih pravila, ona ¢e se sva primijeniti istovremeno
{a,b}/. {a»b,b »a}
{b,a}
dok ukoliko primjenjuemaiz transformacijskih pravila, ona ¢e se primijeniti konsekutivno, jedno po jedno.

{a,b} /.a->b/.b-sa
{a,a}
m Uzorci koji se ponavljaju

Ranije smo upoznalizorke(patterng koji se u definicijama funkcija i transformacijskih pravila koriste kaojeam
(wildcard) za proizvoljne izraze. Postoje i specijalni uzorci za izraze koji se ponavljaju

X bilo kojiizraz
X bilo koji izraz koji se ponavlja jednom ili viSe put
X bilo koji izraz koji se ponavlja nulailiviSe puta
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To omogucuje definiranje funkcije s proizvoljnim brojem argumenata.
h[x__1:=Power [X]
hla, b ]

ab

h[a, b,c ]

ab*

hi4, 4,4 ]

1340780792994259709957402499820584612747936582059239337772356144372176403007354697
6801874298166903427690031858186486050853753882811946569946433649006084096

Primijetite da ovo odudara od matematickog pojma funkcije koja uvijek mora imati defincan broj argumenata, ¢
je sasvim u skladu s idejama transformacijskih pravila i uzoraka.

Ovo mozZemo iskoristiti npr. za definiranje funkcija s opcionalnim argumentima

data = ReadList [“files /fitl.dat", {Number, Number }71;
myPlot [fun_, iter_, opts___ ]1:=
Show ListPlot [data, PlotStyle - {PointSize [0.02 ]}, DisplayFunction -> ldentity 1,
Plot [fun, iter, DisplayFunction - ldentity, opts 1,

DisplayFunction - $DisplayFunction ]

myPlot [0.4 x?, {x,0,3 }]

35 ¢
3t

25 ¢ o
2t °

15 ¢
1t

05 | °

a5
- Graphics -

Ova funkcijamyPlot radi potpuno isto kao i obi¢na funkcipdot , jedino Sto preko svakog dijagrama crta joSi go
ucitane tocke. Tako je pogodna npr. za testiranje kvalitete fita. TreCipnawi argumenbpts__ sluzi sa
prosljedvanje Zeljenih opcija funkcijplot .
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myPlot [0.5 x, {X, 0,6 }, PlotStyle - {RGBColor [1, 0, 0 ], Dashing [{0.05, 0.03 1}1}]

S
~
v
251 P.
21 . -
~
15 ¢ ~
/./
1 g
05, o~
o
1 2 3 4 5 6
a5
- Graphics -

Ako Zelimo definirati funkciju kod koje opcionalni argumenti kad se izostave im&ju cefaultnuvrijednost, koris-
timo uzorak oblika:uzorak_: <default. Npr:

fa [x ,n_: 1] :=x"
f4 [a+b, 2]
(a+b)?

f4 [a+b]

a+b

= Predikati
Vet smo ranije upoznafiredikatekao funkcije koje poprimaju samo vrijednostue i False . Koristili smo ih kao
argument funkcijeselect [ <lista>, <predikat>] za izbor elemenata liste koji zadovoljavaju neki uvjet. Predike
koristimo i za ograni¢avanje podrucja djelovanja transformacijskih pravila, mdnpeciznije receno, za ograni¢ava
izraza koji ¢e se spariti s odlerim uzorkom. Tako ¢e se npr. uzokak/; IntegerQ [x] spariti samo sa izrazims
koji su cijeli brojevi.

2x+3w /. (x_/;EvenQ [x]) - x®

3w+ 64X

Primijetite da uzorak_ ovdje nema nikakve veze sa simbolorkoji se pojavljuje u izrazu.
Ovo ima i jednostavniji oblik

2x+3w /. (X_?EvenQ) - x®

3w+ 64x

Uocite da u prvom obliku, nakan , dolazi predikatzvrijednjenza argument (ime uzorka), a u drugom obliku nakc
? dolazi predikat kao funkcija.

Predikate moZzemo definirati i sami, kao bilo koju Cistu funkciju koja poprimadwdigtiTrue ili False :

Select [Range[100], IntegerQ [V#] &]
{1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 1
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Ovdje smo pomoc¢u predikata "da li je cijeli broj", konstruirali predikat "da i jeltatacijelog broja”.

Koristan predikat je-reeQ[ <izraz>, <forma>] koji provjerava da li séorma(simbol, uzorak, ...) pojavljuje bilo gdj
u izrazuili njegovim dijelovima (podizrazima).

Ist ={1,Sin [w],5% a 1lc 2,d" 4w},
Cases [Ist, x_  /; FreeQ [Xx, w 1]

{(,a,1,c 2,4}

Dakle ovdje smo izabrali elemente liste koji su "slobodni od w".

& Zadatak: Napravite komplementarnu operaciju ove gore, tj. nacinite listu Cijieziérde biti oni elementi listdst
u kojima se pojavljuje simbot.

= Primjeri

Koriste€i uzorke te svojstvo da funkcije prvo primjenjuju specifi¢nija pa ondaniijgetransformacijska pravila
mozemo definirati funkcije slozenog ponaSanja. Npr. logaffiathematicgpo defaultu ne ekspandira.

Log[ab]

Log[ab]

Expand [%]
Log[ab]
To je zapravo Zeljeno ponaSanije jer praiifa b) = In(a)+In(b)i In(@") = nin(a) ne vrijede za proizvoljne argumen

(npr. prva relacija ne vrijedi ako swaii b negativni brojevi). Ukoliko ipak Zelimo Kkoristiti ove relacije, mozemo
definirati svoju funkciju

logExpand [Log[el _e2 ]]:=Log[el] +Log[e2] (* 1 %)
logExpand [Log[e_“n_1]:=nLlog[e] (*» 2 %)

logExpand [Log[ab]]
Log [a] + Log [b]
logExpand [Log[a“]1]
wLog[a]
No, za kompleksnije izradegExpand radi loSe. Npr. ne zna se distribuirati preko zbrajanja:
logExpand [Log[ab ] +2]

logExpand [2 + Log[ab]]
logExpand [Log [a® b]]
Log [a?] + Log [b]

U ovom drugom slucaju je problem u tome da nakon jedne primjene pravila ekspanzije.presteamo nekako
izvesti da se pravila primjenjuju iznova sve dok ih se viSe nema na Sto primjeniti.
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Clear [logExpand ]

logExpand [Log[el e2 1] :=IlogExpand [Log[el]] +logExpand [Log[e2]] (x 1 =x)
logExpand [Log[e_”"n_11]:=nlogExpand [Log[e]] (*» 2 *)

logExpand [el_ +e2_ ] :=IlogExpand [el] +logExpand [e2] (x 3 =*)

logExpand [c_e_ /; FreeQ [c, Log 1] : =clogExpand [e] (» 4 *)

logExpand [Log[e_]]:=Log[e] (* 5 =*)

Pravila su modificirana tako da gla@Expand prezivljava svaku ekspanziju pa tako nakon jednog djelovanja s
novo, sve dok se ijedno pravilo moze primijeniti. Na kraju zadnje pravilo (br. 5)gi@¢elogExpand . Pravila br. 3 i
4 se brinu za distribuciju preko zbroja i produkta.

logExpand [3Log[ab%c] +2Log[pw’]]
3 (Log[a] +glLog[b] +Log([c]) +2 (Log[p] +3Log [w])

Postoji i ugragnaMathematicafunkcijaPowerExpand koja radi isto to, i neke druge stvari povrh toga.

PowerExpand [3 Log[abd9c] +2Log [pw]]
3 (Log[a] +gLog[b] +Log([c]) +2 (Log [p] +3Log [w])

& Zadatak: Korigirajte slijede¢u manjkavost funkciiggExpand:
logExpand [Log[ab] +2]
Log [a] + Log [b] + logExpand [2]

Zelimo ponaSanje kao FowerExpand :

PowerExpand [Log[ab] + 2]

2 +Log[a] +Log[b]

Zadatak: Definirajte svoju funkcijuder[e_,x_] koja moze derivirati proizvoljnpolinome dakle slabiju verziju
ugratene funkcijeD[e_,x_]

m Domacli zadatak 4-5: PoboljSajte funkcijuderfe_,x_] tako da mozZe iza¢i na kraj i s izrazima poput

x% (bx +c)ili ><za+m< Naputak: treba implementirati Leibnizovo lan€ano pravilo deriviranja produkta fankci

Kako pronaci prvo pojavljivanje dva ista elementa za redom u nekoj listi? Postoji zghdilaa koja koristittiple—
blank"___ ponavljajute uzorke:

Ist = {1, 65,13, 44,2, 7,7, 11,0 };
Ist /. {I__,a,a,r___ }-a
7

To nam daje koji je to element. Da bi dobili njegovu poziciju u listi pokuSajmo s

Ist /. {I_,a,a,r } - {a, Length [{l}] +1}

{7.2}

Problem je da seength [{I}] izvrijednjava prije sparivanja uzorka _ pa je to naprosto duljina liste od jednor
elementa. Treba upotrijebddgotenopravilo.
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Ist /. {I_,a,a,r } = {a, Length [{l }] +1}

{7,6}

Ovo radi dobro jer se sad funkcijangth [{I}] izvrijednjava tek nakon Stoje uzorak  ve€ sparen tj. simbolu je
pridijeljena vrijednost— prvih pet elemenata listst .

& Zadatak: Negdje u prvih 1000 decimala brojgojavljuje se Sestistih znamenaka za redom. Prani&d Korisno je
upotrijebiti funkcije ToString i Characters i pomoc€u njih pretvoriti decimalni zapis braja u listu
znamenaka

Usput, funkcijaToString i njen parToExpression  mogu ponekad biti od koristi u konstrukciji raznih izraza.
StringJoin ["Sin ["," =w]1"]
Sin []
ToExpression [%
0
Skrac¢ena infiks forma funkcijgtringJoin  je "<>"

ToExpression ["2"" <> "3" ]

8

m Domaci zadatak 4-6:Definirajte funkcijutraziNtorkullist_, n_] koja ¢e u zadanoj listi pronaci prvc
pojavljivanje n istih elemenata zaredom.

m Domadi zadatak 4-7:Prim—brojevi blizancisu parovi prim—brojeva koji se razlikuju za dva, poput (3,5) ili (17,
V. Brun je 1919. dokazao da suma recipro€nih vrijednosti prim—brojeva blizanaca konvergira
1

(e d)eE+3)r(re b))

KonstanteB se zove Brunova konstanta i iznosi priblizBe1.9021605831040vako preciznu vrijednost je vrlo tesk
dobiti, no napiSite komandarun[n_]  koja izracunava koristeéi listu od prvim prim—brojeva. (Koristite ugraahu
funkciju Prime .) InaCe, zanimljivo je da je upravo raCunalno odradje ove konstante ukazalo na bug u prvoj ge
eraciji Pentium procesora.

B

w|~
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5. Fizikai Mathematica

m 5.1 Klasi¢na mehanika

Domaci zadatak 5-1: Slicno kao na kraju drugog poglavlja, napravite simulaciju gibanja Cesteatralnom
sferno—simetri€chom gravitacijskom potencijalu

V() =-+
Igrajte se s poCetnim uvjetima da dobijete: (a) zatvorenu (elipti¢nu) putamgtvéisgnu (hiperboliCnu) putanju.

Naputak Kako znamo da je gibanje u ravnini, dovoljno je raditi 2D simulaciju tj. nzet/ x2 + y2 .

m 5.2 Elektrodinamika

= Gibanje nabijene Cestice u homogenom magnetskom polju

Zadatak: JednadZba gibanja nabijene Cestice u elektromagnetskom polju je

ma=q (E +Vx é)
Rijesite je za slu€aj homogenog magnetskog polja duZz z-osi i nacrtajte putanju zaideketCetne uvjete.
Naputak MoZete postupiti ovako:

1. Definirajte vektore brzine, akceleracije i magnetskog polja

brzina ={x' [t1,y" [t1,Z" [t1};
akceleracija ={x" [tl,y" [tl,z2" [t1};
magnetskoPolie = {0, 0, B };

Tada su diferencijalne jednadzbe gibanja

jednadzbeGibanja = m akceleracija = g Cross [brzina, magnetskoPolje 1 // Thread

{mx”[t]=Bqy [t], my”[t]=-Bqgx'[t], mz”[t] =0}
(Pogledajte u manualu upotrebu funkcijaread . Koja je funkcija gore "threaded"?
2. Pocetne uvjete definirajte kao posebnu listu jednadzbi.

3. Rijesite diferencijalne jednadzbe upotrelipgolve

4. Nacrtajte rjeSenje upotrebdmarametricPlot3D

Domaci zadatak 5-2: Upotrebom paket&raphics'PlotField3D* superponirajte na gornju putanju skicu
vektorskog magnetskog polja
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m 5.3 Kvantna fizika

m Bohrov model atoma

Zadatak: Koriste€i Bohrov uvjet za orbitu elektrona u atomu vodika
moment impulsa = h
izraCunajte i nacrtajte spektar vodika.
Naputak MoZete postupiti ovako:
Gornji uvjet
egl =mvr = nh
mrv==~nan

i jednadzba gibanja (Coulombova sila = m*centripetalno ubrzanje)

e? v2
eJ2 = —— =m—
4mwegr? r

e? _ mv?
4rr2ey 1

daju dvije jednadzbe s dvije nepoznanice koje se mogu rijeSiti po Ta rijeSenja se ona mogu uvrstiti u izraz zz
ukupnu energiju E(n)=kineticka + potencijalna, Sto daje Bohrov spektar. Pomocu a paket
Miscellaneous‘PhysicalConstants* i Miscellaneous‘Units’ treba napraviti konverziju konstanti da se
dobije energija u elektron—voltima (eV).
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m 6.1 IzvrSavanje Mathematica programa u pozadini

Cesto je za dulje raGune nezgodno ¢ekati pred racunalom do kraja i mozda takdonepmimmati radno mjesto.
Racunala pod Unix operativhim sustavom (Linux, FreeBSD, ...) omogucuju kontrolu raiumacesa koje tamo
mozemo staviti u pozadinbgckgroundli osloboditi terminal.

Najjednostavniji nacin je naprosto upisati odgovarajiMahematicakomande u datoteku, npr. (standardno je eksten
takve datoteken) i onda u komandnoj ljuscslell-u) izvrsiti

math <infile.m > outfile &

To pozivaMathematicekernel izvrSava komande u datotécfile.m i prosljetuje output u datotekautfile. Znak "&" na
kraju stavlja proces u pozadinu. Nakon toga se moze izlogirati s raunala. (Patkedo ne dopusta odlogiravanje 1|
upozorenje There are jobs running! Tad ponekad pomaze shell naredisown U sluaju takvih problema proucite di
dokumentacijeshellakoji se ti¢e upravljanja procesimgeb control)

Mali problem s ovim gore pristupom je da su rezultadutfile datoteci relativno teSko upotrebljivi za daljnje raCunaln
procesiranje. Tu pomazu dvije tehnike. Jedna je da se unutar $4atfogmaticaprograma zatrazi redirekcija rezultat
komandi koje nas zanimaju u datoteku pomoc¢u komandii*'>>>" (vidi manual). Druga je da se iskoristi dodatni pal
ProgramminglnMathematica‘NotebookLog'* koji omogucuje da se cijela pozadinska sesija logiMathematica

notebook.
<< ProgrammingIinMathematica‘NotebookLog*

? NotebookLog

NotebookLog [“file.nb" ] starts a transcript in notebook format. NotebookLog [] closes the log file.

Slijedeéi problem je da datotekdile.m mora biti Cisti ASCII pa ne moZzemo izravno upisivati gréka slove i druge sy
jalne simbole. Isto tako, ¢esto racun priredimo u notebooku pa je pozeljnmagatida prepiSemo notebook cCelije u
infile.m. To se radi na slijede¢i nacin: Ozna¢imo sve Celije koje sadrzenzefcun i oznacimo ih kao inicijalizacijske
(Cell->Cell Properties—>Initialization Cell , to inaCe sluZzi da se te Celije automatski izvrSe prije bilo Ce
drugog u notebooku). Nakon toga spremimo notebookFae>Save As Special->Package Format . To ¢e
spremiti cijeli notebook u file istog imena, ali s ekstenzijomi samo s oznacenim ¢elijama odkomentiranim.

& Zadatak: isprobajte sve gore opisano na nekom racunu koji traje umjereno dugo, npr. izraun Brun@reekan4t
poglavlja za prvihLO5 ili 10° prim brojeva.

m 6.2 Pokretanje kernela na drugom racunalu

Ponekad nam na raspolaganju stoji udalijeno snazno racunatatidepokretanjeMathematicena njemu zbog sporosti
mreze Ccini rad otezanim. Tada je zgodno pokrevathematicd'Frontend" lokalno i samo se spoijiti karneludaljenog
racunala.
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Najprije provjerimo da li se na udaljeno racunalo uopée mozemo logiratipishcgom i tamo pokrenuti kernel komar
dom 'math’.

ssh username@ijaki.stroj.hr math

Ako to radi onda u lokalnom notebooku idemdernel->Kernel Configuration Options i podesimo potrebne
opcije (naziv udaljenog hosta itd.).

Na Unixu je potrebno realizirati moguénost spajanja bez passworda koriStesiieragent’'—a. Na MS Windowsima
postoji moguénost specificiranja passworda. (U ovo dvoje nisam apsolutno siguran.)

Nakon toga uKernel->Notebook’s kernel samo specificiramo koji kernel Zzelimo koristiti.

m 6.3 Povezivanje Mathematice s programima u C-u

Mathematicge u zadnje vrijeme dosta napredovala u pogledu brzine numericke matematike, kdgeneeke zahtjevni
racune zgodnije delegirati brzim kompajliranim jezicima poput C-a ili Fortiat@atako, ponekad je poZzeljno iz drugi
jezika pozvati nekiathematicafunkciju. To se izvodMathLink sustavom.

Za pozvati C funkciju iMathematice MathLinkpored same definicije funkcije u C-u trazi josSi tamplatedatoteku s
ekstenzijomtm u kojoj je opisana sama funkcija i njeni argumenti. Npr, funkaifaj koja zbraja dva cijela broja ime
ovakvu template datoteku (nhazovimajeoj.tny:

:Begin:

:Function:  zbroj

:Pattern: zbrOfo Integer, y_Integer]
:Arguments:

:ArgumentTypes ﬁ,nteger Integer}
:Ee(tjurnType Integer

Odgovarjuci C—program (u datotedhiroj.g moZe izgledati ovako. Prvo ukljuCujerMathLink header

#include "mathlink.h"

Zatim dolazi C kod koji definira funkcijabroj

int zbroj(int x, int y) {
return x+y;

I na kraju glavni program koji se vrti i ¢eka poziv Mathematice

int main(int argc, char *argv([]) {
returnﬁ\/ILMaln(argc argv);
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Kompajliranje se vrSi (na Unixu!) programamnccovako:

mcc —0 zbroj.exe zbroj.tm zbroj.c

Da bi se funkcija mogla koristiti treba jeMathematicasesiji prvo instalirati
Install ["files  /zbroj.exe" ]
LinkObject [. /files /zbroj.exe, 2, 2 ]

i nakon toga nam je dostupna
zbroj [4, 3]

7

Moguce je i povezivanje s programima u Fortranu, no samo posredno\ptapperprograma u C—u. Za sve detalje ol
koriStenjaMathLinka treba konzultiratiMathLink Tutorial"na adresi http://library.wolfram.com/infocenter/TechNotes/1



