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Zakrivljeni prostori

Inicijalizacija

In[1]:= << G aphics' SurfaceO Revol uti on’

In[2]:= SetOptions[{Pl ot3D, ParanetricPlot3D, SurfaceC Revol ution},
Axes - Fal se, Boxed - Fal se];

Set Options[Pl ot 3D, DisplayFunction-ldentity];

Zakrivljenost plohe u tocCki

Zakrivljenost k(P) krivulje C u nekoj tocki P je inverz radijusa kruznice koja"paSe" u krivulju u okolini te tocke. (Druge
derivacije se podudaraju.)

In[4]:= Show[l nport ["zakrivljenost.gif"]]
E:
Liw(d
Qut[4]= - G aphics -

Zakrivljenost k(P) plohe M utocki P definiranaje nadlijedeCi natin. Pregecimo plohu ravninom R kojasadrzi totku
P i vektor n normalan na plohu u toj tocki. Neka je sada « zakrivljenost krivulje preseka M i R, gdje je predznak od «
definiran prematome dali je centar zakrivljenosti u smjeru normale n ili suprotnom. Tzv. principalne zakrivijenosti
Kminl KmaxSU minimalnai maksimalna vrijednost zakrivljenosti , kad R rotira oko n. Zakrivljenost k(p) (Gaussova
zakrivljenost, intrinsi¢na zakrivljenost) je onda definirana kao

k = Kmin Kmax -

(Usput, Gauss je dokazao da su smjerovi ovih dvaju principanih zakrivljenosti medusobno okomiti.). Nas ¢e ovdje
zanimati prvenstveno predznak od k tj. razlikaizmedu pozitivno zakrivljenih, negativno zakrivljenihi ravnih ploha

Nacrtajmo nekoliko ploha
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In[5]:= pozplot =
Pl ot3D[Sin{x] Coslyl, {x, O, 7}, {y, -, =}, ViewPoint -> {1044, -2.744, 0.379)];

negpl ot = Pl ot 3D[Si n[x] Cosh[y], {Xx, O, =x}, {y, -xw, =},
Vi ewPoi nt -> {2. 340, -1.795, 1.659}];

ravplotl =Pl 0t3D[(—(x—2)2+4) {x, 0, 4} {y -— -}
RS LI t e
Vi ewPoi nt -> {2.340, -2.795, 1.659}];

ravplot2 = Pl ot 3D[1, {x, 0, 4}, {y, --721, -721}, Vi ewPoi nt -> {2. 340, -1.795, 1.659}];

Show[G aphi csArray[{{negpl ot, pozplot}, {ravplot2, ravplotl}}],
G aphi csSpaci ng » {0, 0}]
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Qut[9]= = GaphicsArray -

U tipicnim tockama ovih ploha zakrivljenost je negativna (za plohu br. 1), pozitivna (za plohu br. 2) i nula (za plohe br.
3i 4). Zakrivljenost prvih dviju ploha nije konstantna tj. ovisi o tocki koju gledamo. Ova zakrivljenost je intrinsicno
svojstvo plohe i ne mijenja se ako plohu "savijamo"”, $to se zorno vidi naplohamabr. 3 i 4 koje su obje intrinsi¢no ravne.
Ploha br. 4 je zakrivljena "ekstrinsicno” tj. u tretoj dimenziji koja je izvan plohe. Dvodimenzionalna bi¢a nikakvim
mjerenjima ograni¢enima na plohu ne bi mogla razlikovati plohe br. 3i 4. Jedno vaZzno svojstvo intrinsi¢no zakrivljene
plohe je da se vektor kojeg paralelno transportiramo po zatvorenoj krivulji ne mora vratiti u ishodisni poloZaj jednako
usmjeren kao na pocetku.

Plohe konstantne pozitivne zakrivljenosti
Dvodimenzional na ploha konstantne pozitivne zakrivljenosti zove se 2—-sfera, i moze sedefinirati jednadzbom

X12 + X22 + X32 = Sz
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gdje je S polumjer sfere. To je obicna sfera iz svakodnevnog Zivota, npr. povrSina Zemljine kugle. Prema gornjoj
definiciji njena zakrivljenost jek = 1/ S7.

Vazno je uociti dvije stvari:
1) Jedna od tri koordinate x; > 3nije neovisna, Npr. x3 = VS — x;2 — X2 i uveli smo je
samo zato da sferu prikazemo kao plohu uklopljenu u 3D prostor. Sva zamisliva
dogadanja i mjerenja na sferi moguce je opisati pomotu samo dvije koordinate, npr

uohiCajenedi ¢.

2) Bita ogranicena na plohu sfere lako mogu zakljuciti da je onaintrinsi¢no zakrivl-
jena, npr. mjere€i kuteve trokuta: njihov zbroj ¢e uvijek biti veti od 180 stupnjeva.

Po anal ogiji, trodimenzional na hiper—ploha, dakle prostor konstantne pozitivne zakrivljenosti se zove 3—sferai zadan je
jednadZ bom

X12 + %2 + %32 + %42 = &
NaSsvemir, kad bi u njemu bilo dovoljno mase, bi mogao biti takav prostor.
K oordinata x4, nema nikakve veze s vremenom i sluzi nam samo da bi mogli interpretirati ovu 3—sferu kao zakrivljenu

plohu uklopljenu u euklidski Cetverodimenzionalni prostor. Da bismo je vizualizirali posluzimo se parametrizacijom
preko polarnih koordinata:

Inf10]:= X1[x_, 6_, #_1:=SSin[x] Cos[6]
X2[x_, 6_, ¢_1:=SSin[x] Sin[e] Cos[¢]
x3[x_, 6, ¢ 1:=SSin[x] Sin[e] Sin[¢]
X4[x_, 6, ¢&_]1:=SCos[x]

Provjerimo prvo daje ova parametrizacija dobra

In[14]:= x1[x, 6, ¢1> +x2[x, 6, ¢1° +X3[x, 6, ¢1° +X4[x, 6, ¢1°

Qut[14]= S? Cos[x]% +S% Cos[6]2 Sin[x]% +S% Cos[p]2Sin[e]2Sin[x]2+S2Sin[e]?2Sin[¢]?Sin[x]?
In[15]:= Sinplify[%

Qut[15]= S?

Kao &toi treba biti. Stavimo sada S—1 radi jednostavnosti.
In[16]:= S=1;

Prikazimo djelomi¢no ovu 3—sferu (uklopljenu u 4D prostor) u 3D prostoru, tako da promotrimo njen presjek s ravni-
nom ¢=0:
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In[17]:

Qut [ 17]

ParametricPl ot 3D[{x1[x, 6, 0], x2[x, o, 0], x4[x, 6, 01},

- G aphi cs3D -

Dobili smo obiénu 2D plohu konstantne pozitivne zakrivljenosti (2—sferu).

{x, 0, 2m},

{6, 0, m}]

Plohe konstantne negativne zakrivljenosti

Sli¢no, 3D prostor (hiper—plohu) konstantne negativne zakrivljenosti moZzemo uklopiti u 4D prostor tako da ga opiSemo

jednadZ bom

Minus prije X, znaci da ovaj put ne uklapamo plohu u obiéni euklidski vec u tzv. pseudo—euklidski prostor u kojem
npr. duzine mogu imati negativnu duljinu. (To se nevidi odmah iz ovih minusavet tek nakon drugacije anaize za koju
vidi literaturu.) Takav se pseudo—euklidski prostor pojavljujei u specijalno-relativistickoj fizici gdje prostorno—vremen-
ski intervali mogu imati negativnu "duljinu" ds*> = dt?> — dr? < 0. No ovdje jerijet o pomotnom 4D prostoru i X4 koor-
dinata opet nema nikakve veze s vremenskom koordinatom. | ovdje se moZzemo posluZiti parametrizacijom u polarnim

koordinatama:

In[18]:= C ear [S]

In[19]:= Xx1[x_, 6_,
X2[x_, 6_,
X3[x_, 6_,
X4[x_, 6_,

X12 + %2 + %32 — %42 = =&

SSinh[x] Cos[e]
SSinh[x] Sin[e] Cos[¢]
SSinh[x] Sin[e] Sin[¢]
SCosh[x]

Provjera daje ova parametrizacija dobra:

In[23]:= X1[x, O, ¢1° +X2[x, ©, ¢1° +X3[x, O, ¢]°> -X4[x, 6, ¢]°

Qut[23]= -S? Cosh[x]? +S? Cos[6]? Sinh[x]2 +

In[24]:

Qut [ 24]

S?2 Cos[#]2 Sin[e]?2Sinh[x]2+S2Sin[e]2Sin[#]? Sinh[x]?

Sinplify[%

_g?
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Pregek ¢=0 kroz 4D pseudo—euklidski prostor nam taj 3D prostor prikazuje kao 2D hiperboloid:

In[25]:

S=1;

In[26]:= ParametricPlot3D[{x1[x, 6, 0], x2[x, 6, 0], x4[x, 6, 0]},
{x, -m, n}, {6, -m =}, ViewPoint -» {3.210, -0.565, 0.910}]

<
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Qut[26]= = G aphics3D-

Na gornjoj skici nije jasno da je originalna hiper—ploha negativno zakrivljena (ranija definicija daje pozitivnu zakrivl-
jenost ove nacrtane plohe), ali to je artefakt toga $to je uklapanje izvedeno u pseudo—euklidski, a mi vizualiziramo
presiek u nasem euklidskom prostoru. Vidimo da ovakvo oslanjanje na naS3D prostorni zor moZe biti opasnoi najbolje
je pri odredivanju zakrivljenosti sluZiti se egzaktnim anditickim metodama, poput onih u slijedeem odjeljku.

Usput, ploha konstantne negativne zakrivljenosti u 3D euklidskom prostoru je tzv. Beltramijeva pseudosfera — ploha
revolucije traktrise (tractrix) :

In[27]:= SurfaceO Revol ution[ {1/ Cosh t!), t - Tanh[t]}, )
t, 0, 5}, PlotRange->{0, 2. ? Pl ot Poi nt s—>25, Vi ewPoi nt —>{1. 598, -2. 687,
1. 294}, Axes->Fal se, Boxed—->Fal se]

Qut[27]= =G aphics3D-

Vidimo daje svakatotka sedlenai daje u svakoj tocki zakrivljenost negativna.
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Polumjer i opseg kruznice u zakrivljenom prostoru

Pogledajmo omjer opsegai polumjerakruznice u prostorimakonstantne zakrivljenosti, dakle opisanima metrikom

ds? = L +12dQ
- l—krz/S2

Opseg se mjeri duz 6-koordinate i uvijek je jednak 27R:

2 7
In[28]:= J Rde
0

aut[28]= 2nR

dok se polumjer mjeri duz r—koordinate

polumjer:fOR\/l—_fr;Z/?
paje njihov omjer:
In[29]:= Clear[S]; (+ jer namje gore S=1 x)
2n7R

In[30]:= Omer[k_]:=

Integrate] {r, 0, R}, Assunptions > {S>R>0}]

1
Viker2/s2
U ravnom prostoru (k=0) taj omjer je dobro poznatih 2x:
In[31]:= QOnjer [0]

Qut[31]= 27
U pozitivno zakrivljenom prostoru (k = 1) taj omjer je uvijek manji od 2r:

In[32]:= Onjer[1l]

2R
Qut[32]=
[32] SArcSin[ 5]
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In[33]:= Plot [ —————, {x, 0, 0.95}, PlotRange - {{0, 1}, {0, 7}},
ArcSi n[x]
Ticks » {{0.5, 1}, {{0, "0"}, {3.14, "xn"}, {6.28, "2x"}}},
R
AxesLabel - { ", &" }]
S pol unj er
opseg
pol unj er
ZNK
JT
0.5 1 R
0.5 S
Qut[33]= -G aphics -

U negativno zakrivljenom prostoru (k = —1) omjer je uvijek veti od 2r

In[34]:= QOmer[-1]
27R

Qut[34]= SArcSinh[ ]
In[35]:= Plot 2 X 0, 0.95}, PlotRa 0, 1}, {0, 7
n[35]:= Y [my {x, 0, 0.95}, PlotRange » {{0, 1}, {0, 7}},
Ticks » {{0.5, 1}, {{0, "0"}, {3.14, "xn"}, {6.28, "2x"}}},
R
AxesLabel -» {" =", " Le.g_" }]
S pol unj er
opseg
pol unj er
Zﬂ—/_//
JT
0.5 1 R
0.5 S
Qut[35]= =G aphics -

U granici beskonatnog radijusa zakrivljenosti (S—co) omjer tezi k 2.

Dakle, ratungjuci ovaj omjer lako odredujemo zakrivljenost plohe.



