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Before I speak, I have something important to say.

Groucho Marx
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Uvob

U samom srcu teorijske fizike nalazi se geometrija. No, na $to to¢no mislimo
kada kazemo "geometrija"? Tradicionalno gledajuci, geometrija je grana mate-
matike koja se bavi oblikom, veli¢inom i relativnim odnosom dijelova prostora.
Stoga, ve¢ na prvi pogled imamo jasnu vezu s fizikom koja smjesta razlicite
objekte u prostor te promatra njihovu dinamiku u vremenu. Medutim, veza
izmedu fizike i geometrije je puno dublja.

Evolucijom moderne geometrije izdvojile su se njene dvije velike grane koje
su posebno znacajne za teorijsku fiziku. S jedne strane je topologija koja se bavi
globalnim svojstvima skupova, a s druge diferencijalna geometrija, fokusirana
na njihova lokalna svojstva. Ova dva aspekta geometrije isprepletena su nizom
istaknutih teorema poput Gauss-Bonnetovog ili Atiyah-Singerovog.

U dodiplomskoj nastavi fizike s geometrijom se obi¢no prvo susreéemo
kroz vektorsku analizu u intuitivnom kontekstu trodimenzionalnog Euklidskog
prostora. Skalarni i vektorski produkti vektora, operator nabla i njegovi “srod-
nici”, Gaussov i Stokesov teorem samo su dio asortimana osnovnih geometrij-
skih alata. Ovdje, medutim, brzo nailazimo na ocita ogranicenja koja otvaraju
niz pitanja o poopcenju navedenih pojmova. Na primjer, $to ako je broj di-
menzija prostora razli¢it od 3 ili ako prostor nije ravan, poput Euklidskog, ve¢
zakrivljen? Na sve ovo nailazimo u relativistickim modelima prostorvremena,
kao i kod raznih faznih prostora.

Promotrimo za uvod neke konkretne primjere u kojima smo pomalo nes-
vjesno susreli probleme za Cije ¢e se razumijevanje diferencijalna geometrija
pokazati neophodnom.

» Prvi zakon termodinamike ograni¢ava pretvorbu izmedu unutarnje ener-
gije U, topline @) i rada W kojeg okolina vrsi nad sustavom,

AU = dQ + aW

Infinitezimalna promjena s lijeve strane jednakosti naznacena je diferen-
cijalom “d”, dok s desne strane imamo “neprave” (Pfaffove) diferencijale
“d@” koji naglasavaju kako integral takvih velifina po zatvorenom putu
ne i$¢ezava. No, Sto je tocno ovaj potonji matematicki objekt i kako ga
moZemo geometrijski docarati?
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Uvob X

« Kada u magnetostatici promatramo dio prostora u kojem nema struja,
Ampéreov zakon (u diferencijalnom obliku) nam govori kako rotacija
magnetskog polja iS¢ezava,

VxB=0 (1)

Stoga, prirodno je uvesti magnetski skalarni potencijal ¥, analogno s
elektri¢nim, preko B = —VW. Ovakav potencijal je, medutim, opcenito
definiran samo lokalno. Sto to znaéi? Promotrimo jednostavan primjer
beskonacnog ravnog vodica kroz koji tec¢e konstantna struja I # 0. Neka
je K krug kojeg ovaj vodi¢ okomito probada, a C' kruznica koja je rub
kruga K. Ovdje naizgled benignim ra¢unom dobivamo kontradikciju,

MOI:%B-déz—%(V\I/)-dEzO
C C

S obzirom da je jednadzba (1) zadovoljena duz cijele kruznice C, s pravom
se mozemo zapitati §to je ovdje poslo po zlu? Zasto analogan problem
nemamo kod skalarnog elektri¢nog potencijala beskona¢nog homogeno
nabijenog pravca?

« Zakretanje ravnine njihanja Foucaltovog njihala jedna je od uobicajenih
demonstracija Coriolisove sile. Fizikalno objasnjenje obi¢no ukljucuje
raspisivanje jednadzbi gibanja u neinercijalnom sustavu. Jednostavnije
gledajudi, ravnina njihanja je paralelno transportirana kroz prostor pri-
likom Zemljine rotacije. Zasto se onda ova ravnina ne vrati u pocetni
polozaj nakon punog kruga?

+ P.A M. Dirac je 1931. godine povezao magnetske monopole s kvantizaci-
jom elektri¢nog naboja. Koja geometrijska slika se krije iza ovog vaznog
teorijskog argumenta?

Dakako, ovo nisu jedini primjeri u fizici. A. Einstein je u opcoj teoriji rela-
tivnosti uveo diferencijalnu geometriju na velika vrata. Analiza svojstava pros-
torvremena je nezamisliva bez alata diferencijalne geometrije. Moderan opis
kvantnih medu djelovanja pociva na bazdarnim teorijama i njihovom principu
lokalne bazdarne invarijantnosti, koje imaju jednostavnu geometrijsku sliku i
iz koje slijede vazni netrivijalni zakljuéci.

Jednom kada imamo pojam okoline mo¢i ¢emo razluditi temeljnu razliku
izmedu tvrdnji koje su

« ultralokalne (vrijede u tocki),

« lokalne (vrijede na nekoj okolini), i

« globalne (vrijede svugdje).

S topoloskim prostorima pripremamo teren za pojam lokalnog na skupu. U
svakoj tocki ¢emo izgraditi tenzorske strukture pocevsi od tangentnih vektora.
Potom ¢emo sagraditi globalne strukture ...



xi Uvod

TEHNICKE NAPOMENE

« Matematicke strukture koje uklju¢uju uredene n-torke objekata, poput
grupe (G, ), vektorskog prostora (V, +, - ) nad poljem (KK, +, - ) ili vlak-
nastog sveznja (F,m, B, F'), Cesto oslovljavamo skraceno izostavljajuéi
dio informacije koja je ili jasna iz konteksta ili nebitna u tom dijelu di-

skusije: npr. “grupa G”, “vektorski prostor V”, “svezanj E — B”, itd.

« Einsteinova sumacijska konvencija

« povremeno koristimo pokratu akko sa znacenjem “ako i samo ako” (lo-
gicka ekvivalencija)

« Ako je argument funkcije f uredena n-torka, onda koristimo pokratu

flz, . yxn) = f(21, ..., 20))
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TEMELJI

0.1 SkuprovVI

Imamo li dva skupa, A i B, s eventualnim nepraznim presjekom A N B, pone-
kad ih Zelimo promatrati u uniji, ali bez da smo elemente iz presjeka “stopili”
(drugim rije¢ima, Zelimo elemente presjeka “brojati dvaput”). Takav skup zo-
vemo diskretna unija i definiramo ga s ... U slu¢aju opcenite familije skupova
...Neka je {X, | @ € J} familija skupova,

X=]]Xo=JXax{a}) ={(x,a) |, zeX} ()

acJ aeJ

Definicija 0.1. Osnovne operacije na skupovima A, B C X:

Unija skupova AUB={ze X |z € AV z € B}
Presjek skupova ANB={zeX|z€ A N z € B}
Razlika skupova A—B={zx€ A|z ¢ B}

Kazemo da skup A presjeca skup B ako vrijedi A N B # (). Kazemo da su
skupovi A i B disjunktni ako vrijedi A N B = (). Komplement podskupa
A C X unutar skupa X je skup X — A.

ALGEBRA skuPova A B, C C X

Idempotentnost | Komutativnost | Operacije s () | Operacije s X
AUA=A | AUB=BUA | AUul=A4 | AUX=X
ANA=A4A ANB=BnNA| Anh=0 AnX=A4



TEMELjI

Asocijativnost
(AUB)UC =AU (BUCQC)
(ANB)NC =AN(BNC)

Distributivnost
Au(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

de Morganovi zakoni
X-(AuB)=(X-A)Nn(X-B)
X-(ANnB)=(X-A)U(X-B)

Teorem 0.2. Neka su A, B C X. Tada su sve naredne tvrdnje ekvivalentne,

(X -AuB=X
AN(X-B)=10

AUB=B
AnB=A

ACB
X-ADX-B

Teorem 0.3. Neka su A, B C X. Tada vrijedi
(@) ANB=A—(X—-B)=A—-(A-B);
(b) A—B=AN(X — B);

0.2 RELACIE

Definicija 0.4. Binarna relacija medu skupovima A i B je podskup R
Kartezijevog produkta A x B. Specijalno, binarna relacija na skupu A je
podskup R Kartezijevog produkta A x A. Koristimo oznaku x Ry u znacenju

(z,y) € R.



0.2. Relacije

Definicija 0.5. Za binarnu relaciju R na skupu A kazemo da je

« refleksivna ako (Vz € A) : xRx;
- simetri¢na ako (Vz,y € A) : 2Ry = yRu;
- antisimetri¢na ako (Vz,y € A): tRy AyRx = x = y;

- tranzitivna ako (Vz,y,z € A) : xRy AyRz = zRz.

Definicija 0.6. Za binarnu relaciju R na skupu A kazemo da definira
« parcijalni uredaj na skupu A ako je R refleksivna, antisimetri¢na i
tranzitivna relacija;

. totalni uredaj na skupu A ako R definira parcijalni uredaj na A i ako

(Vz,ye A): zRyVyRx .

Za opcenitu relaciju parcijalnog uredaja ponekad koristimo oznaku “<”, a
parcijalno ureden skup A s pripadnom relacijom < pigemo kao par (A4, <).

Primjer|i 0.7. Inkluzija C na nepraznoj familiji skupova F definira parcijalni
uredaj. Medutim, ona opcenito ne definira totalni uredaj jer u promatranoj
familiji skupova F mogu postojati disjunktni neprazni skupovi. Nejednakost
< na skupu prirodnih brojeva IN definira totalni uredaj. S druge strane, stroga
inkluzija C i stroga nejednakost < nisu refleksivne relacije. /!

Definicija 0.8. Neka je (X, <) neprazan parcijalno ureden skup i neka je
S C X njegov neprazan podskup. Za skup S kazemo da je

- omeden odozgo ako (M € X)(Va € S) : a < M, pri ¢emu

element M zovemo gornja meda skupa S

« omeden odozdo ako (Im € X)(Va € S) : m < a, pri ¢emu
element m zovemo donja meda skupa S;

« omeden ako je omeden i odozgo i odozdo.
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Definicija 0.9. Neka je (X, <) neprazan parcijalno ureden skup i neka je
S C X njegov neprazan podskup. Ako je S omeden odozgo, tada za njegovu
najmanju gornju medu (ako takva postoji), element M € X takav da vrijedi
M < M’ za svaku gornju medu M’ skupa S, kazemo da je supremum skupa
S 1 piSemo

M =supS . (2)
Ako je S omeden odozdo, tada za njegovu najvecu donju medu (ako takva
postoji), element m € X takav da vrijedi m > m/’ za svaku donju medu m/
skupa S, kazemo da je infimum skupa S i piSemo

m =inf S . (3)

Komentar 0.10. Ako postoje, supremum i infimum nekog skupa su jedins-
tveni. Naime, pretpostavimo da su M; i M, sva supremuma promatranog
skupa: tada po definiciji vrijedi My < Ms < M, pa antisimetri¢nost relacije <
povlacdi da je My = M. Takoder, ako su my i mo dva infimuma promatranog
skupa, tada je my > mo > my, stoga my = ma. //

Primjer|i 0.11. Uzmemo li, na primjer, na parcijalno uredenom skupu pri-
rodnih brojeva (IN, <) skup A = {3,4,5} C N, tadajesupA =5 € Ai
inf A = 3 € A. S druge strane, uzmemo li na parcijalno uredenom skupu raci-
onalnih brojeva (Q, <) skup B = {1/n|n € N} C Q, tadajesupB =1 € B,
aliinf B = 0 ¢ B. Takoder, primjetimo da skup S = {g € Q|¢* < 2} C Q
nema niti supremuma niti infimuma na skupu racionalnih brojeva Q. 1

Definicija 0.12. Za relaciju R na skupu A kazemo da je relacija ekviva-
lencije ako je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna. Za relaciju ekvivalencije
Cesto se koristi oznaka ~ .

Definicija 0.13. Za dani neprazni skup A i njegov element a € A relacija
ekvivalencije na skupu A definira klasu ekvivalencije, skup onih elemenata
koji su u relaciji s a,

[a]={x € A|z~a} (4)

Skup svih klasa ekvivalencija u skupu A zovemo kvocijentni skup i pisemo

A/~={[a]|a € A} ©)

Primjer|i 0.14.

« Medu to¢kama u ravnini s istaknutim ishodi$tem, to¢kom O, moZemo de-
finirati relaciju koja vrijedi akko su promatrane tocke na istoj udaljenosti
od O. Lako se provijeri da je ovo relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalen-
cije neke tocke 7" # O u ravnini je kruznica sa sredistem u ishodistu i
radijusom |OT.



5 0.2. Relacije

« Za svaki prirodni broj n > 2 mozemo definirati relaciju « ~ y na skupu
cijelih brojeva Z, koja vrijedi akko je apsolutna razlika |« —y/| dijeljiva s n
(drugim rije¢ima, akko x i y imaju isti ostatak pri dijeljenju s n). Lako se
provjeri da je ovo relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije ove relacije

su podskupovi [¢] = {kn+ (| k € Z}.
1

Naredni teorem dokazuje korisno svojstvo relacije ekvivalencije i pripadnih
klasa ekvivalencije.

Teorem 0.15. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu A. Tada kvocijentni
skup ¢ini jednu particiju skupa A, odnosno klase ekvivalencije zadovoljavaju
svojstva

1. Ya€e A : a€la],

2. wrijedi ili [a] = [b] (akkojea ~b) ili [a] N [b] = 0.

Bez ulaZenja u strogu aksiomatiku doti¢nih skupova, koristece relacije ekviva-
lencije ovdje moZemo uvesti nekoliko skupova s kojima ¢emo se ¢esto sluziti.

« Skup cijelih brojeva moZemo definirati kao kvocijentni skup
Z—(NxN)/~,
gdje je (a,b) ~ (c¢,d) akko a + d = b + c. Naime, ideja je uvesti nega-
tivne cijele brojeve pomoéu objekata koje veé poznajemo. Uoc¢imo li kako

primjerice broj —3 mozemo visestruko prikazati kao rezultat oduzimanja
prirodnih brojeva

—3=1-4=2-5=3-6=...
tada njega isto tako moZemo promatrati kao skup uredenih parova
{(174)a (27 5)7 (Sa 6)7 s } :
Ovaj skup je upravo jedna klasa ekvivalencije gore definirane relacije.

« Skup racionalnih brojeva moZemo definirati kao kvocijentni skup
Q= (ZxN)/~,
gdje je (a,b) ~ (¢, d) akko ad = be.
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0.3 PRESLIKAVANJA

Navikli smo na preslikavanja (funkcije) gledati kao “pridruzivanje” elemenata
iz jednog skupa elementima drugog skupa. U skladu s tim, operaciju “pridruzi-
vanja” simboli¢ki predstavljamo uredenim parom (z, F'(x)) varijable x i “vri-
jednosti” F'(z) koju joj pridruzuje funkcija F. Medutim, koriste¢i gore uvedene
pojmove mozemo uobliciti precizniju definiciju.

Definicija 0.16. Neka su D (domena) i K (kodomena) neprazni sku-
povi. Za relaciju F' medu skupovima D i K kazemo da je preslikavanje ili
funkcija ako zadovoljava naredna dva svojstva,

(@ (VzeD)JyeK): aFy,1i
(b) (Vz € D)(Vy1,y2 € K): xFy; ANxFys = y1 = yo.

Drugim rije¢ima, svaki element iz D je u relaciji s jednim i to¢no jednim
elementom iz K. Preslikavanje zajedno s njenom domenom i kodomenom
obi¢no oznacavamo s F' : D — K, a relaciju 2 F'y pisemo kao F(z) = y.

Primjer|i0.17. Na svakom nepraznom skupu X moZemo uvesti elementarno
preslikavanje, identitet idx : X — X, takvo da je za svaki x € X definirano
idx (z) = x. Takoder, za svaku danu domenu D, kodomenu K ielementy € K
mozemo definirati konstantnu funkciju ¢, : D — K s ¢,(z) = y za svaki
reD. /!

Definicija 0.18. Neka je f : D — K preslikavanjete A C Di B C K.
Tada definiramo

« sliku skupa A, f(A {f )EK|ac A}

« prasliku skupa B, f~! ={z e D| f(z) € B}

Teorem 0.19. Neka je f : X — Y preslikavanje medu skupovima X i Y.
Ako su zadani skupovi A, B C X iG,H C Y, tada f~! “Cuva” uniju, presjek
i razliku, ali f “Cuva” samo uniju skupova,

f(AUB) = f(A)Uf(B) | fFHGUH)=fHG)Uf ' (H)
f(ANB) C f(A)Nf(B) | fF~HGNH)=fHG)Nf ' (H)
fLA=B)2 f(A) - f(B) | FHG-H)=f"G)- f‘l(H)



7 0.3. Preslikavanja

Definicija 0.20. Preslikavanje f : D — K je
« injekcijaako Va,be D: a#b = f(a) # f(b);
- surjekcija ako je f(D) = K ;

« bijekcija ako je injekcija i surjekcija.

Primjer|i 0.21. Na primjer, preslikavanje f : Z — Z, f(x) = 22 nije niti
injekcija niti surjekcija. Preslikavanje f : N — Z, f(x) = z je injekcija ali nije
surjekcija. Preslikavanje f : Z — Ny, f(x) = |z| nije injekcija ali je surjekcija.
Kona¢no, preslikavanje f : Q — Q, f(x) = 2x/3 je bijekcija. /1

Definicija 0.22. Ako su zadana preslikavanja f : X — Yig:Y — Z,
tada je njihova kompozicija preslikavanje (g o f) : X — Z, definirano s
(go f)(z) =g(f(x)) zasvakiz € X.

Definicija 0.23. Nekasu f: X — Yig:Y — X preslikavanja za koja
vrijedi go f = idx i f o g = idy. Tada kaZemo da su preslikavanja f i g
jedno drugomu inverzi. U ovom slu¢aju obi¢no koristimo oznaku f~! = g,
odnosno g~ ! = f.

Teorem 0.24. Preslikavanje f : X — Y ima inverz akko je bijekcija.

Kardinalnost skupova (intuitivno: broj elemenata skupa). Za skup S ka-
zemo da je konacan ako je prazan ili ako postoji bijekcijab : S — {1,2,...,n}
za neki n € IN. U protivnom kaZemo da je skup beskonacan. U slu¢aju kada
izmedu beskonacnog skupa S i skupa IN postoji bijekcija, kazemo da je S pre-
brojivo beskonacan (specijalno, samo skup IN, ali i skup Q su prebrojivo be-
skonac¢ni). U protivhom za beskonacan skup S kazemo da je neprebrojivo
beskonacan (npr. partitivni skup prirodnih brojeva &2 (IN) je neprebrojivo be-
skonacan).

Definicija 0.25. Neka je A neki neprazan skup. Niz je preslikavanje f :
IN — A. Ako “¢lanove” niza obiljezimo s a,, = f(n) za svaki n € IN, tada za
niz koristimo oznake poput (ay, )nen, (an)n ili (ay,).



TEMELjI

Komentar 0.26. Valja razlikovati niz od skupa njegovih vrijednosti u kodo-
meni. Na primjer, niz a,, = (—1)" ima beskona¢no mnogo “¢lanova”, ali skup
njegovih vrijednosti, S = {(—1)" | n € N} = {—1,1}, ima samo dva ele-
menta. /!

Definicija 0.27. Indeksna funkcija za nepraznu familiju skupova A je
svaka surjekcija f : J — A. Skup J nazivamo skupom indeksa, a familiju
A zajedno s indeksnom funkcijom f indeksirana familija skupova. Za
a € J skup f(a) € A oznatavamo s A,, a indeksiranu familiju s {A, }aes
ili samo s { A, }, ako je iz konteksta jasno o kojem skupu indeksa je rijec.

Komentar 0.28. Indeksna funkcija ne mora biti injektivna, tj. moZemo imati
A = Ap iako je a # B. 1

0.4 OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Po uzoru na osnovne racunske operacije na skupu cijelih ili skupu realnih bro-
jeva, na opcenitom (nepraznom) skupu mozemo izdvojiti posebna preslikavanja
(“operacije”) pomoc¢u kojih gradimo algebarski jezik na tom skupu. Jednakost,
odnosno izomorfizam medu algebarskim strukturama je uvijek bijekcija koja
“Cuva operacije”.

Definicija 0.29. Neka je S neprazni skup, a * : § x S — S operacija.
Tada kazemo da operacija * zadovoljava

(a) asocijativnost ako (Va,b,c € G): (a*b)xc=ax* (bxc),
(n) postojanje neutralnog elementa ako (Je € G)(Va € G) : exa =
ax*e=a,

(i) postojanje inverzaako (Va € G)(3a ' € G): axa ™' =a txa=c¢

Za ureden par (.S, %), ovisno o svojstvima operacije, kazemo da je

polugrupa (a)
monoid (a+n)
grupa (a+n+i)

Za svaku od navedenih struktura kazemo da je komutativna ako operacija
za sve elemente a, b € S zadovoljava a * b = b * a . Specijalno, komutativnu
grupu zovemo i Abelova grupa.
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Primjer|i 0.30. (Z,+), grupa cijelih brojeva s operacijom zbrajanja; (Q, +),
grupa racionalnih brojeva s operacijom zbrajanja; (Z, +), grupa ostataka pri
djeljenju s prirodnim brojem k > 2 i zbrajanjem modulo k; (Q*,-), grupa
racionalnih brojeva bez nule s operacijom mnozenja; (Bij(X), o ), grupa bijek-
cijab : X — X na nepraznom skupu X s operacijom kompozicije funkcija;
itd. S druge strane, primjerice, ureden par (INy, 4) nenegativnih cijelih brojeva
s operacijom zbrajanja nije grupa (jer niti jedan prirodan broj n € IN nema
inverz) ve¢ je samo komutativni monoid. Sli¢no tako, ureden par (N, +) je
komutativna polugrupa. /!

Definicija0.31. Podgrupa, normalna podrupa, centar. Za grupu G kazemo
da je prosta ako su joj jedine normalne podgrupe trivijalne, podgrupa {e} i
sama grupa G.

Definicija 0.32. Prsten je uredena trojka (R, +, - ) nepraznog skupa R i
operacija “zbrajanja” 4+ : R X R — R i “mnoZenja” - : R X R — R, koja
zadovoljava naredna svojstva:

(R1) (R,+) je Abelova grupa (s neutralnim elementom 0 € R),
(R2) (R,-) je polugrupa,
(R3) distibutivnost, (Va,b,c € R) :
a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c

Polje je prsten u kojem je ureden par (R — {0}, - ) Abelova grupa.

Primjerl|i 0.33. Uredene trojke (Q,+,-) i (R, +, ) su polja. S druge strane,
uredena trojka (Z, +, - ) je prsten ali nije polje jer ureden par (Z — {0}, - ) nije
grupa. /

Realne brojeve moZemo jednoznaéno opisati kao polje (R, +, - ) koje je to-
talno uredeno s relacijom <, kompatibilnom s operacijama na skupu,

a<b=a+c<b+c,

a<bAN0O<c = ac<bc,

i svojstvom da svaki odozgo omeden podskup S C R ima supremum na skupu
R.

Konstrukciju takvog skupa mozemo uvesti preko Dedekindovog reza na ra-
cionalnim brojevima: R je skup uredenih particija skupa Q, odnosno uredenih
parova skupova (A, B), gdjesu A, B C Q, takvidajea < bzasvea € A i
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b € B, pri ¢emu se primjerice drzimo konvencije kako B nema najmanjeg ele-
menta. Na primjer, /2 = (A, B), gdje je A unija svih negativnih racionalnih
brojeva i onih racionalnih brojeva ¢ za koje je ¢> < 2, a B skup svih pozitivnih
racionalnih brojeva q za koje je ¢> > 2. Primjetimo, skup racionalnih brojeva ne
posjeduje svojstvo da mu svaki odozgo omeden podskup ima supremum (medu
racionalnim brojevima).

Komentar 0.34. Cesto koristimo neke pomoéne oznake, poput skupa pozi-
tivnih racionalnih brojeva QT = {q € Q | ¢ > 0}, skupa pozitivnih realnih
brojeva Rt = {r € R |7 > 0} (i analogno, negativnih racionalnih Q" i ne-
gativnih realnih brojeva R ™), skupa cijelih brojeva bez nule, Z* = Z — {0},
skupa racionalnih brojeva bez nule, Q* = Q — {0} i skupa realnih brojeva bez
nule, R* = R — {0} /

TO DO: kompleksni, kvaternioni, oktonioni, ...

0.5 VEKTORSKI PROSTORI I ALGEBRE

Definicija0.35. Vektorski prostor (ili linearni prostor) nad poljem K je
uredena trojka (V, +, -) skupa V' i dvije operacije, + : V' x V' — V (zbrajanje
vektora)i - : K x V' — V (mnoZenje skalarom), koje zadovoljavaju sljedeca
svojstva za sve a,b € Visve A,k € K

1. (V,+) je Abelova grupa,

2. kvaziasocijativnost, A - (k- a) = (Ak) - a,

3. postoji jedinical € F, takvadajel:a = a,

4. distributivnost s obzirom na zbrajanje skalara, (A+k)-a = A-a++«-a,

5. distributivnost s obzirom na zbrajanje vektora, - (a+b) = X\-a+A-b.

Definicija 0.36. Nekasu V' i W vektorski prostori nad istim poljem K. Za
preslikavanje L : V' — W kazemo da je K-linearno ako za sve a,b € V' i
sve a, f € K vrijedi

L(aa + pb) = aL(a) + BL(b) .

Izomorfizam medu vektorskim prostorima V' i W je K-linearna bijekcija

¢V > W.
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Definicija 0.37. Algebra (A, m) nad poljem K je ureden par vektorskog
prostora A (nad poljem K) i K-bilinearnog preslikavanjam : A x A — A,
pri ¢emu koristimo skracen zapis ab = m(a, b). Za algebru kazemo da je

. algebras dijeljenjem ako nema dijeliteljanule, (Aa,b € A*) : ab =
0;

. asocijativna algebra ako (Va,b,c € A) : (ab)c = a(be);

+ komutativna algebra ako (Va,b € A) : ab=ba.

Definicija 0.38. Za algebre A i B kazemo su izomorfne ako postoji izo-
morfizam medu vektorskim prostorima ¢ : A — B koji za sve z,y € A

zadovoljava ¢(zy) = ¢(x)o(y).

Teorem 0.39 (Frobenius). Svaka konacnodimenzionalna asocijativna alge-
bra s dijeljenjem nad poljem realnih brojeva izomorfna je s R, C ili H.

Definicija 0.40. Liejeva algebra (A,[., .]) je algebra u kojoj bilinearno
preslikavanje [ ., .| zadovoljava

(@ (Va€A): [a,a] =0, i
(b) Jacobijev identitet,

(Va,b,c€ A): [la,b],c]+ [[b,c],a] + [[c,a],b] = 0.

Komentar 0.41. Prvo svojstvo, [a, a] = 0, zajedno s linearnosti odmah pov-

la¢i antisimetri¢nost produkta, [c,b] = —[b, ¢]. Obratno, antisimetri¢nost pro-
dukta [c,b] = —[b,c]| povladi svojstvo [a,a] = 0 samo ako je karakteristika
polja K razli¢ita od 2. !

0.6 GRUPNA DJELOVANJA

Neka je X neki neprazan skup. Prvo se valja prisjetiti da skup svih bijekcija
b: X — X, kojeg ¢emo oznatiti s Bij(X), zajedno s operacijom kompozicije
funkcija o ¢ini Abelovu grupu (neutralni element je identitet idx). Bijekcije
na skupu X mozemo intuitivno predociti poput permutacija, odnosno presla-
givanja elemenata skupa X. Kako bi ova preslagivanja sustavno strukturirali
mozemo ih prvo povezati s grupama.

Definicija 0.42. Neka je X neprazan skup i (G, -) grupa. Djelovanje
grupe G na skupu X je grupni homomorfizam « : (G, ) — (Bij(X), o).
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Komentar 0.43. Nacelno mozemo razlikovati djelovanje grupe s lijeva, gdje
pretpostavljamo da za sve g1, g2 € G imamo

ar(9192) = ar(g1) oar(ga) ,

od grupnog djelovana s desna gdje imamo

ar(g192) = ar(g2) o ar(g1) -

Medutim, za svako djelovanje s desna p mozemo definirati jedinstveno djelo-
vanje s lijeva A preko \(g) = p(g~!). Naime, imamo

Mgrg2) = p(g2 ' gr") = plgr ) o plgz ") = Ag1) © Ag2) -

Stoga, moZemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da imamo grupno dje-
lovanje s lijeva. 1

Komentar 0.44. Alternativni zapis grupnog djelovanja je preko preslikava-
nao : Gx X — X, gdjejeo(g, ) = a(g). Na primjer, uvjet da je o
grupni homomorfizam, a(gh) = a(g) o a(h), zapisujemo preko o(gh,z) =
o(g,o0(h,z)). Takoder, djelovanje grupnog elementa g € G na tockuz € X u
literaturi se ponekad skraceno zapisuje kao g.x = o(g, ). /!

Primjer|i 0.45. Djelovanje ciklicke grupe C,, na skup od n elemenata.  //

Primjer|i 0.46. Svaka grupa GG djeluje na samu sebe na nekoliko nacina. Pri-
mjerice, za svaki ¢ € G imamo naredne bijekcije: mnozZenje s lijeva Ly(h) =
gh, mnoZenje s desna Ry(h) = hg i konjugaciju ¢, = Ly o R;", odnosno
cg(h) = ghg™'. Sva preslikavanja g — L, g — Ry ig — c, su homomor-
fizmi. Valja uoditi kako sama preslikavanja Ly, Ry : G — G op¢enito nisu ho-
momorfizmi, dok je konjugacija ¢, : G — G izomorfizam za svakig € G.  //

Definicija 0.47. Stabilizator (grupa izotropije, mala grupa) tocke a €
X s obzirom na djelovanje grupe G definirana je s

St(a) ={g€ G| o(g,a) =a} . (6)

Komentar 0.48. Valja prvo provjeriti da je uistinu St(a) < G zasvakia € X.
Kako je o grupni homomorfizam, za svaki ¢ € G imamo a(g™!) = a(g)~'.
Stoga, za svaki g € St(a) slijedi da je (a(g71))(a) = (a(g))"'(a) = a, od-
nosno o(g~t,a) = aistoga g~! € St(a). Nadalje, za sve g, h € St(a) imamo
o(gh,a) = o(g,0(h,a)) = o(g,a) = a paje gh € St(a). Primjetimo, za svaki
a € X isvaki g € G vrijedi gSt(a) g~ = St(o(g,a)) pa opéenito St(a) nije
normalna podgrupa grupe G. /!
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Definicija 0.49. Orbita tocke a € X s obzirom na grupno djelovanje o
grupe G je skup

Orb(a) ={0(g,a)| ge G} C X . (7)

Za tocku a € X kazemo da je fiksna tocka elementa g € G ako je
0(g,a) = a. Skup svih fiksnih to¢aka elementa g € G obiljezavamo s

Fix(g)={a€ X | 0(g,a) =a} C X . (8)

Za totku a € X kazemo da je fiksna tocka grupnog djelovanja ako je
Orb(a) = {a}, odnosno St(a) = G.

Primjer|i 0.50. Na primjer, Fix(e) = X. Naime, iz a(e) oa(e) = a(e) slijedi
daje a(e) = idx. 1

Definicija 0.51. KaZemo da je grupno djelovanje grupe G na skup X

« vjerno (efektivno) ako je Fix(g) # X za svaki netrivijalni element
g # e grupe G;

- slobodno ako je Fix(g) = () za svaki netrivijalni element g # e grupe
G, odnosno ako je St(a) = {e} za svakia € X;

. tranzitivno ako za sve a,b € X postojig € G takavdajeb = o(g,a),
odnosno ako je Orb(a) = X za svakia € X.

Komentar 0.52. Ako je djelovanje grupe vjerno, tada je pripadna « injekcija.
Naime, pretpostavimo da postoje g,9’ € G, takvi da je o(g,2) = o(¢’,z) za
sve z € X. No, tada je

z=o(e,x) =09t a(g,2)) =0(g™",0(g',2)) =a(g™"g", 2)

Kako je po pretpostavci djelovanje vjerno, slijedi da je g~ '¢g’ = e, odnosno
9=9 g

0.7 REALNA ANALIZA

Definicija 0.53. Multiindeksi I = (i1, ..., ).
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Teorem 0.54 (Taylor). Neka je O C R™ otvoren podskup, a € O, f €
C*+1(0) za nekik € INy. Ako jeV C O konveksan podskup skupa O tada za
svex € V wvrijedi

f(z) = Py(z) + Ri(2) , )
gdje je Pi.(x) Taylorov polinom reda k funkcije f u tocki a,

k
Pue) = f@)+ 3 = 3 (e - )0 f(a) (10

n=1 """ |I|=n
a Ry (x) ostatak, definiran s

Riw) == 3 (x—a)I/O (1= O)F0; fa+t(x—a)dt. (1)

U |I|=k+1

Dokaz : Matematickom indukcijom. Slu¢aj & = 0 slijedi integracijom,

Lof

D (a+t(x—a))dt.

f@) = @ = [ 5 fla+ ta - ayar= [

Nadalje, ako tvrdnja vrijedi za neki £ € INo, tada upotrebom parcijalne integracije do-
bivamo

1 1 Nkt
/0(17t)k81f(a+t(a:fa))dt:fkil/0 d(1 dtt) Orfla+t(@—a))dt =

_p\k+1 1 1
= % Orf(a+t(x—a)) 0+%+1 /0 (1—t)** % Orf(a+t(r—a))dt =
' )
= kilalf(a)-i- %H /0 (1 —t)kﬂ(x—a)”waff(a—l—t(x—a))dt7

§to uvrstavanjem u izraz za ostatak Ry (x) dokazuje korak indukcije. O
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0.7. Realna analiza

Dodatna literatura

Zadaci

1. Naizgled, simetri¢nost i tranzitivnost nuzno povlace refleksivnost,
a~b=b~a = a~a.
Gdje je pogreska u ovakvom rezoniranju?

2. Neka je S C R neprazan omeden skup. Tada vrijedi inf S < sup S. Ako
je inf S = sup S tada se S sastoji od to¢no jedne tocke.

3. Dokazite da je preslikavanje f : X — Y
(a) injekcija akko (V A, B C X) (A B) = f(A)n f(B);
(b) injekcija akko (VA C X): “L(f(A);
(c) surjekcijaakko (VC CY): C = f(f L))
(d) bijekcijaakko (VAC X): f(X —A4)=Y — f(A).

4. Neka je X neprazan skup, a & (X) njegov partitivni skup. Kakve alge-
barske strukture su (Z(X),U) i (Z(X),N)?

5. Dokazite da su mnozZenje s lijeva L, i mnoZenje s desna R, slobodna
tranzitivna djelovanja grupe na samu sebe.
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ToOPOLOSKI PROSTORI

1.1 TOPOLOSKI PROSTOR

Motivacija. Skup je amorfan objekt, bez unutra$nje strukture. Zelimo li na
skupu pricati o analizi (limesima, derivacijama, itd.) potreban nam je temeljni
pojam, okolina tocke, odnosno otvoreni skup koji sadrzi tu tocku. Stoga, prvo
valja napraviti selekciju podskupova zadanog skupa koje ¢emo zvati otvorenim
skupovima.

Definicija 1.1. Topoloski prostor je ureden par (X, .J) gdje je X skup,
a 7 familija podskupova skupa X koja zadovoljava sljedeca svojstva

1. XegilbeZ,
2. unija proizvoljnog broja skupova iz 7 je opet element familije .7,

3. presjek konacno mnogo skupova iz .7 je opet element familije .7.

Za svaki skup O € 7 kazemo da je otvoreni skup, dok za njihove komple-
mente X — O kazemo da su zatvoreni skupovi.

Komentar 1.2.  Skup ne mora biti nuzno otvoren ili zatvoren: postoje skupovi
koji su i otvoreni i zatvoreni ili oni koji nisu nijedno od to dvoje. Drugim rije-
¢ima, skupovi nisu “poput vrata”, koja uvijek moraju biti otvorena ili zatvorena.
Na primjer, prema samoj definiciji cijeli skup X i prazan skup () su u svakoj to-
pologiji primjer skupova koji su istovremeno i otvoreni i zatvoreni. Valja uociti
kako skupovi koji su istovremeno i otvoreni i zatvoreni (mi ¢emo ih kratko
oslovljavati “o/z skupovi”) u svakoj topologiji dolaze u paru, Ai X — A. /!

Teorem 1.3. Zatvoreni skupovi zadovoljavaju sljedeéa svojstva:
(a) wunija konacno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup;

(b) presjek bilo kojeg broja zatvorenih skupova je zatvoren skup.

17
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Dokaz :

(a) Neka je zadana konacna familija zatvorenih skupova {C;} s ukupno n € N ¢la-
nova. Svaki skup C} je po definiciji komplement otvorenog skupa, C; = X —O;.
Upotrebom de Morganovih zakona slijedi

Jo-
=1

Kako je presjek kona¢nog broja otvorenih skupova otvoren skup, slijedi trazena
tvrdnja.

(X*Oi):XfﬁOi

1 i=1

-

7

(b) Neka je zadana proizvoljno velika familija zatvorenih skupova {C. |a € J}.
Opet, upotrebom de Morganovih zakona slijedi

(1 Ca=[)(X=-0a)=X-{J Oa
acJ acd acJ

Kako je unija proizvoljnog broja otvorenih skupova otvoren skup, slijedi traZena
tvrdnja.

O

Primjer|i 1.4.

Na svakom skupu X je moguce zadati dvije jednostavne topologije,
(a) Trivijalna topologija, 7 = {0, X },
(b) Diskretna topologija, 7 = Z(X),

gdje je P(X) partitivni skup skupa X. U prvom slucaju su jedini otvoreni
skupovi (ujedno i jedini zatvoreni skupovi) cijeli X i prazan skup §, dok je
drugi slucaj suprotan ekstrem, svi podskupovi skupa X su otvoreni, a ujedno i
zatvoreni skupovi. /!

Primjerli 1.5.
Topologiju mozemo zadati na jednostavnim skupovima s kona¢no mnogo ele-
menata. Neka je npr. X = {a, b, c}. Tada su

T ={0,{a} {a,b}, X} i T ={0,{b},{c} {b,c}, X}

dva primjera topologije na skupu X (lako se provjeri da su zadovoljeni uvjeti
iz definicije topologije). S druge strane, familija

% = {ma {CL}, {b}7 X}
nije topologija na skupu X jer {a} U {b} ¢ 5. 1

Primjer|i 1.6. Standardna topologija realnih brojeva

Kazemo da je na skupu realnih brojeva R zadana standardna topologija ako
su otvoreni skupovi oni ¢iju svaku tocku je moguée “okruziti” otvorenim inter-
valom u potpunosti sadrzanim u tom skupu,

T ={OCR|VzeO I§>0: (x—d,z+9J) CO}
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Prema ovoj definiciji sam skup R, kao i prazan skup () su otvoreni skupovi.
Nadalje, neka je .# = {O, } neka familija skupova iz gore definirane topologije,
te neka je z € |J, O,. Tada postoji Og € Z, takav da je x € Og, a stoga i
0 > 0 sa svojstvom da je

(x—0,z406)C0sC | JOa

Drugim rije¢ima, skup |J,, Oq je otvoren. Kona¢no, neka je .# = {O;} neka
konacna familija otvorenih skupova, te neka je € (), O;. Tada za svaki 4
vrijedi € O; i postoji §; > 0 sa svojstvom (x — d;,x + §;) C O;. Ako sada
definiramo J, = min{J; }, tada za svaki ¢ vrijedi

(x — b4y x 4+ 04) C{x— b5,z +9;) C Oy

paje
(x — 6,2+ 0,) C ﬂoi

odakle zaklju¢ujemo da je (), O; otvoren skup. 1/

Komentar 1.7. Na svakom od skupova R™ za n € IN moZemo zadati stan-
dardnu topologiju, analognu onoj na skupu realnih brojeva R, zamjenom otvo-
renog intervala (x — §, x + ) iz definicije s otvorenom kuglom B"(x, §) radi-
jusa 0 sa sredi$tem u to¢ki x € R". U ostatku teksta, ako izriito nije naglaseno
drugacije, podrazumijeva se da je na skupovima R" zadana standardna topo-
logija! /!

Komentar 1.8. Zasto je u definiciji otvorenih skupova dozvoljen samo pre-
sjek konacnog broja otvorenih skupova? Ako bi uveli alternativnu definiciju
topologije u kojoj bi i presjek proizvoljnog broja otvorenih skupova bio otvoren
skup, tada standardna topologija na skupu realnih brojeva vise ne bi zadovo-
ljavala (alternativne) aksiome topoloskog prostora. Na primjer, presjek besko-
nacne familije otvorenih skupova

A=) (=o00,1/n) = (=0,0]
n=1

bi trebao biti otvoren skup. Medutim, rubna to¢ka 0 nema okolinu oblika {—d, §)
sadrzanu u skupu A pa prema definiciji otvorenih skupova u standardnoj to-
pologiji na R skup A nije otvoren! Zamjerka ovakvoj alternativnoj definiciji
topologije na skupu nije u tome $to je ona pogresna ($to god to znacilo), veé
u tome da je manje upotrebljiva (za pocetak, ne opisuje standardne otvorene
skupove na skupu realnih brojeva). 1

Definicija1.9. Ako otvoren skup O sadrzi to¢ku x, tada kazemo da je skup
O okolina tocke z. Mi ¢emo koristiti oznaku O, za skup koji je okolina
toc¢ke x (iz konteksta je uvijek jasno je li posrijedi indeks skupa ili oznaka
tocke kojoj je taj skup okolina).
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1.2 BAZA TOPOLOSKOG PROSTORA

Motivacija. Jednom kada smo na skupu postavili osnovnu strukturu, ona je
“nezgrapna” za uporabu jer se u principu radi samo o popisu izdvojenih obje-
kata (otvorenih podskupova u slucaju topologije). Potrebno nam je nekakvo
sustavno prikazivanje ¢lanova nase strukture pomoc¢u manjeg skupa temeljnih
objekata. Na primjer, medu vektorima vektorskog prostora biramo manji skup
vektora, bazu, takav da je sve vektore u tom prostoru moguce prikazati kao line-
arnu kombinaciju elemenata baze. Isto tako, medu otvorenim skupovima topo-
loskog prostora ¢emo probrati bazu topologije, takvu da je svaki otvoreni skup
u tom prostoru moguce prikazati kao uniju elemenata baze. Pri tom moramo
pripaziti da se baza dobro ponasa s obzirom na osnovne skupovne operacije,
unije i presjeke.

Definicija 1.10. Familija skupova B C £?(X) je baza (neke topologije)
na skupu X ako zadovoljava svojstva

1. Svaka tocka x € X sadrzana je barem u jednom skupu B € B, i

2. Zasvakutockuxz € B;N By, gdje su By, By € B, postoji skup Bs € B
za koji vrijedi x € B3 C By N Bs.

Prvo svojstvo nam govori da familija B pokriva skup X, a drugo da je pre-
sjek svaka dva ¢lana baze unija nekih ¢lanova baze. Sada ¢emo, kopirajuci ideju
definicije standardne topologije na skupu realnih brojeva, uvesti topologiju iz-
gradenu iz zadane baze.

Teorem 1.11. Neka je X skup i B baza na tom skupu. Tada je familija sku-
pova
Ip={0CX| Vxze€O)(IBeB): z€BCO} (1.1)

topologija na skupu X . Kazemo da je topologija Ty na skupu X generirana
bazom B.

Doxkaz : Prazan skup trivijano zadovoljava () € s, a cijeli skup je otvoren, X € T,
jer je svaki x € X, po definiciji baze, element nekog ¢lana baze, v € B C X. Nadalje,
promotrimo indeksiranu familiju skupova {On € I3 |« € J}. Treba pokazati da je

njihova unija,
v=_J 0.
aeJ
takoder element familije J. Za svaki x € V postoji «, takav da je z € O, a kako je
Ou € I3, postoji B € B, takavdajex € B C O,. No, to znac¢iidaje B C V, paje
po definiciji V' € . Nadalje, promotrimo presjek dva otvorena skupa, O1, 02 € T.
Za svaki z € O1 N Oz po definiciji postoje B1, B2 € B, takvi da je

2€B1 C0O; i € By C O,
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Prema definiciji baze postoji i Bz € B, takav da je
Z‘EBsgBlmngO1ﬂOQ7

paje O1 N O2 € Jgy. Zatvorenost familije skupova 75 na konacne presjeke slijedi
indukcijom. O

Komentar 1.12. Primjetimo, iz gornjeg teorema odmah slijedi da su u topo-
loskom prostoru (X, 73) svi elementi baze B otvoreni skupovi. Takoder, svaki
otvoren skup O € 3 je unija elemenata baze B, iako taj prikaz opéenito nije
jedinstven! 1/

Primjer|i 1.13.

« Trivijalna topologija na skupu X generirana je bazom koja se sastoji od
samo jednog ¢lana, samog skupa X . Diskretna topologija na skupu X ge-
nerirana je bazom koja se sastoji od svih jednoclanih podskupova skupa
X.

» Standarna topologija na R™ generirana je, primjerice, bazom koja se sas-
toji od otvorenih kugli.

!

Zelimo li pronaéi bazu za topologiju koja je unaprijed zadana na nekom
skupu, prakti¢no pitanje je s kojim kriterijem mozemo jednostavno provjeriti je
li neka familija skupova uistinu baza te topologije. Jedan odgovor daje naredni
reultat.

Teorem 1.14. Neka je (X, ) topoloski prostor. Familija otvorenih skupova
A u X je baza topologije T akko za svaki otvoren skup O € F isvakiz € O
postoji skup A, € A za koji vrijedixz € A, C O.

Dokaz : Pretpostavimo da je A baza topologije .7 i promotrimo neki otvoren skup
O € 7. Tada postoji familija skupova {An € A|a € I}, takvihdaje O = |, ; Aa
pa je svaka to¢ka = € O sadrzana barem u jednom skupu iz ove unije.

Obratno, pretpostavimo da je A familija otvorenih skupova koja zadovoljava svoj-
stvo iz teorema. Prvo valja pokazati da A zadovoljava svojstva baze. Kako je X € 7,
po pretpostavci za svaki € X postoji A, € A, takav da je z € A,. Nadalje, kako
su elementi familije A otvoreni skupovi, za svaki par A1, Ay € A presjek A1 N Az je
otvoren skup pa po pretpostavci postoji Az € A, takav daje x € A3 C (A1 N Ao).
Konacno, trebamo pokazati da je topologija 74 koju generira baza A upravo jednaka
topologiji 7. Svaki skup V' € J4 mozemo prikazati kao uniju V' = |, ; Ag, a kako
je po pretpostavci svaki skup Ag otvoren, vrijedi V' € 7 istoga 74 C 7. Obratno,
za svaki otvoren skup O € 7 iz pretpostavke teorema slijedi da ga je moguce prikazati
kao uniju O = | Az paje O € Ty istoga T C Jyu. Odavde slijedi T4 = 7.

O

z€O
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Primjer|i 1.15. Topoloski dokaz u teoriji brojeva

Matematicar Hillel Fiirstenberg je 1955. godine konstruirao topoloski dokaz be-
skonaénosti skupa prostih brojeva [Fiir55]. Ideja polazi od zadavanja specifi¢ne
topologije na skupu cijelih brojeva Z, pomocu baze koju ¢ine aritmeticki nizovi,

B={S(a,b)=aZ+b|a,beZ,a+#0} .
Lako se provjeri da B zadovoljava svojstva baze:
« svaki z € Z je ¢lan jednog aritmetickog niza, z € S(x,0),

« promotrimo x € S(ay,b1) N S(az,bs), te neka je ¢ najmanji zajednicki
viSekratnik brojeva ay i ag; tada je S(c,z) C S(ay,b1) i S(c,z) C
S(ag, b2), odakle slijedi S(c,z) C S(a1,b1) N S(az,bs).

Nadalje, valja izdvojiti dva vazna svojstva ove topologije:

1. neprazan konac¢an skup ne moze biti otvoren (jer su elementi baze besko-
nac¢ni skupovi), drugim rije¢ima, komplement kona¢nog skupa ne moze
biti zatvoren;

2. sami elementi baze B su o/z skupovi jer se njihovi komplementi mogu
napisati kao unije aritmetickih nizova,

a—1
Z — S(a,b) = | S(a,b+ )
j=1

Koristenjem ovih informacija mozemo dovrsiti dokaz. Jedini cijeli brojevi koji
nisu visekratnici prostih brojeva su —11i +1,

7-{-1,+1}= | S(»,0).

prost p

S lijeve strane se nalazi komplement kona¢nog skupa, pa on ne moze biti zatvo-
ren. Ako pretpostavimo da prostih brojeva ima kona¢no mnogo, s desne strane
jednakosti imamo konaénu uniju o/z skupova, pa prema tome zatvoren skup,
$to je kontradikcija! /!

1.3 DIJELOVI SKUPOVA

Cak i u neformalnom jeziku ¢emo govoriti o “rubu” ili “unutrasnjosti” nekog
skupa. Na primjer, intuitivno nam je jasno $to bi trebali biti rub i unutrasnjost
otoka prikazanog na nekoj geografskoj karti. Koristeé¢i topologiju na nekom
skupu moZemo preciznije definirati i razmotriti anatomiju pojedinih podsku-
pova tog prostora.
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Definicija 1.16. Neka je (X, .7) topoloski prostor. Svakom skupu A C X
definiramo

Unutrasnjost A°={z € X | (30, € .9): O, C A}

Rub 0A={ze€ X |(VO, € T):
O,NA#D AN O, N (X —A)#0}

Zatvaraé A=A°U0A={ze€ X |(VO, € T): O, NA#0}

Komentar 1.17. Nije tesko dokazati kako zamjenom otvorenog skupa O, s
elementom baze B, € B, takvim da je x € B,, u definicijama unutrasnjosti,
ruba i zatvaraca skupa, dobivamo ekvivalentnu definiciju. /!

Iz gornjih definicija odmabh slijedi da je
X°=X=X, 0X=0 i 0°=00=0=0 (1.2)
Takoder, odmah vidimo da opcenito vrijedi
A°CACA (1.3)

Naime, za svaki x € A° postoji okolina O, C A, pa je z € A, odakle slijedi
A° C A. Nadalje, za svaki z € A, svaka okolina O, sijece skup A (barem u
tocki x), pajex € Aistoga A C A.

Definicije ruba skupa i ruba njegovog komplementa su identi¢ne, pa za
svaki skup A C X vrijedi 0A = 9(X — A). Nadalje, unutrasnjost i rub bilo
kojeg skupa A C X, kao i unutrasnjost komplementa tog skupa su uvijek me-
dusobno disjunktni skupovi,

A°NOA=0AN (X — AP = (X — A)° N A° = (1.4)

pa je rub skupa moguce prikazati kao presjek 94 = AN X — A. Odavde slijedi
da je topoloski prostor X moguce rastaviti na spomenute disjunktne skupove,

X =A°UJAU (X — A)° (1.5)

Primjer|i 1.18. Promotrimo prvo jednostavan skup X = {a,b,c} s nared-

nom topologijom,
7 = {0,{a},{b},{a, b}, X}

U tablici ispod je dano nekoliko skupova A C X, s pripadnim unutrasnjostima,
rubovima i zatvaracima.

A A° 0A A
{a} {a} A} A{a,c}
{c} 0 {c} {c}

{a,b} {a,b} {c} X
fa,c} {a}  A{c} A{a,c}
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/!

Primjer|i 1.19. Dijelovi skupova realnih brojeva (sa standardnom topologi-

jom)
A A° 0A A

(=00, 1)

(=00, 1]

0,1) ¢

(

(

(0,1) U {2}

0,1) U (1,2) u(1,2) {0,1,2}

1

Komentar 1.20. Tipi¢no unutra$njost skupa zamisljamo kao njegov “mes-
nati” dio, oko kojeg je rub omotan kao nekakva tanka “opna”. Medutim, postoji
mnogi primjeri kod kojih je takav zorni prikaz pogresan. Na primjer, skup ra-
cionalnih brojeva @ C R ima sljedeca svojstva,

Q =0, 0Q=Q=R

Naime, za svaki € R i svaki element baze B, = (a, b) koji sadrzi z, B, sijece
i skup racionalnih @ i skup iracionalnih brojeva R — Q. Kako ovo vidimo?
Odaberimo neki prirodan broj n > 1/(b — a) i najvedi cijeli broj m, takav da
jem/n < a. Tadaje ¢ = (m + 1)/n € B, N Q. Nadalje, iracionalni broj
s € B; N (R — Q) u promatranom intervalu mozemo pronaéi prema

{q+t®—q% beQ
- (g+b)/2, beR—Q

gdjejet € (0,1)N(R—Q), na primjer ¢ = 1/+/2. Primjetimo, u ovom primjeru
je skup ¢ak i sadrzan u svom rubu, Q C 0Q! 1/

Sada ¢emo dokazati neka osnovna svojstva koja zadovoljavaju dijelovi sku-
pova u opcenitim topoloskim prostorima.

Teorem 1.21. Unutrasnjost skupa je otvoren, a rub i zatvarac¢ su zatvoreni
skupovi.

Doxaz :
(a) Za svaki x € A° postoji okolina sadrzana u skupu 4, O, C A. Nadalje, vrijedi
i Oy C A° jer je svakiy € Oy zbog O, C A element skupa A°. Odavde slijedi

A= 0.
€ A°

jer smo takvom unijom obuhvatili sve tocke iz A° i nijednu totku van A°. Kako je unija
otvorenih skupova otvoren skup slijedi tvrdnja.
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(b) X —0A = A°U(X — A)° je, prema a) dijelu tvrdnje, unija otvorenih skupova,
pa je i sam otvoren skup, a otuda slijedi tvrdnja.

() A =X — (X — A)°, akako je, prema a) dijelu teorema (X — A)® otvoren skup,
slijedi tvrdnja. O

Teorem 1.22. Neka je (X, .7) topoloski prostor i A C X. Tada vrijedi
(a) A° = A akko je A otvoren skup;
(b) A = A akko je A zatvoren skup;
(c) OA = 0 akko je A o/z skup.

Dokaz :

(a) Ako je A = A°, tada je prema Teoremu 1.21 A otvoren skup. Obratno, ako
pretpostavimo da je A otvoren skup, tada za svaki ¢ € A postoji okolina O, C A
(konkretno, mozemo uzeti O, = A), pa je po definiciji x € A° istoga A C A°. Kako
uvijek vrijedi A° C A, slijedi daje A = A°.

(b) Ako je A = A, tada je prema Teoremu 1.21 A zatvoren skup. Obratno, ako
pretpostavimo da je A zatvoren skup, tada je X — A otvoren skup, pa prema (a) dijelu
teorema vrijedi

X-A=X-A°=X-A4,
a odavde slijedi A = A.

(c) Pretpostavimo da je A o/z skup. Koristeéi (a) i (b) dio, slijedi A = A°i A = A.
To znadi da je A = A — A° = (). Obratno, pretpostavimo da je 0A = (). Odavde
slijedi A = A°, paje A D A° = Aistoga A = A (jer uvijek vrijedi A C A). Imamo
dakle, jednakost A = A = A°, odakle, prema Teoremu 1.21, slijedi da je A i zatvoren i
otvoren skup. O

Teorem 1.23. Neka je (X, .7) topoloski prostor i A C X.

(a) A° jenajveci otvoren skup sadrzan u A, odnosno: za svaki otvoren skup

O C A vrijedi O C A°.

(b) A je najmanji zatvoren skup koji sadrzi A, odnosno: za svaki zatvoren

skup C' O A vrijedi C O A.

Dokaz :

(a) Neka je O otvoren skup za koji vrijedi O C A. Tada je za svaki x € O skup
O je upravo okolina O, iz definicije unutra$njosti skupa A, pa je x € A°, otkud slijedi
O C A°.

(b) Neka je C' zatvoren skup za koji vrijedi C' O A. Prema tvrdnji iz prvog dijela
teorema, vrijedi A° C A C C, pa preostaje dokazati da je i rub skupa A nuzno sadrzan
unutar skupa C. Neka je x € OA. Prema definiciji ruba, svaka okolina O, presijeca
skup A, a time i skup C, pajex € C = C. Dakle, vrijedii A C C, ¢ime je dokazana
tvrdnja. O
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Teorem 1.24. Neka je X topoloski prostor i A, B C X njegovi podskupovi.
Tada vrijedi

(ANB)°*=A°NB° i AUB=AUB (1.6)

DoKAZ :

(a) Opéenito vrijedi (A°NB°) C A° C Ai(A°NB°) C B° C Bpaje (A°NB°) C
(A N B). Nadalje, kako je A° N B° otvoren skup, slijedi (A° N B°) C (AN B)°. S
druge strane, za svaki x € (AN B)° postoji okolina O, C AN B, odnosno O, C A (iz
Cegaslijediz € A°)i O, C B (iz ¢ega slijedi x € B°) paje z € A° N B°. Odavde je i
(AN B)° C (A° N B®), odakle slijedi tvrdnja.

(b)IzA D AiB D Bslijedi AUB D AU B. Kako je AU B zatvoren skup, vrijedi
iAUB D AU B. S druge strane, iz AUB D (AU B) D Aslijedi AUB D A (jer

je AU B zatvoren skup) te analogno AU B D B. To zna¢idajei AUB D AU B,
odakle slijedi tvrdnja. O

Definicija 1.25. Za skup A C X kazemo da je gust u X ako vrijedi
A = X, odnosno akko svaki otvoren neprazan skup O C X sijece skup
A. Kazemo da je skup A C X nigdje gust u X ako vrijedi (A)O =0.

Na primjer, skup Q je gust u R, a skup IN je nigdje gust u R. Ovdje mozemo
malo konkretnije uobli¢iti nase intuitivno ocekivanje kako su rubovi skupova
njihove “tanke opne”, bar u slu¢aju otvorenih i zatvorenih skupova.

Teorem 1.26. Neka je X topoloski prostor, O C X otvoreniC C X zatvoren
skup. Tada su rubovi 0O and OC nigdje gusti skupovi.

Dokaz : Koristeci ¢injenicu da su X — O, C' i rub bilo kojeg skupa zatvoreni skupovi,
imamo

(B0)° = (90)° = (ON (X — 0))° = (0)° N (X —0)° = (0)° N (X —0) =0

(0C)° =(0C)° = (CN(X=C°)"=C°N(X-C°)°CC°N(X—-C°) =0
Ako neki skup nije ni otvoren ni zatvoren, tada njegov rub ne mora biti nigdje gust. Na
primjer, za A = Q C R, rub A = R je upravo suprotno, gust skup. O

1.4 GoMILISTA

Jedan od temeljnih pojmova u realnoj i kompleksnoj analizi je gomiliste. Sada
¢emo ga definirati u puno opcenitijem kontekstu topoloskih prostora.
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Definicija 1.27. Gomiliste skupa A je tocka x € X za koju vrijedi: svaka
okolina O, sijece A — {z}, odnosno, svaka okolina to¢ke x sadrzi barem
jos jednu tocku iz A razli¢itu od same tocke z. Skup svih gomilista skupa
A oznacavamo s A’. Elemente skupa A — A’ zovemo izoliranim to¢kama
skupa A.

Primjer|i 1.28.

« U prostoru (X, .7) s diskretnom topologijom svaki skup je otvoren, spe-
cijalno, skup {z} je otvoren za svaki z € X. To znad¢i da je uvijek moguce
pronaci otvoren skup koji sadrzi promatranu toc¢ku i nijednu drugu, pa
nijedna tocka ne moze biti tocka gomili§ta. Drugim rije¢ima, za svaki
skup A C X vrijedi A’ = 0.

« U prostoru (X, .7) s trivijalnom topologijom jedini neprazan otvoren
skup je X. Ovdje valja razmotriti dva zasebna slucaja: ako neprazan
skup A sadrzi samo jednu toc¢ku z, tada su sve tocke u X izuzev x gomi-
lista skupa (jer jedini otvoren skup, X, pored promatrane tocke y uvijek
sadrziiz), paje A’ = X — {«}; ako neprazan skup A sadrZi vise od jedne
tocke, tada su sve tocke u X njegove tocke gomilista, A’ = X.

« Nekoliko primjera na skupu realnih brojeva,

Ala
(0,1) | [0,1]
(0,1Ju{2} | [0,1]
{1/n|n e NN} | {0}

/!

Komentar 1.29. Valja napomenuti kako u literaturi postoji suptilna razlika
u upotrebi rijeci “gomiliste”. Gornja definicija se odnosi na gomilista skupova,
prema kojoj na primjer dvoclani skup

S={(-1)F|keN}={-1,1}

nema gomiligta, iako nam intuitivno izgleda kao da je niz ay = (—1)* “nago-
milan” u tockama —1 i 1. Suptilnost se sastoji u tome $to smo u slu¢aju skupa
S napravili uniju vrijednosti ¢lanova niza ay, ¢ime smo “ponavljajuce” lanove
pretvorili u jedan. Iz ovog razloga se koristi donekle razli¢ita definicija gomilista
nizova: gomiliSte niza (a,, )nec je tocka x ¢ija svaka okolina sadrzi beskona¢no
mnogo (ne nuzno medusobno razli¢itih) clanova tog niza. Prema ovoj definiciji
su, o¢igledno, tocke —1 i 1 gomilista niza ay = (—1)F. /1
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Teorem 1.30. Neka je (X,.7) topoloski prostor. Za svaki skup A C X vri-
Jjedi
A=AUA 1.7)

Dokaz : Nekaje z € A’. Tada, prema definiciji gomili$ta, svaka okolina O, sijece
skup A — {z}, a onda i sim skup A. Prema tome, vrijedi * € A i stoga A’ C A. Kako
uvijek vrijedi A C A imamo sve skupa (4 U A’) C A. Obratno, neka je x € A. Ako je
x € A, tada smo gotovi s dokazom, pa pretpostavimo suprotno, z ¢ A. Prema definiciji
zatvaraca, svaka okolina O, sijece skup A, a kako je po pretpostavci x ¢ A, okolina O,
sijete A — {z}. Stoga, vrijedi € A’, odnosno A’ O A. Time smo dokazali i obratnu
inkluziju, (AU A") D A, odakle slijedi trazena tvrdnja. O

Korolar 1.31.  Skup A sadrzi sva svoja gomilista akko je zatvoren skup. Ta-
koder, skup bez gomilista (A’ = ()) je nuzno zatvoren skup.

Komentar 1.32. Izolirane tocke nekog skupa nisu nuzno elementi ruba tog
skupa. Primjerice, u prostorima s diskretnom topologijom sve tocke su izoli-
rane, a nijedna ne moze biti tocka ruba nekog skupa. /!

1.5 POTPROSTORI

Prirodan nacin uvodenja novog topoloskog prostora jest odabirom nekog pod-
skupa unutar nekog postojeceg, ranije definiranog prostora, s topologijom koja
¢e biti “nasljedena” iz ambijentnog prostora.

Definicija 1.33. Neka je (X, .7) topoloski prostor i Y C X njegov ne-
prazan podskup. Kazemo da smo zadali relativnu topologiju 73 na skupu
Y, ako smo definirali otvorene skupove u Y kao one koji nastaju presjekom
otvorenih skupova u X sa skupom Y,

F ={Yno|0e T} (1.8)

Za skup Y s relativnom topologijom %3 kazemo da je potprostor prostora
X.

Prvo valja provijeriti da skupovi iz familije Z3 uistinu zadovoljavaju aksi-
ome topologije. Trivijalno imamo § =Y N0iY =Y N X. Nadalje,

. zasvaki O, € Jy postoji 6a € 7 ,takavdaje O, = Yﬁéa pa moZemo

isati
’ UOQZU(Yméa):Ym(Uéa)eﬂy,

aeJ acJ acJ
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« za konacne presjeke imamo

n
1=

ofqﬁwnégzym(nége%a
=1 =1

1 %

Lema 1.34. Neka je (X,.7) topoloski prostor i (Y, %) njegov potprostor.
Ako je B baza topologije 7, tada je familija skupova

By ={YNB|B e B}

baza relativne topologije Fy skupa Y.

DokaAz : Zasvakutotkuy € V =Y NO, gdjeje O € 7, postoji element baze B € B,
takav da vrijediy € B C O. Tadaimamo Y N B € By iy e YNB CY NO,paiz
Teorema 1.14 slijedi da je By baza topologije F5. O

Primjer|i 1.35.

« Promotrimo tri primjera potprostora skupa R sa standardnom topologi-
jom:

* otvoren interval (0, 1) C RR; bazu njegove potprostorne topologije
¢ine otvoreni intervali oblika (0, z) i (z, 1), gdje je = € (0, 1).

* zatvoren interval [0, 1] C R; bazu njegove potprostorne topologije
¢ine intervali oblika [0, z), (x,1] i (z,y), gdje suz,y € (0, 1).

* interval [0,1) C R; bazu njegove potprostorne topologije ¢ine in-
tervali oblika [0, ), (z,1) i (x,y), gdje su z,y € (0, 1).

. Ako je B(p,r) € R"™*! otvorena kugla (gdje je n € IN), tada je njen
rub n-sfera S® = OB(p, r). Bazu potprostorne topologije 1-sfere S! ¢ine
otvoreni lukovi; bazu potprostorne topologije 2-sfere S? ¢ine otvorene
“kapice” (dijelovi sfere iznad ili ispod paralele); itd.

/!

1.6 PoOVEZANOST

Definicija 1.36. Topoloski prostor (X, .7) je povezan ako se skup X ne
moze rastaviti na uniju dva neprazna disjunktna otvorena skupa.

Korolar 1.37.  Primjetimo, topoloski prostor (X, .7) je povezan akko su X i
() jedini o/z skupovi.
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Primjer|i 1.38.

« Svi topoloski prostori s trivijalnom topologijom su povezani. Svi topolo-
$ki prostori s diskretnom topologijom, koji sadrze barem dva elementa,
su nepovezani.

« Svi prostori R™ sa standardnom topologijom su povezani.

« Potprostor euklidske ravnine R? koji se sastoji od dva disjunktna kva-
drata (s potprostornom topologijom) je nepovezan prostor.

1

Definicija 1.39. Za topoloski prostor (X, .7 ) kazemo da je Hausdorffov
prostor ako za svake dvije razlidite tocke a,b € X postoje disjunktne oko-
line O, i Oy,

Definicija 1.40. Neka je (X,.7) topoloski prostor, te (2, ),ecn niz tocaka
u X. Tada kaZemo da ovaj niz konvergira k tocki a € X ako za svaku
okolinu O, postoji N € NN, takav da je x,,, € O, za svakim > N.

Teorem 1.41. U Hausdorffovom prostoru niz tocaka moze konvergirati naj-
vise k jednoj tocki. Tu tocku nazivamo limes niza.

Dokaz : Neka je (X,.7) Hausdorffov prostor. Pretpostavimo da niz (zn)nen ko-
nvergira k tocki a € X, te neka je b € X — {a}. Po pretpostavci postoje disjunktne
okoline O, i Oy. Okolina O, sadrzi sve osim kona¢no mnogo to¢aka promatranog niza,
odakle slijedi da O sadrzi kona¢no mnogo elemenata tog niza, pa promatrani niz ne
moze konvergirati u b. O

1.7 KOMPAKTNOST

Motivacija. Pridjev “kompaktan” u neformalnom jeziku je obi¢no sinonim s
pridjevom “zbijen”. Sto bi neki skup trebao zadovoljavati pa da ga mozemo zvati
kompaktnim? Na primjer, mozemo reci da je neprazan skup K kompaktan ako
svaki njegov beskonacan podskup B C K nuZno ima gomiliste u skupu K.
Drugim rije¢ima, skup K je “zbijen” pa nema mjesta za “nagurati” beskonaé¢no
elemenata u njemu bez da se oni negdje ne nagomilaju.

Promotrimo malo pobliZe §to ovo to¢no znaci. Pretpostavimo da je neprazan
skup K “kompaktan” (kako je to maloprije opisano) te da beskonacan podskup
B C K nema gomiliste. Tada svaka to¢ka b € B ima okolinu Oy, takvu da
je Op N B = {b} (u protivnom bi bila gomiliste skupa B). Osim toga, svaka
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to¢ka x € K — B ima okolinu O, disjunktnu sa skupom B (u protivnom bi bila
gomiliste skupa B). Dakle, konstruirali smo familiju otvorenih skupova

P ={0y|be B}U{O, |z € K — B}

koji pokrivaju skup K: svaki element skupa K sadrzan je bar u jednom ele-
mentu familije P. Sada Zelimo povezati prozai¢nu “kompaktnost” s precizno
definiranim matematickim svojstvom, i to takvim da je gore opisana konstruk-
cija dovedena do kontradikcije (s obzirom da smo pretpostavili kako skup B
nema gomilista u skupu K). MoZemo pretpostaviti da kompaktnost odgovara
svojstvu da je uvijek moguce probrati kona¢no mnogo elemenata familije P,
takvih da oni i dalje pokrivaju skup K. Ovo odmah vodi na Zeljenu kontradik-
ciju jer bi elementi skupa B morali biti sadrzani u kona¢no mnogo otvorenih
skupova, od kojih svaki sadrzi najvise jedan element skupa B. Mozemo ovu
diskusiju rezimirati u narednim definicijama i teoremu.

Definicija 1.42. Neka je (X, .7) topoloski prostor. Pokriva¢ skupa A C
X je familija (ne nuzno otvorenih) skupova P ¢ija unija sadrzi A. Za pokrivac
P kazemo da je otvoren pokrivac ako su mu svi elementi otvoreni skupovi.

Potpokriva¢ P C P pokrivaca P je familija skupova koja je i sama pokrivaé
promatranog skupa.

Komentar 1.43. Za svaki skup A C X topoloskog prostora (X, .7) uvijek
postoji bar jedan otvoren pokrivag, P = {X}. /1

Definicija 1.44. Skup A C X je kompaktan ako za svaki njegov otvoren
pokrivac P postoji konacan potpokrivac P. Isto tako, za sam topoloski prostor
X kazemo da je kompaktan ako za svaki njegov otvoren pokriva¢ P postoji

konacan potpokrivac P.

Teorem 1.45. Beskonacan podskup B C K kompaktnog skupa K ima go-
miliste.

Primjer|i 1.46.

« Na prostoru s trivijalnom topologijom, svaki njegov podskup je kompak-
tan.

+ Na prostoru X s diskretnom topologijom, beskona¢an skup A C X ne
moze biti kompaktan jer otvoren pokrivac koji se sastoji od jednoc¢lanih
podskupova skupa A nema konaénog potpokrivaca.

« Skup (0, 1) C R nije kompaktan jer njegov otvoren pokrivaé¢
P={(1/n,1) [IneN,n>2}

nema kona¢nog potpokrivaca. Na sli¢an nacin mozemo zakljuciti kako
niti jedan otvoren interval (a,b) C R nije kompaktan skup. S druge
strane, uskoro ¢emo dokazati da su zatvoreni intervali [a, b] kompaktni.
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Sljedeca dva teorema pomazu u prepoznavanju kompaktnih skupova u to-
poloskim prostorima.

Teorem 1.47. Zatvoren podskup A C X kompaktnog prostora X je kom-
paktan.

DokAz : Promotrimo otvoren pokriva¢ P 4 skupa A. Familija skupova P = P4 U{X —
A} je otvoren pokriva¢ kompaktnog prostora X, pa postoji njegov konacan potpokriva¢,
P. Familija skupova P— {X — A} je konacan potpokrivaé pokrivaca P 4, odakle slijedi
tvrdnja. O

Komentar 1.48. Kompaktan podskup kompaktnog prostora ne mora biti za-
tvoren. Promotrimo npr. skup X = {a, b} s trivijalnom topologijom: ovo je
kompaktan prostor, a njegov podskup A = {a} je kompaktan, ali nije zatvo-
ren! 1

Teorem 1.49. Kompaktan podskup Hausdorffovog prostora je zatvoren.

DokaAz : Neka je X Hausdorffov prostori A C X njegov kompaktan podskup. Pokazat
¢emo da je X — A otvoren skup. Neka je x € X — A. Za svaku tocku a € A postoje
otvorene disjunktne okoline O'") i US”). Familija skupova P = {Uéz) la € A} je
jedan otvoren pokriva¢ kompaktnog skupa A, pa postoji i njegov konacan potpokrivac,
P= {Ulfx) |b € B}, gdje je B C A konatan podskup skupa A. Presjek

O, = O;b)

je po konstrukciji neprazan (sadrzi barem toc¢ku x) otvoren skup disjunktan sa svakim
od skupova P, pa onda i s njihovom unijom. Odavde slijedi da je O, N A = @), odnosno
O, C(X—A). O

Komentar 1.50. Zatvoren podskup Hausdorffovog topoloskog prostora ne
mora biti kompaktan. Promotrimo skup R sa standardnom topologijom: ovo
je Hausdorffov prostor, medutim, njegov podskup [1, 00} je zatvoren, ali nije
kompaktan jer njegov otvoren pokrivac

P={(0,n) | n €N}

nema konacnog potpokrivaca! /!

Na srecu, u euklidskim prostorima R™ imamo jednostavan kriterij kompak-
tnosti skupova sazet u teoremu ispod, ¢iji dokaz iznosimo u Dodatku G.
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Definicija 1.51. Za skup A C R" kazemo da je omeden ako je moguce
obuhvatiti otvorenom kuglom kona¢nog radijusa, odnosno ako postoji p €
R™ i realan broj r > 0, takav da je A C B(p, ).

Teorem 1.52 (Heine-Borel). Skup A C R" je kompaktan akko je zatvoren i
omeden.

Primjerl|i 1.53. Upotrebom Heine-Borelovog teorema odmah vidimo da su
zatvoreni segmenti [a, ] C R kompaktni dok, primjerice, intervali oblika (a, b),
{a,+00) ili [a,+00) nisu. Takoder svaka n-sfera S* C R"*! je kompaktan
skup. /!

1.8 NEPREKIDNA PRESLIKAVANJA

Motivacija. Zelimo prosiriti “e-6” definiciju neprekidnosti realnih funkcija na
definiciju neprekidnosti opéenitih funkcija medu topoloskim prostorima. Pro-
motrimo za pocetak f : R"™ — R"”. Kazemo da je f neprekidna ako vrijedi

(Voo € R™)(Ve > 0)(36 > 0) : drm (2, 20) < 0 = dgn (f(2), f(z0)) < €,

gdje su dgm i dg~ euklidske udaljenosti na R™, odnosno R"™. Definiciju mo-
zemo malo pojednostaviti skupovnim zapisom, koristenjem otvorenih kugli,

(Vao € R™) (Ve > 0)(36 > 0) : B™(20,6) C f~HB"(f(x0),€)) .

Primjetimo, ova definicija nam govori kako je praslika f~1(B"(s,r)) svake
otvorene kugle sa sredistem u s € R i radijusom r > 0 nuzno otvoren skup.
Naime, ako je zg € f~1(B"(s,r)), tada je po definiciji f(zo) € B"(s,), ato
znadi da postoji € > 0 za koji vrijedi B"(f(xg),e) C B"(s,r). Stoga, prema
definiciji neprekidnosti, postoji § > 0, takav da je

B™(20,8) € f7H(B"(f(wo),€)) € f7H(B"(s,1)) -

Stoga, skup f~1(B™(s,r)) je otvoren u standardnoj topologiji euklidskog pros-
tora R™.

Nadalje, kako su otvorene kugle baza topologije u kodomeni, svaki otvoreni
skup O C R™ mozemo pisati u obliku

0= U B"(y,ry) ,

yeO

gdje je r, > 0 takav radijus za koji vrijedi B"(y,r,) C O. Stoga, ako je f
neprekidna funkcija, tada ¢e skup

F710) = | 1 (B.m))

yeO
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nuzno biti otvoren, jer je unija otvorenih skupova. Obrat vrijedi odmah: ako
je f : R™ — R™ takva funkcija da je za svaki otvoren skup V' C R" pras-
lika f=1(V') opet otvoren skup, tada to specijalno vrijedi i za otvorene kugle,
V = B™(f(x0), €). Ponukani ovakvom reformulacijom pocetne definicije ne-
prekidnosti, kod opéenitih topoloskih prostora imamo sljedec¢u definiciju.

Definicija 1.54. Neka su X i Y topoloski prostori. Kazemo da je preslika-
vanje f : X — Y neprekidno ako je skup f~1(O) otvoren u X za svaki
otvoren skup O C Y.

Komentar 1.55. Je li neko preslikavanje neprekidno ovisi o topologijama na
domeni i kodomeni. Promotrimo, na primjer, slu¢aj kada je Y = X. Ako je
TIx diskretna topologija, tada su sva preslikavanja f : X — X neprekidna.
Nasuprot tome, ako je Jx trivijalna, a Z3 neka netrivijalna topologija (pret-
postavimo da X ima vise od jednog elementa), tada primjerice niti identitet
id : X — X nije neprekidno preslikavanje! /1

Komentar 1.56. Mozemo se zapitati zasto je u Definiciji 1.54 koristen inverz
preslikavanja? Pretpostavimo da smo u Definiciji 1.54 zamjenili “f~1(0)” s
“f(0)” i promotrimo f : R — R, f(z) = . Prema uobicajenoj definiciji
ovo je neprekidno preslikavanje. Medutim, f((—1,1)) = [0, 1) nije otvoren
skup, pa prema “modificiranoj definiciji” ovo ne bi bilo neprekidno preslika-
vanje. Poanta je da inverz ima “bolje” ponasanje s obzirom na uniju i presjek
skupova. /1

Definicija 1.57. Neprekidnost je moguce definirati i lokalno: kazemo da je
preslikavanje f : X — Y neprekidno u tocki a € X ako za svaku okolinu
Uf(a) € Y postoji okolina O, C X za koju vrijedi f(O,) C Uy (q)-

Mozemo li povezati ovu, lokalnu, i pocetnu definiciju neprekidnosti?

Lema 1.58. Neka su (X, Ix) i (Y, J3) topoloski prostori. Preslikavanje f :
X — Y je neprekidno akko je neprekidno u svakoj tocki x € X.

Doxkaz : Pretpostavimo da je f neprekidno preslikavanje. Tada je za svaku toc¢ku
a € X isvaku okolinu Of,) C Y skup f_l(Of(a)) C X okolina to¢ke a. To znaéi
da postoji okolina Oa C f~(Of(a)), paje f(Oa) € Oy (a). Obratno, pretpostavimo
da za svaku tocku a € X i svaku okolinu O,y C Y postoji okolina O, C X za koju
vrijedi f(Oa) C Oy (q). Pitamo se dalije f~'(Oy(,)) nuzno otvoren skup? Za svaki
b € [ (Of(a)) vrijedi f(b) € Ojf(a), pa postoji okolina O C Of(a). Nadalje, po
pretpostavci postoji i okolina Oy C X, takva da je f(Op) C Oy, aondai f(Op) C
O/ (a). Odavde slijedi O, C f~"(Oy(a)). paje f~'(Oy(a)) otvoren skup. O
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Teorem 1.59. Akosu f,g: X — Y neprekidna preslikavanja iz nepraznog
topoloskog prostora X u neprazni Hausdorffov prostor Y, tada je skup

A={ae X| f(a) = g(a)}

zatvoren u X. Nadalje, ako je S C A gust podskup prostora X, tada vrijedi
f(z) = g(z) zasvex € X.

Dokaz : (a) Ako je A = X, tada tvrdnja odmabh slijedi. Pretpostavimo stoga da je
X — A neprazan skup, te promotrimo b € X — A. Zelimo pokazati da je X — A
otvoren skup, odnosno da svaka njegova toc¢ka ima okolinu disjunktnu sa skupom A.
Kako je f(b) # g(b),aY je po pretpostavci Hausdorffov prostor, tada postoje disjunktne
okoline Uy ) i V(). Preslikavanja f i g su neprekidna, pa su O, = f~'(Uy@) i
Qv = g~ " (V) dvije okoline tocke b. Konaéno, njihov presiek O, N Qy, je okolina
tocke b disjunktna sa skupom A, jer za svaki ¢ € Op N Qyp vrijedi f(c) € Upp) i
g(c) € Vg, te stoga f(c) # g(c).

(b) Kako je A zatvoren skup, prema Teoremu 1.23 vrijedii S C A. Po pretpostavci
je S = X, odakle slijedi A = X. O

Na primjer, ako imamo dva neprekidna preslikavanja f,g : R — R, koja se
preklapaju na skupu @, tada su ona nuzno identi¢na preslikavanja na cijelom
skupu R.

U analizi se obi¢no obraduju dva klasi¢na teorema, teorem o meduvrijed-
nostima (engl. intermediate value theorem) i teorem o postojanju ekstrema
(engl. maximum value theorem). Valjanost prvog ovisi o povezanosti, a valja-
nost drugog o kompaktnosti prostora.

Lema 1.60. Neka su X i Y topoloski prostori, a f : X — Y neprekidno
preslikavanje. Ako je

(a) X povezan, tada je i f(X) povezan prostor;
(b) A C X kompaktan skup, tada je i f(A) kompaktan skup.

Dokaz :

(a) Ako je f(X) nepovezan prostor, tada ga moZzemo napisati kao uniju dva di-
sjunktna otvorena skupa, f(X) = A U B. Nadalje, vrijedii X = f~'(AUB) =
YA U fF7Y(B), gdje su f~1(A) i f1(B) disjuktni neprazni skupovi. Kako je po
pretpostavci f neprekidno preslikavanje, ovi skupovi su otvoreni, pa je X nepovezan
prostor. Dakle, ako je X povezan prostor, prostor f(X ) ne moZe biti nepovezan.

(b) Pretpostavimo da je A C X kompaktan skup i neka je P otvoren pokriva¢ skupa
f(A). Kako je f neprekidno preslikavanje, skup f~*(O) je otvoren za svaki O € P,
pa je familija skupova {f~1(O) | O € P} otvoren pokrivaé skupa A. Po pretpostavci,
A je kompaktan skup, pa postoji kona¢an potpokrivaé {f~(0;) | O; € P}. Time je
konstruiran konacan potpokrivaé P = {O;} pokrivaca P, &ime smo dokazali da je f(A)
kompaktan skup. O
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Teorem 1.61 (Teorem o meduvrijednostima). Neka je X povezan prostor, a
f + X — R neprekidno preslikavanje. Ako sua,b € X, tes € R takav da
vrijedi f(a) < s < f(b), tada postoji c € X, takav da je f(c) = s.

DoxkAz : Pretpostavimo da vrijede pretpostavke iz Teorema. Tada su skupovi
A= f(X)N(~o00,8) i B=f(X)N(s00)

disjunktni i neprazni jer jedan sadrzi f(a), a drugi f(b). Nadalje, skupovi A i B su
otvoreni u f(X) jer su definirani presjekom sa zrakama. Kako je f neprekidno pres-
likavanje, a X povezan prostor, prema Lemi 1.60 slijedi da je i f(X) povezan prostor.
Ako ne bi postojala totka ¢ € X, takva da je f(c) = s tada bi f(X) bio unija skupova
A1 B, odnosno nepovezan prostor, $to je u kontradikciji s pretpostavkama! O

Teorem 1.62 (Weierstraf}; postojanje ekstrema na kompaktu). Neka je f :
X — R neprekidno preslikavanje. Ako je X kompaktan, onda postoje a,b €
X, takvi da je f(a) < f(z) < f(b) zasvezr € X.

Doxaz : Pretpostavimo da f(X) nema maksimum. Tada je familija skupova
P ={(=o0, f(x)) |z € X}

otvoren pokriva¢ od f(X), pa zbog kompaktnosti postoji konacan potpokriva¢

5 = {<7OO,f(£E1)> IR <7oovf(xn)>}

Medutim, element max{ f(x1), ..., f(z»)} nije pokriven nijednim od skupova u ovom
potpokrivacu, $to kontradikcija s pretpostavkom da je posrijedi pokriva¢! To znaéi da
postojia € X, takavdaje f(a) > f(z) zasvakiz € X. Analogno se pokaZe postojanje
minimuma. O

Primjer|i 1.63.

Mozemo se posluziti sljedec¢im slikovitim primjerom: pretpostavimo da je tem-
peratura na povrsini Zemlje Z zadana neprekidnim preslikavanjem 7" : Z —
R. Neovisno o tome da li plohu Z aproksimiramo sferom, elipsoidom ili “krum-
pirolikim” geoidom, posrijedi je uvijek povezan kompaktan prostor. Prema
Teoremu 1.62 znamo da na povrsini Zemlje u svakom trenutku postoji (ba-
rem jedna) tocka s maksimalnom temperaturom 7}, i (barem jedna) tocka
s minimalnom temperaturom T,,;,. Nadalje, prema Teoremu 1.61, tempera-
tura na povrsini Zemlje u svakom trenutku poprima sve vrijednosti iz intervala
[Tmina Tmax} . 1

Primjer|i 1.64.
Ako je K C R"™ neprazan povezan kompaktan podskup na kojem integriramo

neprekidnu funkciju f : K — R, tada prema teoremu 1.62 znamo da postoji
to¢ka zo € K u kojoj funkcija f poprima minimalnu, odnosno tocka z; €
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K u kojoj funkcija f poprima maksimalnu vrijednost na skupu K te, prema
svojstvima integrala, vrijedi ograda

vol(K) - f(zg) < /K fd"r <vol(K) - f(x1)

Podijelimo li nejednakosti s vol(K') imamo

1 n
f(xo)gm/de r < f(x1)

Prema teoremu 1.61 funkcija f poprima sve vrijednosti na segmentu [f(x¢), f(21)]
pa postoji tocka a € K za koju vrijedi

1 n
fla) = WI(K) /Kf d"r,
odnosno
/ fd"r = f(a) - vol(K) .
K
//

1.9 HOMEOMORFIZMI

Motivacija. Osnovni alat za bilo koju klasu objekata je kriterij usporediva-
nja tih objekata. Konkretno, moramo se odluéiti §to to znaci da su dva zadana
objekta jednaka. Kada su posrijedi skupovi, re¢i ¢emo da su jednaki (ekvipo-
tentni) ako postoji bijekcija medu njima. Ako je na skupu definirana i neka do-
datna struktura, kod izjednacavanja objekata ¢emo traziti postojanje bijekcije
koja ¢uva zadanu strukturu (u smislu da tu bijekciju moZemo promatrati kao
puko preimenovanje elemenata, pri ¢emu se u zadanoj strukturi ni$ta bitno ne
mijenja). Kod algebarskih struktura (grupa, polja, vektorskih prostora) imamo
razne izomorfizme. Kod topoloskih prostora ¢emo uz bijekciju traziti da je ona
i neprekidna jer neprekidne bijekcije ¢uvaju svojstvo otvorenosti skupova.

Definicija1.65. Nekasu X iY topoloski prostori. Za bijekciju¢ : X — Y
kazemo da je homeomorfizam ako su ¢ i njen inverz, (;5’1 1Y — X,
neprekidna preslikavanja.

Komentar 1.66. Neprekidna bijekcija f : X — Y ne mora nuzno biti ho-
meomorfizam. Jedan protuprimjer je bijekcija f : (X, 71) — (X, D), gdje je
Z1 neka netrivijalna, a % trivijalna topologija na nepraznom skupu X; pres-
primjer je neprekidna bijekcija f : P — S' C R2, definirana na potprostoru
P = 1[0,2m) C R preko f(z) = (cosx,sinx). Skup [0, a) je otvoren za svaki
a € P, ali f([0,a)) nije otvoren podskup jediniéne kruznice S!, pa inverz f~!
nije neprekidno preslikavanje. !/
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Sljedeéa tvrdnja odmabh slijedi iz osnovnih svojstava bijekcija i neprekidnih
preslikavanja.

Korolar 1.67.  “Biti homeomorfan” je relacija ekvivalencije.

Definicija 1.68. Za neko svojstvo topoloskog prostora (X, .7) kazemo da
je topolosko ako ga ¢uvaju homeomorfizmi. Drugim rije¢ima, svojstva koja
dijele homeomorfni topoloski prostori zovemo topoloskim svojstvima i njih
koristimo za “obiljezavanje” klasa ekvivalencije relacije homeomorfnosti.

Primjer|i 1.69. Niz svojstava topologkih prostora koje smo do sada sreli su
topoloska svojstva, npr. Hausdorffost, povezanost i kompaktnost. S druge stra-
ne, definiramo li udaljenost medu to¢kama (po uzoru na euklidski prostor R"™),
ona opéenito nece biti topolosko svojstvo. /!

Komentar 1.70. Pravac R i kruznica S! sa standardnim topologijama nisu
homeomorfni prostori (ovo vidimo jer je, primjerice, pravac nekompaktan, a
kruznica kompaktan prostor), ali svejedno postoji bijekcija medu njima. Ovu
bijekciju mozemo konstruirati narednim postupkom: stereografska projekcija
uspostavlja bijekciju izmedu pravca i kruznice bez tocke T' € S iz koje vrsimo
projekeiju; kako bi “oslobodili” jednu to¢ku na praveu u koju ée se preslikati 7',
mozZemo se posluziti preslikavanjem n — n + 1 na INg C R. /!

1.10 REKONSTRUKCIJA TOPOLOSKIH PROSTORA

Jednostavno prakti¢no pitanje jest kako konstruirati nove topoloske prostore
rastavljenjem i spajanjem ranije definiranih. Ovdje ¢emo izloziti dva klasi¢na,
najcesce koriStena postupka.

Kartezijev produkt

Definicija 1.71. Neka su (X, 9x) i (Y, Z3) topoloski prostori. Tada na
njihovom Kartezijevom produktu X x Y definiramo tzv. produktnu topo-
logiju, generiranu bazom

BXXyz{OXU|O€gx,U€yy}.

Primjer|i 1.72.  Kartezijev produkt euklidskih prostora R™ x R™ homeomor-
fan je s euklidskim prostorom R™"" preko bijekcije

(' 2™, (™) & (2 2™yt Ly

Kartezijev produkt dvije kruznice S! x S' homeomorfan je s torusom T2.  //
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Teorem 1.73. Nekasu X iY topoloski prostori. Prostor X XY s produktnom
topologijom je

(a) povezan akko su X iY povezani prostori,
(b) Hausdorffov akko su X i Y Hausdorffovi prostori,

(c) kompaktan akko su X iY kompaktni prostori.

Kvocijentni prostori

Svaka relacija ekvivalencije ~ na nekom nepraznom skupu X definira nje-
govu particiju, razdjeljivanje u klase ekvivalencije koje se sastoje od elemenata
koji su medusobno u relaciji. Kvocijentni skup X/~ je skup klasa ekvivalencije

X/~ ={lz]| x € X}, (1.9)

i intuitivno ga moZemo predoéiti kao skup nastao “stapanjem” elemenata klasa
pocetnog skupa. Ovdje mozemo definirati kanonsku projekciju 7 : X — X/~
s m(z) = [z]. Ako je pocetni skup X topoloski prostor, zanima nas kako na
kvocijentnom skupu pronaci definiciju topologije koja je na odredeni nacin na-
sljedena od pocetne topologije. Prirodan odabir ¢e biti onaj uz koju je projekcija
7 neprekidno preslikavanje.

Definicija 1.74. Neka je (X, Jx) topoloski prostor, ~ relacija ekvivalen-
cije na skupu X te X/~ pripadni kvocijentni skup s projekcijom 7 : X —
X/~, m(x) = [z]. Tada definiramo kvocijentni prostor (X/~, 7x,.) s
topologijom

Ixj~n ={0 C X/~ | 77H0) € Ix}

Provjera svojstava topologije temelji se na jednakostima

a! <U Oa> = U 7 10,), 7t (m Oi> = ﬂ 7 10y) .

acJ acJ

Primjer|i 1.75. Projektivni prostori. Ako na skupu R™ — {0} definiramo
relaciju ekvivalencije a ~ b koja vrijedi akko je a = Ab za neki A € R — {0},
tada kvocijentni prostor

RP" ' = (R" - {0})/ ~

zovemo realni projektivni prostor. Ekvivalentno, na sferi S* C R"*! mo-
zemo definirati relaciju ekvivalencije @ ~ b koja vrijedi akko je a = £b pa
je rezultantni kvocijentni prostor S/~ homeomorfan s RP". Analogno de-
finiramo kompleksne projektivne prostore CP" nad poljem kompleksnih
brojeva C, kao i kvaternionske projektivne prostore HP" nad prstenom
kvaterniona . /!
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Teorem 1.76. Neka je X topoloski prostor i ~ neka relacija ekvivalencije na
njemu. Ako je X kompaktan, tada je i X/~ kompaktan topoloski prostor. Ako
je X povezan, tada je i X /~ povezan topoloski prostor.

Dokaz : Projekcija 7 je po konstrukciji neprekidno preslikavanje i vrijedi 7(X) =
X /~, pa su tvrdnje u teoremu direktne posljedice Leme 1.60. O

Komentar 1.77. Ako je X Hausdorffov prostor, tada kvocijentni prostor X /~
ne mora biti Hausdorffov prostor. Uzmemo li, na primjer, skup X = R X
{=1,+1} s produktnom topologijom, i na njemu definiramo realciju ekviva-
lencije (z,t) ~ (a/,t") akko = 2’ < 0, tada kvocijentni prostor X/~ nece
biti Hausdorffov (slikovito, imamo dvije realne linije koje smo “slijepili” na ne-
gativnim koordinatama). /!

Primjer|i 1.78. Specijalno, ako Zelimo stopiti samo tocke nekog odabranog
nepraznog podskupa A C X, tada moZemo upotrijebiti relaciju ekvivalencije
x~y & z,y € A U ovom slucaju kvocijentni skup obi¢no obiljezavamo
s X/A, i on je ekvipotentan s unijom (X — A) U {[a]}, gdje je a € A. Na
primjer, slijepimo li to¢ke ruba diska D C R? dobit éemo topoloski prostor
homeomorfan 2-sferi S2. /

Komentar 1.79. Valja uociti kako topoloski kvocijent opcenito oznacava ne-
§to razli¢ito od, primjerice, kvocijenta grupa. Na primjer, R/Z u topologiji je
“buket”, dok je R/Z kao kvocijentna grupa homeomorfna kruznici S'. /

Primjer|i 1.80. Identifikacijom odredenih bridova kvadrata moZemo kons-
truirati standardne primjere topoloskih prostora. Na crtezima ispod naznaceno
je nekoliko takvih konstrukcija, gdje strelice sugeriraju postupak identificiranja
tocaka.

(a) plast cilindra (b) Mobiusova vrpca

(c) torus T2 (d) Kleinova boca K (e) projektivna sfera RIP?

/!
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Ceci n’est pas un tore. Torus T2, smjesten u euklidski prostor R? i projiciran
na stranicu ove knjige.

Konstrukcija projektivne sfere RIP?. Namjera nam je identificirati nasuprotne
tocke (na primjer, ae, bf, cg i dh) na obodu diska. Krug razrezemo duZ jednog
radijusa, potom jedan radijus (na primjer sa) drzimo fiksnim dok drugi
rotiramo dva puna kruga. Na kraju moZemo izvrsiti identifikaciju navedenih
tocaka, pri ¢emu ¢e prilikom identifikacije toc¢aka aea’ doéi do
samopresjecanja plohe koju konstruiramo.

—

Projektivna sfera RIP? smjestena u euklidski prostor R? (uz samopresejcanje)
i projicirana na stranicu ove knjige.
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1.11 TOPOLOSKE GRUPE

Definicija 1.81. Topoloska grupa je grupa (G, - ) na kojoj je definirana
topologija, takva da su operacije grupnog produkta G x G — G (gdje je na
skupu G x G definirana produktna topologija), (g, h) — gh,iinverz G — G,
g+ g~ !, neprekidna preslikavanja.

Primjer|i 1.82. Bilo koja grupa s diskretnom topologijom je topoloska grupa.
Svaka grupa (R, +), gdje je na euklidskom prostoru R™ zadana standardna
topologija, je topoloska grupa. /!

Definicija 1.83. Neka su G i H topoloske grupe. Kazemo da je preslika-
vanje ¢ : G — H

« homomorfizam topoloskih grupa ako je neprekidno preslikavanje
i grupni homomorfizam;

+ izomorfizam topoloskih grupa ako je homeomorfizam i grupni iz-
omorfizam.

Definicija 1.84. Neka je (G, - ) topoloska grupa. Za svaki element a € G
definiramo dva homomorfizma: lijevu translaciju L, : G — G, s L,(g) =
a - g,1idesnu translaciju R, : G — G, s R,(g) = g - a.

Definicija 1.85. Neka je (G, -) topoloska grupa. Za sve podskupove
A, B C Gielement g € G definiramo skupove

gA=LA={g-alac A}, Ag=RjA={a-g|acA}, (1.10)

Al'={a'|acA}, AB={a-blacA,bec B}. (1.11)

Dokaz narednog teorema je ostavljen za vjezbu.

Teorem 1.86. Neka je (G, - ) topoloska grupa, g € G, O C G otvoren pod-
skup, C C G zatvoren podskup, a A, B C G bilo kakvi podskupovi. Tada
vrijede sljedece tvrdnje:

(@) A'C B! & ACB & gACgB;
(b) AO,0AiO ! su otvoreni podskupovi;

(c) gC,Cg i C~1 su zatvoreni podskupovi.
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Dodatna literatura

+ [Cro05], relativno kraci uvod u opc¢u topologiju, s poglavljima o homo-
topiji i homologiji

« [Mun00], standardna referenca s opsirnijim i detaljniji pregledom opce
topologije u prvoj polovici udzbenika

« [HS88], stari klasik iz opce topologije

Zadaci

1. Koliko razli¢itih topologija je moguce definirati na skupovima od 2 i 3

elementa?

2. Nekaje {7, | @ € J} familija topologija na skupu X. Dokazite da je tada

i njihov presjek [, 74 topologija na skupu X, ali njihova unija | J,, 7%
to ne mora biti.

3. Ako je O otvoren, a C' zatvoren skup, dokazite da je tada O — C' otvoren,

a C' — O zatvoren skup.

4. Zadan je skup X s beskonacno mnogo elemenata i na njemu topologija u

kojoj su otvoreni skupovi svi oni koji sadrze beskona¢no mnogo eleme-
nata. Dokazite da je ovo diskretna topologija.

5. Moze li navesti primjer presjeka beskonacno mnogo medusobno razli¢itih

otvorenih skupova koji je otvoren skup?

6. Na nepraznom skupu X zadana je topologija 75 generirana bazom B.

Ako je na skupu X definirana druga baza B’ sa svojstvom da za svaki
a € B € B postoji B’ € B/, takav da je a € B’ C B i, obratno, za svaki
a € B’ € B’ postoji B € B, takavdajea € B C B, tada je I = I3.
Navedite nekoliko razli¢itih baza koje generiraju standardnu topologiju
na R"™.

7. Neka je (X, .7) topoloski prostor. Kako izgledaju unutra$njosti, rubovi i

zatvara¢i skupovau X, ako je 7 (a) trivijalna ili (b) diskretna topologija?

8. Dokazite da skupovi racionalnih i iracionalnih brojeva nisu niti otvoreni

niti zatvoreni podskupovi skupa realnih brojeva (sa standardnom topo-
logijom).

9. Neka su A i B disjunktni, a B otvoren skup. Dokazite da je tada ANB =

0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Neka je X topoloski prostori A, B C X njegovi podskupovi. U kakvom
su odnosu skupovi (A U B)° i A° U B°? U kakvom su odnosu skupovi
(A— B)° i A° — B°? U kakvom su odnosu skupovi AN Bi AN B? U
kakvom su odnosu skupovi A — B i A — B?

Ako dva skupa imaju jednake zatvarace, A = B, moraju li imati i jednake
rubove, 0A = OB ?

Dokazite da ANB = () povla¢i J(AUB) = dAUOB. Pokazite primjerom
da obrat opcenito ne vrijedi.

Neka je @ C A C R. Ako je A zatvoren skup, je li nuzno A = R? Ako
je A otvoren skup, je li nuzno A = R?

Neka je X topoloski prostor i A, B C X. Dokazite sljedece tvrdnje,

(@ (AUB)Y =AUDB
(b) ACB= A'CPH
() VaeA): (A—{a}) = A

Kako izgledaju gusti skupovi u prostoru X s (a) trivijalnom ili (b) diskret-
nom topologijom?

Dokazite da je unija dva nigdje gusta skupa nigdje gust skup.
Dokazite da je zatvoren nigdje gust skup rub otvorenog skupa.

Akoje A C Y C X, gdje je Y potprostor topoloskog prostora X, tada
¢emo koristiti posebne oznake kako bi smo istaknuli na koji prostor, od-
nosno koju topologiju, se misli kada govorimo o nekom dijelu skupa:
Int x (A), odnosno Inty (A) za unutrasnjosti; dx (A), odnosno dy (A) za
rubove; Clx (A), odnosno Cly (A) za zatvarace skupa A. Tada za unu-
tra§njost svakog skupa A C Y C X s obzirom na ove topologije vrijedi
Intx (A) C Inty (A). Navedite primjer u kojem je Int x (4) # Inty (A).
Vrijedi Cly(A) =Y NClyx (A)

Dokazite da je topoloski prostor povezan akko svaki njegov pravi nepra-
zan podskup ima neprazan rub.

Neka je (X,.7) beskonacan Hausdorffov prostor. Dokazite da postoji
beskonac¢na familija disjunktnih otvorenih skupova u X.

Dokazite sljedeéu tvrdnju: ako je K kompaktan, a Z zatvoren skup, tada
je K N Z kompaktan skup.

Neka je A kompaktan podskup Hausdorffovog prostora X. Dokazite da
je tada i A’ kompaktan skup.

Dokazite da je skup R u topologiji Zariskog kompaktan prostor.

Neka su A, B C X kompaktni podskupovi topoloskog prostora X. Do-
kazite da je tada i AU B kompaktan skup. Nadalje, ako je X Hausdorffov
prostor, dokazite da je tada i A N B kompaktan skup.
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25

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

1.11. Topoloske grupe

. Dokazite da je preslikavanje f : X — Y je neprekidno akko je skup
f71(C) zatvoren u X za svaki skup C zatvorenu Y.

Pronadite primjer preslikavanja f : R — R koje je neprekidno samo u
tockama x € Z.

Pretpostavimo da je preslikavanje f : X — Y neprekidno utockia € X.
Da li je za svaku okolinu O,y C Y skup ffl(Of(a)) nuzno otvoren u
X?

Neka je f : X — Y neprekidno preslikavanje, te a € X gomiliste skupa
A C X. Dalije f(a) nuzno gomiliste skupa f(A4)? A §to ako je f
injektivno neprekidno preslikavanje?

Neka su X i Y topologki prostori, f : X — Y homeomorfizam, te A C
X. Dokatzite da su tada f(A°), f(OA) i f(‘A), redom, unutrasnjost, rub
i zatvara¢ skupa f(A).

Neka je S?> C R? sfera koja predstavlja povrsinu Zemlje, a neprekidno
preslikavanje 7' : S? — R njena temperatura. Dokazite da u svakom
trenutku postoji barem jedan par antipodalnih toc¢aka koje imaju jednaku
temperaturu. MoZemo li poopéiti zaklju¢ak za plohe koje nisu “idealne”
sfere?

Neka je X povezan topoloski prostor. Za to¢ku p € X kazemo da je
tocka prerezista (“cut point”) akko je X — {p} nepovezan prostor. Ako
je f + X — Y homeomorfizam, tada je p € X tocka prerezista akko je
f(p) € Y tocka prerezista. Koriste¢i ovu informaciju usporedite [0, 1],
(0,1)1(0,1).

Dokazite da su RIP™ i CPP" kompaktni prostori.

Neka je (G, -) grupa na kojoj je definirana topologja, takva da je presli-
kavanje G' x G — G, gh + gh~! neprekidno. Dokazite da je ovaj objekt
topoloska grupa.

Neka je (G, - ) grupa. Za podskup S C G kazemo da je simetrican ako
vrijedi S = S~ Dokazite da je za svaki neprazan otvoren skup O C G
skup OO~ simetri¢na okolina jedini¢nog elementa e. Nadalje, dokazite
da za svaku okolinu jedini¢nog elementa O, postoji simetri¢na okolina
V. za koju vrijedi V.V, C O..
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MNOGOSTRUKOSTI

2.1 TOPOLOSKE MNOGOSTRUKOSTI

Motivacija. Opceniti topoloski prostori obiluju s patoloskim primjerima. S
druge strane, medu topoloskim prostorima mozemo izdvojiti one s posebno
“lijepim” svojstva, za koje ¢e se pokazati da su iznmno korisni, kako u fizici
tako i u matematici. Za pocetak, zanimaju nas topoloski prostori koji lokalno
izgledaju poput R™. S alatima koje smo razvili u prethodnom poglavlju sada
ovo mozemo precizno formulirati.

Definicija 2.1. Za topoloski prostor X kaZzemo da je lokalno euklidski
prostor dimenzije m € IN; ako za svaki x € X postoji okolina O, C X
homeomorfna s otvorenim podskupom prostora R™. Karta je ureden par
(O, @) otvorenog skupa O C X i homeomorfizma ¢ : O — U C R™.

Drugim rije¢ima, karta nam omoguéuje “koordinatizaciju” u kojoj svakoj
tocki na otvorenom skupu prostora pridjeljujemo uredenu m-torku brojeva (ko-
ordinata).

Definicija2.2. Topoloska m-mnogostrukost ) je Hausdorffov lokalno
euklidski topoloski prostor dimenzije m € INg s prebrojivom bazom.

Primjer|i 2.3. Euklidski prostor R™ je kanonski primjer m-mnogostrukosti
(specijalno, 0-dimenzionalna mnogostrukost R sastoji se od jedne tocke). Kao
prebrojivu bazu moZzemo odabrati otvorene kugle ¢ije su koordinate sredista
i radijusi racionalni brojevi. Kruznica S! je 1-mnogostrukost, a sfera S? 2-
mnogostrukost. /!

Komentar 2.4. Mnogostrukosti moraju imati konzistentnu dimenziju pa, pri-
mjerice, disjunktna unija euklidskih prostora R! i R? nije mnogostrukost. //

Komentar 2.5. Realna linija s dva ishodista je primjer topoloskog prostora
koji zadovoljava sva svojstva mnogostrukosti osim Hausdorffovog. !l

47
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Komentar 2.6. Zahtjev prebrojivosti baze topologije je tehnicke naravi, ali
je neophodan kod definicija integrala na mnogostrukostima. /!

2.2 KOORDINATE I PARCIJALNE DERIVACIJE

Karte na mnogostrukostima nam omoguéuju uvodenje pojmova koji su pret-
hodno definirani na euklidskim prostorima. Jedna od osnovnih operacija je
parcijalna derivacija funkcije f : M — R s obzirom na neku koordinatu.

Rm

Neka je (O, ¢) karta glatke m-mnogostrukosti M. Ako su {r!,... rm}
standardne Kartezijeve koordinate na R™, tada komponente preslikavanja ¢ :
O — R™ mozemo definirati preko

' =rtog. (2.1)
U ovom sluéaju kartu (O, ¢) ponekad alternativno zapisujemo kao
(O,2,....2™) ili (O,{z"}).

Nadalje, za svaku funkciju f : M — R definiramo njenu koordinatnu repre-
zentaciju, funkciju f o =1 : ¢(0O) — R. Ako je funkcija f o ¢! derivabilna
u tocki ¢(p) € ¢(0), tada u tocki p € O definiramo parcijalne derivacije

Oy =220 ) (g 2

Kako je p = ¢~ 1(¢(p)), ovu jednadzbu mozemo pisati i kao

o b1
O o) = 220 6y,
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odnosno
of
Oxh

—1_a(f°¢_1)
o¢ = o

Teorem 2.7. Neka je (O, ¢) = (O, {x*}) karta na mnogostrukosti. Tada je

oz
ox”

=5m . (2.3)

Doxaz : U svakoj toc¢ki p € O po definiciji parcijalne derivacije vrijedi

O ) = 220 (i) = X000 (o) = O (o) =

O

Opéenitije, neka je M m-mnogostrukost, N n-mnogostrukosti F' : M —
N preslikavanje medu njima. Uz svake dvije karte (O, ¢) = (O,!,... 2™)
na Mi(V,) = (V,y',...,y") na N takve da je F(O) C V, uvodimo oznaku
za v-tu komponentu preslikavanja F' u karti (V, ),

FV=y’oF=r"oyoF:0—=R. (2.4)

Koordinatna reprezentacija preslikavanja F' s obzirom na navedene karte je
funkcija 1 o F o ¢!, Kona¢no, ako je funkcija 1) o F' o ¢~! derivabilna u
tocki ¢(p) € ¢(0), tada u tocki p € O definiramo parcijalne derivacije

o8 =220 (4, (5)

odnosno, u skladu s ranijom definicijom, parcijalne derivacije pojedinih kom-
ponent preslikavanja F' dane su s

OF” ~ _O(F oo™

2.3 DIFERENCIJABILNE MNOGOSTRUKOSTI

Definicija 2.8. Neka je M topoloska m-mnogostrukostir € Ny U {co}.
Kazemo da su dvije karte, (O, ¢) i (V, ), C"-kompatibilne ako je ONV =
() ili ako su tzv. funkcije prijelaza ¢ o ¢~ 1 i1 o0 ¢! klase C".



MNOGOSTRUKOSTI 50

Komentar 2.9. Kompatibilnost karata je refleksivna i simetri¢na relacija, ali
opcenito nije tranzitivna. Konkretnije, ako je karta (O1, ¢1) kompatibilna s
kartom (Os, ¢2), koja je nadalje kompatibilna s kartom (Os, ¢3), tada je kom-
pozicija

progs = (prody!)o(daogs)

preslikavanje klase C" na skupu ¢3(0O1 N O2 N O3), ali ona to ne mora biti na
cijelom skupu ¢3(O1 N Og). Na primjer, promotrimo tri karte na R:

(<_1’3> ,33‘) ) (<1’4> ,33) ) (<_2v2> 7$3)

Preslikavanje ¢ o q’)?jl = 21/3 nije derivabilno u z = 0! 1/

Definicija 2.10. C™ atlas A = {(O,, ¢)} na lokalno euklidskom pros-
toru M je familija u parovima C”-kompatibilnih karata, takvih da je {O,}
otvoren pokrivac prostora M. Zakartu (V, ) kazemo da je C"-kompatibilna
s atlasom A ako je C"-kompatibilna sa svakom kartom u tom atlasu.

Primjer|i 2.11.
Atlas na kruznici St C C.

O={e”|0<p<2r}, Or={e¥|-nm<p<n}

Zai=1,2 |
P 0 =R, (%)=

gdje je vrijednost kuta dana prema zapisu otvorenih skupova O; i O3 gore.
Presjek O1 N Oy = AU B, gdje su A i B disjunktni otvoreni skupovi,

A:{e“"| - <p<0}, B:{ei“’|0<g0<7r}
Lako se provjeri da su prijelazne funkcije,
Y109yt (—m,0) U (0, 7) — (0,7) U (m, 2n)

(Y1 003 )(x) = { o 2T

19 © wfl {0, m) U (m, 27) = (—m,0) U (0, )

1 | =, x € {0, 7)
(¢20¢1 )(I) - { r—21, x€ <7T,27T>
1/
Primjer|i 2.12. Standardni C*° atlas na RIP" (Tu, Ch.7.7) /!

Lema2.13. NekajeA = {(Oq, ¢o)} C" atlas. Ako su (V, 1)) i (W, x) dvije
karte C"-kompatibilne s A, tada su i medusobno C"-kompatibilne.
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Dokaz : Neka je p € V N W. Kako je, po definiciji, A otvoren pokriva¢ prostora M,
postoji o takavdajep € Oq, istogap € Qp = Oa NV N W. Mi Zelimo dokazati da je
preslikavanje x o 1! klase C" u tocki ¢(p) te, analogno, da je preslikavanje ¢ o X ?
klase C" u tocki x(p). Kako je x o ™! kompozicija dva C" preslikavanja,

xoy ' =(xoda')o(paotp")

slijedi da je i ono klase C" na skupu 1(Q5). S obzirom da zakljucak vrijedi na okolini
Qp C (VNW) proizvoljne tocke p € V N W, slijedi da je preslikavanje x o 1)~ * klase
C" na )(V N W) i, analogno, 1 o x ~* je klase C" na x(V N W). O

Definicija 2.14. Kazemo da su dva C" atlasa A i A’ C"-kompatibilna
ako im je unija opet C" atlas.

Kompatibilnost atlasa je relacija ekvivalencije (refleksivnost i simetri¢nost
odmah vidimo, a tranzitivnost slijedi iz gore dokazane leme). Uniju svih atlasa
u jednoj klasi ekvivalencije zovemo maksimalan atlas. Stoga, svaki atlas je
sadrzan u jedinstvenom maksimalnom atlasu. Maksimalan atlas neke mnogos-
trukosti zovemo diferencijabilna struktura (u slucaju C'* atlasa koristimo
frazu glatka struktura).

Definicija 2.15. C" m-mnogostrukost je ureden par (M, A) topoloske
mnogostrukosti M i maksimalnog C" atlasa A.

Specijalno, C° mnogostrukost je samo sinonim za topolosku mnogostru-
kost, C°>° mnogostrukost zovemo i glatka mnogostrukost. Sve gornje defini-
cije je moguce prosiriti i na analiticke funkcije, odnosno funkcije iz klase C*,
u kom slucaju pri¢amo o analitickoj mnogostrukosti.

Teorem 2.16 (Whitney). Za svaki k € IN maksimalan atlas C* mnogostru-
kosti sadrzi i C*° atlas.

Dakle, relevantni su samo CY, C™ i C¥ slu¢ajevi. Kervaire je dokazao da
postoji CY mnogostrukost koja ne dopusta C*! diferencijabilnu strukturu [Ker-
vaire: A manifold which does not admit any differentiable structure, Coment.
Math. Helv. 34 (1960) 257270] Dodatak: Morrey-Grauertov teorem.
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2.4 DIFEOMORFIZMI I EGZOTIKA

Definicija 2.17. Neka su M i N glatke mnogostrukosti. Za preslikavanje
F : M — N kazemo da je glatko u tocki p € M ako postoje karte (O, ¢) i
(VE(p)» ¥, takve da je F(Op) C Vp(y) i kompozicija 1) o F o ¢~ je glatko
preslikavanje. Skupu svih glatkih preslikavanja ' : M — R oznac¢avamo s
C>(M).

Definicija 2.18. Difeomorfizam medu glatkim mnogostrukostima
(M, A)i(N,B) je gladak homeomorfizam f : M — N, ¢iji je inverz f—!
isto glatka funckija. Ako postoji difeomorfizam medu mnogostrukostima
(M,A) i (N,B) kazemo da su dvije glatke strukture zadane atlasima A i
B ekvivalentne, odnosno da su promatrane mnogostrukosti difeomorfne
(pisemo M = N).

Komentar 2.19. Kako bi smo provijerili kompatibilnost dva glatka atlasa, A
i A’, na mnogostrukosti M, potrebno je provjeriti derivabilnost koordinatnih
reprezentacija identiteta id : M — M,

Yoo ¢! =1aoidogy .

S druge strane, kako bi smo provjerili difeomorfnost izmedu (M, A) i (M, A’)
potrebno je pronaci bilo koje preslikavanje f : M — M koje je difeomorfizam.
Dakle, u ovom smislu je kompatibilnost atlasa “snaZnija” relacija od difeomor-
fizma: kompatibilni atlasi odmah impliciraju difeomorfizam (konkretno, iden-
titet), dok postojanje difeomorfizma ne garantira kompatibilnost atlasa. /

Primjer nekompatibilnih atlasa na R': A = {(R,¢)} i A’ = {(R,9)}, gdje
su¢(z) = , te 1(x) = /3. Odmah vidimo da ¢ o ¢~ *(z) = z'/3 nije C>®
preslikavanje (nije derivabilno u z = 0). S druge strane, (R, A) i (R, A’) su

difeomorfni preko preslikavanja f : R — R, definiranog s f(z) = 23,

Yofog lz)=a=¢of oy (z)

Valja uociti kako imamo dvije relacije ekvivalencije: jednu medu glatkim atla-
sima (kompatibilnost) i jednu medu diferencijabilnim strukturama (difeomorfi-
zam). Opcenito je na mnogostrukosti moguée imati vise nekompatibilnih (ne-
ekvivalentnih) maksimalnih atlasa, ¢ak i u jednostavnom slu¢aju prostora R*.
Medutim, svi maksimalni atlasi na R! su ekvivalentni (difeomorfni), pa na R*
postoji samo jedna glatka diferencijabilna struktura.

Ipak, postoje i mnogostrukosti koje dopustaju definiranje vise razlic¢itih,
neekvivalentnih (nedifeomorfnih) glatkih diferencijabilnih struktura. U slu-
¢aju kada imamo homeomorfne mnogostrukosti koje nisu difeomorfne, govo-
rimo o egzotic¢noj glatko¢i. Milnor je 1956. godine dao prvi primjer egzoti¢nih
mnogostrukosti, tzv. egzoti¢ne sfere (konkretnije, 7-dimenzionalne egzoti¢ne
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sfere). Nesto kasnije, 1963. godine su Milnor i Kervaire dokazali da sfere S™
zan > b dopustaju najvise kona¢no mnogo egzoti¢nih diferencijabilnih struk-
tura (znamo da su one jedinstvene za n < 3, do je pitanje postojanja egzoti¢nih
4-sfera do 2016. godine jo$ otvoreno). Posebno je zanimljiv slucaj euklidskih
prostora R™. Poznato je (Stallings, Zeeman 1962.) kako R" za n # 4 ima je-
dinstvenu diferencijabilnu strukturu. S druge strane (Freedman 1982., Gompf
1983.-1985., Taubes 1987.), R* ima neprebrojivo beskonacno mnogo egzoti¢nih
diferencijabilnih struktura! Pitanje fizikalnog znacaja ove slobode izbora i dalje
je Sirom otvoreno pitanje ...

Definicija 2.20. Neka je (M, A) C' mnogostrukost. Za funkciju prijelaza
g © w;l, nacinjenu od homeomorfizama u atlasu A, kazemo da ¢uva orjen-
taciju ako je determinanta pripadnog Jacobijana pozitivna u svim to¢kama
domene. Za atlas A kazemo da je orijentiran atlas ako mu sve prijelazne
funkcije ¢uvaju orijentaciju. Za C'* mnogostrukost M kazemo da je orijen-
tabilna ako dopusta definiranje orijentiranog atlasa. Ako je na orjentabilnoj
mnogostrukosti napravljen izbor orjentacije kazemo da je doti¢na mnogos-
trukost orijentirana.

2.5 MNOGOSTRUKOSTI S RUBOM

Maotivacija. Iako za svaki topologki prostor X trivijalno vrijedi 9X = (), mi
bismo htjeli uvesti pojam koji opisuje “rub” mnogostrukosti u onom smislu u
kojem, primjerice, kruznicu doZivljavamo kao rub kruga, a sferu kao rub kugle.
Sli¢no kao $to smo kod osnovnih mnogostrukosti kao prototip koristili otvorene
podskupove euklidskog prostora R™, tako u definiciji mnogostrukosti s rubom
trebamo odgovarajuéi prototip. Tomu nam sluzi “polovica” euklidskog prostora
R™, preciznije

H™={(z",...,2™) e R™ | 2™ >0} (2.7)
s prototipom za rub mnogostrukosti,

OH™ = {(z',..., 21,00 e R™} . (2.8)

Definicija 2.21. Neka je S C R™ proizvoljan skup. Kazemo da je presli-
kavanje f : S — R" glatko u tocki p € S ako postoji okolina O, € R™ i
glatko preslikavanje f : O, — R", takvo da je f = f na presjeku O, N S.

Definicija 2.22. Topoloska m-mnogostrukost s rubom je Hausdorffov
topologki prostor s prebrojivom bazom koji je lokalno homeomorfan s H™.
Diferencijalne mnogostrukosti s rubom definiramo zamjenom prostora R™
s H™.
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Primjer|i 2.23. Sam prostor H™. Krug, kugla. /

Komentar 2.24. Ponekad se koristi fraza zatvorena mnogostrukost (eng.
closed manifold) u znacenju kompaktna mnogostrukost bez ruba. /!

2.6 SPOJENA SUMA

Osnovna ideja: iz svake od dvije zadane m-mnogostrukosti X i Y izrezemo
m-dimenzionalni disk, Dx odnosno Dy, i zatim ih spojimo identificiranjem
rubova diskova Dy i Dy (moZe se pokazati da je ova operacija dobro defini-
rana, odnosno da ne ovisi o izboru diska). Formalno ...

Definicija 2.25. Neka su M i M povezane glatke m-mnogostrukosti te
zai = 1,2 (O;,1);) koordinatne karte centrirane u totkama p; € M;, takve
da je ¥;(0;) = B(0,7) C R™. Nadalje, neka je V; = 1; '(B(0,7/2)) C
0;i M/ = M; —V,. Spojena suma M;#M; mnogostrukosti My i Mo
je definirana kao kvocijentni prostor kojeg dobijemo na prostoru M/ L M}
identificiranjem svake tocke ¢ € 9V; s tockom )5 Loy (q) € V5.

Teorem 2.26. Skup povezanih orjentabilnih zatvorenih m-mnogostrukosti
M, s operacijom spojene sume # cini komutativni monoid, odnosno za sve
XY, Z € M, vrijedi

z) zatvorenost na operaciju, X#Y € M, ,

(2)
(a) asocijativnost, ( X#Y )H#Z ~ XH#(Y#Z),
(n) sfera S™ je neutralni element, X #S™ ~ X,
(k) komutativnost, X#Y ~Y#X.

Komentar 2.27. Sto je s inverzom operacije spojene sume? Da li za svaki
X € M, postoji Y € IM,,, takav da je X#Y ~ S™? Barry Mazur: X je
invertibilna akko je X ~ S™ (za skicu formalnog dokaza vidi [Kos07], str. 95—
95). Neformalan dokaz preko beskonacne spojene sume,

STH#STH#H ...~ R™
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(XH#HY)H(XHAY )# ... =2 XH#YH#X)#YH#X)# ... =~ X#R" ~ X — {p}

Konaéno, X — {p} ~ R™ akko X ~ S™. /1

2.7 KLASIFIKACIJE MNOGOSTRUKOSTI
Komentar o dimenziji,

Teorem 2.28. Ako su dva neprazana otvorena skupa O C R™ iU C R"
homeomorfni, tada je nuznom = n.

1-mnogostrukosti

Teorem 2.29. Povezana 1-mnogostrukost (bez ruba) je difeomorfna sa S*
(ako je kompaktna) ili s R (ako nije kompaktna). Povezana 1-mnogostrukost
s nepraznim rubom je difeomorfna s [0, 1) (ako rub ima jednu komponentu) ili
5[0, 1] (ako rub ima dvije komponente).

2-mnogostrukosti

Definicija 2.30. Uvodimo sustave oznake za standardne zatvorene pove-
zane 2-mnogostrukosti.

. 2-sfera ¥y = S?;
« 2-torus 3 = T? te spojeni torusi ¥y = Yi_1#T2 zasve k > 2;

« projektivna sfera =; = RP? te Bp, = Eh_l#RIPz za sve h > 2.

Teorem 2.31. Neka je M zatvorena povezana 2-mnogostrukost. Ako je M
orjentabilna, tada postoji g € Ny, takav da je M difeomorfna sa ¥y. U protiv-

nom, ako je M neorjentabilna, tada postoji h € IN, takav da je M difeomorfna
saZy,.
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Komentar 2.32. Broj g iz prethodnog teorema tradicionalno je poznat kao
genus plohe. S njim je usko povezana tzv. Euler-Poincaréova karakteristika
X € Z, koja je u slu¢aju zatvorenih 2-mnogostrukosti dana s y = 2 — 2¢g (vidi
takoder dodatak o Eulerovoj formuli za poliedre). Kasnije ¢emo x poopciti za
m-mnogostrukosti. /!

Nekoga bi moglo zanimati gdje se u gornjoj klasifikaciji kriju “mijesane”
mnogostrukosti poput npr. RIP?#T?? Naredna dva teorema odgovaraju na
ovo pitanje.

Teorem 2.33. RP?#RIP? je difeomorfna s Kleinovom bocom K.

Prvo valja uociti kako je projektivna sfera RIP? s izrezanim diskom dife-
omorfna s Mébiusovom trakom,

Nadalje, Kleinovu bocu moZzemo razrezati u dvije Mébiusove trake, kako je

skicirano na crtezu ispod
B / ﬁA

Teorem 2.34 (Walter von Dyck 1888.).
RP?#K =~ RP?#T?

Ploha RP*#RIP?#RIP? poznata je i kao Dyckova ploha.

DoxkAz : Za vizualni dokaz vidi [Wee02], str. 79. O

Komentar oko nekompaktnih 2-mnogostrukosti i 2-mnogostrukosti s ru-
bom ...
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3-mnogostrukosti
William Thurston 1982., program uniformizacije: Every oriented prime clo-

sed 3-manifold can be cut along tori, so that the interior of each of the resulting
manifolds has a geometric structure with finite volume. 8 modela:

B3, W, S}, $?xR, H:xR, SL,R, Nil, Sol
(prve tri su maksimalno simetri¢ne, ostale ne). Hamilton. Perelman 2003.

Teorem 2.35. 'm-mnogostrukosti zam > 4 nemaju opéu klasifikaciju (Mar-
kov: Insolubility of the problem of homeomorphy).
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Dodatna literatura

« [Mil97], stari klasik o diferencijabilnim mnogostrukostima, kratka knji-
Zica u kojoj je izmedu ostalog skicirana klasifikacija 1-mnogostrukosti

+ [GX15], vodi¢ kroz klasifikacijski teorem kompaktnih 2-mnogostrukosti
« [Thu97], predavanja o topologiji 3-mnogostrukosti

« [Wee02], neformalni, lijepo ilustriran uvod u topologiju 2- i 3-mnogo-
strukosti s fokusom na primjenu u kozmologiji

« [Sco05], detaljan pregled topologije 4-mnogostrukosti

« [Kos07], stari klasik o diferencijabilnim mnogostrukostima

Zadaci

1. Uklonimo li iz euklidskog prostora R™ kona¢no mnogo tocaka, je li do-
biveni potprostor mnogostrukost?

2. Atlasi na sferi S2.

3. Ako je (O, ¢) karta na glatkoj m-mnogostrukosti M, dokazite da je tada
¥ : O — (0) C R™ difeomorfizam.

4. Grassmanian G(k, n) je skup k-ravnina kroz ishodiste euklidskog pros-
tora R"™ (vidi Tu, zadatak 7.8 na str.82)

5. Dokazite da na orjentabilnim mnogostrukostima postoje to¢no dvije ori-
jentacije.



TANGENTNI VEKTORI I 1-FORME

Motivacija. Intuitivna predodzba tangentnog vektora obi¢no je izgradena na
slici geometrijskog objekta, poput glatke krivulje ili glatke dvodimenzionalne
plohe, koji je smjesten u ambijentni euklidski prostor i kojem iz zadane tocke
tangentno izlazi strelica, protegnuta kroz ambijentni prostor. Uistinu, mi bi-
smo mogli formalno uvesti tangentne vektore na mnogostrukostima polazeci
od njihovog smjestanja u euklidski prostor te koriste¢i kanonsku identifikaciju
toc¢aka u mnogostrukosti R™ s elementima vektorskog prostora IR"" nad po-
ljem realnih brojeva. Naravno, prvo moramo biti sigurni da je nekakvo “lijepo”
smjeStanje mnogostrukosti uopce moguce (minimalnu dovoljnu dimenziju am-
bijentnog euklidskog prostora garantiraju netrivijalni teoremi poput Whitneye-
vog ili Nashovog). Konceptualno ¢is¢i put, ujedno onaj koji se ne oslanja na
netrivijalne rezultate, jest interna definicija tangentnih vektora na mnogostru-
kosti koju ne moramo a priori smjestiti u nekakav kanonski ambijentni prostor.
Glavni cilj jest definirati objekt u kojeg mozemo pohraniti glavne informacije
koje sadrzi tangentni vektor: njegov smjer i njegov iznos.

Vratimo se na najjednostavniji slu¢aj vektora V' u euklidskom prostoru R™,

¢iji tradicionalni zapis po komponentama u kanonskoj bazi {e1, ..., e} glasi
m
V= Z vt e; .
i=1

Prvo valja primjetiti kako operator derivacije u smjeru vektora V,

V-szm:vi aii
i=1

formalno sadrzi sve informacije o ovom vektoru, njegove komponente V%,

Drugo, sama derivacija djeluje na funkcije f : R™ — R, objekte koje ele-
mentarno mozemo definirati i na svakoj drugoj mnogostrukosti. Stoga, namece
se jednostavna ideja: tangentne vektore na mnogostrukosti M/ moZemo uvesti
kao operatore koji, postujuci pravila poput onih koje zadovoljavaju samo de-
rivacije, djeluju na preslikavanja f : M — R. Prije svega moramo definirati
kako uopcée deriviramo funkcije na mnogostrukostima.

59
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3.1 GERMOVI

Motivacija. Zelimo li definirati djelovanje neke derivacije u tocki, svejedno
nam je potrebno poznavanje ponasanja funkcije koju deriviramo na okolini te
tocke. Nadalje, ako su dvije derivabile funkcije jednake na promatranoj oko-
lini, tada ¢e one imati jednaku derivaciju u toj tocki. Stoga, moZzemo sve takve
funkcije okupiti u jednu klasu.

Definicija 3.1. Neka je M glatka m-mnogostrukost i p € M. Na skupu
glatkih funkcija C°° (M) uvodimo relaciju ekvivalencije f ~, g akko pos-
toji okolina O, na kojoj je f = g. Svaku klasu ekvivalencije ove relacije
zovemo germ (npr. germ funkcije f u tocki p), a skup svih germova u tocki
p oznacavamo s Cp° (M) (ili samo Cp°).

Primjer|i 3.2. Funkcije

fo)=—— R-{1} >R i glx)=3 4" (-L,) >R
n=0

1—z
pripadaju istom germu (imaju isti germ) na otvorenom intervalu (—1,1).  //

Skup C5°(M) zajedno s operacijama zbrajanja i mnoZzenja funkcija tvori
prsten (multiplikativni inverz ne mora postojati jer imamo funkcije koje isce-
zavaju u promatranoj tocki p).

3.2 TANGENTNI VEKTORI

Definicija3.3. Nekaje M glatka m-mnogostrukost. Tangentan vektor u
tocki p € M je preslikavanje X : C7°(M) — R, koje za sve f,g € C°(M)
ik, A € R zadovoljava

1. linearnost X (kf + A\g) = kX (f) + A X (g), i
2. Leibnizovo pravilo, X (fg) = f(p)X (g9) + g(p) X (f).

Skup svih tangentnih vektora u toc¢ki p € M oznacavamo s 1}, M, a skup svih
tangentnih vektora na mnogostrukosti M s T'M.
Lako se provjeri da je skup tangentnih vektora 7, M s operacijama

(a) zbrajanja vektora,
VX, Y e T,M)(VfeCr): (X+Y)(f)=X(f)+Y(f)

(b) mnozZenja skalarom, (VX € T,M)(VA e R) : (AX)(f) =X- X(f),
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vektorski prostor nad poljem realnih brojeva, poznat kao tangentni prostor u
tocki p.

Komentar 3.4. Ne postoji “prirodan” naéin kako dodavati tangentne vektore
u razli¢itim totkama mnogostrukosti, pa je unija 7'M zasad samo formalna
oznaka. S pitanjem “pomicanja” tangentnih vektora iz jedne tocke u drugu
¢emo se pozabaviti malo kasnije. /!

Komentar 3.5. Kada Zelimo naglastiti da je vektor X element tangentnog
prostora T}, M u to¢ki p € M koristit ¢emo oznaku X|,. 1

Teorem 3.6. Neka je M glatka mnogostrukost. Ako je f : M — R kons-
tantno preslikavanje, f(x) = ¢ € R za svex € M, tada je X (f) = 0 za svaki
tangentan vektor X € T, M.

DokAz : Koristeé¢i redom Leibnizovo pravilo pa linearnost imamo
X(f?) =2X(f) = 2eX(f)
= X(cf) = cX(f)
odnosno ¢X (f) = 0. Ako je ¢ # 0, odmabh slijedi tvrdnja. Ako je ¢ = 0, tada imamo
X(0) = X(0+0) =2X(0)
pa je opet X (0) = 0. O
Primjer|i 3.7. U svakoj to¢ki p € O koordinatne karte (O, z', ..., 2™) glat-

ke mnogostrukosti M mozZemo definirati tangentne vektore

0

oxH P

za svaki u € {1,...,m}. Primjetimo, parcijalne derivacije djeluju R-linearno
i postuju Leibnizovo pravilo. /!

3.3 1-FORME

Motivacija za dualne vektore: postoji i drugi tip objekta, funkcional nad vekto-
rima

df:z%dz“, (df)(v)za—fd:z:“(v)z a—gfv”:v~Vf
=

M

Definicija 3.8. Neka je M glatka mnogostrukost. 1-forma w u tocki p €
M je linearno preslikavanje w : 1, M — R. Skup svih 1-formi u tockip € M
oznacavamo s T;M , a skup svih 1-formi na mnogostrukosti M s T M.
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Drugim rije¢ima, 1-forma je linearni funkcional na prostoru tangentnih vek-
tora. Lako se provjeri da je skup dualnih vektora 7 M s operacijama

(a) zbrajanja dualnih vektora,

(Va,Be Ty M)(YX € T,M): (a+B)(X)=a(X)+B(X),

(b) mnozenja skalarom, (Vo € TyM)(VA € R) : (Aa)(X) = A a(X),

vektorski prostor dualan tangentnom vektorskom prostoru, poznat kao kotan-
gentan vektorski prostor Ty M = (T,M)* = Hom (T), M, R) u tocki p.

Komentar 3.9. Kako i kod tangentnih vektora, kada Zelimo naglastiti da je
1-forma w element kotangentnog prostora 77 M u tocki p € M koristit cemo
oznaku w/,. 1

Primjer|i 3.10. Za svaku glatku funkciju f € C;°(M) mozemo definirati
1-formu df € T;; M preko

df(X) = X(f) (3.1)

za svaki X € T, M. 1

3.4 POVLACENJA I GURANJA

Funkcije. Neka se M i N dvije mnogostrukosti, ' : M — N glatko
preslikavanje medu njimai f : N — R nekakva realna funkcija na V. Zanima
nas kako povuéi funkciju f na mnogostrukost M pomocéu preslikavanja F' koje
ih povezuje. Jednostavno, koristeé¢i kompoziciju funkcija, uvodimo posebnu
oznaku

(F*f)=foF:M —R (3.2)

Iz definicije odmah moZzemo is¢itati lan¢ano pravilo povlacenja funkcija. Imamo
li tri mnogostrukosti M, N i S te glatka preslikavanja medu njima ' : M — N
iG: N — S, tada je za svaku glatku funkciju f : S = R

(GoF)'f=fo(GoF)=(foG)oF =F"(G"f)

odnosno

(GoF)*=F"oG". (3.3)

Tangentni vektori. Nadalje, zadamo li tangentan vektor X|, € T,M,
zanima nas kako ga premjestiti (j. “pogurati”) s mnogostrukosti M na mno-
gostrukost N pomocu glatkog preslikavanja F' : M — N. Jedna specificna
upotreba ovog postupka ¢e biti pomicanje tangentnih vektora po mnogostru-
kosti, u slucaju kada je N = M.
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Definicija 3.11. Neka su M i N glatke mnogostrukostii F' : M — N
glatko preslikavanje. Tada u svakoj toc¢ki p € M definiramo preslikavanje

F*’p 8 TpM — Tp(p)N

preko
(Fep(X1p))(f) = X[p(F"f) = XIp(f o F) (34)
zasvaku f € Oy, (N).

Prvo valja provjeriti da je ovo dobro definirano preslikavanje, odnosno da
je uistinu F, ,(X|,) € Tp(p)N. Linearnost vidimo odmabh, koriste¢i linearnost
tangentnog vektora X|,,

(Fep(XIp))(af + Bg) = X[p((af + Bg) o F) =
=aX[p(f o F) + BX|p(g o F) = a(Fup(X1]p)(f) + B(Fep(X|p))(9) -
Prije provjere Leibnizovog pravila valja uoiti da je
((fg) o F)(p) = f(F(p))g(F(p)) = (f o F)(p) - (g° F)(p),
odnosno (fg) o F = (f o F)(g o F). Stoga,

(Fep(X1p))(f9) = X[p((fg) 0 F) = X, ((f o F)(g o F)) =

= (fo F)(p)X[p(go F) + (g0 F)(p)X|p(f o F).

Vazno je uoditi i to da je Fi , linearno preslikavanje medu vektorskim prosto-
rima: za sve tangentne vektore X|,, Y|, € T,M ikonstante a,b € R vrijedi

(F*,p(ale + bY|p))(f) = (aX‘p + bY|p)(f oF) =

=aX[p(foF)+b0Y[,(f o F) = a(Fip(X[p))(f) + b(Fip(Y]p))(f)
Takoder, u slucaju kada je N = M i F' = id; imamo

((idar)wp(X[p))(f) = X]p(f 0idar) = X, (f)

odnosno,
(idM)*,p = idTpM (3-5)

Komentar 3.12.  Cesto ¢emo koristiti skra¢enu oznaku F, X |, = F, ,(X|,).
1

Lema 3.13 (Lancano pravilo za guranje vektora). Akosu F' : M — N
iG : N — S glatka preslikavanja medu mnogostrukostima M, N i S, te
p € M, tada je

(G 9 F)*,p = G*ﬁp(p) o F*’p (36)
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Dokaz : Nekaje X|, € T,M i f € C5°(5), gdje je s = (G o F)(p). Tada vrijedi
(G o F)X[p)(f) = X|p(foGo F)

(Gr o F)X[p)(f) = (Gup() (B X[p))(f) = (X |p)(f 0 G) = X[p(f o Go F)
O

Dualni vektori. Kona¢no, zanima nas kako pomoc¢u glatkog preslikavanja
F : M — N “povuéi” dualni vektor iz kotangentnog prostora T;(p)N mno-
gostrukosti NV u kotangentni prostor 77 M u zadanoj tocki p € M. Koristeci
sli¢ne ideje kao i s povlac¢enjem funkcija i guranjem vektora definiramo povla-
Cenje 1-formi.

Definicija 3.14. Neka su M i N glatke mnogostrukostii /' : M — N
glatko preslikavanje. Za svaku tocku p € M definiramo preslikavanje

preko
(Fp (Wlre))(X]p) = wlre) (FeX]p) (3.7)

za svaki X |, € T, M.

Komentar 3.15. Valja uociti jednu suptilnu ali vaznu razliku izmedu izmedu
vektora i dualnih vektora u ovom kontekstu. Naime, ako preslikavanje F' :
M — N nije injekcija tada postoji bar jedna toc¢ka ¢ € F(M) C N, takva
da praslika F~1({¢}) sadrzi vise od jednog elementa. No, tada ¢emo guranjem
vektora iz tangentnih prostora 7, M u svakoj od to¢aka p € F~'({q}), op-
¢enito dobiti razlicite vektore u T, N. S druge strane, takve ambivalentnosti
nema kod dualnih vektora. U zadanu tocku p € M povlacenjem iz kotangent-
nog prostora mnogostrukosti /N uvijek dobivamo jedinstveni dualni vektor. U
pozadini ove asimetrije krije se ¢injenica da je svaka tocka iz domene uvijek
preslikana u to¢no jednu tocku u kodomeni dok, obratno, praslika tocke iz ko-
domene moze sadrzavati vise elemenata. /!

Lema 3.16 (Lancano pravilo za povlacenje 1-formi). Akosu F': M — N
iG : N — S glatka preslikavanja medu mnogostrukostima M, N i S, te
p € M, tada je

(GoF), =F, oGk - (3.8)

Dokaz : Ozna¢imo s s = (G o F')(p). Tada je
(G o F)p(wl))(X[p) = wls((G o F)uX1p) = wls (G pp) (Fe X1p)) =

= (Grpwls) (FeXp) = (F, (Grpwls))(X]p) -
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3.5 BAZE 1 KOMPONENTE

Sada nas zanima kako konstruirati bazu tangentnog vektorskog prostora T, M
(i analogno, bazu kotangentnog prostora T}, M). Ideja je uspostaviti izomorfi-
zam s tangentnim prostorom T,y R™ na kojem imamo kanonsku bazu.

Teorem 3.17. Neka je {r',...,r™} globalno definiran Kartezijev koordi-
natni sustav euklidskog prostora R™. Tada je skup tangentnih vektora

9 9
orl’ 7 grm

baza tangentnog prostora T,R"™ u svakoj tockip € R™.

Dokaz : Treba dokazati dvije tvrdnje:

« Skup vektora naveden u teoremu je linearno nezavisan. Pretpostavimo da za neki
. 1 ce 1.
skup konstanti {c", ..., ™} vrijedi

0

m
M2
orw

Djelovanjem na koordinatu 7 za svaki « slijedi ¢* = 0 pa je linearna kombina-
cija nuzno trivijalna, odakle slijedi linearna nezavisnost.

« Skup vektora naveden u teoremu razapinje tangentni prostor 7, R™. Svaku glat-
ku funkciju f € Cp°(M) na nekoj okolinu tocke p(rd, ..., 78") po Taylorovom
teoremu moZemo napisati u obliku

fa) = f)+ 2L

L = r6) A B (= rg)(r = 15))

pri ¢emu je ostatak oblika

1 aZf
Ry —/O dt(1—1) 52

Stoga, kako za svaki tangentan vektor V' € T, M vrijedi V (f(p)) = 0i V(rf) =

0, imamo

ro+(r—ro)t

v(f =o+2L

7]
n — U (pt
B Vir*)+ 0=V (")

P ort

()

P

Drugim rije¢ima, svaki tangentan vektor uvijek moZemo zapisati kao linearnu
kombinaciju vektora iz promatranog skupa,
0

Vip=V(r") i

P

O

Teorem 3.18. Ako je F' : M — N difeomorfizam medu glatkim mnogos-
trukostima ip € M, tada su F ,, : T,M — Tp(p)N iF; : T;(p) — T;M
izomorfizmi vektorskih prostora.
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Doxkaz : Prema definiciji difeomorfizma postoji glatko preslikavanje G : N — M,
takvo da je G o F' =idy i F o G = idn. Stoga, u svakoj to¢ki p € M imamo

G*,F(p) oFp=(GoF)p=(idm)sp = idr, M

FipoGirp = (FoG)rp) = (dn)wrp) = idrg,~
Dakle, Fi ;i G p(p) su jedna drugoj inverzi pa stoga i bijekcije. Kako su posrijedi line-
arna preslikavanja, dokazali smo da je Fl j, izomorfizam. Potpuno analogno se dokaze i
da je F,; izomorfizam. O

Teorem 3.19. Neka je (O, ¢) = (O, 2', ..., 2™) karta na okolini tocke p €
M m-mnogostrukosti M. Tada je

0 0

* 5 |y = o s )
Doxaz : Za svaku glatku f : ¢(O) — R imamo
0 0 _ 0 odobl) — 0
(¢*@ p) (f)*@ p(foﬁf’)*aru ¢<p)(f pod )787#‘ d:(p)(f)
O

Kao posljedica dva prethodna teorema slijedi da je

o 9
9l D

baza tangentnog prostora T), M, poznata kao koordinatna baza, ¢ije elemente
¢emo skraceno oznacavati poput parcijalnih derivacija, 0,,. Dakle, svaki tan-
gentni vektor A € T, M moZemo zapisati u koordinatnoj bazi kao

0
A=Ar — . 3.10
Primjetimo, prema teoremu 2.7 odmah vrijedi i
AP = A(zh) . (3.11)
Baza kotagentnog vektorskog prostora dualna bazi {0,,} sastoji se od 1-formi
{dxl, e dx"”}
definiranih tako da je
dzt(0,) = oF (3.12)

Primjetimo, ove oznake su konzistentne s definicijom (3.1) i teoremom 2.7.
Sli¢no kao i kod tangentnih vektora, svaku 1-formu w € T; M mozemo za-
pisati u koordinatnoj bazi kao

w = wy,dz", (3.13)
pri ¢emu je
w, =w(d,) . (3.14)

Na primjer, (df)(d,) = 0, f, paje df = (0, f)dz”. Iz prethodne diskusije
odmah slijedi naredni teorem.
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Teorem 3.20. Neka je M glatka m-mnogostrukost. Tada je za svakip € M

dim T, M = dimT;M =m.

Koristeéi linearnost dualnih vektora i dualnost baza imamo
w(v) = wy, dz” (v"9,) = v'w, dz¥(0,) = vVw, 6, = v'w, .

Primjetimo, djelovanje dualnog vektora na vektor mozemo shvatiti i obratno,
kao djelovanje vektora na dualni vektor, pa se ponekad koristi simetri¢an zapis
(unutrasnji produkt),

v(w) = w(v) = (w,v)

Teorem 3.21 (koordinatne transformacije). Neka je M glatka mnogostru-
kost, (O, {z*}) i (V,{y"'}) dvije karte s nepraznim presjeckom tep € O NV
Tada su komponente nekog tangentnog vektora A € T, M i 1-formew € Ty M
u ovim koordinatnim sustavima povezane preko

.oy dr™
=V Ao = e, (3.15)

Al =
oz oyH

DokAaz : Primjetimo za pocetak dasuz® : ONV — Ri y“l : 0NV — R glatke
funkcije. Navedena transformacijska pravila koordinatnih komponenti (na presjeku ON
V') odmabh slijede iz gornje diskusije,

0 o 0o\ _ 0x°
UJM/ = M(W) = (wa dl‘ ) (8y"‘/> = Wa ay#,
O
Primjer|i 3.22. Promjena iz Kartezijevog u polarni sustav na R?;
0 0
A" = 8—; A" + a—; AY = (cos p)A” + (sin @) AY
o Op . Op singp . cosp
AP = — A"+ — AY = — AT+ —— AY
Or dy r r
/!

Komentar 3.23. Valja biti oprezan u ¢itanju zapisa komponenti koje uvi-
jek podrazumjevaju odredeni koordinatni sustav u kojem su zapisane. Naime,
moze se dogoditi da dva koordinatna sustava imaju dio jednakih koordinata,
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pri ¢emu pripadne komponente ipak nece biti jednake. Malo konkretnije, us-
poredimo (R?, {x,y})i(R?,{u,v}),gdjesuu = ziv = z+y, odnosno z = u
iy = v — u. Tada za neku 1-formu w imamo

Ako bi netko nesmotreno lijevu stranu jednakosti pisao kao w,;, naivno bi mogli
zakljuciti da je w, uvijek nula?! Naravno, ovakvo rezoniranje je jednostavno
pogresno: iako je v = , ne slijedi nuzno w, = w,. Stovise, gore imamo
jednostavan primjer gdje ta veza nije identitet. 1

Koordinatni prikaz povlacenja i guranja. Promatramo glatko presli-
kavanje F' : M — N s lokalnim koordinatnim sustavima (O, {z*}) na M i
(V:{y”}) na N.

0 9
A=At — = _gu_ Y
Ot ’ Z (F*A) A ayu
Z"=Zy") = (FA) (YY) = A(y" o F) = A" oy"oF) OF

Oxt oxH

oz P F*a( a) 0 _OF ., 9 _0F 9

D drr) Oyr  Bx My dak dyY
T * T T OF” oF
a, = a(aﬂ) =(F w)(aﬂ) = W(F*aﬂ) = E w(9Y) = oy Wy

Primjer|i 3.24. Projekcija F' : R® — R2, F(z,y,2) = (z,y). Tada je za
svaki V € T,R? guranje F, , samo projekcija, (F,V)* = (V¥ V¥). Nadalje,
ako kruznicu S! smjestimo u ravninu R? pomo¢ u preslikavanja F' : S —
R2, F(¢) = (acos g, asin p), tada povladenjem elemenata baze kotangentnog
prostora dobivamo F*dx = —asinpde i F*dy = acos pde. /!

3.6 KRIVULJE NA MNOGOSTRUKOSTIMA

Definicija 3.25. Neka je M glatka m-mnogostrukost, {(a,b) C Ri~y :
(a,b) — M glatko preslikavanje. U svakoj tockip € v({a, b)) C M mozemo
definirati tangentan vektor 7' € T}, M, preko njegovog djelovanja na funkciju
felxr(M),

d(fov)
T(f) = —=
(=222

gdje je t standardna koordinata na intervalu (a, b). Cesto se koristi skraceni
zapis T = d/dt.

(3.16)
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Nije tesko pronaci komponente ovako definiranog tangentnog vektora u
lokalnom koordinatnom sustavu (O, {z*}),

d(z* o)

TH =T(a#) = "

) (3.17)

Ponekad se kompozicija (z* o v)(t) skraceno zapisuje samo kao x*(t), pa je
TH = g#.

Primjer|i 3.26. Akoje~y : R — R? zadana s y(t) = (¢,t?), tada za svaki
t € R imamo

0 0
T = %—FQtafy ETW(t)M.
/!
Teorem 3.27 (postojanje integralne krivulje). U svakoj tocki p € M mno-
gostrukosti M i za svaki tangentan vektor T' € T, M postoji pozitivan realan
broj e > 0 i gladak put v : (—e,e) — M, takva da je v(0) = p, a T je
tangentan na doti¢nu krivulju u tocki p.
Doxkaz : Vidi [Tull], Proposition 8.16. O

Reparametrizacija krivulje. Uvodimo novi parametar s = (3(t) i definiramo
vektor W paralelan s reparametriziranim putom 5 = v o 371

7d(f0fy)7dsd(foq/oﬁ*1)7dsd(f0§)7ds
™M==3~a ds X 4 —ay
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Dodatna literatura
o« [Tul1]
« [Lee03]

. [BG80]

Zadaci

1. Zadano je preslikavanje F' : M — N. MoZemo li pomo¢u njega “povuéi”
tangentan vektor Y|, € T, N natrag na mnogostrukost M? Zasto?



TENZORI

Pored temeljnih objekata na mnogostrukostima, funkcija, tangentnih vektora i
1-formi, moguce je definirati i sloZenije objekte koje i dalje zadrzavaju linearna
svojstva. Na primjer, skalarni produkt tangetnih vektora (metrika) je bilinearno
preslikavanje T, M x T, M — R.

4.1 TENZORI

Definicija 4.1. Neka su Vi, ..., V,, vektorski prostori nad poljem K. Za
preslikavanje

fVix--xV, =K

kazemo da je IK-multilinearno preslikavanje ako je K-linearno u svakoj
varijabli.

Primjer|i 4.2. AkosulL;:V; —» K (zai € {1,...,n}) linearni funkcionali,
tada je preslikavanje f : V4 x .-+ x V,, = K definirano s

n

f(’l)l, e ,’Un) = H )\iLi(Ui) 5

i=1
gdje su \; € K skalari, IK-multilinearno preslikavanje. /]
Primjer|i 4.3. Determinantu kvadratnih matrica A € M, (R) moZemo in-

terpretirati kao R-linearno preslikavanje. Naime, ako stupce matrice A proma-
tramo kao komponente vektora, tada mozemo pisati

det(Aar, ..., Aen) = Z sg(m) Ar(1)1+ Ar(nyn
TES,

/!

Definicija 4.4. Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad
poljem K i V* njegov dual. Tenzor tipa (r, s) je IK-multilinearno preslika-
vanje

T:Vix-- - xV*xVx---xV—->K

T S
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U kontekstu mnogostrukosti podrazumijevamo dasu V. = T,M i V* =
Ty M nad poljem R. Vektorski prostor tenzora tipa (, s) u tocki p € M ozna-
¢avamo s .7, |,. Tangentan vektor je tenzor tipa (0, 1), a dualni vektor tenzor
tipa (1, 0).

Komentar 4.5. Neformalno, skalarno polje je tenzor tipa (0, 0), odnosno
preslikavanje f : M — R. Medutim, sa tenzorskim poljima ¢emo se podrobnije
upoznati malo kasnije. 1

Definicija4.6. Kroneckerov tenzor ili samo kratko Kronecker je tenzor
tipa (1, 1), definiran s

d(w,X) =wX) =(w,X) . (4.1)

Komentar 4.7. Primjetimo, fiksiramo li prvu varijablu u Kroneckerovom ten-
zoru, imamo preslikavanje (X, ) : T, M — TR koje nista drugo doli sam vek-
tor X. Naime, za svaki w € T}y M imamo

X(w) =w(X) =d(w, X)

Stoga, 6( ,X) = X i, analogno, 6(w, ) = w. Vezu Kroneckerovog tenzora s
Kroneckerovim simbolom §# ¢emo opravdati u narednom podpoglavlju. 1

Primjer|i 4.8. Ovdje moZemo spomenuti nekoliko fizikalno vaznih tenzora s
kojima ¢emo se kasnije detaljnije pozabaviti. Tenzori tipa (0, 2) su sveprisutni:
elektromagnetsko polje opisano je tenzorom F, svojstva razli¢itih polja sazeta
su u tzv. tenzoru energije i impulsa 7', a geometrija prostorvremena opisana
je prostornovremenskom metrikom g. Tenzor inercije I tipa (1,1) povezuje
tangentne vektore zamaha L i kutne brzine w krutog tijela preko L = I( ,w).
Nesto slozeniji objekt je Riemannov tenzor R tipa (1, 3) koji opisuje zakrivlje-
nost prostorvremena. /!

Tenzorski produkt.
(u®v)(a, f) = u(a) -v(B) = (a @ B)(u,v)
(u@w)(a, X) = u(a) - w(X)
(u®@v@w)(e,f,7) = ul@) - v(B) - wly)

i analogno za sloZenije produkte. Na primjer, za tenzorski produkt tenzora S
tipa (i, ) i tenzora T tipa (k, £) imamo

(S® T)(W(1)7 R 7W(i+k);X(1)7 .. ,X(jJrg)) =
= S(w(l),. . ,W(i)7X(1), RN 7X(k)) .
T (Wiit1)s - > Wiitk)s X (1) - - 0 X (j48))

Komentar 4.9. Tenzorski produkt opéenito nije simetri¢an, S @ T' # T ®
S. /
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4.2 KOMPONENTE I KOORDINATNE TRANSFORMACIJE

Baze i komponente. Baza tenzora tipa (r, s)
{0 ® - ®0,, ®de" @ ®dz"}

T=T""", 0 ®  ®J, dde" @ @da™
T‘Ufl-vﬂr :T(dxﬂl’_,, 7dxﬂraau17"' ’ays)

Vi Usg

Na primjer, Kroneckerov tenzor § ima komponente

5", = 5(da,0,) = (da*,8,) = 8l

v

gdje je su s krajnje lijeve strane jednakosti komponente Kroneckerovog ten-
zora d, a s krajnje desne strane standardni Kroneckerov simbol! Dakle, time je
opravdan naziv tenzora, a ujedno smo i pokazali kako ovaj tenzor ima iste kom-
ponente u svim koordinatnim sustavima (naime, 1 kada je vrijednost indeksa
jednaka i 0 kada su razli¢iti).

Komentar 4.10. Tradicionalno, gornji indeksi su poznati kao kontravarijantni,
a donji indeksi kao kovarijantni indeksi. /1

Koordinatne transformacije.

’

T, =T(da® ... 0p,...) =
:(Tamu...a(x(@"'dx#@"')(dxa,,...,auz,...):
ol oxH o
= Dpe 8$M' T .. (4.2)

Operacija kontrahiranja C : (r,s) — (r — 1, s — 1) je sumiranje po p-toj
kontravarijantnoj varijabli i g- tOJ kovarijantnoj varijabli, odnosno sumiranje
p-tog gornjeg i g-tog donjeg indeksa u komponentama,

T =Y "T(..,d2"",....0,,,...) (4.3)

Dokaz da je operacija tenzorska ...

m
’
— g, —
E T(...,dzH= da da!* 00 0y, 1,060, 00y ) =
n=1
Oxn OxPr
Hn—1 e} P41 —
_Zaxan Ea T(...,dat =1 Az da o O 1308y Oy o) =
m

L — €20 X
= E T(...,da! = de® dat 00 04, 1O Oy s - - )
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4.3 APSTRAKTNI INDEKSI

Zapis apstraktnim indeksima (abstract index notation). Umjesto “bezindeks-
nog” zapisa koristimo mala slova latinske abecede kako bi naznacili tip tenzora,
poput npr. 7% | tenzora T tipa (2,1). Valja posebno naglastiti da ovo nisu
komponente tenzora. Kada Zelimo zapisati komponente promatranog tenzora
u nekoj specifi¢noj bazi, tada koristimo mala slova grékog alfabeta, npr. T#%_ .

Na primjer, kontrahiranje drugog i petog indeksa ¢emo zapisati kao

ab _— rpazb
T =T

Jednakost medu komponentama dva matematicka objekta u jednoj konkret-
noj bazi, odnosno koordinatnom sustavu ne povlaci nuzno jednakost u ostalim
bazama, osim ako posrijedi nije jednakost izmedu tenzora istog tipa. Na pri-
mjer, ako su A € T)M iw, € T;M, takvi da su im komponente jednake
u nekom specificnom koordinatnom sustavu, A* = w,, tada to opéenito nece
viSe nece vrijediti u ostalim koordinatnim sustavima jer se komponente tan-
gentnih vektora i 1-formi ne transformiraju na jednak nacin. S druge strane,
ako su A% B® € T, M, takvi da u jednom koordinatnom sustavu (O, {«*})
vrijedi A* = B*, tada ¢e jednakost medu njihovim komponentama vrijediti i
u svim ostalim koordinatnim sustavima (V, {y”}), gdje je V' C O. Stovise, u
tom slu¢aju mozemo pisati tenzorsku jednakost (pomocu apstraktnih indeksa)
A® = B koja vrijedi barem na skupu O.

4,4 SIMETRIJE TENZORA

Simetrizacija i antisimetrizacija.

1
T(alu.an) = ! § Taﬂ(l)aw(g)---aﬂ(n)

" TESn
1
T[al...an] = ol § Sgn(’n—)Taw(l)aw(Q)"'aﬂ'(n)
.WES'VL

gdje 7 oznacava redni broj permutacije indeksa, a 7(¢) broj pridruzen permu-
tacijom broju ¢ (sumacija ide po svim permutacijama indeksa tenzora 7). Ako
zelimo anti/simetrizirati dio indeksa onda koristimo zapis poput
(abc)
T el
u kojem su tri indeksa {a, b, ¢} simetrizirani, dva indeksa {d, f} antisimetrizi-
rani, pri ¢emu je indeks e izostavljen (5to je naglaseno upotrebom vertikalnih
linija).

Rastav tenzora tipa (0, 2) na simetri¢an i antisimetri¢an dio,

1 1
Tab =3 (Tab +Tba) + =

9 9 (Tab - Tba) = T(ab) + T[ab]
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Definicija 4.11. Za tenzor tipa (0, 2) kazemo da je
(s) simetrican ako vrijedi Sy, = Sap, 0dnosno S(up) = Sab;

(a) antisimetrican ako vrijedi Ay = —Apq, 0dnosno Ay = Agp.

Moguca je situacija u kojoj je tenzor anti/simetri¢an samo u nekim poseb-
nim podskupovima indeksa, poput npr. tenzora

3 abc
Tabcde — T( )[de]

koji je simetri¢an u prva tri indeksa, a antisimetri¢an u zadnja dva indeksa.

Teorem 4.12. Ako je Sy, simetri¢an, a A gntisimetrican tenzor, tada je
S A =0. (4.4)

Opdenitije, rezultat kontrahiranja dva para tenzorskih indeksa, medu kojima je
jedan simetrican, a drugi antisimetrican, je nula.

Doxaz : Koristeéi pretpostavljene simetrije indeksa i preimenovanje indeksa po kojima
se sumira, imamo

SapA™ = Spa A" = — S, AP = —5,, A

odakle slijedi tvrdnja. O

Generaliziran Kroneckerov tenzor § definiramo antisimetriziranjem
6(0[,6,11/7 U) = <Oé7’U/> <67’U> - <6,U> <Oé7’U>
i analogno za veci broj argumenata. Zapisano pomocu apstraktnih indeksa,
ay - Qn a
oy pr=mnlo 1[

b o] (4'5)

Teorem 4.13. Kontrakcijom indeksa u generaliziranom Kroneckerovom ten-
zoru dobijemo

ce-apbrat-bn m—n+k bhot1bn
Sarapor o = ( " )k! Septiilien (4.6)
Dokaz : Ako (bg+1,. .., by ) nije permutacija od (c+1, - - - , Cn ), obje strane jednadzbe

su nula. U protivnom vrijedi sljede¢ih nekoliko tvrdnji:

(1) svaki pojedinaé¢ni ¢lan u sumi s lijeve strane ima isti predznak kao i generaliziran
Kroneckerov tenzor s desne strane;
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(2) {a1,...,ax} sadrzi k indeksa koji poprimaju vrijednosti iz skupa od m — n + k
indeksa (u kojem su svi osim onih fiksiranih u skupu {bx+1,...,bn});

(3) ¢lanovi sume s permutiranim indeksima iz skupa {au, ..., ar} doprinose istim
predznakom (jer se radi o istoj permutaciji gornjih i donjih indeksa), pa otuda

faktor k!.
O

4.5 POVLACENJE I GURANJE TENZORA

Ako opceniti tenzor Zelimo povuéi, odnosno pogurati, s jedne u drugu tocku
tada ¢e nam biti potrebno preslikavanje koje je bijekcija (jer je smjer premje-
§tanja suprotan ovisno o tipu indeksa).

Definicija 4.14. Neka su M i N glatke mnogostrukosti, a /' : M — N
difeomorfizam. Tada definiramo F™* : .7 |p(,) — 7.7 |, preko

(Fi(Tlpp) @lpy - s Xlpy ... ) =
= T|F(p)((F*l)”fm(p)(w|p)7 o Fp (X)) . (4)

Pretpostavimo da je to¢ka p pokrivena koordinatnom kartom (O, {z*}), a
tocka F'(p) koordinatnom kartom (V, {y°}). Tada koordinatne komponente
povutenog tenozora glase

(F~1)  QFT

* aq... _ o1...
(F*T) Bro T g g TV (4.8)
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Dodatna literatura
« [Lee03]
o [Tul1]

. [BG80]

Zadaci

1. Dokazite da operacije simetrizacije i antisimetrizacije tenzora zadovolja-
vaju naredna svojstva:

(a) dvostruka anti/simetrizacija nema ucinka,

boan] (4.9)
T(ar--(akl---ak-,p)-“an) = T(a1~~-ak1---akp---an) (4.10)

(b) kombiniranje simetrizacije i antisimetrizacije daje nulu,
T[al"'(akl"’akp)"'an] = T(a1~~~[ak1~~~akp]~~an) =0 (4.11)
(c) anti/simetrizacija kontrahiranih indeksa se moze “seliti”,

S(ay»-an)Talman = Sa1~~~anT(a1man) (4.12)
Afayoa T = Ay, Tl 00] (4.13)

n
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UvOD U SVEZNJEVE

Jednom kada smo definirali osnovne tenzorske strukture u tocki mnogostru-
kosti, pitanje je kako ih prosiriti na lokalne objekte, definirane na otvorenim
skupovima. Malo konkretnije, kako definiramo vektorsko polje? Za pocetak,
vektorsko polje na mnogostrukosti M podrazumjeva odabir vektora X &
T, M u svakoj tocki p € M. Na skupovnoj razini mozemo jednostavno napra-
viti uniju ovih elemenata i nazvati ih vektorskim poljem. Medutim, mi Zelimo
i nesto vise od toga: zanima nas objedinjen geometrijski objekt u kojem “Zive”
sva vektorska polja koja mozemo definirati na na$oj mnogostrukosti. Ovo ce
nam omoguciti elegantno, geometrijsko uvodenje analize na vektorskim po-
ljima (primjerice, definiciju glatkoce vektorskog polja), jednako kao $to smo to
radili i s funkcijama na pocetnoj mnogostrukosti. Dobra vijest je ta da je na
uniji svih tangentih prostora Upe u LpM moguce na prirodan nacin definirati
topologiju, tako da je konstruiran prostor glatka mnogostrukost.
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5.1 SVEZNJEVI

Motivacija. Ponukani potragom za objedinjenim prostorom tangentnih pros-
tora na mnogostrukosti mozemo se osvrnuti i na nesto opcenitiji problem: kako
objediniti ultralokalno definirane prostore u globalno definiran objekt? Malo
konkretnije, ako je u svakoj to¢ki b € B nekog topoloskog prostora B defini-
ran prostor F'|p, tako da je svaki F'|, izomorfan nekom “standardnom” prostoru
F, kako sve to konzistentno pospojiti i izgraditi topolosku strukturu na uniji

Upen F1v?

Definicija 5.1. Vlaknasti svezanj je uredena ¢etvorka (E, , B, F) koju
Cine tri glatke mnogostrukosti, totalni prostor E, bazni prostor B i
vlakno F i neprekidna surjekcija (tzv. projekcija) 7 : E — B, takva da
svaka to¢ka b € B ima okolinu Oy i homeomorfizam (tzv. lokalna trivijali-
zacija) g : 7 1(0p) — Op x F za koji naredni dijagram komutira

pricemu je 71 : Op X F' — Oy, kanonska projekeija na prvi faktor, 1 (a, f) =
a. U sluc¢aju kada je projekcija 7 glatko preslikavanje, a sva preslikavanja 13
difeomorfizmi, govorimo o glatkom vlaknastom sveznju.

Komentar 5.2. Mi ¢emo vlaknasti svezanj ¢esto oslovljavati skra¢eno samo
kao svezanj. Sastavni objekti koji tvore konstrukciju sveznja ponekad su za-
pisani u formi

F—sFESLSB,

odnosno, ovisno o kontekstu, skraceno kao F' — F — Bili E — B. Za svaku
tocku b € B skup E, = 7 1({b}) zovemo vlakno nad totkom b. /

Komentar 5.3. Literatura obiluje razli¢itim ina¢icama definicija pojma svez-
nja. U najopcenitijoj verziji svezanj (eng. bundle) je uredena trojka (E,m, B)
dva prostora E i B, i preslikavanja 7 : E — B, gdje dodatna svojstva ovih
objekata variraju ovisno o kontekstu gdje je struktura uvedena (vidi npr. [Ste99,
Hus94]). 1/

Komentar 5.4. Kako bi izbjegli ponavljanje, podrazumjevamo da svim poj-
movima uvedenima u kontekstu sveZnjeva mozemo dodati prefiks glatki (u
pripadnom rodu) ako su sva preslikavanja koja se pojavljuju u definiciji doti¢-
nog pojma glatka. /!

Primjer|i 5.5. Kanonski primjer trivijalnog sveznja je onaj kod kojeg je to-
talni prostor direkti produkt baznog prostora ivlakna, £ = B X F', a projekcija
je zadana s kanonskom projekcijom na prvi faktor u Kartezijevom produktu,
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m1(b, f) = bzasve (b, f) € B x F. Na primjer, torus je Kartezijev produkt
kruznica S! x S!, a beskonaéni plast valjka Kartezijev produkt kruznice i pravca
St x R. /!

Primjer|i 5.6. Kanonski primjer netrivijalnog sveZnja je Mébiusova traka

(vrpca) ... !/

Definicija 5.7. Neka je F' — E — B vlaknasti svezanj. Lokalni prerez
sveznja je nekom otvorenom skupu O C B je neprekidno preslikavanje
s : O — E koje zadovoljava o s = idp. U sluéaju kada je O = B, tada
obi¢no govorimo o globalnom prerezu ili samo kratko prerezu sveznja.
Skup svih globalnih prereza nekog sveznja E oznatavamo s I'(E), dok skup
svih lokalnih prereza na nekom otvorenom skupu O C B oznacavamo s
IO, E).

Komentar 5.8. Zahtjevom 7 o s = id g garantiramo da prerez u svakoj tocki
b € B baznog prostora B odabire element totalnog prostora s(b) “to¢no iznad”
tocke b. /!

Definicija5.9. Vektorskisvezanj (E, 7, B, V) ranga k je vlaknasti sve-
zanj u kojem je vlakno V ujedno i k-dimenzionalni vektorski prostor nad
poljem K te su restrikcije lokalnih trivijalizacija (Op,¢g) na svaku tocku
a € Oy, Yl : E, — {a} x V, izomorfizmi medu vektorskim prostorima.

U slucaju kada je K = R govorimo o realnom vektorskom sveZnju, a u
slu¢aju kada je IK = C o kompleksnom vektorskom sveznju.
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5.2 STRUKTURNA GRUPA I GLAVNI SVEZAN]J

Totalni prostor vlaknastog sveznja konstruiramo sli¢no kao i sve ostale mno-
gostrukosti, lijepljenjem jednostavnih dijelova. U slu¢aju vlaknastih sveznjeva,
elementarni dijelovi su Kartezijevi produkti Oy, x F' iz lokalne trivijalizacije koje
nekako treba pospojiti u cijelinu, definiranjem preslikavanja koja lijepe takve
dijelove “slagalice” na njihovim preklopima.

Definicija 5.10. Neka je F — E — B vlaknasti svezanj te (O, 1) i
(Og, 1) dvije lokalne trivijalizacije s nepraznim presjekom V3 = O, NOg.
Homeomorfizmi t,g = ¥4 © 7,/15_1 : Vag X F' — Vi3 x F su poznate kao
prijelazne funkcije sveznja.

Komentar 5.11. Iz definicije odmah slijedi da na nepraznim presjecima tri
okoline lokalnih trivijalizacija, O, N Og N O # 0, vrijedi

tap O tpy = tay

odakle, promatrajudi slu¢aj o = =, slijedi
tha =toh -

1

Definicija 5.12. Za topolosku grupu G kazemo da je strukturna grupa
vlaknastog sveznja F' — E — B ako G djeluje, putem homomorfizma
7 : G — Bij(F), efektivno na vlakno F' te postoji familija lokalnih trivi-
jalizacija {(Oq, 14 )}, takvih da je {O, } otvoreni pokriva¢ baznog prostora
B i za svaka dva skupa O i Og s nepraznim presjekom postoji neprekidno
preslikavanje go5 : Oo N Op — G, takvo da je (T 0 go)(b) = ¢y © ¢§1|b
zasvakib € O, N Op.

Komentar 5.13. Pretpostavka o efektivnosti djelovanja garantira injektiv-
nost homomorfizma 7, odakle slijedi da svakoj prijelaznoj funkeiji ¢, 5|5 u tocki
b € O, N Og odgovara jedinstven element strukturne grupe G. /!

Komentar 5.14. Struktura (E, 7, B, F, G) koja objedinjuje vlaknasti sveZanj
zajedno sa strukturnom grupom, u literaturi je ponekad poznata kao koordi-
natni svezanj (eng. coordinate bundle). 1/

Komentar 5.15. Vlaknati sveZanj opcenito ima puno razli¢itih pripadnih struk-
turnih grupa. Naime, ako je strukturna grupa G podgrupa neke veée grupe K
koja djeluje efektivno na vlakno, tada ¢e i K biti strukturna grupa (jednostavno
dodajemo nove grupne elemente, “neiskoristene” u prikazu lijepljenja lokalnih
trivijalizacija). Obratno, po¢etnu strukturnu grupu ponekad je moguée redu-
cirati na manju podgrupu, iza ¢ega se obi¢no krije neka dodatna struktura na
svezZnju. /!
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Primjer|i5.16. Strukturna grupa trivijalnog sveznja je trivijalna grupa ({e}, - ).
Strukturna grupa vektorskog sveznja (F, 7, B, V) je podgrupa opée linearne
grupe GL(V, K). /

Definicija5.17. Glavni svezanj P(B, G) baznog prostora B i strukturne
topoloske grupe G je vlaknasti svezanj u kojem je vlakno jednako strukturnoj
grupi, F' = G.

5.3 USPOREDIVAN]JE SVEZNJEVA

Definicija 5.18. Morfizam medu vlaknastim sveznjevima £ — B i
E’ — B’ je ureden par neprekidnih preslikavanja (®,¢), ® : E — E’i
¢ : B — B’, takvih da naredni dijagram komutira,

E-%,F

Wl l’“

B2 B

Za morfizam medu vlaknastim sveZnjevima kazemo da je izomorfizam ako
su preslikavanja ® i ¢ homeomorfizmi.

Definicija 5.19. Za vlaknasti svezanj F' — E — B kazemo da je trivija-
lan ako je izomorfan s trivijalnim sveznjem F' — B x F' — B.

Komentar 5.20. MozZemo se pitati naredno pitanje: mogu li dva sveznja imati
homeomorfne totalne prostore, ali svejedno ne biti izomorfni? Odgovor je afir-
mativan. Uzmimo bilo koje dvije nehomeomorfne mnogostrukosti M i N (na
primjer, M = R'i N = S') i formirajmo dva trivijalna sveznja, N < E — M
iM < E' — N, s homeomorfnim totalnim prostorima, ¥ = M x N i
E’ = N x M. Otigledno, bazni prostori ovih sveznjeva, B = M i B = N,
kao ni pripadna vlakna, ' = N i F’ = M, nisu medusobno homeomorfni pa
ovi sveznjevi ne mogu biti izomorfni. 1l

Definicija 5.21. Homomorfizam medu vektorskim sveznjevima
E — BiFE' — B’ je morfizam (9, ), takav da je za svaku totku b € B
restrikcija ®|g, : Ep — E;(b) izomorfizam medu vektorskim prostorima. Za
homomorfizam medu vektorskim sveZnjevima kazemo da je izomorfizam
ako je ureden par (P, ) izomorfizam medu vlaknastim sveznjevima.
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Definicija 5.22. Za skup (glatkih) prereza {si,..., sy} vektorskog svez-
nja kazemo da je linearno nezavisan ako je u svakoj tocki b € B bazne
mnogostrukosti B skup vektora {s1|p, . - ., Sk|p } linearno nezavisan.

Teorem 5.23. Glatki vektorski svezanj ranga n je trivijalan akko dopusta n
linearno nezavisnih globalnih prereza.

Doxkaz : Pretpostavimo da je vektorski svezanj V' < E — B trivijalan preko izomor-
fizma (®, ). Nekaje {e1,. .., e, } baza vektorskog prostora V. Tada mozemo definirati
n linearno nezavisnih prereza trivijalnog sveznja s; : B — B x V preko 5;(b) = e;.
Trazenih n linearno nezavisnih globalnih prereza pocetnog vektorskog sveznja defini-
ramo preko s; = ® ! 0 5; o ¢, kompozicije glatkih preslikavanja. S obzirom da je
®|g, izomorfizam vektorskih prostora u svakoj tocki b € B, konstruiran skup prereza
je linearno nezavisan. Takoder, uz ovakvu definiciju imamo

-1 _~ -1 ~ -1 . :
mosi=modP o5, 0p=¢ omos;op=¢ oidpoy=idp .

Obratno, ako vektorski sveZanj dopusta n linearno nezavisnih globalnih prereza

{s1,...,8n}, tada nad svakom to¢kom b € B imamo bazu {si|s,..., Sk|s} pa mo-
zemo konstruirati izomorfizam medu vlaknima pridruzivanjem elemenata baze e; vri-
jednostima prereza s;|5. Konkretno, za svaki vektor v = v°s;|, definiramo preslikavanje
®(b,v) = v'e;(b). Za provjeru glatkoée ovako konstruiranog izomorfizma vidi [Lee03],
Proposition 10.19. O

Teorem 5.24. Vektorski svezanj je trivijalan akko mu je pripadni glavni sve-
Zanj trivijalan.

5.4 HOPFOVI SVEZNJEVI

Postoje samo Cetiri sveznja u kojima su vlakno, baza i totalni prostor sfere.

F E B
s st RP!'~S!
st s? CP! ~s?
st s HP!~s?
ST sB% OP'~S®

Ovdje ¢emo skicirati konstrukciju prvog netrivijalnog Hopfovog sveznja,
otkrivenog 1931. godine. Totalni prostor je 3-sfera S? s projekcijom 7 na bazni
prostor CIP'. Kako bi olaksali prikaz konstrukcije uvodimo pomoéna presli-
kavanja: stereografske projekcije rn, ks : S* — R?ian,ag : S — R? te
identifikaciju Riemannove sfere sa 2-sferom v : CP* — S2.



85 5.5. Rekonstrukcija sveznjeva

CP!

S? S?
‘ 7r - 7 ‘
RN,s QN s

Ideja konstrukcije polazi od smjestanja 3-sfere S® u prostor C2, kao skupa
oznacenog kompleksnim koordinatama (z,w) € C? koje zadovoljavaju uvjet
|22 4+ |w|? = 1. Projekcija

(
(

m(z,w) = [(z,w)] = {(z/,w') | A€ C): (2, v) = (Az, Aw)}
Nadalje,
« zaw # 0 imamo (ay oyom)(z,w) = z/w,
« za z # 0 imamo (agoyom)(z,w) = w/z .
Vlakna su kruznice S! jer unutar jedne klase imamo (2/,w’) = (Az, Aw), pa je
1= 2P+ [w'? = [Ma? + [l = AP ([ + [w]?) = A7

Dakle, A\ € C* koji obiljezava elemente unutar jedne klase u CP*, dolazi s
jedini¢ne kruznice u kompleksnoj ravnini. Drugim rije¢ima, totalni prostor S3
je parceliziran na disjunktne kruznice (vlakna).

5.5 REKONSTRUKCIJA SVEZNJEVA

Guranja i povlacenja, direktna suma, tenzorski produkt, ...

5.6 TANGENTNI I KOTANGENTNI SVEZAN]J

Definicija. Skup TM = UpeM T, M s kanonskom projekcijom 7 : TM —
M, definiranom s w(X|,) = p. Priprema za topologiju: karte (O, ¢,) na
m-mnogostrukosti M, skupovi V,, = 7~ 1(0,,), uvodimo preslikavanja 1/, :
V., — R?™, definirano s

%(le) = <¢a(P)7 (¢a>*X|P)
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tada su 1), karte i 7 je glatko preslikavanje. Topologija na T'M je generirana
otvorenim skupovima O C V,,, takvima da je 1, (O) otvoren skup.
Usput, mozemo pisati i kripti¢no

Va(X) = (¢a((X)), ($a)«X)

Primjer|i 5.25. Tangentni svezanj sfere S? je netrivijalan. Naime, ako bi bio
trivijalan postojala bi dva linearno nezavisna globalna prereza (dva linearno ne-
zavisna vektorska polja). Medutim, ne postoji glatko nei$cezavajuce tangentno
vektorsko polje na sferi, tvrdnja poznata pod krilaticom kako je “sferu nemo-
guce pocesljati”. Stoga, u svakoj tocki u kojoj jedno od vektorskih polja isce-
zava, ona nece biti linearno nezavisna. No, ako je tangentni svezanj TS? netri-
vijalan, kako on uopce izgleda? S obzirom da je rije¢ o 4-mnogostrukosti, nije
jednostavno nacrtati njegovu projekciju na dvodimenzionalnom papiru, pa ipak
mozemo se posluziti nekim trikovima u prikazu. Prvo konstruiramo lokalne li-
nearno nezavisne presjeke, na svakoj od polutki sfere, paralelnim pomicanjem
pocetnog para ortogonalnih tangentnih vektora iz polova niz meridijane. Pri
tom su prerezi na jednoj polutci zrcalni (s obzirom na ravninu ekvatora) u od-
nosu na prereze na drugoj polutci. Klju¢an korak imamo prilikom spajanja ova
dva dijela tangentnog sveznja duz ekvatora.

~ t

4
hN

P RN

/!

Komentar 5.26. Kako intuitivno razumjeti ¢injenicu da nemaju sve mnogos-
trukosti trivijalne tangentne sveZnjeve? Na primjer, netko bi mogao naivno re-
zonirati na sljedec¢i na¢in: ako je tangentni svezanj lokalno trivijalan, zasto onda
ne mozemo spojiti sve ove lokalne Kartezijeve produkte identitetom na njiho-
vim preklopima? Medutim, nitko nam ne garantira da tu “slagalicu” mozemo
globalno konzistentno sloziti. 1

Teorem 5.27 (Jedinstvenost tangentnog sveznja). Ako su glatke mnogos-
trukosti (M, A) i (M', A") difeomorfne, tada postoji glatki izomorfizam medu
pripadnim tangentnim svezenjevima TM i TM'.

Dokaz : Akoje FF : M — N difeomorfizam, tada jei F, : TM — TN, uz
F.(p,X|p) = (F(p), F.X|p), difeomorfizam s inverzom (F.)™' = (F~'). (vidi
[Lee03], Proposition 3.21, Corollary 3.22 i Example 10.28a). O

Definicija 5.28. Vektorsko polje na mnogostrukosti M je prerez tan-
gentnog sveznja T'M. Analogno definiramo i polja tenzora drugog tipa.
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Definicija 5.29. Za glatku m-mnogostrukost M kaZemo da je paraleliza-
bilna ako njen tangentni svezanj 7'M dopusta m linearno nezavisnih glo-
balnih prereza.

Kao specijalan slucaj teorema 5.23 imamo naredni korolar.

Teorem 5.30. Glatka mnogostrukost je paralelizabilna akko joj je tangentni
svezanj trivijalan.
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Dodatna literatura

« [Ste99], stari klasik o sveZnjevima

« [MS74], uvod u sveznjeve s fokusom na njihovu klasifikaciju putem ka-
rakteristi¢nih klasa

+ [Hus94], detaljniji pregled sveznjeva s naglaskom na perspektivu iz te-
orije kategorija

Zadaci



TENZORSKA POLJA

6.1 GURANJE VEKTORSKIH POLJA

Ranije smo uveli pojam “guranja” tangentnih vektora, iz jedne u drugu tocku.
Konkretno, svako glatko preslikavanje F' : M — N medu glatkim mnogostru-
kostima M i N u svakoj tocki p € M inducira preslikavanje F, , : T,M —
Tr(p)N. MoZemo li istu konstrukciju upotrijebiti i na vektorskim poljima, jed-
nostavno tako da upotrijebimo guranje F, u svakoj tocki domene? Nacelno
da, ali postoji jedna dodatna pretpostavka o preslikavanju F' koju ¢emo pri
tom morati dodati. Naime, ako F nije injekcija, pa postoje dvije razli¢ite tocke
p,q € M, takve da je F'(¢) = F(p), tada nema garancije da ¢e za svako vektor-
sko polje X € X(M) vrijediti F\, X |, = F.X|,. Isto tako, ako F’ nije surjekcija,
tada pogurano polje F, X nece biti definirano u svim tockama mnogostrukosti
N. Stoga, guranje vektorskih polja je u pravilu definirano samo s obzirom na
difeomorfizme F' : M — N.

6.2 LIEJEVA ZAGRADA

Definicija 6.1. Komutator (Liejeva zagrada) glatkih vektorskih polja
X®1Y* je vektorsko polje [X, Y]?, definirano preko

(X, Y](f) = XY (f) - Y(X(f)) - (6.1)

Komentar 6.2. Naravno, prvo se treba uvjeriti da jednadzba (6.1) uistinu de-
finira tangentno vektorsko polje. R-linearnost odmabh slijedi iz R-linearnosti
vektorskih polja X i Y*. Stoga, valja provjeriti Leibnizovo pravilo: za sve
fyg € C*(M) u proizvoljnoj to¢ki p € M imamo

(X, Y]lp(f9) = X[p(Y(f9)) = Y[p(X(f9)) =

= X[,(Y(f)lg+ fY(9) =Y, (X(flg+ fX(9)) =
= X[p(Y(£)g@) +Yp(£)X|p(9) + X[p(H)Y () + f(0) X[, (Y(9))—

89
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~Y[,(X()g(p) = X|p(N)Y|p(9) = YIp(/)X]p(9) = F(P)Y]p(X(9)) =
= [X,Y],(Ng(p) + ()X, Y]lp(g) -
//

Komentar 6.3. Primjetimo, Liejeva zagrada opéenito nije C'*°(M)-biline-
arna,

[fX,9Y] = [l X, Y]+ FX(9)Y —gY (/)X .
/!

Teorem 6.4. (X(M),[-, -]) je Liejeva algebra nad poljem R.

Lema 6.5. Nekaje F' : M — N difeomorfizam medu glatkim mnogostru-
kostima M i N, X € X(M) i f € C°>°(N). Tada je

X(foF)=(FX)(f)oF. (6.2)

Dokaz : U svakoj to¢ki p € M imamo
(X(foF))(p) = X[p(f o F) = (B X)|pe)(f) =

= ((F.X)(N)(F(p) = (FX)(f) o F)(p) -
O

Teorem 6.6 (Liejeva zagrada komutira s guranjem). Nekaje ' : M — N
difeomorfizam medu glatkim mnogostrukostima M i N. Tada za sva glatka
vektorska polja X, Y € X(M) vrijedi

F.[X,Y] = [F.X,F.Y]. (6.3)

Doxkaz : Koristeéi prethodnu lemu u svakoj to¢ki p € M te za svaku glatku funkciju
f € C°°(M) imamo

(F (X, Y[p)(f) = (X, Y]lp(f o F) = X[p(Y(f o ) = Y[p(X(f o F)) =
= X[p(EY)(f) o F) = Y[, (F.X)(f) o F) =

= (BX)((F.Y)(f) o F))(p) — (FY)(FLX)(f) o F))(p) =
= [FX, B Y]|rp) (f)

6.3 CESLJANJE MNOGOSTRUKOSTI

Poincaré-Hopfov teorem ...
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6.4 KARAKTERIZACIJA TENZORA

Tenzorsko polje T je prerez tenzorskog sveznja 7, (M ), odnosno element sku-
pa prereza I'(Z7(M)). Dakle, tenzorsko polje svakoj tocki p € M pridruzuje
tenzor ranga (r, s). Nadalje, svako tenzorsko polje inducira preslikavanje

T:D(T*M) x - x T(T*M) x D(TM) x ---T(TM) — C*(M)

T S

definirano po tockama preko
T(w,....X,...)P) =Tlp Wlpy-- -, Xp,--.) - (6.4)

Kako je u svakoj tocki p € M tenzor T'|, R-multilinearno preslikavanje, isto
vrijedi i za pridruzenu funkciju 7. Medutim, vrijedi i puno jaca tvrdnja: presli-
kavanje T' je C'°°(M )-multilinearno. Naime, za svaku f € C°° (M) imamo

T(fw,o s X, o)) = Tl (F) s X ) =

=T, (fP)wlp, -, Xlps-- ) =FO)Tlp Wlps - s Xlp,---) =
=(fT(w,....,X,..)p),

gdje smo u prvom i zadnjem koraku koristili definiciju preslikavanja 7', u dru-
gom koraku definiciju mnozenja polja 1-forme s funkcijom, a u treem R-
multilinearnost tenzora T'|,,. Analogno zaklju¢ivanje vrijedi i za sve ostale ar-
gumente.

U praksi Cesto nailazimo na obratnu situaciju: zadano je C'°° (M )-multi-
linearno preslikavanje 7" i mi se pitamo postoji li pripadno tenzorsko polje koje
ga inducira na nacin kako je to gore opisano. Afirmativni odgovor daje naredni
rezultat.

Teorem 6.7. Neka je M glatka mnogostrukost. Preslikavanje
T : (D(T*M))" x (D(TM))* — C=(M)

je inducirano s glatkim tenzorskim poljem akko je C'*° (M )-multilinearno.

Doxkaz : Ako je preslikavanje T inducirano s glatkim tenzorskim poljem, tada prema
diskusiji iznad slijedi da je nuzno C'°° (M )-multilinearno.

Obratno, pretpostavimo da je preslikavanje T iz teorema C'™ (M)-multilinearno.
Zelimo prvo dokazati da u svakoj tocki p € M broj T'(w, ..., X,...)(p) ovisi samo o
vrijednostima varijabli u toj tocki. Drugim rijec¢ima, ako su primjerice Y i Z dva vektor-
ska polja takvadaje Y|, = Z|p,ondaje T'(...,Y,...)(p) =T(..., Z,...)(p). Dokaz
provodimo u dva koraka:

. T djeluje lokalno. Neka je X glatko vektorsko polje koje is¢ezava na nekoj okolini
Op, odnosno X |, = 0 za sve ¢ € Op. Odaberimo pomoénu glatku funkciju ¥ s
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kompaktnim nosac¢em supp () C O, takvadaje ¢(p) = 1. Tadaje ¢(a)X|a =
0 za sve a € M te imamo

0=T(..,vX,..)p)=v® T(....X,...)(»)

odnosno T(..., X,...)(p) = 0 zasve p € M. Analogno zakljuéivanje mozemo
ponoviti za svaku od varijabli preslikavanja T.

. T djeluje po tockama. Ako je X vektorsko polje koje is¢ezava u to¢kip, X |, = 0,
tada u koordinatnom sustavu centriranom u tocki p imamo X = X*0, uz
X*(0) = 0. Premalemama 2.26 1 10.12 u [Lee03] skup funkcija X * i skup vektor-
skih polja {9, } mozemo glatko pro3iriti na cijeli M. Stoga, koriste¢i prvi dio (f
djeluje lokalno, neovisno o navedenim prosirenjima) i C°° (M )-multilinearnost,
slijedi _ B

T(..,X"0u,...) () =X"({p)T(...,0u,...)(p) =0
Nadalje, preslikavanje T'|, (W|p, ..., X|p,...) = T(w,...,X,...)(p) je R-linearno,
kao posljedica C'*° (M )-multilinearnosti restringirane na tocku p, te je stoga T' ten-
zorsko polje. Konacno, glatkoca tenzorskog polja T slijedi iz propozicije 12.19 (d) u
[Lee03]. O

Komentar 6.8. Valja imati na umu kako prisustvo derivacija u definiciji ne-
kog tenzorskog polja ¢ini zahtjev C'°° (M )-multilinearnosti netrivijalnim. Na
primjer, preslikavanje

D:C®R)— C®(R), D(f)(z)=f(x)

jest R-linearno ali nije C°° (M )-linearno. /

Komentar 6.9. U slu¢aju kada imamo C'°° (M )-multilinearno preslikavanje
T : (D(T*M))" x (D(TM))* = (I(T*M))" x (I(TM))*
mi ga odmah moZemo reinterpretirati kao C°° (M )-multilinearno preslikavanje
T : (T(T*M))™" x (D(TM))** — C®(M)

na njega primjeniti teorem 6.7 i zakljuciti kako je i orginalno prelikavanje in-
ducirano glatkim tenzorskim poljem. /!
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Dodatna literatura

Zadaci
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LIEJEVE GRUPE

7.1 HIBRID GRUPE I MNOGOSTRUKOSTI

Definicija 7.1. Liejeva grupa je grupa koja je ujedno i glatka mnogos-
trukost te su operacije grupnog mnozenja i grupni inverz glatka preslikava-
nja.

Definicija 7.2. Nekasu Gi H Liejeve grupe. Za preslikavanje ® : G — H
kazemo da je homomorfizam medu Liejevim grupama ako je glatki
grupni homomorfizam, odnosno da je izomorfizam medu Liejevim gru-
pama ako je difeomorfizam i grupni izomorfizam.

Teorem 7.3 (Cartan). Zatvorena podgrupa Liejeve grupe je Liejeva grupa.

7.2 MATRICNE GRUPE

Liejeva grupa G L(n; K). Topologija identifikacijom s IX™*™.

Definicija 7.4. Matricna grupa je zatvorena podgrupa Liejeve grupe
GL(n; K).

Vazni primjeri:

« specijalna linearna grupa

SL(n;K) ={A € GL(n; K) | det(A) =+1}

95
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+ ortogonalna grupa nad poljem K
OmK)={Aec GL(mK) | Va,y € K"): (Az, Ay) = (z,y)}

gdje je (, ) euklidski skalarni produkt na K™, (x,y) = 197+ -+ zny):
On)zaK=R,U(n)zaK =C1iSp(n)zaK = H.

« ortogonalna grupa O(n) i specijalna ortogonalna grupa SO(n),
O(n) ={AcGL(n;R)| AAT =1,}, SO(n)=0(n)NSL(n;R)
« unitarna grupa U(n) i specijalna unitarna grupa SU (n)
Un) ={A € GL(n;C)| AAT=1,}, SU(n)=U(n)NSL(n;C)

Pazi: O(n; C) # U(n)

simplekticka grupa Sp(n)

Sp(n) = {A e GL(n; H) | AAT =1,,}

Primjer|i 7.5. Grupa rotacija SO(3). Svaku rotaciju u 3D prostoru mozemo
predstaviti uredenim parom (n, ¢) osi oko koje se rotira n i kuta ¢ za koji se ro-
tira. Za prikaz svih rotacija nam je dovoljno uzeti ¢ € [0, 7] jer rotacija za 7+«
oko osi n ekvivalentna rotaciji za m — o oko osi —n. Dakle, svaka tocka unutar
zatvorene kugle radijusa 7 predstavlja jednu rotaciju u 3D prostoru. Stovise,
antipodalni parovi to¢aka na rubu kugle su redundantni jer je rotacija za kut 7
oko osi n ekvivalentna rotaciji za kut 7 oko osi —n. Preostaje, dakle, identifi-
cirati antipodalne tocke na rubu kugle, ¢ime dobivamo prostor homeomorfan

projektivnom prostoru RIP?. Vrijedi stoga SO(3) ~ RIP*. /

Teorem 7.6. Liejeve grupe SU(2) i Sp(1) su izomorfne i homeomorfne sa
S3.

Dokaz : Skica. Neka je A € SU(2) zapisana u obliku

a f
4= ( v )
gdje su v, 3,7, d € C. Pomnozimo li uvjet +1 = det(A) = ad — By s o™ i iskoristimo
uvjet 1 = (ATA)11 = |a|? + |7]? slijedi 6 = «*. Uvrstavanjem ove relacije u uvjet
0 = (ATA)12 = a*B + 776 slijedi da o # 0 povlagi v = —f*. Ako je a = 0, tada
jenuinoid = O paizuvjetal = (ATA)11,1 = (ATA)22 i +1 = det(A) slijedi opet
v = —fB". Zakljuéno, svaku matricu A € SU(2) moguce je zapisati u obliku

a B
R
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Nadalje, koristenjem zapisa « = x + iy, f§ = z + tw, vidimo da je svaka matrica
A € SU(2) jedinstveno je zadana cetvorkom realnih brojeva (x,y, z,w) € R* koji
zadovoljavaju relaciju

+1=det(A) = z° +y* + 2° + w?,
koja nije nista drugo doli jednadzba 3-sfere S* C R*.
Nadalje, imamo izomorfizam ¥; : Sp(1) — SU(2) definiran preko

. NP 21 a+bi  c+di
(a+bi)+ (c+di)j —> ( et di a—bi )

Skica klasifikacije Liejevih grupa
« povezane Abelove Liejeve grupe su izomorfne s R” x (U(1))?

« povezane kompaktne proste Liejeve grupe: SO(n), SU(n), Sp(n) i iz-
nimne grupe G, Fy, Eg, E7 1 Eg

+ potpuna klasifikacija nekompaktnih Liejevih grupa nije poznata
Djelovanja Liejevih grupa na mnogostrukosti. Djelovanje O(n) na R”
nije tranzitivno (orbite tocaka euklidskog prostora R™ u ovom primjeru su n-

sfere sa sredistem u ishoditu). S druge strane, djelovanje O(n) na S*~1, kao i
djelovanje SU(n) na S**~! te djelovanje Sp(n) na S**~! jest tranzitivno.

7.3 LIJEVO-INVARIJANTNA POLJA

Definicija7.7. KaZemo daje vektorsko polje X Liejeve grupe G lijevo-in-
varijantno vektorsko polje ako za sve g, h € G vrijedi (Lg)+X|n = X|gn.

Izostavljajuéi oznaku za tocku u kojoj promatramo navedena vektorska po-
lja, moZemo reci da je vektorsko polje X Liejeve grupe G lijevo-invarijantno
ako vrijedi (Ly).X = X zasve g € G.

Definicija 7.8. Zasve X|. € T.G definiramo pripadno lijevo-invarijatno
vektorsko polje

X|g = (Lg)sX]e - (7.1)

Vektorski prostor svih lijevo-invarijatno vektorskih polja na Liejevoj grupi
G oznacavamo s Lie(G).

Nije se tesko uvjeriti da su ovako uvedena vektorska polja uistinu lijevo-
invarijantna,

(L)« X|n = (Lg)«(Ln)eX e = (Lg 0 L) Xe = (Lgn)i X e = Xlgn -

Takoder, valja uoiti da je X|. = X]|..

Koriste¢i lijevo-invarijantne baze ...
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Teorem 7.9. Sve Liejeve grupe su paralelizabilne.

Komentar 7.10. Raoul Bott i John Milnor su 1958. godine dokazali da su S*,
S3 i ST jedine paralelizabilne sfere. Odavde slijedi da (izuzev trivijalne S°) na
sferama u ostalim dimenzijama nije moguce definirati Liejeve grupe. Medutim,
ovo vrijedi i za sferu S7, na kojoj isto tako nije moguée definirati Liejevu grupu
(iako je paralelizabilna). /!

7.4 LIEJEVA ALGEBRA

Definicija 7.11. Liejeva algebra g Liejeve grupe G je tangentni prostor
T.G ujedini¢nom elementu e, s Liejevom zagradom definiranom sve X, Y €
T.G preko

(X, Y] =[X, Y] (7.2)

Komentar 7.12. Imena pripadnih Liejevih algebri tradicionalno se pisu ma-
lim gotickim slovima (npr. gl(n), sl(n), so(n), itd.) ili, radi jednostavnosti, mali
latini¢nim slovima (npr. gl(n), sl(n), so(n), itd.) /

Teorem 7.13. (Lie(G), [, -]) je Liejeva algebra (nad poliem R), izomorfna
s Liejevom algebrom g.

Dokaz : Izomorfizam je dan preslikavanjem ¢ : g — Lie(G), zadanim s ¢(X) =
X. Posrijedi je bijekcija s inverzom ¢! (X) = X|. Izomorfnost preslikavanja slijedi
koristenjem teorema 6.6,

S(X, YDy = (Lg)«[X, Y] = (Lg)u[X, Y]|e =

= [(Lg)X, (Ly):Yly = [X,Y]lg = [6(X), 6(Y)]ly



99

7.4. Liejeva algebra

Dodatna literatura
« [Tap05] izvrstan uvod u Liejeve matri¢ne grupe na dodiplomskoj razini

. [Hal03]

Zadaci

1. Ako je G < GL(n;R) kompaktna podgrupa, tada svi njeni elementi
imaju determinantu +1 ili —1.
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PROSTORVRIJEME

8.1 METRICKI TENZOR

Na mnogostrukostima definiramo jedan specijalan tenzor tipa (0, 2) koji ima
vazno geometrijsko i fizikalno znadenje.

Definicija 8.1. Neka je M diferencijabilna mnogostrukost. Pseudo-Rie-
mannova metrika g, je tenzor tipa (0, 2), koji je u svakoj toc¢ki p € M

1. simetrican, g(X,Y) = g(Y,X) zasve X, Y € T,M, i
2. nedegeneriran, g(X,Y) = 0zasveY € T,,M akko je X = 0.

Specialno, ako je pseudo-Riemannova metrika g pozitivno definitna, odnosno
ako u svakoj to¢ki p € M zasve 0 # X € T, M vrijedi g(X, X) > 0, tada
kazemo da je ¢ Riemannova metrika.

Drugim rije¢ima, Riemannova metrika ¢ je skalarni produkt na tangent-
nom prostoru 7, M. S druge strane, u op¢enitijem slucaju pseudo-Riemannove
metrike rezultat g(X, X') moZze poprimati razli¢ite predznake.

Na lokalnoj koordinatnoj karti (O, {«*}) imamo
g = g/’”’ d./L'M X d.’I;V
Tradicionalni na¢in pisanja

d82 = Guv dztdz”

Metrika gqp je orginalno definirana kao bilinearno preslikavanje g : T}, M X
T,M — R. Medutim, metrika nam omogucuje i definiranje “prirodnog” izo-
morfizma medu prostorima T, M i T}y M. Konkretno, svaki tangentan vektor
v € T, M inducira dualni vektor w(,) = g( ,v) € T, M preko u > g(u,v) za
svaki u € T, M. Ekplicitnije, u zapisu s apstraktnim indeksima,

(W(v))a = gabvb S T;M
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Lako se provjeri da je ovako definirano preslikavanje g(-,v) : T,M — T, M
linearno pa metriku moZemo promatrati kao linearni operator medu vektor-
skim prostorima. Stovise, po pretpostavci nedegeneriranosti znamo da je ovo
preslikavanje i injektivno,

g(,v)=0 & VueT,M: gu,v) =0 & v=0

pa je, po teoremu o rangu i defektu (za linearna preslikavanja medu konaé¢no-
dimenzionalnim prostorima), i surjektivno.

S obzirom da imamo izomorfizam g : T, M — T; M, znamo da postoji
i njegov inverz g~ ! : TyM — T,M, kojeg u zapisu apstraktnih indeksa
pisemo kao metriku s “podignutim” indeksima g% (u zapisu bez indeksa po-
nekad kao gﬁ). Konkretno, svaki dualni vektor w € T; M inducira vektor
V() = 9*(,w) € T,M preko o — g*(cv,w) za svaki o € T M. Eksplicit-
nije, u zapisu s apstraktnim indeksima,

(U(w))a = gabwb c TPM

Konvencija je ovako dobivene tenzore obiljeziti s istim slovom, pa imamo vizu-
alno lako pamtljivo “podizanje” i “spustanje” indeksa,

b b bd J b e db be
bV’ =Va, GV =w", Gacg Ty =T,", 99T, =T, , ...

onacno, valja uociti o inverzna metrika nije nista drugo doli “matri¢ni
K Ij ti kak trika nij ta d dol
inverz”,

g (g(,v) =v
odnosno, u preglednijem zapisu s apstraktnim indeksima,

9"ger = 0% (8.1)

Napomena: kod potpisivanja indeksa valja biti jasan, kao $to je naznaceno na

skici ispod,
Ta de
bc

Komentar 8.2. Ovdje bi netko mogao uputiti formalnu zamjerku kod tenzora
poput 7., %, koji je multilinearno preslikavanje

T:T,M x T:M x T,M — R,

s “izmjesanim” poretkom argumenata u odnosu na oni kojeg smo naveli u samoj
definiciji tenzora! Medutim, mi uvijek moZemo uvesti pomo¢ni tenzor

T:T:M x T,M x T,M — R,

definiranom jednostavno preko

T(w,u,v) =T(u,w,v), Vu,weT,M,VweT M
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odnosno

Fb o m b

T ac — Ta c
odakle vidimo kako se ovdje na¢elno nemamo posla s nekakvim “novim tipom”
matematickog objekta. /1

Kao i kod simetri¢nih matrica, uvijek je mogu¢ odabir (koordinatne) baze u
kojem metrika poprima dijagonalnu formu. Dodatnim reskaliranjem elemenata
baze mozemo u svakoj tocki p € M mnogostrukosti M komponente metrike
dovesti u tzv. kanonsku formu,

g = diag(—1,...,-1,41,...,+1).

Kako je po pretpostavci metrika nedegenerirana, u kanonskoj formi nemamo
nula na dijagonali. Valja naglasiti kako opéenito nije mogué odabir koordinat-
nog sustava na nekoj okolini O,, promatrane tocke p u kojem ¢e komponente
metrike biti svedene na kanonsku formu (iako to neovisno mozemo posti¢i u
svakoj toc¢ki mnogostrukosti odabirom razli¢itih koordinatnih sustava speci-
fiénih za promatranu toc¢ku). Svaki koordinatni sustav u kojem komponente
metrike g, poprimaju kanonsku formu (barem u promatranoj to¢ki p € M)
zovemo lokalni inercijalni Kartezijev sustav (skraceno, LIKS).

Indeks metrike s je broj negativnih svojstvenih vrijednosti metrickog ten-
zora, odnosno negativnih vrijednosti u kanonskoj formi metrike. Obi¢no pret-
postavljamo da je metrika na mnogostrukosti definirana tako da joj je indeks u
svakoj tocki jednak. Na m-mnogostrukostima Riemannova metrika ima indeks
s = 01ili s = m, dok medu pseudo-Riemannovim metrikama posebno izdva-
jamo (fizikalno znacajan) Lorentzov tip metrike, onu kojoj je indeks s = 1
ilis=m-—1.

Komentar 8.3. Valja naglasiti kako izbor lokalnog inercijalnog Kartezijevog
sustava u zadanoj to¢ki p € M nije jedinstven. Primjerice, kod metrika Rieman-
novog tipa koordinatni sustav uvijek mozemo rotirati (ove rotacije su elementi
grupe SO(m)) bez da utjeGemo na kanonsku formu metrike, dok kod metrika
Lorentzovog tipa koordinatni sustav uvijek moZemo rotirati u prostornovre-
menskom smislu (ove rotacije i potisci su elementi grupe SO(1, m — 1)) bez da
utje¢emo na kanonsku formu metrike. 1

Primjer|i 8.4.

« Euklidska metrika na R? (Riemannova metrika), koja je u standardnoj
bazi vezanoj za Kartezijev koordinatni sustav zadana s

g=dr®dr+dy®dy+dz®dz

s analognim poopc¢enjem na Euklidsku metriku za R"™. U sfernom koor-
dinatnom sustavu,

g=dr@dr+r>dd ®df+r’sin?0d¢ @ do
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. metrika Minkowskog na R* (pseudo-Riemannova metrika Lorentzo-
vog tipa), koja je u standardnoj bazi vezanoj za Kartezijev koordinatni
sustav zadana s

n=—-dt®dt+dr®der+dy®@dy+dz®dz (8.2)

1

Komentar 8.5. Napomena oko konvencija: “gravitacijska” (—, +,+,...) vs
“Cesticarska” (+, —, —, . .. ). Mi ¢emo uglavnom koristiti gravitacijsku konven-
ciju. 1/

Duljina krivulje s tangentnim vektorom v, parametrizirane parametrom
A, izmedu to¢akas A = ai A = b > a iznosi

b
EE/ V0glv,v)| dA (8.3)

8.2 KAUZALNA STRUKTURA

Teorem 8.6. Svaka glatka m-mnogostrukost M dopusta definiranje metrike
Riemannovog tipa. Svaka glatka nekompaktna m-mnogostrukost M dopusta
definiranje metrike Lorentzovog tipa. Glatka kompaktna m-mnogostrukost M
dopusta definiranje metrike Lorentzovog tipa akko je x (M) = 0.

U svakom sluc¢aju kada je moguce definiranje neke od metrika u gornjem te-
oremu, izbor je krajnje nejednoznacan (moguce je definirati beskona¢no mnogo
razli¢itih metrika doti¢nog tipa) pa nam je potreban neki dodatni kriterij oda-
bira. U matematici to moze biti jednostavno izbor one metrike koja omogucuje
izu¢avanje zanimljivih svojstava mnogostrukosti (i drugih objekata na njoj). S
druge strane, u fizici metrika Lorentzovog tipa ima svoju fizikalnu interpreta-
ciju u okviru opée teorije relativnosti (i njenih poopcenja) te je ona povezana s
ostalim fizikalnim poljima (polja materije, bazdarna polja) kroz jednadzbe polja.

Ureden par (M, gqp) glatke m-mnogostrukosti M (gdje je m > 2) i me-
trike g, Lorentzovog tipa ¢emo oslovljavati kao mnogostrukost Lorentzo-
vog tipa. Tangentne vektore v € T, M dijelimo na one

- vremenskog tipa ako je g(v,v) < 0,
« svjetlosnog tipa ako je g(v,v) = 0,

« prostornog tipa ako je g(v,v) > 0.
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Za vektore kazemo da su kauzalnog tipa ako vrijedi g(v, v) < 0, odnosno
ako su vremenskog ili svjetlosnog tipa.

Teorem 8.7. Neka je (M, gq») mnogostrukost Lorentzovog tipa. Relacija
“u ~ v akko g(u,v) < 0” medu tangentnim vektorima vremenskog tipa u
tockip € M je relacija ekvivalencije.

Dakle, u svakoj tocki p € M mnogostrukosti M Lorentzovog tipa skup tan-
gentnih vektora vremenskog tipa je podijeljen u dvije klase ekvivalencije s ob-
zirom na gore definiranu relaciju, [u®] i [—u®], koje zovemo vremenski stosci.
Takoder, tangentne vektore /% # 0 svjetlosnog tipa u svakoj toki p € M mo-
Zemo razvrstati u dvije klase, ovisno o predznaku produkta g(¢, u). Dobivene
klase zovu se svjetlosni stosci. Za mnogostrukost Lorentzovog tipa kazemo da
je izokrona (vremenski orijentabilna) ako posjeduje neprekidno polje tan-
gentnih vektora t* vremenskog tipa. Ovo polje sluzi razlikovanju vremenskih
stoZaca, odnosno predstavlja “strijelu vremena” koja u svakoj tocki razlikuje
“buduénost” od “proslosti”. U sluéaju kada je izokrona mnogostrukost vremen-
ski orijentirana poljem t¢, u svakoj tocki p € T,,M klasu tangentnih vektora
[t*|p] zovemo buduéi vremenski stozac, a klasu [—t?|,] prosli vremenski
stozac. Analogno, buduéi svjetlosni stozac i prosli svjetlosni stozac ...

Neformalno, prostorvrijeme je ureden par (M, g,,) povezane izokrone
m-mnogostrukosti M Lorentzovog tipa i pripadne metrike g4p. U ovoj defi-
niciji se obi¢no ukljuce i neke dodatne pretpostavke “tehnicke naravi”, poput
glatko¢i metrike i slicno. Na primjer, specijalna teorija relativnosti definirana
je na prostorvremenu Minkowskog M* = (R*,74;) s metrikom Minkowskog

Nab-

Valja uociti kako su orjentabilnost i vremenska orjentabilnost neovisni poj-
movi, kao $to je ilustrirano na crtezima ispod.

vremenski orjentabilno vremenski neorjentabilno
I« ¥ %} |z » x}
orjentabilno
neorjentabilno

Komentar o zatvorenim vremenskim petljama (putovanje kroz vrijeme), kom-
paktno prostorvrijeme nuzno sadrzi zatvorene vremenske petlje, ...



PROSTORVRIJEME 106

Zadaci

1. Ako je vektor t* vremenskog tipa i vrijedi t,s* = 0, tada je s® prostornog
tipa.

2. Ako su u® i v® vektori vremenskog tipa i vrijedi u,v* < 0, tada su oba
usmjereni u buduénost ili proslost.

3. Ako su k® i ¢* vektori svjetlosnog tipa i vrijedi k,¢* = 0, tada su ova dva
vektora proporcionalni (postoji A € IR, takav da je £¢ = Ak?). Ako je k¢
vektor svjetlosnog tipa i za neki vektor v® vrijedi k,v* = 0 tada je ili v®
prostornog tipa ili v svjetlosnog tipa i proporcionalan s k®.



KOVARIJANTNA DERIVACIJA I
PARALELNI POMAK

9.1 KOVARIJANTNA DERIVACIJA

Motivacija. Jedan od temeljnih problema u izgradnji diferencijalne geometrije
je definiranje operacije koja djeluje na tenzorska polja, kao rezultat izbacuje
tenzorska polja i ponaSa se poput derivacija s obzirom na zbrojene varijable
(linearna je) i pomnoZene varijable (postuje Leibnizovo pravilo). U dijelu lite-
rature koja tenzorskom ra¢unu pristupa s fokusom na tenzorske komponente u
koordinatnim sustavima i njihove transformacije, potreba za tenzorskom ver-
zijom deriviranja motivira se polazeé¢i od naredne opaske. Na primjer, ako dvije
koordinatne karte, (O, {z*})i(O’, {z* }) imaju neprazan presjek, tada su par-
cijalne derivacije komponenti vektorskog polja A® u ova dva koordinatna sus-
tava povezane preko

By A

(_0a¥ 9 (02 g\ Ot 02 g Ot P g
Ozt dzv \ 0zP oz OxP " OxH OzvOxP

Drugim rije¢ima, ako za neki tenzor T, b u pocetnom koordinatnom sustavu
vrijedi T}, = 0,,A”, tada je opéenito T}, # 0, A” . Stoga, potrebna nam je
neka poopéena derivacija tenzora koja se “ponasa tenzorski”.
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Definicija 9.1. Neka je M glatka mnogostrukost. Usmjerena kovari-
jantna derivacija je preslikavanje X(M) x 7"(M) — 77 (M), (X,T) —
VxT (kovarijantna derivacija tenzorskog polja 7%;  u smjeru vektorskog
polja X?), koje zasve X, Y € X(M), S,T € ] (M) i f € C>(M) zado-

voljava
(¢1) C°°(M)-linearnost u prvoj varijabli,

VxiyT =VxT +WT, VixT = fVxT

(£2) linearnost u drugoj varijabli,

Vx(S+T)=VxS+VxT

(L) Leibnizovo pravilo,

Vx(S®T)=(VxS)@T+S® VxT

(s) derivacije skalara,

Vx f=X(f)

(k) komutiranje s kontrakcijama,

VX(CZ T) = CZq) VxT .

Komentar 9.2. Iz definicije odmah izlazi da je usmjerena kovarijantna de-
rivacija R-linearna u drugoj varijabli. Prvo, koriste¢i (€2), (L) i (s), za svaku
f € C>°(M) imamo

Vx(foT)=(Vxf)@T+ feVxT = X(f)T + fVxT .

Stoga, ako je f konstantna funkcija, f(z) = ¢ € R za svaki © € M, imamo
X (f) =0, odakle slijedi Vx (cT') = ¢VxT. 1

Lokalna egzistencija. Na podruéju karte (O, 1) moZemo definirati dife-
rencijalni operator

VXT“MV... - XaaOtT,Jmu...

koji na promatranoj karti zadovoljava sva svojstva iz definicije usmjerene kova-
rijantne derivacije. Naravno, u skladu s opaskama iz motivacijskog uvoda, ovaj
izraz u nekom drugom koordinatnom sustavu viSe nece imati formu parcijalne
derivacije komponenti tenzora u novim koordinatama.

Jedinstvenost? Usmjerena kovarijantna derivacija, na naé¢in kako je defini-
rana gore, opCenito nije jedinstvena i potrebno je ukljuciti neka dodatne zahti-
jeve kako bi dobili jedinstven operator. S tim ciljem ¢emo podrobnije pogledati
neka dodatna svojstva ...
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Definicija 9.3. Tenzor torzije T : X(M) x X(M) — X(M) definiran je
s
T(X,Y)=VxY - WX — [X,Y] (9.1)

Torzija je C°° (M )-multilinearna,
T(fX,9Y) = Vix(9Y) = Voy (fX) = [f X, 9Y] =
= fX(9)Y + fgVxY — gY (/)X + fgVy X—

—f9lX. Y] = [X(9)Y +gY(f)X = fgT(X,Y)

pa je stoga T, © uistinu tenzorsko polje. Iz definicije odmah izlazi da je tenzor
torzije antisimetrican u donja dva indeksa, T ;) © = 0.

Komentar 9.4. S obzirom da eksperimentalne provjere daju stroge granice na
postojanje neicezavajuce torzije, u kontekstu gravitacijske fizike se najcesce
pretpostavlja da je torzija identicki nula. 1l

Definicija 9.5. Neka je (O, {z*}) karta s pripadnom bazom koordinatnih
vektora {9y, }. Afina koneksija C}, kovarijantne derivacije V je skup funk-
cija koje su koeficijenti u raspisu vektorskih polja Vp, d, u bazi {9y },

Vi, 0 = C, O (9.2)

Komentar 9.6. Koneksija je simetri¢na, C[‘Z v = 0, ako i samo ako torzija
is¢ezava, T, ¢ = 0, jer vrijedi
T(0u,0y) = (C, — Cp,) Oa -

v

/!

Lema 9.7. Neka je A* glatko vektorsko polje i w, glatko polje 1-forme. Tada
vrijedi

VxA=XH (B#A" + CZDA”) 0y (9.3)
Vxw = X* (Buwg — ngw,,) dz? (9.4)

Dokaz : Promatramo sve na nekoj koordinatnoj karti (O, {z"}), X* = X*0},
VxA = qura“ (A¥9,) = X“Va“ (A¥9,) = X* ((BHAV)&, + AVVauay) =

= X" ((0,A")0, + A" C,05) = X" (0,A7 + Cp, A”) Os .
Nadalje, kako je w(A) = A%, = Ci(A ® w), imamo

VxCi(A®w) = Ci((VxA) @w) + C1(A® Vxw) .
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Primjetimo, vrijedi
Ch (0" @ (d2*)) = ()" @ (de*)a = 6%, CL((0)° @ ) = -
Specijalno, za X = 9;;, A = 05 i wa = (dz"), imamo w(A) = &7 te
0=Ci (Cply 0o ®dz” + 95 ® Vo, dz") = Cy, + (Va,dz"), ,

odakle odmah slijedi
Vo, dz” = —Cj,p da” .

Stoga, za opcenite X i w, vrijedi

Vxw = X"V, (w, dz”) = X" ((Opwy)da” — w,Cj/pda?) .

Analogno za opcenito tenzorsko polje 7%, = slijedi formula

s
- Z C;l/g Tﬂlm#r...r...) 8#1 - ® 6;17\ ®dz"' ® --- @ da¥e (9.5)
(=1

Definicija 9.8. Za svaku usmjerenu kovarijantnu derivaciju definiramo
pripadnu kovarijantnu derivaciju V : 7 (M) — 7/ (M) preko

(VI)(X,w,...,Y,...) = (VxD)w,...,Y,...) . (9.6)

Komentar 9.9. U zapisu pomocu apstraktnih indeksa kovarijantnu deriva-
ciju zapisujemo kao operator V, (ovo je mala zloupotreba notacije jer kovari-
jantna derivacija sama za sebe nije nikakva 1-forma), te Vx = X*V,. /!

Komentar 9.10. U literaturi se koriste i alternativne oznake za derivacije,

b b b
8,1% =17, =T1" VoIt =T, =T

Flw o clla
/!
Teorem 9.11. Kovarijantna derivacija zadovoljava naredna svojstva:
Vo, Vil f = =T, Ve f (9.7)
[(X,Y]* = X’V Y - YP Vv, X — X°Y°T, ° (9.8)

Dokaz : Komutator kovarijantnih derivacija na skalaru: za sve X, Y € X(M)i f €
C*° (M) vrijedi

TX,Y)(f) =T(X,Y)'Vof = (X*V.Y" =YV, X" — [X,Y]")Vof =
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=X(Y(f) =YX "VuVf —Y(X(f) + Y X "VuVuf — X(Y () + Y(X(f)) =
= —XV*(VaV — Vo Va) f

Druga jednadzba je samo definicija tenzora torzije zapisana pomocu kovarijantne deri-
vacije V. O

Definicija9.12. Zakovarijantnu derivaciju V, kazemo da je kompatibilna
s metrikom g, ako vrijedi V,gy. = 0.

Komentar 9.13. Algebarska posljedica ovog svojstva je ta da pod ovakvu
kovarijantnu derivaciju mozemo “uvuéi” metriku, npr.

gabchb = Vc(gab—-)(b) = cha .
/!

Teorem 9.14 (Koszulova formula). Neka je V,, simetri¢na kovarijantna deri-
vacija kompatibilna s metrikom g,p. Tada za sve X, Y, Z% € X(M) vrijedi

29(VxY, Z) = X(9(Y, 2)) + Y (9(2, X)) — Z(9(X,Y)) -
_g(X7 [KZ])+9(K [Z’XD_FQ(Z’ [XvYD (9-9)

Doxkaz :
X(9(Y,2))=Vx(g(Y,2)) =
= (Vxg)(Y,2)+ g(VxY,Z) + g(Y,Vx Z) = g(VxY, Z) 4+ g(Y,Vx Z)

Cikliénim zamjenama varijabli dobivamo
X(g(Y,2)) +Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y)) =

=9(VxY, 2)+g(Y,Vx2)+9(VWv Z,X)+9(Z,Vy X)—g(Vz X, Y)—g(X,VzY) =
= g(X7 [Y7 Z]) - g(Yr? [Z7 X]) +g(Z7 VXY) + g(Za VYX) )

odakle slijedi Koszulova formula. O

Teorem 9.15. Kovarijantna derivacija s iS¢ezavajuéom torzijom i kompati-
bilna sa pseudo-Riemannovom metrikom gy, je jedinstvena. Pripadnu koneksiju
zovemo Christoffelov simbol (ili Levi-Civita koneksija) i oznacavamo
s I';,. Komponente Christoffelovog simbola su na svakoj koordinatnoj karti

(O, {z"}) dane s

1
Fﬁu = 5 gaﬁ (a,ugllﬁ + 81/9;43 - aﬁgp,u) . (910)

Doxkaz : Pretpostavimo da su V, i Va dvije kovarijantne derivacije s i$¢ezavaju¢om
torzijom i kompatibilne s pseudo-Riemannovom metrikom g,,. Tada prema Koszulovoj
formuli za sve X, Y%, Z¢ € X(M) vrijedi (primjetite da njena desna strana uopce ne
ovisi o kovarijantnoj derivaciji)

g((Vx — %X)Y, Z)=0.



KOVARIJANTNA DERIVACIJA I PARALELNI POMAK 112

Nadalje, kako je metrika gq» nedegenerirana, slijedi da je (Vx — %X)Y = 0 za sve
X% Y* € X(M). Drugim rije¢ima, Vx = Vx zasve X € X(M).

Uvrstavanjem X“ =0, Y* =01 Z° = Bg u Koszulovu formulu dobivamo
29651} = Ougup + Ovgpu — Opguw -

Kontrahiranjem s inverznom metrikom ¢®” i dijeljenjem s 2 dobivamo formulu (9.10).

O

Komentar 9.16. Alternativna oznaka za Christoffelov simbol u starijoj lite-
raturi je
@
113%

Primjer|i 9.17. Komponente Christoffelovog simbola za Euklidsku metriku
u razli¢itim koordinatnim sustavima ... //

/!

Primjer|i 9.18. Izratunajmo komponente Christoffelovog simbola za metri-
ku jedini¢ne 2-sfere S? u sfernom koordinatnom sustavu,

g=df ®dh +sin®fdy @ dp

Komponente metrike i njenog inverza mozemo zapisati u matri¢nom obliku,

(1 0 w (10
=10 sin?0 ) 7 T\0 Ly

Primjenom formule (9.10) vidimo da je
F?w = —sinfcosf Ffw = I‘ia =ctgh,

dok sve ostale komponente i$¢ezavaju. 1

9.2 PARALELNI TRANSPORT

Definicija 9.19. KaZemo da je tenzorsko polje T" paralelno transportirano
duz vektorskog polja X ako zadovoljava jednadzbu paralelnog trans-
porta vrijedi VxT = 0, odnosno, u zapisu s apstraktnim indeksima,

XV, Tb-be_ =0. (9.11)

1...C¢

Na primjer, ako Zelimo paralelno transportirati vektorsko polje V¢ duz vek-
torskog polja X “, moramo rijesiti jednadzbu

XV, vt =0
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odnosno
XtV + XHT VY =0
dve
dA
Time moZemo povezati tangentne vektore u razli¢itim tockama mnogostru-
kosti. Promotrimo sada dva vektora, V¢ i W¢, koji su paralelno transportirani
duz integralne krivulje vektorskog polja X“. Tada za kovarijantnu derivaciju

kompatibilnu s metrikom vrijedi

+T5, XAV =0

Vx(g(V,W)) = (Vxg)(V,W) + g(VxV, W) 4+ g(V,VxW) =0.

Drugim rije¢ima, produkt medu paralelno transportiranim vektorskim poljima
je konstantan duz intergralnih krivulja polja X .

Primjer|i 9.20. Razmotrit ¢emo paralelni transport tangentnih vektora na
povrsini jedini¢ne 2-sfere S? po kruznici 6 = 6.

Prirodan, najjednostavniji odabir parametra kruznice 8 = 6, jest A = .
Tangentan vektor ove krivulje je stoga X = 9/J¢ . Jednadzba paralelnog po-
maka za zadani vektor glasi

XV, A% =V, A% = 0,A% + 15,47 =0 (9.12)

Podsjetimo se osnovnih podataka o metrici i komponentama pripadnog Chris-
toffelovog simbola,

g=dl®df +sin®Hdyp @ dy, I‘Zw = —sinfcosb , ngo =ctgl .

Jednadzba (9.12) rastavljena po komponentama svodi se na vezani sustav neli-
nearnih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi za funkcije A%(¢) i A% (),
a=20: Ae,g, —sinfg cosfy AY =0 (9.13)
a=@p: A% +ctgly A% =0 (9.14)

Primjetimo za pocetak kako jednadzba (9.14) nije dobro definirana na sjever-
nom polu (6y = 0) i juznom polu sfere (§p = m). Ovo i nije iznenadenje s
obzirom da koordinata ¢ nije dobro definirana na polovima. Osim toga, kada
je krivulja po kojoj vrsimo paralelni transport svedena na tocku, jednadzba pa-
ralelnog transporta prelazi u trivijalni identitet 0 = 0. Analizu nastavljamo
pod pretpostavkom 6y € (0, 7). Deriviranjem jednadzbe (9.13) i koristenjem
jednadzbe (9.14) slijedi

Aa,(pr = sinf cos g A? , = — cos® b AY (9.15)

Opce rjesenje ove jednadzbe glasi
A% = - cos(pcosby) + b -sin(pcos )

gdje su a i b konstante. Uvrstimo li ovaj izraz natrag u (9.13) dobivamo

Af =

cos(pcosby) .

sin(¢ cos By) +

sin 90 sin 90
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Konstante a i b su dane pocéetnim uvjetima,

sin 90
istoga
A% (p) = A%(0) cos(gp cos ) + A% (0)(sin Bp) sin(p cos bp) (9.16)
0
A*(p) = —:%7(90) sin(p cosBy) + A¥(0) cos(p cosbp) . (9.17)
111 U

U specijalnom slu¢aju 6y = 7/2, kada je krivulja duz koje vrsimo paralelni
transport ekvator, imamo vrlo jednostavno rjesenje: tangentni vektor A® ostaje
nepromjenjen prilikom paralelnog transporta duz ekvatora.

Na kraju se mozemo pitati kada sve vrijedi A?(27) = A9(0) i A®(27) =
A¥(0). Koristeci pokratu 1) = 27 cos y, ovaj sustav mozemo zapisati u ma-
tricnom obliku

1 —costp —sinfysiny A%0) [0
sy 1 — cosp A90) ) —\o )
Dakako, uvijek imamo trivijalno rjesenje A%(0) = A%(0) = 0, medutim netri-

vijalna rjeSenja postoje samo ako determinanta sustava is¢ezava, odnosno ako
je

cos(2mcosby) = 1.

Ovaj uvjet na intervalu 6y € (0, 7) ispunjava samo 6y = /2, slu¢aj koji smo
ranije ve¢ prokomentirali. Opéenito vektor paralelno translatiran po zatvorenoj
krivulji nece biti jednak poCetnom vektoru, i upravo je ova promjena ugradena
u samu definiciju zakrivijenosti mnogostrukosti. /!

Komentar 9.21. Komentar o Foucaultovom njihalu. /

Komentar 9.22. Geometrijski zor o znacenju torzije. Shematski prikaz

eXy

e°[V, XJo
q =
eXq
Vo _ eVp
eVp
O
0 €X0 p

Na crtezu su shematski prikazani mali pomaci duz naznacenih vektorskih

polja. Nadalje, (X, — X,) = £2(Vy X))o, =(V, — V) = =2(Vx V),
2T (V, X)o.
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Promatramo dva vektorska polja, X i V®. Ozna¢imo radi preglednosti s
donjim indeksom tocku u kojoj promatramo doti¢no vektorsko polje, na pri-
mjer V' € Ty M, itd. Oznacimo s V4 vektorsko polje nastalo paralelnim tran-
sportom vektora Vij* duz vektorskog polja X%, a s X vektorsko polje nastalo

paralelnim transportom vektora X§ duz vektorskog polja V.

Prvo, koristeéi Taylorov razvoj duz integralne krivulje promatranog vek-

torskog polja imamo
1
oh = ah + e X§ + a1 (X0, XHM)o + O(e%)

Nadalje,
1
xy, = ah +eVy + o1 E2(VE0, VM), + O(e®) =

= ol 4 (Vg + (XY )0 + O() + 5 2(Vo0uVH)o + O(%) =

62

=2l +e(X+V )+ o (2(X0aVH)o+(X 00 XM)o+ (V0 VH)0) +O0(e°)

2!

i analogno za x’;,. Sve skupa daje

at, — b, = [V, X + O(e?)

Drugi pomoc¢ni rezultat vezan je za paralelno transportirane vektore,

d‘7" i Oé~5
o e XV =0
dvh ~ dvr dVH
XV = S| (Thpxev?) =S| — S =
( Jo="x | (Tas o ax o~ ax lo
oo M ~/L_ M Mo ~/L
= lim Ve VO — lim Ve VO = lim Ve Ve
e—0 g e—0 g e—0 I

VI =V = (XOVa VM) + O(e?)

i analogno
Xt = X' — (VOVXM)ge + O(?)

€

9.3 GEODEZICI

1

Posebno nas zanimaju vektorska polja koja su paralelno transportirana duz

vlastitih integralnih krivulja.
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Definicija 9.23. Za vektorsko polje X* € X(M ) kaZzemo da je geodetsko
ako zadovoljava geodetsku jednadzbu Vx X = 0, odnosno, u zapisu s

apstraktnim indeksima,
XV, X =0 (9.18)

Integralne krivulje geodetskih vektorskih polja poznate su kao geodezici.

Pisemo li da ()
xl.
Xt =
dA
imamo ) 5
d*z# dz® dx
—— 4T, —— —— =0 9.19
dx2 P da dA (19)
Primjer|i 9.24. Geodezici u Euklidskim prostorima. /!
Primjer|i 9.25. Geodezici na sferi S%. 1

9.4 RIEMANNOV TENZOR

Definicija 9.26. Riemannov tenzor R : X(M) x X(M) x X(M) —
X(M)
R(X,Y,Z)=VxVWZ —VyVxZ — V[X)y]Z (9.20)

Ponekad se koristi i alternativna oznaka R(X,Y)Z.

Netrivijalni dio tvrdnje: gore definirani R je multilinearan nad glatkim
funkcijama, tj. za sve f, g, h € C*°(M) vrijedi

R(fX,gY,hZ) = fghR(X,Y, Z).

VixVyyhZ = fVx(gVyhZ) = fVx (gY () Z + ghVy Z) =

= fX(@)Y(h)Z + fgX(Y(h)Z + fgY (h)VxZ+
+fhX(9) VW Z + fgX (h)Vy Z + fghVxVy Z

Virx.ohZ = [fX, gY)(h)Z + hV s x o) Z
[fX,gY](h) = fX(9)Y (h) + fgX (Y (R)) — gY (f)X(h) — fgY (X (R))
Virxgv1Z = FX(9)WZ — gY (f)VxZ + fgVix y1Z
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Teorem 9.27. Prvi Bianchijev identitet (u prisustvu torzije).

R(X,Y,Z)+R(Y,Z,X)+ R(Z,X,Y) =
=Vx(T(Y,2)) —T([X,Y], Z) + cikl. (9.21)

DokAz :
R(X,)Y,Z)+ R(Y,Z,X)+ R(Z,X,Y) =

=Vx(WZ -VzY)+ VW (VzX —VxZ)+Vz(VxY — Vy X)—
—(V[ny]Z + V[Y,Z]X + V[Z,X]Y) =

Ostale simetrije Riemannovog tenzora.

« Antisimetri¢an u prve dvije varijable, R(Y, X, Z) = —R(X,Y, Z), slijedi
odmah iz definicije.

« Antisimetri¢an u druge dvije varijable (za koneksiju adaptiranu na me-
triku)

0= (VaVs — ViVa)ged = Rupe"gra + Rape' 9ea = Raved + Rabac

» simetri¢an na zamjenu prvog i drugog para indeksa: iz Bianchija i anti-
simetrije na prve dvije varijable

Raped + Rpcad + Reava = 0
Ponovimo izraz sa preimenovanim indeksima a  d,
Rapea + Rocda + Redba =0

Zbrojimo izraze,

Rabcd - Rcdab = Racbd - Rbdac

Lijeva strana je simetri¢na na dvostruku zamjenu {a < b, ¢ + d}, a
desna antisimetri¢na pa su obje identi¢ki jednake nuli.

Teorem 9.28. Drugi Bianchijev identitet (u prisustvu torzije).

(VxR)(Y,Z,W) + (WR)(Z, X, W) + (VzR)(X,Y, W) =
= —R(T(X,Y),Z,W) — R(T(Y, Z), X,W) — R(T(Z,X),Y,W) (9.22)
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Dokaz :
(VXR)(Y7 Z, W) = Vx (R(Y7 Z, W))iR(VXYVv Z, W)iR(Y; VxZ, W)iR(Y; Z, VXW)

Promotrimo zasebne dijelove.

Vx(R(Y,Z,W)) = VxVyVzW — VxVzVy W — Vx Vjy, 71 W
—R(VxY,Z, W) = =VuyyVzW + VzVoy vy W + Viv, v, 2)] W
—R(Y,VxZ, W) = =VyVy zW + Vo, 2V W + Viy, v 21 W
—R(Y,Z,VxW) = =W VzVxW + VzVy Vx W + Viy, 71 Vx W

Prva dva ¢lana s desne strane prve jednadzbe i prva ¢lana s desne strane Cetvrte jed-
nadzbe, zbrojena s ciklickim zamjenama propadnu. S druge strane,

—R(T(X,Y),Z,W) = =Vrx,v)VzW + VzVrx viW + Virx, vy, z1W

—Vrx,y)VzW = —Vy vy VzW + Vo, x VzW + Vix v Vz W
VzVrx )W = VzVo v W — Vz Vo, xW — VzVix viW
[T(X7Y)7Z] = [VXY7 Z] - [VYX7 Z] - [[X7 YLZ]

Tredi ¢lan u posljednjem izrazu propadne u cikli¢kom zbrajanju zbog Jacobijevog iden-
titeta. Preostale ¢lanove se moze usporediti, uzimajuci u obzir ciklicke zamjene. O

Prebacivanje u zapis s apstraktnim indeksima
VxVy Z¢ = Vx (Y'V,Z2°) = XV, (YW, Z¢) =
= (X*V, YV, Z¢ + X°Y*V,V,Z¢
Vix v Z¢ = [X, Y]’V Z2¢ =
= (X"VoYO)VZ¢ = (YOV X"V, Z° — XPYIT® N, Z°
Stoga,
R(X,Y,Z) = X°Y* (V,V, — WV,) Z¢ + T(X, YY)V, 2¢ (9.23)

Riemannov tenzor R € 7' (M)
R(X,Y,w,Z) = R(X,Y, Z)(w) (9.24)
R, XY 0. 2% = XYY (V,V, Z¢ — ViV, Z¢) we
Drugim rije¢ima (u odsustvu torzije),

(VaVy — VW V) Z¢ = R,,C, Z¢ (9.25)

(VaVb — vaa) We = Rabcd wq (9.26)

(VaVo = Vo Vo) T, 4, =

k

_ Cq C1...€...C [ C1...Ck

= E :Rab T di..d, T E :Rabdj T di..e...dy
i1
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Riccijev tenzor
Rab = ngRacbd (928)

Riccijev skalar
R=g"Ry (9.29)

Weylov tenzor

2
Cabed = Raped — m Rga[cgd]b

(ga[cRd]b - gb[cRd]a) + (m 1
(9.30)

m—2

Simetrije Riemannovog tenzora i Bianchijev identiteti u apstraktnim indek-
sima.

Raped = R[ab]cd = Rab[cd] = Redab
d _ d _ d d
R[abc] =-R labe] — _v[aTbc] +/I1[aprc}P
V[aRbc]de = T[aprc]pde

Komentar:

Vx(T(Y,2))¢ = (XN, T,g )Y 24T, (X VY ) 24T, .Y (X 2V, Z%)
~T([X,Y],2)" = T,y “(X*V, Y = YV, X" — XPYT, ) Z¢

Riccijev tenzor u odsustvu torzije je simetrican,

Ry =0

Teorem 9.29. Pseudo-Riemannova m-mnogostrukost s indeksom metrike s je
ravna, Rypeq = 0, akko je lokalno izometri¢na sa pseudo-euklidskim prostorom
R7.

Dokaz : Vidi dodatak G. O

Niskodimenzionalni slucajevi.

Riemannov tenzor u 2D,
Rabcd = Rga[cgd]b (9-31)

Dokaz. U dvodimenzionalnom slu¢aju komponente Riemannovog tenzora se
svode na Rj212, dok ostale dobivamo pomocéu simetrija indeksa Riemannovog
tenzora. Kako je (9.31) jednakost medu tenzorima koji imaju iste simetrije in-
deksa, dovoljno je provjeriti jednakost za komponentu R;212 u nekom koordi-
natnom sustavu. Promotrimo Riccijev skalar,

R = go‘”gﬁ”Ra,gW = 2R 210 (911922 _ guglz) ) (9.32)

Izraz u zagradi je determinanta inverzne metrike g"”, koja je jednaka reciproc-
noj vrijednosti determinante metrike g,,,,, pa je

R
Ri212 = Bl (911922 — 912912) = Rg1192)2 - (9.33)
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Riemannov tenzor u 3D,

Raved = 2(gafeRapy — goje Raja) — R Ga[cGary (9:39)
Dokaz je analogan 2D slucaju.

Einsteinove mnogostrukosti (prostori), Rap = Agab-
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Dodatna literatura

« [dC92], stari klasik o Riemannovoj geometriji

« [Lee97]

Zadaci

1. Geodetsku jednadzbu mozemo poopéiti na uvjet YV, Y® = vY% s ne-
kom glatkom funkcijom ~. Dokazite da se reparametrizacijom pocetna
jednadzba moze dovesti u oblik (9.18), za koju kazemo da je afino pare-
metrizirana. Nadalje, dokazite da se svi afini paremetri istog geodezika
razlikuju do na linearnu transformaciju s konstantnim koeficijentima.

2. Izvedite formulu za Riemannov tenzor u prisustvu torzije. Pronadite an-
tisimetri¢an dio Riccijevog tenzora u prisustvu torzije.

3. Natorusu T C R3 s radijusima b > a definiramo koordinatni sustav
{0, ¢}, takav da su njegove tocke parametrizirane s

z=(b+acosf)cosp, y=(b+acosh)sing, z=asinb.
Pokazite da je pripadna metrika dana s
g=0a*d0®df + (b+acosh)?dp @ dp

te da je Riccijev skalar

2cosf

R=————.
a(b+ acosf)
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LIEJEVA DERIVACIJA I SIMETRIJE

10.1 SIMETRIJE TENZORSKIH POLJA

Kada promatramo tenzorska polja na mnogostrukosti, posebno korisna i stoga
uvijek istaknuta svojstva su njihove simetrije. Na primjer, vazno nam je uoditi
ako je neki problem invarijantan na (vremenski, prostorni) paritet, (vremenske,
prostorne) translacije, rotacije ili neki drugi tip transformacija. Svaka od ovih
simetrija vodi ka daljnjem pojednostavljenju razmatranja problema koji je za-
dan s takvim tenzorima. Ovdje nas prvo zanima kako pojam simetrije mozemo
definirati kovarijantno.

Definicija 10.1. Neka je T tenzorsko polje na glatkoj mnogostrukosti M
i : M — M difeomorfizam. Tada kazemo da je 7" invarijantan na dife-
omorfizam F ako je F*T = T, odnosno F;, (T|r(,)) = T'|,, u svim tockama
p € M.

Medu tenzorima nam je posebno zanimljiva metrika, koja definira samu
geometriju prostora, i njene simetrije.

Definicija 10.2. Neka je (M, gqp) glatka pseudo-Riemannova mnogostru-
kost. Za difeomorfizam F' : M — M kaZemo da je izometrija ako je
Frg=g.

Teorem 10.3. Izometrije pseudo-Riemannove mnogostrukosti s operacijom
kompozicije tvore grupu.

Primjer|i 10.4. Izometrije n-sfere S™ tvore ortogonalnu grupu O(n). Izome-
trije euklidskog prostora R" tvore tzv. euklidsku grupu E(n) = ISO(n),
koja je semidirektni produkt grupe translacija (R, +) i grupe rotacija O(n),

E(n)=0(n) x R"

Grupna operacija je dana s (4, a)(B,b) = (AB,a + Ab) zasve A, B € O(n)
i sve a,b € R"™. Djelovanje euklidske grupe E(u) na euklidski prostor R™

123
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definiran je preko (A,a)(z) = Az + a za sve (4,a) € E(n) isve z € R".
Kako je rezultat kompozicije djelovanja,

(A,a)((B,b)(z)) = (A, a)(Bx +b) = ABz + Ab+a = (AB,a + Ab)(z) ,

opcenito razli¢it od ABx + a + b, euklidska grupa E(n) nije direktni produkt
grupa O(n) i (R™, +). Sli¢no tako, izometrije (1 4 n)-dimenzionalnog prostor-
vremena Minkowskog M'*" tvore Poincaréovu grupu

ISO(1,n) =0O(1,n) x R™.
/1

10.2 LIEJEVA DERIVACIJA

Neka je M glatka mnogostrukost. Za glatko preslikavanje ¢, : R x M — M
kazemo da je 1-parametarska grupa difeomorfizama ako je

(a) za svakit € R preslikavanje ¢; : M — M difeomorfizam,
(b) za svakipar s,t € R vrijedi ¢5 0 oy = psy¢ te
() ¢o = idpy.

Na primjer: translacije u Euklidskom prostoru ili rotacije na sferi.

Orbita tocke p € M (s obzirom na ¢;) je krivulja ¢¢(p) : R — M, koja
prolazi kroz to¢ku p ut = 0. Svakom ¢; mozemo pridruziti vektorsko polje
preko vektora X | p € T, M, tangentnih na orbitu u tocki p. Obratno, svakom
glatkom vektorskom polju X mozemo pridruZiti integralne krivulje koje su
orbite 1-parametarske grupe difeomorfizama ...

Definicija 10.5. Liejeva derivacija tenzorskog polja 7' s obzirom na
glatko vektorsko polje X tangentno na orbite 1-parametarske grupe dife-
omorfizama ¢; definirana je s

£XTa1...aTb1“ . = hm - (ng _ ¢0) Tal...arb

.bs e—=0 £ flaco

- (10.1)

Konkretno, Liejeva derivacija skalara

(Lx (o) = lim ZD@) = @) _ oy (Fode)) ~ [()

e—0 £ e—0 S

Uvedemo li oznaku y(t) = ¢¢(p), gdje je v(0) = p, imamo nadalje

(«EXf)(p) = lim (f07>(€) B (fO’)/)(O) _ d(fO’Y) _ X‘p(f)

e—0 € de¢ t=0
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Odnosno, kraée pisano,

Lxf=X(f) (10.2)

Kod opéenitih tenzora moZemo se posluziti “trikom”: odaberemo lokalni
koordinatni sustav {z!, 2%, ...} ukojem je X¢ = (9/dx')%. Pri tom preslika-
vanje ¢; odgovara koordinatnoj transformaciji x! + ! + (pri ¢emu su ostale
koordinatne fiksne), odnosno

<¢:T|¢t(l’1,l’2 ..... xm))ulmuryl,,,us = (Tl(ml+t,zz ..... )

V1 Vg
paje
£ T _ oTr b, L,
Vi...Vg axl
Na primjer,
oY+
ExY)H =—,
(£xY) ox!

dok je, usporedbe radi, Liejeva zagrada ova dva vektorska polja dana s

) SN G o

Oz dx> Ozl

Stoga, bududi da je rije¢ o geometrijskim, koordinatno neovisnim objektima,
jednakost vrijedi u svim sustavima,

X, Y] = X

(£xY)* = [X,Y]* = X’V Y* - YV, X7 . (10.3)

1-forme. Kori$tenjem Leibnizovog pravila
£xYw,) = (£xYwe + YL xw, =

= (X*VY Y wa — (YO X wa + YL xw,

i Liejeve derivacije skalara,
£x(YW,) = XV, (Y,) = (XV,Y Yw, + YX Vyw,
vidimo kako za svaki Y'* vrijedi
(£xwa — wpVeXP — XOVw, )Y =0

Stoga,
£xwe = XViywa + wp Vo X . (10.4)

Op¢enito imamo

ai...ap _ c ai...a
£xT by by = X°V.T bl...bg+
¢ k
ai...ay c ai...c...ap a;
+ E T brocoby Vi X — E :T by by VeX ™
i=1 j=1

(10.5)

Valja uo¢iti kako formula za Liejevu derivaciju ima istu formu i s obi¢nom deri-
vacijom, u $to se jednostavno uvjerimo raspisivanjem kovarijantnih derivacija
pomocu Christoffelovih simbola u gornjem izrazu.
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Usporedba paralelnog pomaka i (Liejevog) povlacenja s vektorskim poljem
X" =0, =20, —yoy

u euklidskom prostoru (orbite su kruznice). Paralelni pomak vektora V¢ zadan
je jednadzbom X°V,V® = 0, odakle raspisivanjem u Kartezijevom koordinat-
nom sustavu dobivamo

ovH ovH

X9, VH r* Xavﬁ — —y— =0

+las o oy arr
Odnosno, prevedeno u derivaciju po polarnoj koordinati ¢ (koja je “prirodan”
parametar orbita vektroskog polja X ), pri ¢emu su komponente V* i dalje u
Kartezijevom koordinatnom sustavu,

ovH
=0
dp
S druge strane, guranje
Opt
N =—V
(@) = 52

u polarnom koordinantom sustavu,
oe(r,0) = (r,p +1)

(@ V)" =V", (V)7 =V?

Drugim rije¢ima, piSemo li komponente vektora V' u polarnom koordinatnom
sustavu, imamo
ovH
=0
dp

Paralelni pomak vs guranje
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10.3 KILLINGOVI VEKTORI I TENZORI

Definicija 10.6. Za vektorsko polje K“ kazemo da je Killingovo vektor-
sko polje ako zadovoljava Killingovu jednadzbu,

Lrgab = Vo Ky + VK, = 0. (10.6)

Zapisemo li Killingovu jednadzbu u koordinatnom sustavu adaptiranom na
orbite Killingovog vektorskog polja K, ona nam govori da su komponente
metrike g,,, neovisne o Killingovoj koordinati. Primjetimo, tenzor V,Kj je
antisimetrican, V(, Kp) = 0.

Primjer|i 10.7. 2D Euklidski. Promatramo Killingovu jednadzbu u Kartezi-
jevom koordinatnom sustavu,

0K, +0,K, =0

Jednadibe p = v = zip = v = ypovlate K, = K, (y) i K, = K,(z).
Preostalu jednadzbu,

mozemo separirati,

dFy (z) = deI ) = a = konst.

dx dy

odakle slijedi
K;=—ay+b, Ky,=ax+c

gdje su a, b, ¢ € R konstante. Drugim rije¢ima,
K, =(-ay+b,ax +c)= K"
Ovdje imamo tri neovisna izbora:
ca=c=0,b=1, K = 0, (translacije u x-smjeru),
«a=b=0,c=1, K = 0, (translacije u y-smjeru),
cb=c=0,a=1, K =20, — y0, = 0, (rotacije).

Kod (1 + 1)-dimenzionalnog prostorvremena Minkowskog bismo dobili
translacije u t-smjeru (vremenske translacije) generirane s K = 0, transla-
cije u z-smjeru (prostorne rotacije) generirane s K = 0, i potiske (rotacije u
t-z ravnini) generirane s K = x0; + t0, = 0y (gdje je ¢ rapiditet). /!

Prostor dimenzije n moZe imati najvise n(n + 1) /2 linearno neovisnih Kil-
lingovih vektorskih polja. Ovo slijedi iz ¢injenice da su vektorska polja zadana
pocetnim vrijednostima (n stupnjeva slobode) i pocetnim derivacijama (Killin-
gova jednadzba ograni¢ava n? derivacija na n(n — 1) /2 neovisnih). Takvi pros-
tori zovu se maksimalno simetri¢ni prostori. Primjeri su
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« euklidski prostor R™ (n Killingovih vektora generira translacije, a n(n —
1)/2 rotacije),

« n-sfera S™ (n(n + 1)/2 Killingovih vektora generira rotacije),

« (1 + n)-dimenzionalno prostorvrijeme Minkowskog M (1 + n Kil-
lingovih vektora generira prostornovremenske translacije, n(n — 1)/2
prostorne rotacije, a n potiske).

Myers—Steenrodov teorem tvrdi da je grupa izometrija Riemannove mno-
gostrukosti Liejeva grupa (ista tvrdnja vrijedi i za pseudo-Riemannove mnogos-
trukosti, vidi Kobayashi: Transformation Group in Differential Geometry, the-
orem 4.1 page 16, and example 2.5 page 8).

Definicija 10.8. Killingov tenzor reda n je totalno simetri¢an tenzor
ranga (0,n), K(q,...a,,) = Ka,...a, Koji zadovoljava jednadzbu

V(U.lKU.Q...an) =0. (107)

Trivijalan primjer Killingovog tenzora ranga (0, 2) je sama metrika g,5. Ako
je {K tyr- o K gn)} skup Killingovih vektorskih polja, tada je njihov simetri-
ziran produkt Killingov tenzor. S druge strane, ako se neki Killingov tenzor ne
moze prikazati kao simetriziran produkt Killingovih tenzora nizeg ranga, tada
kazemo da je taj Killingov tenzor ireducibilan.
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Dodatna literatura

« [Lee03]

« [Walg4]

Zadaci

1. Neka su X*iY® glatka vektorska polja. Dokazite da je

[£x,£y] = £1x,v]



LIEJEVA DERIVACIJA I SIMETRIJE 130



RELATIVISTICKA KINEMATIKA

11.1 SVJETSKA LINIJA

Ovdje ¢emo pretpostaviti da je prostorvrijeme 4-dimenzionalno, iako je veéinu
razmatranja moguce direktno primjeniti na slucajeve s drugim brojem dimen-
zija.

Krivulja po kojoj se giba Cestica u prostorvremenu (M, g.p) zovemo svjet-
ska linija i dijelimo ih na istoimene tipove prema tipu njihovog tangentnog
vektora (obi¢no su iz razmatranja izuzete krivulje koje mijenjaju tip tangent-
nog vektora). Fizikalno, masivne Cestice (Cestice mase mirovanja m > 0) gibaju
se duz svjetskih linija vremenskog tipa, dok se bezmasene cestice (m = 0), po-
put fotona, gibaju duz svjetskih linija svjetlosnog tipa. Do danas nisu opazene
Cestice koje bi se gibale po svjetskim linijama prostornog tipa (poput hipotetic-
kih tahiona).

Ako je v® vektor tangentan na svjetsku liniju v vremenskog tipa (parame-
triziranu parametrom \), tada definiramo pripadno vlastito vrijeme,

A
TE/}\ vV =g(v,v)dN (11.1)

Nadalje, tangentan vektor na krivulju y reparametriziranu s obzirom na vlastito
vrijeme 7 obi¢no oznacavamo s u® (neformalno, u = d/dr), a u kontekstu 4-
dimenzionalnog prostorvremena ga zovemo 4-brzina. Primjetimo, iz definicije

vlastitog vremena slijedi
dr\’
(Y = o

pa u slucaju kada je A = 7, odnosno v* = u*, imamo jednostavno
g(u, u) = gapuu® = —1 (11.2)

Na okolini svake tocke svjetske linije moguce je odabrati tzv. lokalni sustav
mirovanja (s obzirom na u®) u kojem 4-brzina u* poprima komponente u* =
(1,0). Valja napomenuti kako na okolini svake totke p € ~ svjetske linije

131
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~ mozemo odabrati LIKS koji je ujedno i lokalni sustav mirovanja u tocki p.
Naime, nakon odabira proizvoljnog LIKS-a u tocki p, dodatnim rotacijama i
potiscima uvijek mozemo prije¢i u lokalni sustav mirovanja. S druge strane,
ovaj odabir opcenito nije moguce napraviti duz konacnog segmenta svjetske
linije.

Komentar 11.1.  Fizikalna interpretacija vlastitog vremena. U lokalnom sus-
tavu mirovanja (¢, ) u nekoj tocki p € v imamo u* = (1, 0), pa djelovanjem
na proizvoljnu funkciju f € C5°(M) dobivamo zapis

of _of
— g 2 2L
w) =" G = o
kojeg valja usporediti s
d(fo
u(y) = A
-

Dakle, vlastito vrijeme 7 moZemo identificirati (do na irelevantnu konstantu) s
koordinatnim vremenom ¢ kojeg mjerimo u lokalnom sustavu mirovanja. Jed-
nostavnijim rje¢nikom, vlastito vrijeme je upravo ono koje mjerimo na satu
kojeg imamo uz sebe, bez obzira na nase gibanje. 1

Promotrimo sada masivnu &esticu koja se giba po proizvoljnoj C'* krivu-
lji vremenskog tipa. Komponente pripadnog 4-vektora u*, zapisane u LIKS-u
(t, ), glase

iy A ([ da (e dtde
- T dr  \dr’dr /) \dr’dr dt

Uvedemo li uobi¢ajenu pokratu

dt
Yo = ar ut = ('Y?)»'Yq)v) > (11.3)
iz normalizacije g,pu®u’ = —1 slijedi
1 dx

v (11.4)

Yo = /71_’02’ EE'

4-impuls Cestice mase m > 0 definiran je s p* = mu®, odnosno
P = (E,p) = (Yom, 7,mv)

Fotoni putuju duz svjetskih linija svjetlosnog tipa s tangentnim vektorom k¢,
takvim da je k,k* = 0. Komponente 4-impulsa fotona koji u LAB sustavu ima
energiju £ = hw i valni vektor k, dane su s

p* = (hw, hk)
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Teorem 11.2. U prostorvremenu Minkowskog vrijedi obrnuta nejednakost
trokuta: ako su A, B i C kauzalno povezani dogadaji, tada je

ATap > ATpc + ATac

Paradoks blizanaca. Mirko miruje (on je inercijalni promatrac), a Zvjez-
dana raketom odlazi do obliZnje zvijezde i vraca se natrag. Koriste¢i globalni
inercijalni sustav (¢, ) u kojem Mirko miruje moZemo usporediti njihova vlas-
tita vremena izmedu dva susreta. Opéenito imamo

AT:/dT:/d—Tdt: idt
dt Yo

ATZ:/\/l—’UthS/dtZATM.

paje

Opazac/ica (koristimo pokratu op.). U prostorvremenu izdvajamo poseban
4-vektor brzine 0o® koji nam “govori” tko vrii opazanje. Skalarne veli¢ine su po
konstrukciji invarijantne (neovisne o koordinatnim transformacijama). Medu-
tim, potrebno je istaknuti razliku izmedu onih koje su opvarijantne (neovisne o
op.) od onih koje ovise o op.

Primjer|i 11.3.

« Ako op. ima 4-brzinu 0% a promatrana Cestica 4-brzinu u®, koji iznos
brzine ¢e pri tom biti izmjeren? Konkretnije, neka su u laboratorijskom
sustavu (LIKS-u) zadani

" = (76,%0) , U = (Vus Yutt)

Prebacimo se sada u drugi LIKS, sustav mirovanja op.,

O'u/ = (170) ) u’/ = (’yw,’yww)

Nas zanima veli¢ina ,, iz koje mozemo saznati iznos |w|. Izvrijednimo
li produkt 74,0%u’ u gore navedena dva razlic¢ita koordinanta sustava,
imamo

’

Nap0™u® = 00 u”’ = 1), 0Mu”
—Yw = YoYu(—1+ 0 u)

Odavde moZemo izluéiti |w|.
« Opazamo Cesticu s 4-impulsom p®. Koju energiju mjeri 0*?

E(0) = —gab p"0" (11.5)
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Energija je na ovaj nacin, o¢igledno, zadana invarijantno (kao skalar) ali
nije opvarijantna! Naime, za 0* # o opc¢enito vrijedi

E(6) = —gap p"0" # —gap p"0” = E(0)

Rastav na kineticki dio i ostatak. Pretpostavimo da opazamo slobodnu
masivnu Cesticu mase m i 4-brzine u®, tada mozemo napraviti rastav

E(o) =m+T(o)

m=—gap*u”, T(0) = —gapp" (0" —u’)

Primjetimo, masa (mirovanja) je invarijantna i opvarijantna veli¢ina! S
druge strane, kineticka energija T'(0), iako zapisana u invarijantnom obliku,
nije opvarijantna jer ima ekplicitnu ovisnost o 4-vektoru o®.

Relativisti¢ki Dopplerov pomak z. 4-impuls p® i valni 4-vektor £ fotona,
p* = (hw,hk), k*=p*/h

Ako je w, frekvencija emitiranog fotona, a w, frekvencija opazenog fo-
tona,
Wo = w(0) = —gapk®0®,  we = w(e) = —gapk®e®

tada opaZeni crveni pomak z(0) definiramo preko
a,b
We _ gabk €

1=—
Z(O) - Wo gcdkcod

(11.6)

Dopplerov pomak u prostorvremenu Minkowskog. Promatrano u nekom
LIKS-u, emiter se giba 3-brzinom v i s njega je emitiran foton frekven-
cije w kojeg mirujuci op. vidi kako dolazi iz prostornog smjera —§. Tada
imamo

B = (w,w8), o*=(1,0), e"=(vy,Vv)

z+1=7,(1-§-v)
Longitudinalni Dopplerov efekt. Foton je emitiran duz smjera gibanja emi-
tera, § = FV (gdje se gornji predznak odnosi na slu¢aj kada se emiter giba
od op., a donji predznak na obratni slucaj),

1+ |v|
15 |v]

z+1=7,(1xv|) =

Transverzalni Dopplerov efekt.

(a) Emiter se giba po kruznici oko sredista u kojem miruje (inercijalni/a)
op., a foton je emitiran okomito na smjer gibanja emitera, §- v = 0.
Odmah imamo

z+1=",
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11.2. Geodetske konstante

(b) Op. se giba po kruznici oko sredi$ta u kojem miruje emiter. U ovom
slucaju je prakti¢no prvo oti¢i u sustav mirujuceg emitera (sustav
mirovanja op. je neinercijalan!),

/

0" = (Y0,700), €* =(1,0)

gdje je § - 6 = 0 u trenutku opazanja fotona, odakle slijedi

1
z+1=—
Yo

Dodatni primjeri: vidi Wald, poglavlja 5.3a1 6.3.
/1

Rasprsenja Cestica, zakoni o¢uvanja.

>ty =Sty mo

Napomena: ako “kvadriramo” obje strane jednakosti dobivamo jednakost medu
skalarima i onda ih moZemo izvrijedniti u razli¢itim sustavima!

Tipi¢ni problemi:

1.

Moze li se masivna Cestica raspasti na dvije bezmasene? Moze li sudarom
dvije Cestice jednakih masa nastati jedna bezmasena Cestica (npr. jedan
foton nastao anihilacijom Cestice i pripadne anticestice)?

. Comptonovo rasprSenje.
. Raspad A — B~.

. Cestica A (mase m 4) raspada se na Cestice B (mase mp) i C (mase mc).

Pronadite energije izlaznih Cestica.

. Cestica A (mase m 4) nalijeée na mirujuéu éesticu B (mase mpg) pri éemu

nastaje n > 2 Cestica C; mase m;. Pronadite minimalnu energiju koju
mora posjedovati Cestica A kako bi ova reakcija bila kinematicki dozvo-
ljena.

11.2 GEODETSKE KONSTANTE

Teorem 11.4 (Oc¢uvane veli¢ine). Neka je u® geodetsko vektorsko polje na
mnogostrukosti (M, gap) koja posjeduje Killingovo vektorsko polje K. Tada je
skalar Q = K®%u, konstantan duz pripadnih geodezika. Opéenitije, ako prostor

posjeduje Killingov tenzor K, . q, tada je skalar Q = K,  a,u

ay (7%

U

konstantan duz pripadnih geodezika.
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Doxkaz : Pod pretpostavkama teorema imamo odmah
u'V,Q = u“Va(Kbub) = w UV, Ky + uK°V,up = 0

Prvi ¢lan i§Gezava jer se radi o kontrahiranju simetri¢nog tenzora u®u® s antisimetri¢-
nim tenzorom V, Kp, a drugi ¢lan is¢ezava zbog geodezijske jednadzbe u®V,u® = 0.
Opcenitija tvrdnja za Killingov tenzor se dokaze potpuno analogno,

b b
u'VeQ = 'V (Kay..anu™ - u') = uwu - u"" Vo Koy .oant+

+WVou ) u? Vo Koy ay + =0
O

Komentar 11.5. Trivijalan primjer Killingovog tenzora ranga (0, 2), metrika
Gap, vodi na trivijalnu o¢uvanu veli¢inu, konstantu —? = gabu“ub. Sacuvana
veli¢ina pridruzena Killingovom tenzoru koji je simetriziran produkt Killin-
govih vektorskih polja je samo produkt sacuvanih veli¢ina pridruzenih dotic-
nim Killingovim vektorima. Na primjer, ako su K i L* Killingovi vektori te
Qi = K%, 1 Qr = L%u, pripadne sacuvane veli¢ine, tada je

K Lpu*u’ = QxQy .

Stoga, nova relevantna informacija o sustavu se krije u ireducibilnim Killingo-
vim tenzorima. I

Primjer|i 11.6. Ako je prostor stacionaran s pripadnim Killingovim vektor-
skim poljem k¢, tada duz geodezika imamo pripadnu o¢uvanu veli¢inu

_ a
e=—k%y, .

U slu¢aju masivne Cestice e mozemo interpretirati kao energiju Cestice po jedi-
ni¢noj masi (¢ = E/m = —k%p,/m) mjerenu od staticnog/e promatraca/ice
u beskonacnosti. Sli¢no tome, u slu¢aju bezmasene Cestice kako §to je foton,
produkt e moZzemo interpretirati kao ukupnu energiju Cestice.

Ako je prostor osno simetric¢an s pripadnim Killingovim vektorskim poljem
m®, tada duz geodezika imamo pripadnu o¢uvanu veli¢inu

a
{=mu, .

U slucaju masivne Cestice £ moZemo interpretirati kao zamah po jedini¢noj
masi, dok u slucaju bezmasene Cestice produkt 2¢ mozemo interpretirati kao
zamah Cestice. 1

11.3 KEPLEROV PROBLEM U OPCOJ TEORIJI RELATIVNOSTI

Sada ¢emo razmotriti Keplerov problem na pozadini sferno simetri¢nog pros-
torvremena s metrikom oblika

dr? 2 2 .2 2
—— + 17 (d6? + sin® 6 dp?) . (11.8)

ds? = —f(r)dt* + o)
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Cestica ima 4-vektor brzine

B da#

ut = K = (tvrvoaw) ) (119)

gdje je parametar X vlastito vrijeme u slu¢aju masivne Cestice, odnosno afini
parametar u slu¢aju bezmasenih Cestica. U ovom prostorvremenu imamo Cetiri
Killingova vektorska polja, jedno koje generira vremensku invarijantnost,

k* =0}
i tri koja generiraju sfernu simetriju,

m{yy = cos ¢ Jy — cot § sinp Iy

miy = —sinp dy — cotf cosp I
m(s) = G

Kontrakcijom 4-vektora brzine u i Killingovih vektora dobivamo veli¢ine kon-
stantne duz geodezika. Promotrimo za pocetak naredne dvije,

€1 = gabm‘(ll)ub =12 cospf — 1% cosf sinf sinp ¢

co = gabm‘é)ub = —p? sincpé — 1% cos b sinf cos P

S obzirom na sfernu simetriju uvijek mozemo orjentirati koordinatni sustav
tako da je pocetna tocka trajektorije u ekvatorijalnoj ravnini, odnosno 6(0) =
7 /2, te da u pocetnom trenutku vrijedi #(0) = 0. No, ovo povlaci onda da su
c1 = co = 0. Nadalje, iz gornje dvije jednadzbe slijedi

20 = ¢ COsp — ca SIng .
pa je 0 = 0 u svim ostalim tockama svjetske linije. Ova informacija bitno
pojednostavljuje daljnje integriranje jednadzbi.
Normiranje 4-vektora brzine daje
1
h(r)

gdje je parametar k = 1 za geodezike vremenskog tipa (masivne Cestice), a
k = 0 za putanje svjetlosnog tipa (bezmasene Cestice). Preostale dvije ocuvane
veli¢ine su

—k = gapuu® = —f(r) > + 72 +r2g?, (11.10)

e = —gauku® = f(r)i i = gabm‘(‘3)ub =rip, (11.11)
paje
e? 72 2
- + +=. (11.12)

Cf(r) T h(r) T

Nakon malo preuredivanja jednadzbu moZemo dovesti u konvencionalni oblik

%7%2 + % h(r) (fi + /<a> LGNy (11.13)
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Pretpostavimo li radi jednostavnosti h(r) = f(r), kao $to je to u stati¢nim
sferno simetri¢nim rje$enjima vakuumske Einsteinove gravitacijske jednadzbe,
imamo jednadzbu

1.5 1 02 B e2

koju mozemo interpretirati kao jednodimenzionalni problem s Cesticom jedi-
ni¢ne mase, energije 2 /2, koja se giba u efektivnom potencijalu Vi,

1'2+V()—é (11.15)
27“ ef’l“—2. .

Konkretno, za Schwarzschildovu metriku imamo f(r) = 1 — 2Mr~! paje

wkM 72 M3

— 11.16
r 2r2 73 ( )

K

Ver(r) = 5 —
Prvi ¢lan je samo konstanta, drugi ¢lan je klasi¢ni nerelativisticki njutnovski
dio, treéi ¢lan mozemo prepoznati kao centrifugalnu barijeru, dok je posljednji
¢lan novi, opcerelativisticki doprinos. Upravo ovaj zadnji ¢lan je odgovoran za
precesiju nekruznih orbita, onaj koji je objasnio anomaliju Merkurove precesije.

Komentar 11.7. Primjetimo, koriStenjem o¢uvanih veli¢ina izbjegavamo di-
rektno rjesavanje geodetske jednadzbe (koja “u pozadini” samo garantira da su
e i £ uistinu konstante duz svjetske linije) ve¢ samo pazimo na normalizaciju
4-vektora. /!

Daljnja analiza: vidi [Wal84].
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11.3. Keplerov problem u opéoj teoriji relativnosti

Dodatna literatura

« [Wal84], standardna referenca za gravitacijsku fiziku

Zadaci

1. Na Cesticu mase m, smjestene u (1 + 1)-dimenzionalno prostorvrijeme
Minkowskog, djeluje konstantna sila F' > 0, pri ¢emu Cestica “osjeca”
konstantnu akceleraciju g = F/m. Pronadite jednadzbu trajektorije Ces-
tice u inercijalnom (LAB) sustavu s koordinatama (¢, x), slijede¢i korake
navedene ispod.

(@)

(b)

(e)

Dokazite da je vektor vlastite akceleracije a® = u°V,u® uvijek oko-
mit na vektor vlastite brzine u%, odnosno au® = 0.

Upotrebom gore izvedene jednadzbe, zadanog kvadrata vlastite ak-
celeracije (apa’ = ¢?) i normalizacije vlastite brzine (u,u® = —c?),
izvedite vezu medu komponentama

cal = gu®, ca® = gu'.

Deriviranjem jednadzbe ca® = gu’ po vlastitom vremenu 7 izvedite
diferencijalnu jednadzbu
2, 2
d“u” 9 w0
drz 2

Koristenjem pocetnih uvjeta
uw(r=0)=0, a*(r=0)=gyg
izvedite komponente vlastite brzine

u* = (sinh(g7/c), cosh(gr/c))

Integriranjem jednadzbi da* /dT = u* s pocetnim uvjetima
tr=0)=0, z(r=0)=c%/g
dokazite da je oblik putanje dan jednadzbom
a? — (ct)* = (c*/g)?
Dokazite da je ovu krivulju razvojem po koordinati ¢ moguce aprok-

simirati (nerelativistickom) parabolom.

Odaberemo li vrijednost g = 10 ms~2, kolika je udaljenost ¢estice
od ishodista u trenutku kada mu je ona najbliza? Ako je foton odas-
lan iz ishodi$ta prema Cestici u trenutku (mjerenom iz LAB sustava)
kada se ona nalazila najbliZe ishodistu, koliko je potrebno vremena
da je foton dostigne?
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DIFERENCIJALNE FORME

12.1 Sto su DIFERENCIJALNE FORME?

Definicija 12.1. Diferencijalna forma reda p ili p-forma je totalno an-
tisimetri¢an tenzor ranga (0, p).

Na primjer, 0-forma je funkcija M — R, 1-forma je dualni vektor w :
TM — R, ...vanjski produkt

dz#t AL Adatr = Z sgn (m) dat~® ® - - - @ dat~ @

TeSy
1
W= =Wy, dz" AL Ad?
p! ’
Primjetimo kako su sve forme reda p > m = dim(M) trivijalne, odnosno

jednake nuli. Ako s QP (M) ozna¢imo prostor p-formi na mnogostrukosti M,
tada je

am(ern) = (") = (") = am@ )

p m-—p

Formalno

12.2 OSNOVNE OPERACIJE

Osnovna operacija kombiniranja diferencijalnih formi, ideja

drANdy =dr®@dy —dy @ dx

141
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Definicija 12.2. Vanjski produkt (eng. exterior product), N : QP x Q9 —
Qpta

(A B)(v1,...,Vpsq) =

1
= W Z sgn (7‘() a(vﬂ(l), 500 ,v,r(p))ﬁ(vﬂ(p_,_l), 500 7U7T(p+q))

Jezikom apstraktnih indeksa

(p+q)!

(a /\ /B)alu.apbbubq = p!q'

a[al...al,ﬁbl...bq]

Volumna forma. Jednostavan primjer imamo u euklidskom prostoru R?
u Kartezijevom koordinatnom sustavu,

e=dzAdyAdz

Opcenito, na glatkoj m-mnogostrukosti (M, gqp) s metrikom gqp definiramo
volumnu formu e € (M) preko normalizacije

Eal...amealmam = (_1)8 m! (12.1)
Konkretno, u bazi vezanoj za neki koordinatni sustav {z!,..., 2™} imamo
e=+/|gldzt AL AT (12.2)

gdje je g determinanta metrike go;. Volumna forma je “kovarijantno kons-
tantna”, odnosno vrijedi
Vi€ay...am = 0. (12.3)

Ukratko, s obzirom na normalizaciju imamo
aj...a 1...m
0=Vp(e™ ey, a. ) =2mle Vb€l ..m »

a kako je el £ 0, slijedi tvrdnja.

Teorem 12.3.
ap A Bg = (=1)P18; Ay (12.4)

(@AB)AYy=aAn(BAY) (12.5)

Dokaz : Kod prve relacije samo trebamo ispratiti “prebacivanje” indeksa s jedne na
drugu stranu i predznake koji se pri tom pojave. Asocijativnost je posljedica jednakosti

(a1 .. aptalapratt- .- apiotr] = [a1...aprqsr] = [a1...aplaptr ... apiqtr]]

O

Posljedice. Ako je o forma neparnog reda, tada je « A @ = —a A o, pa je
a A a = 0, ali opéenito ova zadnja jednakost ne vrijedi za forme parnog reda;
npr.
a=drAdy+dzAdw, aAa=2drAdrAdzAdw
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Definicija 12.4. Vanjska derivacija (eng. exterior derivative), d : QP —
Qpr+1

(dw)a1~--ap+1 = (p + 1)V[a1wa2...ap+1]

U odsustvu torzije, kovarijantnu derivaciju je moguée zamjeniti s obi¢nom
u definiciji vanjske derivacije,

ViaWse...] = Ojawie...] = Tlgp Wizle..] =+ = OlaWpe...]

Teorem 12.5.

d(ap A By) = (day) A By + (=1)Pay, AdBy

Doxkaz :
(d(a A 6))a1»-~ﬂp+q+1 = (p +q+ 1) a[al (Oé A /B)az...ap+q+1] =

(p+9q)!

=(+aq+1) plg! Oay (aa2~-%+1 Bap+2-<»ap+q+1])

S druge strane

(p+1+q)
(A Bla - prasn = (p+1)lg! (da)[“1-~%+1ﬂap+2map+q+1] =
(p+1+9)
- W (p + 1) 8[a1aa2"‘“p+lﬂap+2-<-ap+q+1]
(p+1+9)
(a " d/B)al"'”‘p+q+l - p!(q + 1)' (q + 1) a[al"'apaal"HﬁaP+2"'ap+q+l] =
(p+g+1)!
= (=" T O‘[azmaﬁlaal Bap+2~“ap+q+1]
O
Teorem 12.6.
d(dw)=0, d*=0

Dokaz :
(d(dw))almaer2 =(p+2) Olay (dw)a2'_',1p+2] =
={p+2)(p+1) 8[a18a2wa3m%+2] =0
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Definicija 12.7. Kontrahiranje s vektorom, ix : QP — QP~1
ixf=0, (ixw)(vi,...,vp-1)=w(X,v1,...,0p—1)

. _ b
1--Gp—1 c-Qp—
(ZXw)a ap—1 X Whay...ap_1

Primjer: X = 9/0z,Y = 9/dy,

ideC:1, iydyZI, iXdy:O:iydI

Teorem 12.8.

ix(ap A Bq) = (ixap) A By + (=1)Pap A (ixBq)

Doxkaz :
(iX(ap A Bq))a1“<ap+q—l = XC(O‘ A B)Cal'“ap+q—l =

P+ o
= X e By
Koristenjem rastava
1
[cai...an] = n+1(c[a1a2...an] — [ai]claz . . . ax] +)

i antisimetri¢nosti formi imamo

(iX (O‘P A 5q))a1--»ap+q71 =

(p+q-—1)
= T X (pac[al...ap,lﬂap4.4ap+q71] + qa[almap,l 6\c|ap4.4ap+q,1])

S druge strane,

(p+qg—-1)! .

(iXOC/\ﬂ)al...alH,q,l = (p_ 1)'q' ac[al.4.ap,1ﬂaz,map+q,1]

(p+q-1)

(a A /L.X/B)al.A-a/p+q71 = p'(q — 1)' ca[al.“ap,l ﬁ|c\ap..4ap+q,1]

Primjer: X = 9/0xz,Y = 9/0y, Z = 0/0z,

ix(deAdy) =dy, ix(dyAndz)=0, ix(dzAdz)=—dz

Teorem 12.9.
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Doxkaz :
. byrc
('LX'LXW)almap,2 =X'X Wheay...ap_g = 0

O
Teorem 12.10. Neka je 3 € O}, tada
X(iyB) —Y(ixB) =dB(X,Y) +ix v)B (12.6)
Dokaz :
XVa(BY") = Y Va (B X") =
= (XY — Y X")V.0 + B X V.Y — BY*V, X" =
= 2X1"Y"IVLBy + o[X, Y] = XY (dB)as + o[ X, V"
O
Definicija 12.11. Hodgeov operator * : QP(M) — Q™ P?(M)
1 aq a
(*w)aerL..am = Hwal...ape paerl...am (127)
Teorem 12.12.
sk, = (—1)PM=Prsg = (—1)pmtDtsy (12.8)
xl=€, xe=(-1)°, ixe=xX (12.9)

Konkretnije, imamo li u euklidskom prostoru R? 1-formu dz, tada je

1 L v 1 L v
xdx = 21 (xdx), dat Ada” = 121 (dz)qe”,, dz" Adz” =

=e'yyda® Ada® =dy A dz

i analogno
xdy=dzAdx, x(dzAdz)=dy

xdz=dzx Ady, =*(dzAdy)=dz
xl=dzxAdyAndz, x(deAdyndz)=1
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Lema 12.13. Zaa,fB € QF
aAxf=(a|B)e (12.10)

gdje smo uveli pokratu

(a|B) = %!aal...apﬁ“l“'“" : (12.11)

Prakti¢ni recept u slu¢aju kada metriku moZzemo napisati u dijagonalnoj
formi. Neka je o« = dz** A ... Adz#?, odnosno ay, ..., = 1. Tada imamo

Vlal

— VvV dz'A. Adae™. (12.12)
Guips " Gpppp

a N *xa =

Odavde mozemo is¢itati Hodgeov dual. Na primjer, ako je o = dz' A...AdzP,
tada imamo

s(dz' AL Ada?) = Y 'de”*l/\‘../\dxm.
911 Gpp

Teorem 12.14. Ta svaki tangentni vektor X® i diferencijalnu formu w €
OP (M) vrijedi
ix *w = *(w A X) (12.13)

gdje s desne strane jednakosti “X ” oznacava 1-formu X, pridruzenu vektoru
X

Dokaz :
L (pt1)! ay.a
(KA X))oy by = Gl pl Oay...apXayyq] € ! prl...bm,p,l =
= Xt (*a)ap«f»lbl“‘bmfpfl

Definicija 12.15. Koderivacija diferencijalne forme w € QP je preslika-
vanje 0 : QP — QP! (alternativna oznaka u literaturi je d') definirano s

dw = (=1)™PFHDFs 4 s w (12.14)

(§w)a1...ap_1 = vbwbal...ap_l (12.15)
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Primjetimo, specijalno za f € Q0 imamo §f = 0. Odmah vidimo da je
opcenito 02 =0,
0 =+sdsxdxs =% xddx =0

Definicija 12.16. Laplasijan (Laplace-Beltramijev operator) A : QP —
P,
A=dé+dd=(d+d)? (12.16)

Af =déf +odf =ViV,f

Primjer|i 12.17. Euklidski prostor R?, s = 0, m = 3
sokQy, = (—1)p(37”)o¢p =y

Sy = (=12t yds 0 = (=1)PH xdx o
df =Vufdat, Vf=> 0f%
1 .
(xda). = 3 (da)qpe®, = V[aab]eabc = Vaape®,, (Vxw); = Z&‘jkajvk
gk

1 aoc 3 aoc
*d x o = 30 (d * @) gpee® = gv[a(*a)bc]e be =

1 > 1 a a 7
=3 Va(adedbc)6“b° =3 Vaayg 2!gd =Vea*, V.v= Z 0;v
xd(df) = *d®*f =0, rot(gradf) =0

*d * (xda) = *d(x+)da =0, div(rotv) =0
I

12.3 LIEJEVA DERIVACIJA DIFERENCIJALNIH FORMI

Liejeva derivacija je, kao i na ostalim tenzorima, automatski definirana i za
diferencijalne forme, £x : QP — QP.

Teorem 12.18 (Cartan).

£xw = (dix + ixd)w (12.17)



DIFERENCIJALNE FORME 148

Dokaz :

P
b b
£Xwa1.4.ap =X vbwalnup + g walmbmapvaiX

i=1
Druga strana,
(d(’L.XUJ))almap = pv[al (wa‘b‘a2map]) =

b b
= p(Viay X")Wiplag...ap] T PX Via, Wiblas...ap]

Prvi ¢lan,

b
P(Viay X7 )Wibjas...ap) =

= ]% (0= (s XN + (= DV X sbag - ) =

p
2 : b
= wa1.4.b.4.apvaiX

i=1
Nadalje,
(ix(dw))ay...ap = X" (Aw)bay...ap = (0 + 1) X " Vipay .0y =
= vabw[al“ﬂpl - va[‘llw|b|a2map] + va[alwa2|b|a3map] - =
= vabwal...ap - prV[a1w|b|a2map]

Zbrajanjem se dobije traZeni rezultat.

Skica za alternativni dokaz Cartanove formule.
PST = (¢"S) @ (¢"T)
1 * * * *
£x(S®T)= 113(1);@5 SRPT—-SRPT+SRPT—SRT)
E£x(S®T)=(£x9)RT+S®(£xT), L£x(anp)=(£xa)AB+an £xf

(£xdf)(Y) = £x(d(Y)) —df(£xY) =
= £x(Y () = [X,Y](f) = Y(X(f)) = dX (M) = (d£x F)(Y)

L£x(duAiB) = (£xdu) AB+dun £x8 = d(X(w) A B +du A (ixdB + dixf)

(dix +ixd)(dunB) =d(X(u)f —duAixfB) +ix(—duAdB) =
=d(X(u) AB+ X(u)dB +duAdixB — (ixdu)dB + du A ixdf

Na primjer,

Lxf=(dix +ixd)f =ixdf = X"V.f = X(f)
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Teorem 12.19. Komutiranja. Liejeva derivacija i vanjska derivacija komuti-

raju,
£xd=d£fx (12.18)

Ako imamo dva vektorska polja X i Y ?, tada vrijedi
fxiy —iyLx = i[X’y] (12.19)
Komutiranje Liejeve derivacije i Hodgeovog duala,

Exxa—x £xa=(0X)+*a+ *a (12.20)

gdje je
620,1...(11, Ep(£ngC)gb[a1O‘|c\a2...ap] (1221)

DokAz : Prva relacija,
£xd = (dix +ixd)d =dixd =d(dix +ixd) =d£x
Druga relacija je direktna posljedica Leibnizovog pravila,
£x(Ywa..) = (£xY")waq... + Y £xwa...
£xYwa.) =Y %Lxwa. =[X,Y]"wq..

Treta relacija ... O

Teorem 12.20.

Lx(aNp)=(£xa) N+ an (£xp) (12.22)

DokAz :
.fx(a/\ﬁ) = (dix +ixd)(a/\,3) =

=d@ixaAB+ (—1)Panixf) +ix(daA B+ (-1)PaAndB) =
=dixaA B+ (1)’ tixaAdB + (—=1)Pda AixB + (=1)*Pa A dix f+
+ixda A B+ (—1)PT danixB+ (—1)Pixa AdB + (—1)PaNixdB =
= (dixa+ixda) A+ aA (dixB+ixdB)

12.4 INTEGRIRANJE DIFERENCIJALNIH FORMI

Integral m-forme w s kompaktnim nosat¢em na R™, w = fdz! A... A 2™

/wz/fdxl...da:m
A A
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Poopcenje za orjentiranu m-mnogostrukost M. Ako je (O, ¢) karta na M i
w € Q™(O0) (m-forma s kompaktnim nosacem), tada je (¢~*)*w m-forma koja
ima kompaktan nosa¢ na skupu ¢(0O) C R™

...sumaw = ) pow je konatna,
[ o
Oq

| w=%
M aeJ
Postojanje particije jedinice {(pqn, On)} ..

Teorem 12.21 (Stokes). w € Q2(M),1: OM — M,

/dw:/ w (12.23)
M oM

Primjer|i 12.22. Stokes u klasi¢noj vektorskoj analizi ... Za w C R?

_ [ (9@ _or
/aﬂ(deJery)—/Q <8$ ay)dx/\dy

/1
12.5 POVEZIVANJE LOKALNOG I GLOBALNOG
Teorem 12.23 (Gauss-Bonnet). 2D
Re = 4nx(M) (12.24)

M

Sfera radijusa a,

2
— a?sin0df A dp = 81 = 4y (S?)
s2 a

Provjeriti za torus ...
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Dodatna literatura
« [Bac12]

o [Tul1]

Zadaci

1. Dokazite da vrijedi

sA=Ax, dA=Ad, 6A=As

2. Dokazite da vrijedi
£x(fe) =0(fX)e
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DINAMIKA FIZIKALNIH POLJA

13.1 KOVARIJANTIZACIJA

Vazna lekcija koju su nam donijele specijalna i opca teorija relativnosti jest da bi
fundamentalna fizika trebala biti koordinatno neovisna, odnosno invarijantna
na koordinatne transformacije. Smjestamo li fiziku na mnogostrukost, tada bi
fizikalne veli¢ine i jednadzbe trebale biti tenzorske. Mnogostrukost i tenzori su
definirani neovisno o koordinatama, koje se pojavljuju tek kao sekundarni alat.

Medutim, u praksi ¢esto nailazimo na obratnu situaciju. Relativisti¢ka ve-
li¢ina ili jednadzba su nam prvo dostupne samo u specijalnom obliku (npr. za
prostorvrijeme Minkowskog, u inercijalnom Kartezijevom koordinatnom sus-
tavu). Nasa zadaca je stoga pronaci odgovarajucu tenzorsku formulaciju pro-
blema. Postupak kojeg bi mogli nazvati kovarijantizacija ugrubo se sastoji

od dva koraka:

(a) odabir tenzorskog zapisa koji se svodi na pocetni izraz (uz metriku i ko-
ordinatni sustav u kojem je on napisan), i

(b) poopcenje sa pseudo-euklidskog slucaja na opéenitu pseudo-Riemann-
ovu metriku.

Prva zadaca, izmedu ostalog obi¢no ukljucuje zamjenu parcijalne derivacije
s kovarijantnom, 0 — V, dok druga primjerice ukljutuje zamjenu metrike
Minkowskog s opéenitom prostornovremenskom metrikom, 7,5 — gqp. Ovaj
postupak, medutim, opéenito nema jedinstven rezultat.

Promotrimo sljedeci primjer: Klein-Gordonova jednadzba za skalarno polje
¢ mase m. U Kartezijevom inercijalom sustavu {¢, x,y, z}, na prostorvremenu
Minkowskog, ova jednadzba glasi

0?¢  0%¢  0%¢  0%¢ 9
S T . T =0. 13.1
o P T o o T 131
Prvo, koriste¢i Einsteinovu sumacijsku konvenciju i metriku Minkowskog u
ovom koordinatnom sustavu, 1, = diag (-1, +1,+1,4+1) = n*¥, jednadzbu
prvo mozemo prepisati u obliku

N 8,0, — mPe =0. (13.2)
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U prvom koraku kovarijantizacije zamjenjujemo parcijalne s kovarijantnim de-
rivacijama,

NV, Vi — m2p =0, (13.3)

dok u drugom koraku metriku Minkowskog zamjenjujemo s opcenitom pros-
tornovremenskom metrikom,

9"V Vo —m?¢p =0 (13.4)

Ovdje valja uo¢iti jedan od presutnih odabira koje smo napravili tijekom pos-
tupka. Naime, s obzirom da Riccijev skalar R i§¢ezava za metriku Minkowskog,
jednako tako smo kao kovarijantnu verziju Klein-Gordonove jednadzbe mogli
napisati i

9*"VaVid + ERG —m®$ =0, (13.5)

s proizvoljnom realnom konstantom £. Matematicki su obje ponudene jed-
nadzbe jednako dobre jer se obje svode na pocetni oblik jednadzbe. Stoga, po-
treban je fizikalni postupak, eksperiment, koji bi razlucio koja jednadzba uis-
tinu opisuje ponasanje ovog polja u prirodi. U praksi se ponekad postuliraju
principi (koje tek valja eksperimentalno potvrditi ili opovrgnuti) koji suzuju
izbor pri kovarijantizaciji. Na primjer, princip minimalnog vezanja (ukupni la-
granzijan nema mje$anih “gravitacija-materija” ¢lanova) u Klein-Gordonovom
slucaju nalaze da je £ = 0, dok nametanje konformne simetrije nalaze da je

¢=1/6.

13.2 MAXWELLOVE JEDNADZBE

Dinamika elektromagnetskog polja opisana je Maxwellovim jednadzbama. Po-
vijesno je zanimljivo da su ove jednadzbe, napisane nekih pola stoljeca prije
formuliranja specijalne teorije relativnosti, prvi primjer fizikalnog zakona inva-
rijantnog na Poincaréove transformacije. Pa ipak, i danas ih najcesée mozemo
vidjeti zapisane u formi koja nije manifestno invarijantna.

Pretpostavimo, radi simetrije u zapisu, da magnetski monopoli (bilo u obliku
stati¢ne raspodjele ili pripadnih magnetskih struja magnetskih monopola) nisu
nuzno odsutni, kao $to to ukazuju dosadasnji pokusi. Promatramo li elektri¢no
polje E i magnetsko polje B u prostorvremenu Minkowskog, formirane raspo-
djelom elektri¢nih naboja (prostorne gustoée p.), mangetskih naboja (opisanog
prostornom gusto¢om p,y,), elektriénih struja (gustoée j.) i magnetskih struja
(gustoce j), tada su ona rjeSenja sustava jednadzbi

V- E =4np, (13.6)
V-B = 4mpy, (13.7)
%:VxB—zlnje (13.8)
%]j’ = —VXE —47jn (13.9)

Naravno, u odsustvu magnetskih naboja, py, = 01ijm = 0, ove jednadzbe se
svode na oblik koji se ¢e$¢e navodi u udzbenicima iz klasi¢ne elektrodinamike.
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S obzirom da su Maxwellove jednadZbe (pre$utno) napisane u Kartezije-
vom inercijalnom koordinatnom sustavu, prvo ih valja kovarijantizirati. Prvi
korak se sastoji od odabira tenzora u koji ¢e biti upisane sve neovisne kom-
ponente elektromagnetskog polja. Imamo ih ukupno Sest, tri u elektricnom i
tri u magnetskom polju. Vektorsko polje u 4-dimenzionalnom prostoru oci-
gledno nije dostatno pa gledamo tenzore viseg ranga. Najjednostavniji odabir
je antisimetri¢an tenzor ranga (0, 2), koji ima to¢no Sest nezavisnih kompo-
nenti. Pocetni poloZaj indeksa nije bitan, kasnije cemo ionako dizati i spustati
indekse ovisno o potrebi. Konvecionalna oznaka za elektromagnetski tenzor je
Fp. Gustoce i 3-struje moZzemo upisati kao komponente 4-struja, J& = (pe, je)
$ T8 = (P )

Komponente elektromagnetskog tenzora i pripadnog Hodgeovog duala, u
pocetnom koordinatnom sustavu glase

0 —Fio —Iy —F3
| Fuo 0 —Fy —F3
FMV = Fao Py, 0 Py , (13.10)

F3y I3 I3 0

0 —F3y  F31  —Fo
_ F3 0 Fyy  —Fy
Fo=| p _p 0w (13.11)

Fpn  Fyn —Fio 0

Sada imamo slobodu odabira koje to¢no komponente F},,, ¢emo povezati s kom-
ponentama vektora E i B. Prije svega, kako ne bi usporedivali “kruske 1i ja-
buke”, uvodimo dvije 1-forme, s komponentama E, = (0, E,, £y, E,) i B, =
(0, By, By, B.,). Primjetimo, u ovom koordinatnom sustavu prostorne kompo-
nente imaju jednake vrijednosti neovisno o polozaju indeksa, E; = E°, od-
nosno B; = B®. U literaturi postoji niz razli¢itih odabira zapisa medu kojima
mi biramo sljededi,

E#:F#() i Bﬂ:*FOM'
Prve dvije Maxwellove jednadzbe sadrze divergencije koje mozemo zapisati kao

0, B"
0,,B"

—0, F" =47 J? (13.12)
9, xF™% = 4710 . (13.13)

Ovdje smo, radi konzistentnog zapisa lijeve i desne strane jednakosti, podigli
oba indeksa na tenzorima Fyy, i *F4p, §to je generiralo dodatne minuse. Nadalje,
imamo

(VX E)l = EoijkajEk = Eoijkaj‘Fko
(VX B)Z = EoijkajBk = €0ijkaj*F0k

Sada se Zelimo rijesiti Levi-Civita tenzora u gornjim izrazima. Koriste¢i rastav

1 1
Fro = —*xFyg = ) * 'y GTSko = 3 €rsor ¥F"°
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u prvoj jednadzbi i samu definiciju Hodgeovog duala u drugoj jednadzbi, imamo
i 1 ijk TS
(VX E)' = 3¢ Ersok 0;xF
7 1 ijk s
(V X B) = 5 ) €rsOk 8jF
Nadalje, koristeéi
EOijkETSOk = —EkOijEkors = 5§6§ — (Zéfn

imamo

(VX E) = 0+F" | (VxB)!=0,F"*.
Stoga, preostale dvije Maxwellove jednadzbe moZemo zapisati u obliku
QE' = —0gF° = 0,F" — 4rJ"
DB = —0p+xF" = —0, xF" — 4nJ! .

odnosno ‘ ‘ ) )
0, F" = —AnJi | 9,xF" =d4nJ. . (13.14)

Time smo sve Cetiri Maxwellove jednadzbe sveli na zapis

O F" = —AnJy , OuxFM" =4nJy, . (13.15)
Ovo nam sugerira pripadnu kovarijantnu formu Maxwellovih jednadzbi,

Vo F = —4nJb | V,xF® = 47J" (13.16)

Ovaj zapis mozemo prebaciti i u jezik diferencijalnih formi. Uz prikladno po-
micanje indeksa imamo odmah

0F = —4nd,, OxF =4nJy, , (13.17)
odnosno, primjenom Hodgeovog duala,
dxF =drxJ., dF =4n*J,, . (13.18)

Odavde odmah vidimo, primjerice, da izvori zadovoljavaju jednadzbu kontinu-
iteta,
0=dd«F =4ndxJ., 0=ddF =4nd+Jy, . (13.19)

Naime, primjenom Hodgeovog duala slijedi d Jo = 01 dJy, = 0, §to se u Karte-
zijevom koordinatnom sustavu svodi na
Opm

+V-je=0, e +V-jm=0. (13.20)

Ipe
ot

Rastav na elektri¢nu i magnetsku komponentu s obzirom na opéenito vek-
torsko polje X s normom N = X, X“.

E=—ixF, B=ixxF (13.21)
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Odavde imamo
—*(XAB)=x(BAX)=ix*B=ixxix*F =
=ixx(FAX)=ix(FANX)=—-EANX+NF

odnosno
—NF=XANE+ %X AB) (13.22)
Specijalno, za X = u® imamo u®u, = —11
F=uANE+x*(uAB) (13.23)
Pripadni rastav 4-struja, pe = —iyJe 1 pm = —iyJIm-

Primjer|i 13.1. Magnetsko polje tockastog magnetskog monopola g u isho-
distu.

T r
F=x(uAB)= —T% * (dt Adr) = gsinfdo Adp
1
Lorentzova sila,
ma® = qE® (13.24)

gdje su m i ¢ masa i naboj Cestice na koju djeluje elektromagnetsko polje, a®
4-akceleracija definirana s a® = u’V,u?, a E* = u’F elektri¢no polje defi-
nirano s obzirom na 4-brzinu u?.

Korisna relacija. Promatramo 1-parametarsku grupu difeomorfizama ¢, :
R x M — M na orjentabilnoj m-mnogostrukosti M i pripadno vektorsko polje
tangentno na krivulje ¢s(zg) : R — M. Neka je N orjentabilna mnogostru-
kost dimenzije n < m, zadana s inkluzijom ¢ : N — M, te N(s) = ¢s(N) i
Js = @5 o 1. Promatramo integrale

I(s) = /sza. (13.25)

Tada je

1 rLLa— dra
/ T - * _ * — * s s+¢e £l
I'(s) = lim (/ija /stoz) /Nl lim —==——— (13.26)
i stoga
d * *
I [ Jse= v Exa (13.27)
N N

U prostornovremenskom kontekstu X = 9¢ 4 v, pa imamo

Exa=(Ly, + £,)a =0ia+ i,da + di,a (13.28)
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13.3 TENZOR ENERGIJE I IMPULSA

Opcenita definicija, idealni fluid, skalarno polje, EM polje, energijski uvjeti

13.4 GRAVITACIJSKE JEDNADZBE POLJA

Einsteinova jednadzba, Lovelockeov teorem

1
R,y — 3 Rgap 4+ Agap = 81Ty (13.29)
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Dodatna literatura

o [Wal84]

Zadaci
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DE RHAMOVA KOHOMOLOGIJA

Motivacija. Kada razmatramo fizikalni problem opisan vektorskim poljima,
¢esto nas zanima mozemo li vektorska polja prikazati kao gradijent skalarnih
polja. Razlog je jednostavan: jednostavnije je baratati sa skalarnim nego sa
vektorskim poljima. Rotacija gradijenta je nula pa je nuzan uvjet za uvodenje
pomocnog skalarnog polja iS¢ezavanje rotacije promatranog vektorskog polja.
Takvu situaciju imamo u elektrostatici jer je rotacija elektri¢nog polja nula (u
odsustvu monopolnih struja) pa je uvodenje skalarnog potencijala rutinski pos-
tupak. S druge strane, u magnetostatici rotacija magnetskog polja takoder is-
Cezava, bar u dijelu prostora bez elektri¢nih struja, pa ipak ovdje nas ¢ekaju
suptilni problemi pri uvodenju magnetskog skalarnog potencijala. Sto se ov-
dje to¢no dogada? Prevedeno u jezik diferencijalnih formi zanima nas odgovor
na sljedece pitanje: ako p-forma w zadovoljava dw = 0, pod kojim uvjetima
postoji (p — 1)-forma «, takva da je w = da?

Definicija 14.1. Za p-formu w kazemo da je

. zatvorena ako je dw = 0, odnosno

- egzaktna ako postoji (p — 1)-forma «, takva da je w = dav.

Prirodni kontekst za odgovaranje na ovakva pitanja je klasifikacija pute
relacija ekvivalencije. Naime, zanimaju nas diferencijalne forme razvrstane u

klase ¢iji ¢lanovi se razlikuju do na egzaktnu formu. Stoga, prvo uvodimo oz-
nake za zatvorene i egzaktne forme na mnogostrukosti,

Z"(M)={a e Q"(M)| da =0}
B"(M)={feQ(M)| (Bye Q@ (M)): f=dy}

Zajedno s operacijama zbrajanja diferencijalnih formi, strukture (Z"(M), +) i
(B"(M),+) su Abelove grupe, ali su ujedno (Z"(M),+, -) i (B"(M),+, )
(uz uobi¢ajeno mnozenje diferencijalnih formi skalarima iz R) vektorski pros-
tori nad poljem R. Z" je poznata kao r-ta kocikli¢cna grupa, B" kao r-ta
korubna grupa. Svaka egzaktna forma je zatvorena (jer je d?> = 0) pa je
BT < Z".

161
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Definicija 14.2. r-ta de Rhamova grupa kohomologije

i (M) = Z7(M)/B" (M) (14.1)

Elementi skupa H)y obi¢no zovemo klase kohomologije. Uvijek imamo
BY(M) = 0 (jer ne postoje “minus prve” forme) pa je H" ~ Z°, koji se sas-
toji od lokalno konstantnih funkcija (onih koje u svakoj to¢ki mnogostrukosti
zadovoljavaju df = 0) paje H'(M) ~ R®--- @ R, gdje broj sumanada je jed-
nak broju povezanih komponenti mnogostrukosti M. Takoder, Hj (M) = 0
zar <0ir>m+1.

Primjer|i 14.3. M = R. Promotrimo w € Q'(R), w = f dz. Automatski je
dw = 0. Uvedemo li funkciju F': R — R preko

Fa) = [ 55,

tada je dF = f(z) dz = w pa je svaka 1-forma ujedno i egzaktna i zatvorena,

paje Z! ~ B'i HY(R) ~ 0. /1

Primjer|i 14.4. M = S! = {exp(if) |6 € [0,27)}. Promatramo 1-forme,
w = f()dh. Uvedemo li funkciju F : S' — R preko

6
F(0) = /O F(0")do'

tada lokalno vrijedi w = dF'. Medutim, moramo zadovoljiti i uvijet konzistent-
nosti, F'(27) = F(0) = 0, odnosno

27
f(0)de’ =0.
0
Promotrimo funkciju ¢ : Q'(S') — R, definiranu sa ¢)(w) = F(27). Znamo
da je B'(S!) = ker ) te da je 1) homomorfizam pa je prema teoremu o izomor-
fizmu

HY(SY) = Q'(S")/keryp ~imy) = R..
Nekoliko detalja: ako su w,w’ € Z(S!) — B!(S!), tada mozemo definirati
a = (') /Y(w) paje (W — aw) = 0istoga w’ — aw € B(S'), odnosno
w' € [aw]. /"

Lema 14.5 (Poincaré). AkojeO C M neprazan kontraktibilan otvoren skup,
tada je svaka zatvorena r-forma na O takoder i egzaktna, odnosno Hjj, (O) =
0.

Dokaz : Nekajel =[0,1]iF : O x I — O kontrakcija skupa O u tocku p € O, takva
daje F(z,0) =z i F(z,1) = pzasve z € O. Promatramo r-formu a € Q" (O x I),
zapisanu u koordinatnom sustavu {z*, ..., 2™},

a=au,.. p (z,t)dz" Ao AdZT by, (2 ) dEAdETE AL AT
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Uvodimo operator P : Q" (O x I) — Q"~(O) preko

1
Pa = (/ dsby,..v,._,(z, s)) VAL Ndg
0

te familiju preslikavanja f; : O — O X I preko f;(z) = (z,t). Tada je
flfa=au, . (z,t)dz"t A AdTH

Tvrdimo da je
d(Pa) 4+ P(da) = ffa— foa .

Naime, imamo

1 b’/ Vp b
dPa = (/ dsl”"%l(xs)> dz”" Az AL Adz T
o Oxvr

t t
da = B iy (2, 1) dz® Adzh AL Adat 4 S Y (2,%) dtAdz"* AL Ad2H T+

ox° ot
bl/ V. 7t V. 1% V)
G Ouwnl@al) v g8 A AL A g
oxvr
1
Pda = (/ dsw)dx‘” A Adatr—
0 Os
1 bl/ V. 9
_ (/ ds =t T e (2 S)> dz”" Adz"* A...Adz" 1
o oxvr

Stoga je
dPa + Pda = (au,..u (2,1) — apy .. p,. (2,0)) dz"t AL AdZ" = fla— fla
Neka je w € Q" (O) zatvorena r-forma, dw = 0. Uvodimo a = F*w. Tada je
dPF*w+ PdF'w = fioF'w— fso F'w=(Fo fi)'w— (Fo fo)'w=-w,

pri ¢emu smo iskoristili ¢injenice da je kompozicija F' o fi konstantna funkcija, a kom-
pozicija F' o fo identitet na skupu O. No, kako je dF*w = F*dw = 0 slijedi da je

w=—-d(PF'w).
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Dodatna literatura
« [Nako03]

o [Tul1]

Zadaci

1. Dokazite da nigdje i§¢ezavajuca 1-forma na zatvorenoj mnogostrukosti
ne moze biti egzaktna.

2. Akosua € Z"iB € Z%, dokazitedajea A3 € Z"T5. Akosua € Z" i
B € B*,dokazitedajea A3 € B""S. Akosua € B" i3 € B®, dokazite
dajea N B e B™Ts.



PODMNOGOSTRUKOSTI

15.1 KAKO SMJESTITI JEDNU MNOGOSTRUKOST U DRU-
GU?

Definicija 15.1. Neka su M i S glatke mnogostrukosti, a f : S — M
neprekidno preslikavanje. Kazemo da je f

« imerzija ako je f. : T;,S — T'y(,) M injekcija u svakoj tocki p € S

« submerzija ako je f. : T),S — Ty(,) M surjekcija u svakoj tocki p €
S5

« smjestenje ako je f injektivna imerzija koja je ujedno i homeomorfi-
zamna f(S) C M (u induciranoj topologiji).

U slucdaju kada je preslikavanje f glatko, svim navedenim pojmovima doda-
jemo pridjev glatka/o.

Primjer|i 15.2. Neka su R™ i R"™ euklidski prostori uz m > n.

« Prototip imerzije (i smjestenja) je inkluzija ¢ : R™ — R™, zadana s

1

Definicija 15.3. Neka su M iS5 C M glatke mnogostrukosti. Ako je in-
kluzija 2 : S — M imerzija tada kazemo da je S imerzirana podmnogos-
trukost mnogostrukosti //. Ako je inkluzija+ : S — M smjestenje tada
kazemo da je S smjestena podmnogostrukost mnogostrukosti M. Raz-
liku dimenzija dim (M) — dim(S) zovemo kodimenzija S u M.

165
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Primjer|i 15.4. Promotrimo kako realnu liniju moZemo smjestiti u ravninu
R? pomocu preslikavanja f : R — R2.

« f(t) = (t,]t|) nije derivabilnau ¢ = 0.

. f(t) = (t3,1?) je glatka ali nije imerzija jer

_8f'u a_df'u t no__
o X T X (FXl=0)" =0

(f X"

o« f(t) = (t — 4t,t? — 4) je imerzija ali nije injekcija jer je f(2) = f(—2)

(slika preslikavanja f je krivulja koja presjeca samu sebe u t = +2).

/!

Postavlja se pitanje mozemo li svaki mnogostrukost smjestiti u euklidski
prostor dovoljno visoke dimenzije ...

Teorem 15.5 (Whitney). Neka je M glatka m-mnogostrukost. Tada postoji
glatko smjestenje f : M — R?*™.
Vidi [Lee03], Chapter 6.
Primjer svjetlosne hiperplohe: svjetlosni stozac bez vrha.
ft,z,y,2) =t + 22 +y* + 22 =0
df = -2tdt + 2z dr + 2ydy +22dz # 0

Ny = (—t,x,y,z) ) nt = (taxayvz) ) Tl2 =0

Normala n® je svjetlosna na svjetlosnom stoscu!

dn=—-dt+dr+dy+dz, nAdn=0

15.2 Ni1vol

Teorem 15.6. Neka je M glatka m-mnogostrukost, k € IN prirodan broj

takavdajek < m,{ci,...,cy} realne konstante, f1,..., fr : M — R glatka
preslikavanja, i

S={pe M| filp)=ci, ..., fr(p) = c&} .

AkojedfiA...ANdfr # 0, tada je S smjestena podmnogostrukost kodimenzije
k.

Dokaz : Nekaje F : M — R, definirana s F(p) = (f1(p),..., fr(p)). Tada je
S =F'({(c1,...,cx)}). Nadalje, . , : TyM — T, R" je linearno preslikavanje
predstavljeno matricom (F.);, = O, F" = Opf-. Uvijet dfi A ... Adfi # 0 vrijedi
akko je rg(F.) = dim(im F.) = k. Prema Lee, TM 5.12 ... O
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15.3 INDUCIRANJE STRUKTURA NA PODMNOGOSTRUKOS-
TIMA

Metrika sfere S? C R? radijusa a. Koristimo smjestenje 2 : O — R? koje je
definirano na otvorenom skupu O = S? — { N, S} (gdje su izostavljeni sjeverni
pol N € S? i juzni pol S € S?) u sfernom koordinatnom sustavu preko

1(0, ¢) = (asinf cos ¢, asinfsin ¢, a cos )
Povlacenjem euklidske metrike iz R? induciramo metriku na sferi S?
1*dx = acosf cos pdf — asinfsin ¢ de
1*dy = acos @ sin ¢ df + asin b cos ¢ do
1"dz = —asinfdf
...uvrstavanjem i sredivanjem dobijemo
g=1"gr =df ®df +sin?0de¢ @ de (15.1)

Primjetimo, ovako definirana metrika postaje degenerirana u tockama gdje je
# = 0 (sjeverni pol) ili # = 7 (juzni pol).

Konceptualna napomena. Ploha S unutar R3, zadana s z = 0,
w=x(dz) =dz Ady

Volumna forma na S,

wlg ="w=dzAdy

Konfuzija:
i*w =" (xdz) = x(i"dz) = *(di*z) =077

Ocigledno, povlacenje i Hodgeov dual opéenito ne komutiraju!

15.4 FROBENIUSOV TEOREM

Osnovna pitanja. Pod kojim uvjetima familija vektorskih polja formira podm-
nogostrukost svojim integralnim krivuljama? Na primjer, zadamo li (glatku)
familiju ravnina u euklidskom prostoru R?, pod kojim uvjetima ée postojati
familija glatkih disjunktnih ploha na koje su zadane ravnine tangentne u sva-
koj tocki? Takoder, srodno pitanje je pod kojim uvjetima je familija vektorskih
polja okomita na familiju podmnogostrukosti?
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Definicija 15.7. Neka je E vektorski svezanj nad glatkom m-mnogo-
strukosti M s projekcijom m : E — M. Za podskup D C E kazemo da
je podsvezanj sveznja E ako zadovoljava naredna svojstva,

(a) D je podmnogostrukost od FE,

(b) zasvakutockup € M vlakno D, = DN~ (p) je vektorski potprostor
vlakna E, = 771 (p),

(c) zajedno s projekcijom 7|p : D — M, D je glatki vlaknasti svezanj
nad M.

Definicija 15.8. Neka je M glatka mnogostrukost. Tangentna distribu-
cija D je podsvezanj tangentnog sveznja T'M. Za imerziranu podmnogos-
trukost N C M kazemo da je integralna mnogostrukost tangentne dis-
tribucije D ako je D, = T,, N u svakoj tocki p € N.

Definicija 15.9. Za tangentnu distribuciju D kazemo da je

« involutivna ako je za svaki par lokalnih prereza distribucije D njihova
Liejeva zagrada opet lokalni prerez distribucije D;

. integrabilna ako u svakoj to¢ki p € M postoji integralna mnogostru-
kost distribucije D;

- totalno integrabilna ako u okolini svake tocke postoji lokalni koordi-
natni sustav {z!,..., 2", y',...,y™ "}, takav da su nivoi definirani
skupom uvjeta

y' = konst., ..., y™ " = konst.

n-dimenzionalne integralne mnogostrukosti distribucije D.

Komentar 15.10. Uvijet involutivnosti se ponekad simbolicki zapisuje kao
inkluzija [D, D] C D, u znalenju da je za sve X® Y* € D Liejeva zagrada
[X,Y]* € D. /1

Primjer. Neka su plohe u R? zadane s nekom funkcijom f : R* — R, preko
uvjeta f(r) = konst.. Tada je vektorsko polje okomito na ove plohe zadano s
n® = AVef

uz neku proizvoljnu neis¢ezavajuéu funkciju A, odnosno u dualnoj formulaciji
(spustanjem indeksa),
n=\df
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Tada je
1
dn=dAAdf = dAA (Xn) =d(In\) An
odakle slijedi nuzan uvjet
nAdn=0.

Promotrimo naredan primjer,

a a\" a\" a\" _
n _y(8x> —x(ay> +(8z> , n=ydr—zdy+dz

dn = 2dy A dx
nAdn=2dzAdyAdz#0

Dakle, za ovo vektorsko polje ne postoji familija ploha na koje bi ono bilo or-
togonalno u svim tockama.

Nuzan uvjet integrabilnosti tangentne distribucije je involutivnost. Pret-
postavimo da je distribucija D totalno integrabilna, ta da su na integralnoj
mnogostrukosti odabrani tangentna koordinatna vektorska polja X (hzat =
1,...,n,uz

[ X, Xp]* =0
Tada je

n n
Y“:ZaiXE‘i)ED, ZGZZﬂjX(“j)eD

i=1 j=1

Y, Z2)" = Y [ea Xy, B X ()" =

4,j=1

n
> Xt V(B XE) — B X0 V(i X () =
i,j=1
_ a b a b
= D X X() Vol — B X X(j) Vhay €D
i,j=1

Primjer gdje ovo nije ispunjeno,

(@) @) - @Y ()

Frobenius je pokazao kako vrijedi obrat, involutivnost je i dovoljan uvjet!

Teorem 15.11 (Frobenius, vektorska formulacija). Tangentna distribucija
D je totalno integrabilna akko je involutivna.

Pomo¢ni pojam, anihilator D+ distribucije D definiran je kao skup

D ={0, €cT*M| VX" €D : §,X" =0} (15.2)
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Teorem 15.12 (Frobenius, dualna formulacija). Tangentna distribucija D je
totalno integrabilna akko je za svaku 1-formu 6, € D i svaki tangentni vektor
X € D, 1-formaixdd € D*. Nadalje, ako 1-forme {9511), . ,95{”7“)} ra-
zapinju anihilator n-dimenzionalne tangentne distribucije D, tada je D totalno
integrabilna akko postoje 1-forme ﬁ((fj ) eT*M , takve da je

do® = Y~ 60 A gt (15.3)
j=1
zasvet=1,...,m —n.

Dokaz: Nekasu X* Y* € Dif, € D*. Tada vrijedi
0u[X,Y]" = 0. XYY" — 0, Y 'V, X* =

=YXVl + XYV, = 2X Y V30,

Stoga, prema vektorskoj formulaciji Frobeniusovog teorema, D je totalno integrabilna
akko je ixdf € D+ za svaki X* € D. Konaéno, ako ixde(i) e Dt vrijedi za svaki
X* € D, tada je 2-forma d#™ nuzno oblika (15.3) i obratno, ako je d6@ oblika (15.3),
tada je ixd0” € D+ za svaki X € D. O

Uvjet ekvivalentan relaciji (15.3) je skup relacija

O AL AOTT A Q9D =0 (15.4)

Primjer. Holonomno ogranicenjo je integralna mnogostrukost totalno inte-
grabilne distribucije D, obi¢no zadana pomoéu 1-formi koje razapinju anihila-
tor D+. Na primjer, familija sfera u R?® zadana je s

0 =xdx+ydy+ zdz
Nadalje, primjer s kotrljaju¢im nov¢i¢em (vidi Frankel, 6.2c).

Primjer. Stati¢no prostorvrijeme je stacionarno prostorvrijeme s pripadnim
Killingovim vektorskim poljem k® koje je svudje ortogonalno na familiju hiper-
ploha (podmnogostrukosti kodimenzije 1). Drugim rije¢ima, 1-forma k, prema
Frobeniusovom teoremu nuzno zadovoljava uvjet

kndk=0.
Ako je X*“ proizvoljni vektor tangentan na neku od ovih hiperploha, tada je
0=FkaX" = gapk"X" = gi; .

Stoga, u adaptiranom koordinatnom sustavu {¢,z',...}, u kojem je k% =
(0/0t)*, metrika ima “blok-dijagonalnu” formu,

g=—-Ndt®dt+ g;;da’ ® da’
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Cikli¢no prostorvrijeme je stacionarno aksijalno simetri¢no prostorvrijeme, s
pripadnim Killingovim vektorima k% i m® koji su svugdje ortogonalni na fami-
liju ploha kodimenzije 2. Drugim rije¢ima, njima pridruZene 1-forme k, i m,
zadovoljavaju uvjete iz Frobeniusovog teorema,

kAmANdk=kAmAdm =0

pa je metrika g, opet “blok-dijagonalna” u adaptiranom koordinatnom sus-
tavu.

Primjer|i 15.13. Sustavi parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.
oy“

e :Az(%y)

ou
AP —— =
Y OxH 0
//

15.5 INTEGRIRANJE NA PODMNOGOSTRUKOSTIMA

Inducirana volumna forma € = i€ i pripadni Hodgeov dual *.

Teorem 15.14. m-mnogostrukost M, hiperploha S zadana normalom n®,
inkluzija1: S — M, w € QP (M)

*('w) = (=1)P " (i *w) (15.5)

Dokaz : Koristimo 1*é = €, te " (A® B) =1"A®1" B,

A % _ * AQ]...Qp _
(*Z w)ap+1---am71 - H (7' "*’)111-4-%)6 Ap41---Gm—1 —

AQ]...Qp 1 * 1...0p

* a
1 wal.”ape a,p+1..4am,1) — ]?Z (wal...apeb

—1)? b .
p! v (walm%eal apbapﬂ'..am—ln ) = (=17 (Inxw)api1.am

b\ _
ap+1mam,1n ) -

AR

—~

O

Primjer|i 1515. S C M = R3,+: S — M, 5 : 0S — S. Koristeci
*(Fe)e = (—1)°Fe i Stokesov teorem imamo

/S(va)-da:/sz*(in*dv)éz/S(—l)Q%(z*dv)éz/Sz*dv:

:/dz*v:/ ]*z*v:/ v-de
S a8 a8

1
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GEOMETRI]A TERMODINAMIKE

16.1 MNOGOSTRUKOSTI TERMODINAMIKE

Geometrijski, pod ravnoteznom termodinamikom podrazumjevamo postojanje
glatke mnogostrukosti ¢ije tocke predstavljaju stanja sustava. Kvazistati¢ni ter-
modinamicki procesi su opisani krivuljama u ovoj mnogostrukosti. Termodina-
micke varijable se pojavljuju kao koordinatni sustavi na ovoj mnogostrukosti.
Na primjer, mozemo imati 2-mnogostrukost s lokalnim koordinatnim sustavom
{U, V'}, ¢ije koordinate su unutrasnja energija U i volumen V' promatranog
sustava. Sastavni dio termodinamickih rac¢una su parcijalne derivacije, koje se

obi¢no pisu u obliku
04
0X )yz,..

u znacenju: parcijalna derivacija funkcije A po koordinatni X u lokalnom koor-
dinatnom sustavu {X,Y, Z, ... } termodinamicke mnogostrukosti. Koordinate
u indeksu stoga sluze kao podsjetnik na koordinatni sustav koji je odabran u
tom konkretnom rac¢unu.

Kako nas u termodinamici zanimaju promjene stanja sustava, vaznu ulogu
imaju diferencijali termodinamickih veli¢ina. U tradicionalnom izlaganju ter-
modinamike obi¢aj je istaknuti razliku izmedu “egzaktnih diferenecijala”, oz-
nacenih slovom d, i “nepravih diferencijala” (Pfaffijana), oznacenih slovom d ili
0. Prvi imaju svojstvo da integriranjem po zatvorenom putu uvijek daju nulu,
dok potonji nemaju to svojstvo. O ¢emu je ovdje zapravo rije¢? KoriStenjem
rije¢nika diferencijalne geometrije sada mozemo jednostavno prevesti ono §to
se ovdje koristi:

« “egzaktni diferencijali” su egzaktne 1-forme, a
« “nepravi diferencijali” 1-forme koje nisu (nuzno) egzaktne.

Stoga, zapis dU koji oznacava diferencijal unutrasnje energije U se za-
ista uklapa u ono $to smo ranije izlozili: unutrasnja energija je funkcija U €
C*°(M), a njen diferencijal egzaktna 1-forma, dU € T*M. S druge strane,
“nepravi diferencijal” topline d@ je zastario nacin da se naglasi kako ne postoji
funkcija @ : M — R ¢&iji bi diferencijal bio jednak 1-formi d@). Ova razlika se
ponekad istice konstatacijom kako je unutrasnja energija funkcija stanja sus-
tava, dok toplina to nije. Mi ¢emo zadrzati tradicionalne oznake kod 1-formi
topline dQ i rada AW, imajuéi na umu sve napomene koje su ovdje izloZene.

173
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Kvantitativne promjene termodinamickih veli¢ina koje opisuju sustav racu-
namo integralom pripadnih 1-formi duz krivulje s kojom je opisana taj proces
(s orjentacijom koja ide od tocke pocetnog stanja do tocke kona¢nog stanja). Na
primjer, ako je sustav prosao kroz proces kojim smo od stanja x dosli u stanje
y duz krivulje v, tada je

« promjena unutra$nje energije sustava (neovisna o putu) dana s

AU:/ydU:U(y)—U(m);

« promjena topline sustava dana s

« rad koji je okolina izvrsila na sustavu dan s
AW = / aw
gl

pri ¢emu AW < 0 znadi da je sustav izvrsio rad na okolini.

Komentar 16.1. Formalno, izrazi poput

dQ
(),

koji se pojavljuju u, primjerice, definicijama toplinskih kapaciteta, nemaju smisla
jer ovdje opéenito nemamo funkcije () koju bi derivirali po koordinati. S druge
strane, ono $to ima smisla jest, primjerice, odabrati koordinatni sustav poput
{T,V}, unjemu izraziti 1-formu dQ),

dQ = (dQ)r dT + (dQ)v dV
i onda pocetni izraz definirati kao pokratu

Ry _
(dT>V = (dQ)r . (16.1)

/!
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16.2 TERMODINAMICKE RELACIJE

Teorem 16.2. Neka je M glatka 2-mnogostrukost i f : M — R glatka
funkcija. Tada u svakoj tocki koordinatne karte (O, {x,y}) gdje su O, f # 0i

Oy f # 0, vrijedi
of dy\
(5. (57).= e

e cikli¢no pravilo (pravilo trostrukog produkta)

af\ (dy\ (0x\ _
(ay> (a>f <8f> = (163)

df = (g—m) dx + (%) dy

Prema teoremu o implicitnoj funkciji lokalna koordinatna transformacija (z, y) — (z, f)
je dobro definirana, pa diferencijal y = y(z, f) moZemo zapisati kao

_ (% %y
- (3) e (3)

= (30). (o) o ((30), - (3), (), ) =

odakle slijedi

-(0).(3), o~ () ()2,

Prva jednadzba dokazuje recipro¢no pravilo, uz pomo¢ kojeg imamo i relaciju

e reciprocno pravilo

Doxkaz :

Sve skupa imamo

(), (57),

Uvrstavanjem u drugu jednadzbu slijedi cikli¢no pravilo. O

Teorem 16.3. Za f = f(x,y) ig = g(x,y) vrijedi

of\ _ (91 (du

<3g>w a (51/)1 (f?g)m (164)
of\ _[of of dy
(ax)g = (aac)y * (ayl (ax)g e,
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Dokaz :

~
]
o
-
(o9
&
=
)
=8
=]
)
—-
-
Iy
=
=,
[e]
=
8
)
Q.
s
)
—
8
<
=
—~
8
Q
=

o= ((22),+ (20), (22) )+ (22, (22), -

_ (91 of
= 8x)gdx+<ag>zdg

Definicija 16.4. Neka je (R™)* = R"™ — {0}. Kazemo da je funkcija f :
(R™)* — R homogena funkcija reda k > 0 ako za svaku A € R i svaki
x € (R™)* vrijedi

fOx) = \ef(x) . (16.6)

Teorem 16.5 (Eulerov teorem o homogenim funkcijama). Neka je f :
(R™)* — R glatka funkcija. Tada je f homogena funkcija reda k akko za
svex € (R™)* vrijedi

kf(x) =« Vf(x). (16.7)

Nadalje, ako je f glatka homogena funkcijaredak > 1, tada je svaka parcijalna
derivacija 0; f homogena funkcija reda k — 1.

DoxaAz : Pretpostavimo darelacija (16.7) vrijedi. Uvedemo li pomo¢nu funkciju g(A, ) =
fz) — X f(x), tadaje g(1,2) =011

dg(A, )
oA

N

=2 VO@) ~ (@) = ¥ fOe) — A (@) = § g\ @)
Ova parcijalna diferencijalna jednadzba ima opce rjesenje oblika g(\, &) = A(x)A\, ali
kako je 0 = g(1,) = A(x) imamo g(\,z) = 0zasve x € (R™)* isve A € R. Stoga,
f je homogena funkcija reda k.

Obratno, ako je f is homogena funkcija reda k, tada je g identi¢ki nula i vrijedi

dg(\, x)

o =@ Vi) - kN f(x) =0.

0=

Uvrstimo li A = 1 dobivamo relaciju (16.7).

Konac¢no, za svaku glatku homogenu funkciju reda k > 1, deriviranjem obje strane
jednakosti (16.7), slijedi

kOif = 0i(x’0;f) = i f + 2’ 0;0if
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odnosno
(k=10 f(x) =z Voif(z),

pa je, prema prvom dijelu teorema, 0; f homogena funkcija reda k — 1. O
Termodinamicke parametre dijelimo na

« intenzivne varijable (neovisne o koli¢ini tvari): temperatura 7, tlak p,
kemijski potencijal y, ...

- ekstenzivne varijable (¢iji je iznos u linearnoj vezi s koli¢inom tvari):
unutrasnja energija U, volumen V/, entropija S, broj ¢estica IV, ...

U eksperimentu intenzivne varijable odrzavamo konstantnima spajanjem
na veliki rezervoar, dok ekstenzivne varijable odrzavamo konstantnima her-
metickim izoliranjem sustava. Opéenito, termodinamicki potencijal ¥ Zelimo
zapisati u formi

dv = ZBk dA,
k

gdje su Ay termodinamicke varijable koje u eksperimentu mozemo kontroli-
rati (stoga je i koristimo u koordinatnom sustavu), dok je By termodinamicka
varijabla konjugirana varijabli Ag.

Prvi zakon termodinamike.

AU = dQ + dw (16.8)

Standardni termodinamicki potencijali:

« unutrasnja energija U,

« Helmbholtzova (slobodna) energija, F' = U — T'S,
« Gibbsova (slobodna) energija, G = U — T'S + pV,
« velekanonski potencijal, Q = U — T'S — ulN.

Izotermalna kompresibilnost

__L oV
Ty op ) r

Volumeni koeficijent toplinskog istezanja
1 [foVv
=y (a:r)
p
Za kvazistati¢ne procese imamo

dQ =TdS, 4w =+X,;da’

gdje se negativan predznak pojavljuje uz p dV ¢lan; X; oznacava generalizirane
sile, a dz; generalizirani pomak. Primjeri:
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X, xt aw

tlak p volumen V.. —pdV

kemijski potencijal p broj Cestica N wdN
elektri¢no polje E el. dip. moment p E-dp

magnetsko polje B mag. dip. moment m B -dm

Valja uoditi razliku izmedu momenata i pripadnih gusto¢a momenata,

p:/PdV, m:/MdV

16.3 TOPLINSKI KAPACITETI

Definicija 16.6. Ako je sustav opisan s termodinamickim veli¢inama medu
kojima je i par (Y, z) ekstenzivne varijable Y i intenzivne varijable x, tada
definiramo pripadne toplinske kapacitete

_ (4@ _ (4@

Ako je koli¢ina tvari u sustavu n mola, tada se uvode i specifi¢ni toplinski
kapaciteti ¢; = C;/n. Najces¢e imamo posla s toplinskim kapacitetom pri
konstantnom volumenu C'y i toplinskim kapacitetom pri konstantnom tlaku

C,.

Lema 16.7.

oUu ou oY
v=(5), ()= (F), e

DokAz : U koordinatnom sustavu {7', Y } imamo U = U(T,Y) i

oUu ou
dQ =dU —zdY = (ﬁ)YdT+ <<W>T —x) dy .

U koordinatnom sustavu {T', 2} imamo U = U(T,z),Y =Y (T,z) i

e ((3) +(30) o+ (3, (30 o

O
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Komentar 16.8. U slucaju kada je konjugiran par varijabli tlak p i volumen
V', moramo paziti na predznak. Formalno imamo (x,Y’) = (—p, V) pa je

oUu oU oV
Cv = (aT>V G = (aT),,*p (wl |

1

Teorem 16.9.

oU\ _ C,-Cy 1 foy
<ay)T — = s, p= (8T>w . (16.11)

Dokaz : Izrazimo komponentu (dU)r iz koordinatnog sustava {7, z} pomocu kom-
ponenti u koordinatnom sustavu {7, Y }:

ou oT oY
(fTT)m — (AU)r = (a?) (dU)r + (87) (dU)y =
(U, (OY (U _ (U . (0U
~\aT ), or) \oy ), \oT), aY ),
Koristeéi prethodnu lemu imamo

ou ou
S AN A

Kombinacijom ove dvije relacije dobivamo trazenu tvrdnju. O

Komentar 16.10. Opet, specijalno u slu¢ajukadaje (z,Y) = (—p, V') imamo

WY _G—Cv
ov ). BV

1

ou Ox
— =z—T(—— 16.12
(57), =7 (5r), -
DoxkaAz : Prilikom koordinatne transformacije {7, Y’} — {S, Y} imamo
oU oS Y
(57), =0 = (&), w0+ (5), o0 -
_ (%’) (3&) N (@) _ <3£> Thae
oYy ). \9S ), oY /4 oYy /..
Nadalje, iz dF = —SdT + zdY imamo

s _(9F s\ . 9F _ ®F _ (o=
~ \or ), \ov /), ovor  oroy  \oT),’

Odavde slijedi tvrdnja. O

Lema 16.11.
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Teorem 16.12.

(¥ (16.13)
K Y \ oz I ’

Dokaz : Koriste¢i prethodnu lemu i teorem imamo

Ox
Cy —Cy =-pTY (87)),
Nadalje, iz
ey (T (v _
or),\oy ) \oz ),
slijedi
-1
e\ __(ovy (v _ 1 g
ar /. ar ) \ oz ), RY K
a odavde i kona¢na tvrdnja. O

16.4 TERMODINAMICKI CIKLUSI
U svakoj tocki ciklusa s tangentnim vektorskim poljem X,

ixd@Q > 0 toplinski rezervoar predaje toplinu sustavu
ixd@Q < 0 sustav predaje toplinu toplinskom rezervoaru
ixdQ =0 adijabatska tocka

Primjer: idealni plin. U koordinatnom sustavu {7, V'} imamo

o vy = "By = Y nRr (16.14)
v 2
ou v
=) =2 16.1
Cy (GT)V 3 nR (16.15)
U koordinatnom sustavu {7, p}. Imamo
T
V(T,p) = i , U(T) = gnRT, (16.16)
p
oU v
Cp = (BT)p +p <3T)p =Cy +nR (16.17)

pa u koordinatnom sustavu {V, p} slijedi
dQ =dU +pdV =Cy dT +pdV

Cy
= — (pdV +Vd dv
—medV + p) +p
c, Oy
—pdV + —Vd
nR p + nR P
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Stoga,

Cp Cy
XP—V

nR P nRk

pC, XY +VOy XP)

ixdQ =XV -2
1

i

g (ypXY +VXP)

uz pokratu v = C,/Cy = (v + 2)/v. Vektor A® tangentan na adijabatsku
krivulju zadovoljava i 4d) = 0, odnosno

P v
AP = —~v = AV . 16.18
Ty ( )

16.5 TERMODINAMICKE METRIKE

Ruppeinerova i Weinholdova metrika, ...

16.6 CARATHEODORY I ENTROPIJA

Neka je d@) 1-forma topline. Za proces opisan krivuljom v kazemo da je adi-
jabatski ako pripadno tangentno vektorsko polje (¢ija je v integralna krivulja)
lezi u ker(d@®). Drugim rije¢ima, ako je proces geeneriran vektorskim poljem
X takvim da je i xdQ = 0, tada takav proces zovemo adijabatskim. Za stanje
y kazemo da je adijabatski dostupno stanju = ako je ova dva stanja moguce
povezati adijabatskim procesom.

Drugi zakon termodinamike [Kelvin]. Ne postoji kvazistati¢an cikli¢ki pro-
ces kojim bi neka koli¢ina topline bila u potpunosti pretvorena u mehanicki rad.

Drugi zakon termodinamike [Carathéodory]. U okolini svakog stanja z
postoji adijabatski nedostupno stanje y.

Zanima nas obrat: povladi li postojanje adijabatski nedostupnih stanja in-
tegrabilnost distribucije definirane 1-formom d@Q?

Teorem 16.13 (Carathéodory). Neka je M glatka mnogostrukost i 6, €
T*M glatko, nigdje is¢ezavajuce polje koje u tocki x € M ne zadovoljava
Frobeniusov uvjet integrabilnosti, 8 A d # 0. Tada postoji okolina O, u ko-
joj je sve tocke y € O, moguce povezati s tockom x sa po dijelovima glatkim
krivuljama ¢iji tangentni vektori leZe u jezgri 0,,.

Za posljedicu imamo naredni teorem ...

Teorem 16.14. Ako vrijedi Carathéodoryjeva verzija drugog zakona termo-
dinamike, tada je tangentna distribucija definirana s ker(dQ)) integrabilna.
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Teorem 16.15. Kelvinova verzija drugog zakona termodinamike povlaci Ca-
rathéodoryjevu.

Doxkaz : Neka je x bilo koje stanje sustava i y drugo stanje dobiveno izohornim pro-
cesom, odnosno krivuljom 7y (od z do y) ¢iji tangentni vektor lezi u ker(dW'). Tvrdimo
da Kelvinova verzija drugog zakona termodinamike povla¢i nepostojanje adijabatskog
procesa koji povezuje stanja x i y. Pretpostavimo suprotno, postojanje takvog procesa
definiranog krivuljom 7 (od y do z). Tada vrijedi

/WdQ:/de:/ﬁ(de):L(dedU):A(de)

Medutim, time smo konstruirali proces u kojem je sustavu prvo predana toplina, koja je
na kraju u potpunosti pretvorena u mehanicku energiju (koju sustav predaje okolini), u
kontradikciji s Kelvinovom verzijom drugog zakona termodinamike. O

Entropija. Reverzibilni i ireverzibilni procesi ...

f dQ <0 (16.19)

Tkupka o

gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je proces reverzibilan. Kod reverzibilnih
procesa imamo integrabilnost d@) = T'dS.
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Dodatna literatura

« [Fer56], stari kratki klasik s lucidnim objasnjenjima nekih detalja koji su
u novijoj literaturi gurnuti “pod tepih”

« [Boy72], sustavna revizija Carathéodorijevog programa geometrijske ak-
siomatizacije termodinamike

[Fra04], poglavlje 6.3

. [LY98, LY99]

Zadaci

1. Idealni plin.
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SIMPLEKTICKE MNOGOSTRUKOSTI

Motivacija. U Hamiltonovoj formulaciji klasi¢ne mehanike ponasanje sus-
tava je opisano rjeSenjem sustava Hamiltonovih jednadzbi. Temelj pripadne
geometrijske slike je mnogostrukost (fazni prostor) na kojem je definirano ska-
larno polje (hamiltonijan). Evolucija naseg sustava kroz fazni prostor opisan je
vektorskim poljma ¢ije integralne krivulje su rjeSenja Hamiltonovih jednadzbi
(parametrizirane fizikalnim vremenom). Stoga, potreban nam je objekt (tenzor)
koji zadani skalar povezuje s vektorskim poljem evolucije naseg sustava. Na-
ravno, ta veza mora biti takva da se komponente vektorskog polja povezane sa
zadanim skalarom na isti na¢in kako su derivacije koordinata faznog prostora
povezane s hamiltonijanom u Hamiltonovim jednadzbama.

Definicija 17.1. Simplekticka mnogostrukost ()M, w,p) je ureden par
glatke 2n-mnogostrukosti M i nedegenerirare zatvorene 2-forme wg;. Ovu
formu zovemo simplekticka forma.

Komentar 17.2. Nedegeneriranost 2-forme w,; po definiciji znaci da u sva-
koj to¢ki p € M i za svaki X* € T,,M jednakost ixw|, = 0 povla¢i X* = 0.
Vazna posljedica ovog svojstva simplekti¢ke forme je ta da ona u svakoj tocki
p € M inducira izomorfizam & : T,M — T;M preko &W(X) = w(X, -).
Naime, ovo preslikavanje je linearno (po definiciji tenzora) i injektivno (zbog
nedegeneriranosti) pa je izomorfizam medu kona¢nodimenzionalnim vektor-
skim prostorima. 1

Komentar 17.3. Valja imati na umu da je nedegeneriranost simplekticke for-
me ekvivalentna zahtijevu da vrijedi

W'=EwA...Aw#O.

n puta

Ova 2n-forma poznata je kao Liouvilleova forma. /!

185
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Teorem 17.4 (Darboux).  Nekaje (M, wqy) simplekticka mnogostrukostiz €
M. Tada postoji karta (O, {x',...,a" y', ..., y"}) na kojoj simplekticka
forma wgp, poprima kanonski oblik

w=Y dy' Adz". (17.1)

=

Doxkaz : Vidi [Wo0092], poglavlje 1.4. O

Komentar 17.5. Primjetimo, za razliku od pseudo-Riemannovih mnogostru-
kosti, na kojima smo opc¢enito metriku mogli dovesti u kanonsku, dijagonalnu
formu samo u tocki, simplekticku formu mozemo dovesti u kanonsku formu na
okolini. /!

Simplekticka mnogostrukost je fazni prostor klasicne mehanike. Koordi-
nate iz Darbouxovog teorema zovemo kanonskim koordinatama te ih tradi-
cionalno oznacavamo s

{qla"'aqnapla"'vpn} )

gdje prvih n koordinata ¢* odgovara “generaliziranim koordinatama” konfigu-
racijskog prostora, a preostalih n koordinata p; komponentama “generalizira-
nih impulsa”. Motivacija za spusteno pisanje indeksa na p; potice od definicije
generaliziranih impulsa pomoéu lagranzijana, p; = dL/9¢". U kontekstu sim-
plektic¢kih prostora kod Einsteinove sumacijske konvencije podrazumjevamo
sumu od 1 do n po ponovljenim indeksima. Stoga, primjerice, simplekticku
formu u kanonskom obliku zapisujemo kao

w=dp; Adg’ . (17.2)

Primjer|i 17.6. Dvostruko matematitko njihalo. Konfiguracijski prostor je
2-torus Q = T2, pokriven s lokalnim koordinatama {1, 2 }. Fazni prostor je
M =T? x R /!

Definicija 17.7. Neka su (M, wqp) i (M',w!,) simplekticke mnogostru-
kosti. Difeomorfizam f : M — M’ zovemo simplektomorfizam ako je
o' = w.

Komentar 17.8. U kontekstu klasi¢ne mehanike, simplektomorfizmi su poz-
nati kao kanonske transformacije. /!

Na simplektickoj mnogostrukosti M svaka glatka funkcija f € C°(M)
inducira pripadno vektorsko polje, definirano pomoéu izomorfizma & (minus
uz d je konvencionalan),

Xy =w"1(-df). (17.3)



187 17.1. Poissonove zagrade

Drugim rije¢ima, za X vrijedi
ix,w=—df. (17.4)

Stoga, koriste¢i kanonske koordinate i Darbouxov teorem imamo

N ; of ., Of
X;(dp*)dg' — X4(dg") dp; = —== d¢* — ; 17.
(dp*)dg £(dg") dp; B dg op; dp; , (17.5)
paje
Xf:gi,gi (17.6)

Nadalje, ako je integralna krivulja vektorskog polja X} parametrizirana s A,
odnosno zadana skupom funkcija {g'()\),...,q"(A\),p1(N),...,pn(N)}, tada
duZ nje mora biti ispunjen sljedeci sustav diferencijalnih jednadzbi,

dg  9f dp; _ Of
dN  9p; 7 dx ¢

(17.7)

Fizikalno, skalar f predstavlja nekakvu opservablu kojoj, kako smo sada vidjeli,
mozemo pridruziti (pomocu simplekticke strukture) vektorsko polje X%. Ova
opservabla je konstantna duz pripadnih integralnih krivulja u faznom prostoru,

Lx,f=ix,df = —ix,ix,w=0. (17.8)

17.1 POISSONOVE ZAGRADE

Sada mozemo ustvrditi vezu izmedu Poissonovih zagrada i simplekticke struk-
ture ...

0 99 0f 0y
Op; 0¢° ~ 0q* Op;

w(Xg,Xf) = inngw = —’indg =

={f.g9} (179

Lx,f=ix,df ={f.g} (17.10)

Lema 17.9. Za 2-formu wgy, i vektorska polja X, Y, Z* € T M wvrijedi

ixlylzdw = (ixi[y’z} + f:Xiyiz) w + cikl. (17.11)

Doxkaz : Koristenjem Cartanove formule imamo
tyizdw =iy (£7 —diz)w = (£ziy —ijz,y] — £yiz + diviz)w

ixiylzdw = (,Ezixiy 7i[z,x]iy — z'xi[z,y] —Lyixiz +i[y,X]Z'Z +ixdiyiz)w =
= (ixiy,z] + iviz x] + izix,y])w + (£xiviz + £yizix + £zixiy)w

O
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Teorem 17.10 (Ekvivalentnost zatvorenosti i Jacobija). Neka je wg, nede-
generirana 2-forma. Tada za sve f, g, h € C*(M) vrijedi

inngithw = J(faga h) = {f’ {97 h}} + {ga {h7 f}} + {h7 {f7g}} .
(17.12)
Stoga, wgp je zatvorena akko vrijedi Jacobijev identitet za Poissonovu zagradu,

induciranu sa { f, g} = —w(Xy, Xy).

Doxkaz : Vrijedi
ZXfZ[Xg’Xh]w = 7Z[XQ’X}L]ZXfw =

=ixy,x, )4 = £1x,.x,1f = (£x,£x, — £x, £x,)f =
=A{g:{h, f}} = {h: A9, [3} = {9, {h, F1} + {h, {f, 93}
Lxpixgix,w = L£x{g,h} = —{f, {9, h}}
Stoga, uvrstavanjem X = X, Y = X, i Z = X} u prethodnu lemu dobijamo

ixfixgixhdw = (ini[Xg,Xh] + ,,Exfixgixh)ercycl. =

= {gv{hvf}}—'_{h?{fag}}_ {f,{g,h}}+CyCl- = 2J(f7gvh) - J(f7g7h)
O

Korolar 17.11.  Neka je (M, wqp) simplekti¢ka mnogostrukost i { , } induci-
rana Poissonova zagrada. Tada je (C>°(M),{, }) Liejeva algebra.

17.2 HAMILTONOVE JEDNADZBE

Definicija 17.12. Neka je (M, w,p) simplekticka mnogostrukost. Tada za
vektorsko polje X* € T'M kazemo da je hamiltonijansko ili simplekticko
ako vrijedi £ xw = 0.

Teorem 17.13. Neka je (M, wqy) simplekticka mnogostrukost. Tada je X*
lokalno hamiltonijansko vektorsko polje akko postoji (lokalno definirana) funk-
cija f za koju je X% = X$. Za funkciju f kazZemo da je generator 1-
parametarske familije kanonskih transformacija.

Doxkaz : Kako je wqp zatvorena forma, upotrebom Cartanove formule imamo
Lxw=1ixdw+dixw=dixw.

Stoga, ako je X * lokalno hamiltonijansko polje, tada Poincaréova lema povlaci da je ¢ x w
lokalno egzaktna forma, odnosno postoji lokalna funkcija f, takva da je ixw = —df.

Obratno, ako postoji lokalna funkcija f za koju je X* = X7, tada je ixw lokalno
egzaktna forma pa gornja relacija povlaci da je £xw = 0. O
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Teorem 17.14. Ako su X* i Y* lokalna hamiltonijanska polja, tada je
[X,Y]* globalno hamiltonijansko polje.

Doxkaz : Prvo imamo
ix,yw = [£x,iyv]w = £xiyw — iy £xw
i, kako je X lokalno hamiltonijansko polje, £ xw = 0. Stoga,
ix,yw = ixdiyw + dixiyw = ix Lyw — ixiyvdw — d(w(X,Y))

Konaéno, kako je £yw = 0idw = 0, imamo i[x,yjw = —d(w(X,Y)), odnosno
[X,Y] = X5 za f = w(X,Y). Takoder,

Lixyjw = dijx yjw = —dd(w(X,Y)) =0.
O

Hamiltonijan H : M — R je funkcija koja definira dinamiku fizikalnog
sustava u smislu da integralne krivulje pripadnog hamiltonijanskog vektorskog
polja X i predstavljaju vremensku evoluciju nageg sustava (obi¢no kazemo da
hamiltonijan generira vremensku evoluciju sustava). Pripadni parametar inte-
gralne krivulje (odreden do na konstantu) ozna¢avamo s ¢ i interpretiramo kao
fizikalno vrijeme. Derivacije po vremenu su oznacene s tockom iznad funkcije
koju se derivira. Stoga, imamo

d ;0 0
Xpgp=— =4 — +pi — , 17.13
H= g = 8qﬁrp . (17.13)
a jednadzbe (17.7) postaju tzv. Hamiltonove jednadzbe,
. OH . OH
it = = . (17.14)

- apz ’ Di _an
Takoder, za svaku funkciju f € C°°(M) imamo
f=txuf=Xu(f)={f,H} = —{H, [} = —X;(H) = —£x,H .

(17.15)
Svaka funkcija f koja zadovoljava £x, f = 0 zovemo konstanta gibanja.

Definicija 17.15. Hamiltonov sustav je uredena trojka (M, wqp, H) sim-
plekticke mnogostrukosti (M, wgp) i hamiltonijana H € C*°(M). Za vek-
torsko polje X* kazemo da generira simetriju Hamiltonovog sustava ako
¢uva i simplekticku strukturu, £ xw = 0, i hamiltonijan, £x H = 0.

Primjer|i 17.16. Matematicko njihalo.

. 1 . oL .
Ly, ) = 3 m(lp)? —mgl(l —cos), p,= 3% = me2
¥
p2
— : _ ©
H(p,pp) = ppp = L = 555 + mgl(1 — cos o)

1
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Teorem 17.17 (Noether). Ako je X* vektorsko polje koje generira simetriju
Hamiltonovog sustava (M, wap, H) tada lokalno vrijedi X* = X]’%, gdje je f
konstanta gibanja. Obratno, ako je f € C°°(M) konstanta gibanja, tada je
X ]‘% simetrija promatranog Hamiltonovog sustava.

Dokaz : Ako X generira simetriju, tada £ xw = 0 po teoremu 17.13 povlaci da je bar
lokalno X = X za neku funkciju f. Nadalje, slijedi iz (17.15) daje 0 = —£x, H =
£x 5 f paje f konstanta gibanja.

Obratno, ako je f konstanta gibanja, tada po definiciji vrijedi £ x,, f = 0 te, prema
(17.15), imamo £ x, H = 0. Konaéno, X je uvijek hamiltonijansko polje, £x,w = 0.
Stoga, Xy generira simetriju. O

17.3 KLASICNA MEHANIKA U KOTANGENTNOM SVEZNJU

Konfiguracijski prostor je glatka mnogostrukost (). Impulsi su 1-forme ...
Tautoloska (Liouvilleova) 1-forma 0, € T*(T*(Q). Koristeéi projekciju
7w T*Q — @, definiranu s (g, p) = ¢, imamo povlacenje WE‘q’p) 170 —
10, (T Q) s kojim definiramo
O(q.p) = T(qp)P (17.16)

Valja primjetiti kako se impuls p, € T(*q p)Q ovdje pojavljuje u dvije razlicite
uloge: kao dio koordinate (g, p) i kao objekt kojeg se povla¢i. U lokalnom ko-

ordinatnom sustavu {w*} = {¢',...,¢",p1, ..., pn} nakotagentnom sveznju
T (@ tautoloska 1-forma ima komponente
on®
(9|(q,p))u =~ uwr Po s

no kako projekcija 7 ima samo ¢-komponente, imamo
or*
(9|(q7p))i = ka =Di

zai € {1,...,n}, odnosno '
0 =p;dq" . (17.17)

Kanonska 2-forma w = df € Q?(T*Q) je prirodna simplekticka struk-
tura na kotengentnom sveznju 77 Q).

17.4 VREMENSKI OVISNI HAMILTONIJANI

Ako je hamiltonijan vremenski ovisan, moramo ukljuéiti i vrijeme kao jednu
od koordinata. Drugim rije¢ima, treba nam neparno dimenzionalna mnogos-
trukost, na kojoj ne mozemo vise automatski definirati simplekti¢ku strukturu.
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Naime, svaka 2-forma na neparno dimenzionalnoj mnogostrukosti je nuzno de-
generirana: ako su komponente 2-forme w,, zapisane u metricu A, tada imamo

det(A) = det(AT) = det(—A) = (=1)?>"*1 det(A) = — det(A)

pa je det(A) = 0. Degenerirana: postoji X¢, takav da je ixw = 0.

0 = —H dt + p; dg’

OH _ . OH )
df = ———d¢* ANdt — dp; A dt +dp; Adg*
aq" Opi
— 0]
Xg=X —
H H+ ot

ixd0 =0, ig0=¢'pi—H=1L

Definicija 17.18. Neka je M glatka (2n + 1)-mnogostrukost. Za 1-formu
0, € QY(M) kazemo da je kontaktna forma ako u svim totkama zadovo-
ljava uvjet 0 A (d6)™ # 0.

Teorem 17.19. Reebovo polje T* € X(M), takvo da je ipdf = 0 i
0(T) = 1.

Teorem 17.20. Kontaktni Darbouxov teorem § = dz + Y y;dx’.
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Dodatna literatura

« [Wo0092]

Zadaci

1. Neka je (M, wqp) simplekticka mnogostrukost i f € C°°(M). Dokazite
daixw = —df povla¢i X = X}’.

2. Neka je (M,wqp) simplekticka mnogostrukost. Dokazite da inducirana
Poissonova zagrada postuje Leibnizovo pravilo, {f,gh} = {f,g}h +

g{f,h}.

3. Dokazite da hamiltonijansko vektorsko polje ¢uva volumnu formu w™.
Vrijedi li obrat, mora li vektorsko polje X%, takvo da je £x(w™) = 0
nuzno biti hamiltonijansko?

4. Dokazite da egzaktne simplekticke forme ne postoje na kompaktnim mno-
gostrukostima bez ruba. Sto nam to govori o postojanju simplektickih
struktura na sferama parne dimenzije, S*"?
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18.1

action djelovanje

boundary rub

boost potisak

chart karta

closure zatvara¢

embedding smjestenje

energy-momentum tensor
tenzor energije i impulsa

exterior derivative vanjska deriva-

cija

fibre vlakno

fibre bundle vlaknasti svezanj

group action djelovanje grupe

Hamiltonian hamiltonijan

hypersurface hiperploha

immersion imerzija

MALI ENGLESKO-HRVATSKI RJECNIK POJMOVA

interior unutrasnjost
Lagrangian lagranzijan

limit point gomiliste

manifold mnogostrukost
neighbourhood okolina

null vector vektor svjetlosnog tipa
principal bundle glavni svezanj
section prerez

spacetime prostorvrijeme
structure group strukturna grupa
submanifold podmnogostrukost
submersion submerzija

tangent vector tangentni vektor
total space totalni prostor

wedge product vanjski produkt

18.2 MALI HRVATSKO-ENGLESKI RJECNIK POJMOVA

djelovanje action

djelovanje grupe group action
glavni svezanj principal bundle
gomiliste limit point
hamiltonijan Hamiltonian
hiperploha hypersurface
imerzija immersion

karta chart

lagranzijan Lagrangian
mnogostrukost manifold
okolina neighbourhood
podmnogostrukost submanifold
potisak boost

prerez section

prostorvrijeme spacetime

rub boundary
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smjestenje embedding
strukturna grupa structure group
submerzija submersion
tangentni vektor tangent vector
tenzor energije i impulsa
energy-momentum tensor
totalni prostor total space
unutrasnjost interior

18.3 KONVENCIJE

Signatura metrike Minkowskog

194

vanjska derivacija exterior deriva-

tive

vanjski produkt wedge product

vektor svjetlosnog tipa null vector

vlaknasti svezanj fibre bundle

vlakno fibre

zatvarac closure

s1n=—-dt@dt+dz®@dr+dy®@dy +dz®@dz (18.1)

U gravitacijskoj zajednici prevladava konvencija s; = +1, dok u Cestic¢arskoj
zajednici prevladava konvencija s; = —1. Bezindeksna definicija Riemanno-

vog tensora

So R(X,K Z) =VxWZ —-VyVxZ — V[X,y]Z (18.2)
Definicija Riemannovog tenzora zapisana pomocu apstraktnih indeksa
(VaVo — Vo Va) Z¢ = s3 R,y Z° (18.3)
Takoder,
R(X,Y,2,W) = —s255 g(R(X,Y, Z), W) (18.4)
Komponente Riemannovog tenzora u odsustvu torzije
sgRF 5, = 0pTh, —0,Th s + 15,00, —T5.T7; (18.5)
Einsteinova gravitacijska jednadzba
1
Rap — 5 Rgap + Agap = K Tap (18.6)
izvor S1 Sy S3 K
[MTW?70, HE73, LPPT75] 4+ 4+ 4+ 8«
[ON83] + — — 8rm
[Walg4] + + 87
[dC92] + — +
[Sze04] + + + 81Gc™4
[Frao4] + + +
[Nako3] + + + 8aG

U ovoj skripti koristimo konvencije s; = so = s3 = +1 i sustav jedinica u

kojem je k = 8.
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18.4. Popis simbola

18.4 PoPIS SIMBOLA

A-B
Oy

AO

N

a>Ne FseNS 2 x RN

QA

Vx

razlika skupova A i B

okolina tocke x

rub (skupa, mnogostrukosti)

unutrasnjost skupa A

zatvara¢ skupa A

skup gomilista skupa A

homeomorfizam

difeomorfizam

Kartezijev produkt

skup prirodnih brojeva (bez nule)

skup nenegativnih cijelih brojeva

skup cijelih brojeva

skup racionalnih brojeva

skup realnih brojeva

tenzorski produkt

kontrakcija p-tog kontravarijantnog i ¢-tog kovarijantnog indeksa
vanjski produkt

vanjska derivacija

kontrakcija s vektorom X*

kovarijantna derivacija u smjeru vektora X ¢
kovarijantna derivacija

Liejeva derivacija s obzirom na vektorsko polje X
Hodgeov dual p-forme w

tangentni prostor u tocki p € M

kotangentni prostor u to¢ki p € M

svezanj tenzora ranga (r, s) na mnogostrukosti M
germ glatkih funkcija u tocki p € M

prsten glatkih funkcija na mnogostrukosti M
skup glatkih vektorskih polja na mnogostrukosti M
skup glatkih globalnih prereza sveznja £
pseudo-Euklidski prostor
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Cantorov skup

Cantorov skup (Georg Cantor: Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigke-
iten V, Mathematische Annalen, (1883) vol.21, 545 - 591.) dobije se sljede¢im
iterativnim postupkom. Neka je

Co=1[0,11CR

Iz ovog zatvorenog intervala izbacimo srednju (otvorenu) tre¢inu, (1/3,2/3).
Rezultat je unija dva zatvorena intervala,

Cy =10,1/3]U[2/3,1]

U sljede¢em koraku iz svakog od dva zatvorena intervala u C izbacimo srednje
tre¢ine, (1/9,2/9) i (7/9,8/9). Rezultat je unija Cetiri zatvorena intervala,

Co = [0,1/9] U [2/9,1/3]U[2/3,7/9] U [8/9,1]
Ponavljanjem ovog postupka u n-tom koraku ¢emo imati 2" zatvorenih inter-

vala ukupne duljine (2/3)"™. MoZemo zapisati formalnu rekurzivnu relaciju,

oo

C = kL_JO<1§n3kv 2Jgn3k>

Kona¢no, Cantorov skup C' definiramo kao presjek (ovdje namjerno izbjega-
vamo upotrebu “limesa” jer taj pojam zasad jo$ nismo definirali)

o= ¢ )
n=0
Co
C)  — —_—
Cy = = - —
Cy == == o -

199
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Prvo uocavamo da su sve rubne tocke izbacenih otvorenih intervala ele-
menti Cantorovog skupa C. Naime, te tocke imaju koordinate oblika (p +
3k)37", gdje su k,n € N, ap € {1,2}. Pretpostavimo suprotno, da je takva
jedna rubna toc¢ka izbacena jednim od narednih otvorenih intervala,

L+3l _p+3k _2+3l
3m 3n 3m

gdje je m > n. Pomnozimo li ove nejednakosti s 3", te oduzmemo 3/, dobivamo
o¢iglednu kontradikciju

1<35<2, s=3"""Yp+3k)-1€Z

Osnovna svojstva Cantorovog skupa sazeta su sljede¢im teoremom.

Teorem A.1. Cantorov skup C je zatvoren, nigdje gust i vrijedi C' = C.

Doxkaz : Kako je rije¢ o presjeku zatvorenih skupova, Cantorov skup je zatvoren na
skupu realnih brojeva sa standardnom topologijom. To nam odmah govori da C' sadrzi
sva svoja gomilista. Nadalje, dokazat ¢emo da svaki element baze (standarnde topologije
na R) kojisadrzi € C, mora sadrzavati bar jo§ jedan element iz C, te sje¢i komplement
X — C.Nekajex € B. = (a,a+¢€), gdje jea € Rie > 0. Znamo da postoji n € N,
takav da je 37" < €. Nadalje, z € C,, pa je x element zatvorenog intervala duljine
37", ¢ije su obje rubne tocke y1,y2 € C, te vrijedi

|z —yi| <37 <e
pajey1 € Beiliys € Be. Takoder, zatvoreni intervali u Cy, su kraéi od €, pa Be nuzno
sijete X — Cp,aondai X — C.
Odavde slijedi da C = C nema “unutrasnjih” to¢aka, C° = (6)0 = 0, pa je
C nigdje gust skup, ali nema niti izoliranih toc¢aka (drugim rije¢ima, sve tocke su mu
gomilista). O

Postoje li tocke Cantorovog skupa koje nisu rubne tocke izbacenih inter-
vala? Odgovor je da. Na primjer, ako promotrimo niz tocka koji se sastoji od
alternirajucih lijevih i desnih rubnih tocaka,

To = 0 3 Ty = Tp_1+ (_1)n7137n

Tada u limesu dobivamo toc¢ku ¢ija koordinata nije oblika (p + 3k)3~™,

o0

n—lqg—m __ 1 _1
xOOZZ(—l) 3 —1—m_Z

n=1

Nije tesko dokazati da je z, gomiliste Cantorovog skupa, pa je prema gore
dokazanom teoremu sadrZana u njemu.

Mandelbrotov skup

Mandelbrotov skup je ikonografski primjer u svijetu fraktala, beskona¢no
slozen objekt generiran upotrebom krajnje jednostavnog algoritma. Ukratko,
za svaki kompleksan broj ¢ € C promatramo rekurziju

2
Zny1 =%, +c, 2=0
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Svi oni brojevi ¢ kod kojih ovaj rekurzivni postupak ne divergira pripadaju Man-
delbrotovom skupu M. Znamo da je M neprazan jer je, primjerice 0 € M.
Nadalje, koristeéi funkciju f.(z) = 22 + ¢, mozemo pisati

M={ceC|VneN, |f(0) <2}

Zasto smo ovdje upotrijebili granicu 2? Oznac¢imo opet s z, = f*(0) i pretpos-
tavimo da je |z, | > 2 za neki n € IN. Tada imamo dva mogucéa slucaja,

(@) |c| < 2. Koristeéi nejednakost trokuta imamo
|2nt1] = ‘Zn|2 = le] = 2[zn| =2

odnosno
|Zna1] =2 > 2(|zn] — 2) .

Drugim rije¢ima, iteracijom se apsolutna vrijednost ¢lanova niza progre-
sivno udaljava od iznosa 2 pa takav niz stoga divergira.

(b) |c| > 2. Za pocetak, znamo da je |z1| = || te
22| = Ie® +¢| > |e|* = |e] > |c]
Pretpostavimo, kao korak indukcije, da je |z, | > |c|. Tada imamo
[zn1] > |2nl® = lel > le| - [2a] = le] = |2n] = le| + (¢ = 1)]zal >

> |zn| = fe| + (lef = Dle| = |zal + (l¢] = 2)¢]

Odavde slijedi da je |zp4+x| > |c| za svaki k € N, te da je razlika |z,41]| —
|2,,| omedena odozdo s pozitivnom konstantom (|c| — 2)|c|. Stoga, i u
ovom slu¢aju niz |z, | divergira.

Usput, znamo da je M N {c € C||c| = 2} neprazan skup jer je, primjerice,
fr5(0) = 2 za svakin > 21istoga —2 € M.

Iz gornje diskusije vidimo da je M omeden skup (omeden s otvorenim di-
skom radijusa 2 + €). Nadalje, u svakom koraku rekurzije imamo polinom f,
za koje znamo iz kompleksne analize da su uvijek neprekidna preslikavanja.
Stoga, M je i zatvoren skup jer ga mozemo zapisati kao presjek zatvorenih
skupova,

M= i(f?)l (B0.2))

Konac¢no, koriste¢i Heine-Borelov teorem, slijedi da je M kompaktan skup!
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EULEROVA FORMULA ZA POLIEDRE

Poligon je zatvorena Jordanova krivulja koja se sastoji od kona¢nog niza duzina
(konacne duljine). Poliedar je povezana zatvorena ploha koja je unija kona¢no
mnogo poligona, takvih da je svaki brid svakog poligona granica izmedu to¢no
dva poligona. Euler je pokusao dokazati klasifikaciju poliedara ...

Lema B.1. Svaki poligon s n > 3 stranica je moguce podijeliti na n — 2
trokuta (kazemo da je svaki poligon moguce triangularizirati).

Doxkaz : Oba dijela tvrdnje, egzistenciju triangularizacije, kao i broj trokuta u podijeli
dokazujemo indukcijom.

Egzistencija. Baza indukcije je trivijalan slu¢aj n = 3. Pretpostavimo da svaki po-
ligon s n — 1 stranica dopusta triangularizaciju, te promotrimo poligon s n stranica.
Odaberimo vrh B s konveksnim kutom, te ozna¢imo njegove susjedne vrhove s Ai C.
Ako je duzina AC sadrana u poligonu, tada smo poligon podijelili na dva manja poli-
gona koji, po pretpostavci dopustaju triangularizaciju. Ako duzina AC nije sadrzana u
poligonu, ozna¢imo sa Z vrh unutar trokuta A A BC najudaljeniji od stranice AC'. Tada
je duzina BZ sadrzana u poligonu i dijeli ga na dva manja poligona koji, po pretpostaci
dopustaju triangularizaciju.

B

Broj trokuta. Baza indukcije je opet trivijalan slu¢ajn = 3. Neka je t(P) broj trokuta
na koji je podijeljen poligon P u nekoj triangularizaciji. Odaberimo bilo koju dijagonalu
u promatranoj triangularizaciji, koja poligon P dijeli na dva manja poligona P; i Ps s,
redom, ny i ne vrhova. Tada je, po pretpostavci, t(P1) = n1 — 21 t(P2) = ng — 2.
Imamo

t(P) = t(Pl) + t(PQ) =ni+ns—4

Kako je n1 + ng = n + 2 slijedi t(P) = n — 2. O
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Lema B.2. Povrsina sfernog trokuta (na sferi jedini¢nog radijusa)

Pr=a+B+vy—m (B.1)

Dokaz :
«
Prjesee = p 2 = 2«

Zbrojimo povrsine svih “mjeseca”, ¢ime dobijemo povrsinu sfere i jos 4 povrsine pro-
matranog sfernog trokuta (zato $to svi “mjeseci” prebriSu 3 puta trokut i 3 puta njegov
antipod, a 2 povrsine su ve¢ u onih 47),

d(a+ B+7) =4m +4Pa

odakle slijedi tvrdnja. O

Teorem B.3. Eulerova formula za poliedre (homeomorfne sa sferom),
V-B+5=2 (B.2)

gdje je V' broj vrhova, B broj bridova, a S broj stranica poliedra.

Doxkaz : Prema Lemi B.1, svaki poligon s n stranica je moguce razdijeliti na n — 2
trokuta. Neka je i-ta stranica promatranog poliedra n;-terokut. Ako sada sve stranice
promatranog poliedra razdijelimo na trokute, tada tih trokuta ima ukupno

S

S S
A=>"(ni—2)=) n;—2) 1=2B-28
i=1 =1

i=1

Prilikom zbrajanja broja trokuta smo iskoristili ¢injenicu da svaki brid poliedra pripada
to¢no dvjema stranicama. Iskoristimo sada pretpostavku da je poliedar homeomorfan
sa sferom, pa preslikajmo ovu mrezu trokuta na jedini¢nu sferu. Zbroj povrsina pritom
dobivenih sfernih trokuta jednak je povrsini sfere,

A

S druge strane, koriste¢i Lemu B.2 imamo

A A
ZPAi:Z(ai+ﬁi+’}/i*ﬂ'):27TV*7TA
i=1 i=1

1z ove dvije jednakosti slijedi
A=2V -4

Imamo stoga
2B -28=2V -4

odakle odmabh slijedi trazena tvrdnja. O
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Teorem B.4. Postoji samo 5 pravilnih poliedara i to su upravo Platonska ti-
Jjela.

Doxaz : Prema definiciji pravilnog poliedra, njegove stranice su pravilni n-terokuti,
pa imamo nS = 2B (svaki brid je sadrzan u to¢no dvije stranice). Nadalje, iz svakog
vrha izlazi jednak broj, recimo m bridova, pa vrijedi mV = 2B (svaki brid spaja 2 vrha).
Koriste¢i B.2 imamo

2B—B—&-EBZZ
m n

odnosno
1 1 1 1
m w27 B
Kako je B > 0 imamo nejednakost
1 1 1
mTnT2

Svi poliedri imaju n > 3 im > 3, pa preostaje samo konacan broj parova (n, m) koji
zadovoljavaju gornju nejednakost,

n m B § V  imepoliedra
3 3 6 4 4 tetraedar

3 4 12 8 6  oktaedar

4 3 12 6 8  heksaedar

5 3 30 12 20 dodekaedar
3 5 30 20 12 ikozaedar

O

Korolar B.5. Nogometne lopte i fulereni imaju toéno 12 pentagona (petero-
kuta).

Doxkaz : Kako je unutrasnji kut pravilnog pentagona 37 /5, a unutrasnji kut pravilnog
heksagona 27 /3, brzo vidimo da se u svakom vrhu ne moze susresti vise od 3 stranice.
Neka je p broj pentagona, a h broj heksagona,

p+h=S5, bp+6h=2B, 5p+6h=3V

Uvrstavanjem u (B.2) dobijemo
p=12

Problem 4 boje. Povijesni pregled. Primjer na politickoj karti Europe: za
bojanje Luxembourga, Belgije, Francuske i Njemacke su poterbne barem 4 raz-
licite boje. Smatrat ¢emo da je “podrucje” putevima povezan otvoren podskup
ravnine R? (+pretpostavke o rubu). Mi éemo pomoéu Eulerove formule do-
kazati nesto skromniji rezultat. Osnovna ideja: pretvaranje karata u grafove.
Grafove usporedujemo po broju vrhova. Nadalje, cijelu ravninu mozemo ste-
reografskom projekcijom preslikati na sferu, ¢ime graf postaje “poliedar” na
sferi.
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Teorem B.6. Nemogude je ravninu podijeliti na 5 podrudja, tako da svi me-
dusobno granice.

DokAz : Zelimo dokazati da ne postoji graf s 5 vrhova koji su svi medusobno povezani
bridovima (koji se ne presjecaju).

V=5, B= (2) =10, S=2-V+B=2-5+4+10=7

Kako je svaki par vrhova u grafu povezan samo jednom linijom (bridom) grafa, slijedi da
je svaka stranica omedena s najmanje 3 brida grafa. To znac¢i da za broj bridova vrijedi
35 21 1
B> —=—=10-=
-2 2 2
$to je kontradikcija. Napomena: ovo nije dokaz teorema o 4 boje jer i dalje ostavlja
moguénost podjele ravnine na viSe od 5 podrucja, takvih da ih nije moguce obojati sa
samo 4 boje. O

Teorem B.7. 6 razlicitih boja je dovoljno za propisno bojanje svake planarne
karte.

Dokaz : Kako je B > 35/2, vrijedii2B/3 > S, paje

§+V—322
3
6V — 2B > 12

Neka je Vi, broj vrhova iz kojih izlazi m linija grafa. Pretpostavimo prvo da iz svakog
vrha pridruzenog grafa izlazi 6 ili vie bridova, odnosno da vrijedi

Vo=Vs=Va=V5=0
Odavde odmabh slijedi

V=Ve+Ve+Vs+...
Svaki brid spaja dva vrha,

2B =6Vs +7V7 +8Vs + ...
1z ove dvije jednakosti i gornje nejednakosti slijedi

6V +6V7e +6Vs+ - —6Vs —TV7s —8Vg —--- > 12

0>124+ Vi +2Vs +3Vo+--->0

§to je kontradikcija. Dakle, neki vrhovi mogu imati 5 ili manje susjeda. Pretpostavimo
sada da postoji tzv. minimalan graf, odnosno onaj koji se ne moze obojati sa 6 boja, a
svaki manji od njega moze. Neka je T" vrh ovog grafa iz kojeg izlazi 5 ili manje bridova.
Privremeno izbriSemo taj vrh i bridove koji izlaze iz njega. Novi graf se moZe obojati
sa 6 boja. Vratimo vrh 7' i bridove koji izlaze iz njega. On ima najvise 5 susjednih
vrhova, pa ga obojamo sa 6. bojom. Dakle, graf nije minimalan, a to je u kontradikciji s
pretpostavkom. Drugim rije¢ima, svaki graf je moguée obojati sa 6 boja. O
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Definicija C.1. Neka je X topoloski prostor. Za familiju A podskupova
prostora X kazemo da je lokalno konacna ako svaka tocka z € X ima
okolinu koja sijece samo kona¢no mnogo elemenata familije A. Za indek-
siranu familiju {4, |« € J} podskupova prostora X kazemo da je lokalno
konacna ako svaka tocka x € X ima okolinu koja sijece elemente ove familije
samo za kona¢no mnogo vrijednosti indeksa c.

Komentar C.2. Valjauoditi suptilnu razliku kod definicija lokalne kona¢nosti
za neindeksiranu i indeksiranu familiju skupova. Naime, kod potonje se moze
dogoditi da se isti skup visestruko pojavljuje (za razli¢ite vrijednosti indeksa «)
u indeksiranoj familiji. /1

Primjer|i C.3. Na primjer, A = {(n,n+2) |n € Z} je lokalno kona¢na
familija na topoloskom prostoru R, dok je B = {(0,1/n) |n € IN} lokalno
konaéna na prostoru (0, 1), ali nije lokalno kona¢na na R. 1

Teorem C.4. Neka je A lokalno konacna familija podskupova topoloskog
prostora X. Tada je i C = {A| A € A} lokalno konacna familija te vrijedi

Ua=J4 (C.1)

AcA AcA

Dokaz :

(a) Svaka okolina koja sijece skup A nuzno sijece i skup A. Stoga, ako je O okolina
tocke z € X koja sijee kona¢no mnogo elemenata familije A tada uzno sijece
i kona¢no mnogo elemenata familije €. Odavde slijedi da je i C lokalno kona¢na
familija skupova.

(b) Neka je B = J,c4 A. Tada je nuzno (J,. 4 A C B. Obratno, neka je b € B.
Neka je Op okolina tocke b koja sijece familiju A u kona¢no mnogo elemenata,
{A1,..., A, }. Ako bi vrijedilo b ¢ UAGA A, tada bi otvoren skup Oy — (Ail U
.-+ U A,,) bio okolina tocke b, disjunktna sa skupom B, to je u kontradikeiji s
pretpostavkom b € B. Stoga, vrijedii B C |J AcA A, odakle slijedi tvrdnja iz
teorema.

O

207



PARTICIJA JEDINICE 208

Definicija C.5. Neka je X topoloski prostor i {O, |« € J} lokalno ko-
nacan otvoren pokriva¢ prostora X. Za indeksiranu familiju (glatkih) pres-
likavanja ¢, : X — [0, 1] kaZemo da je (glatka) particija jedinice na X
podredena pokrivacu {O, } ako je

(@ VaelJ): suppyy C O,,
(b) familija {supp 1, |« € J} lokalno konaéna, i
© VexeX): > cs¥alr)=1.

Teorem C.6 (postojanje glatke particije jedinice). Lee, p.43

Teorem C.7 (Postojanje glatkih grba). Neka je M glatka mnogostrukost.
Za svaki zatvoren skup Z C M i otvoren skup O D Z postoji glatka funkcija
Y : M — [0,1], takva da jep(z) =1 zasve z € Z te suppyp C O.

Dokaz : Neka je {10, 1} glatka particija jedinice podredena otvorenom pokrivacu
{0, M — Z} mnogostrukosti M. Kako je ¥1(z) = 0 za sve z € Z, slijedi ¢o(2) =
1 — 41(z) = 1. Stoga, funkcija 1)o ima traZena svojstva. O

Derivabilnost funkcija je isprva definirana za funkcije s domenama koje su
otvoreni skupovi. Zelimo li tu definiciju prosiriti na funkcije ¢ije su domene
nekakvi opcenitiji skupovi problem se javlja s derivacijama na rubu domene.

Definicija C.8. Neka je M glatka mnogostrukost, S C M njen podskup
ik € N. Kazemo da je F : S — R* glatko preslikavanje ako svaka tocka
a € S ima okolinu O, na kojoj postoji glatka funkcija F : 0, — R¥, takva
daje ﬁ|0aﬁS =F.

Lema C.9 (Lema o prosirenju glatkih funkcija). Neka je M glatka mnogos-
trukost, Z C M zatvoreni podskup i f : Z — RF glatka funkcija. Za svaki
otvoreni skup O 2D Zpostojiglatkafunkcijaf: M — RF, takva dajeﬂz =7
i suppfg 0.

Dokaz : Prema prethodnoj definiciji, svaka totka z € Z ima okolinu O, na kojoj
postoji glatka funkcija f. : O, — R”, takva da je f. = f na presjeku O, N Z. Bez
smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti daje O. C O jednostavno jer po¢etni skup
O uvijek moZemo zamjeniti s O, N O.

Familija skupova {O. | z € Z}U{M — Z} je otvoren pokriva¢ mnogostrukosti M.
Neka je {t¢. |z € Z} U {¢)0} glatka particija jedinice podredena ovom pokrivacu, uz
supp ¥ C O, i suppto C M — Z. Za svaki z € Z produkt v, f. je glatka funkcija

¢iju domenu mozemo prosiriti s O, na cijelu M ako za prosirenu funkciju definiramo
da je identi¢ki nula na komplementu M — supp ..
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Definiramo preslikavanje f: M — R” preko

@) =3 @) @)

z2€Z

Kako je familija nosaca {supp .} lokalno kona¢na, ova suma sadrzi u okolini svake
tocke sadrzi samo kona¢no mnogo neiscezavajucih ¢lanova. Konacna suma glatkih funk-
cija na otvorenom skupu pa je i f glatka funkcija. Nadalje, za svaki w € Z imamo

fz(w) = f(w) itho(w) = 0 paje

Flw) =3 a(w) fow) = <¢o<w> +3 @(w)) flw) = fw)

z€Z z€EZ

odnosno ﬂ z = f. Kona¢no,

supp f C | J suppep. = | suppv. CO.

z€Z z€Z

O

Lema C.10 (Lema o prosirenju glatkih vektorskih polja). Nekaje M glatka
mnogostrukost, Z C M zatvoreni podskup i X glatko vektorsko polje defini-
rano na skupu Z. Za svaki otvoreni skup O D Z postoji globalno definirano
vektorsko polje X, takvo da je )Z'“|Z = X% i supp X CoO.
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TENZORSKE GUSTOCE

U rac¢unima se ponekad susrecemo s netenzorskim veli¢inama ¢ija svojstva pri-
likom promjene koordinatnog sustava ipak donekle podsje¢aju na transforma-
cije komponenti tenzora. Promotrimo, na primjer, determinantu metrike na
preklopu neke dvije koordinatnoj karte, (O, {z#}) i (O’, {z*'}). Same kompo-
nente metrickog tenzora se transformiraju prema

_ Ox” o0zP D1
glﬂu’—wwgaﬁ~ (D.1)
Ovu relaciju mozemo zapisati matri¢no u obliku
g =A"gA, (D-2)
gdje je Ay = 02/ . Stoga, uzimanjem determinante obje strane dobi-
vamo
g = (det A)g, (D.3)

gdje su g’ = detg’ i g = detg. Prvo valja uociti kako determinanta g, iako
“nema indekse”, nije skalar! Naime, skalarna veli¢ina ostaje nepromjenjena pri-
likom promjene koordinatnog sustava, sto ovdje o¢igledno nije slucaj jer je op-
¢enito det A # +1. Nadalje, valja uciti da je matrica A inverz Jacobijana J
koordinatne transformacije x — ', pa moZemo pisati

g = (detJ)"%yg (D.4)

Sve ovo motivira narednu definiciju.

Definicija D.1. Neka je T tenzorsko polje tipa (r,s) na pseudo-Rie-
mannovoj glatkoj mnogostrukosti (M, g.»). Tada je tenzorska gustoca
T tezine W # 0 skup funkcija definiran na svakoj koordinatnoj karti
(O, {z"}) s

S, <[, 03

V1 E V|

gdje je g determinanta metrike g, izvrjednjena u tom koordinatnom sustavu.
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Odmah iz defincije i gornje diskusije slijedi da na preklopu koordinatih ka-
rata (O, {z*}) i (O', {z* }) imamo

py el | —W2 ity _
E Vit = |g‘ /2 Vil =
Okt OB
_ w Q1 Qe
= |det .]| o ce 927 T 818, (D.6)

Ova jednakost se ponekad interpretira na nacin da se tenzorska gustoca ¥ tran-
sformira nalik na komponente tenzora, ali modificirana s faktorom | det J|".

Primjer|i D.2. Dakako, ogledan primjer tenzorske gustoce je determinanta
metrike, koja je skalarna gustoca tezine W = —2. Nadalje, imamo li neku
sacuvanu struju J¢, tada pripadnu jednadzbu kontinuiteta mozemo zapisati u

obliku

1
OZVaJa:ﬁaﬂ (\/ |g|J'u) : (D7)
g
Stoga, ponekad se uvodi pripadna tenzorska gustoca j* = |g|'/2 J* tezine W =
—1, koja zadovoljava jednakost d,,j* = 0. /!

Primjer|i D.3. U kontekstu integriranja na mnogostrukostima ¢esto se uvodi
tenzorska gustoca (tezine W = 1)

. = 9|7 €. (D.8)

preko Levi-Civita tenzora €uv.... Analogno imamo i tenzorsku gustocu (teZine
W = —1) e = |g|'/? e#¥ . Utestalo pitanje u diskusijama koje se doti¢u
Levi-Civita tenzora glasi: sadrzi li Vaga definicija “epsilona” u sebi korijen iz
determinante metrike? Stoga, uputno je naglasiti govorite li o tenzoru €. (Cije
komponente sadrZe korijen determinante metrike) ili tenzorskoj gustoci €, ...
(¢ije komponente ne sadrZe korijen determinante metrike). 1/

Komentar D.4. Rije¢ “gusto¢a” u pojmu tenzorske gustoce valja uzeti sa zr-
nom soli. Primjerice, gustoca naboja p, koja se pojavljuje u definiciji 4-struje
naboja J* = pu?, je skalar (to je odmah razvidno iz toga $to je p = —ugJ?).
Terminologiju dodatno kompliciraju konvencije na koje nailazimo u teoriji po-
lja. Tamo susreéemo djelovanje S, koje je kovarijantno zapisano kao integral

S = L/ —gdiz.
M

U ovom kontekstu se koristi pojam gustoéa lagranzijana, s kojim se ponekad
[LPPT75] oslovljava veli¢ina .Z (koja je skalar), a ponekad [MTW70, Wal84]
produkt .Z\/—g (koji je skalarna gustoca tezine W = —1). Da stvar bude gora,
korijen iz determinante metrike je u literaturi posvecenoj fizici elementarnih
Cestica u pravilu “nevidljiv” (jer se presutno koristi inercijalni Kartezijev ko-
ordinatni sustav na prostorvremenu Minkowskog) pa ova ambivalentnost os-
taje nedorecena. Sama fraza motivirana je fizikalnim dimenzijama veli¢ina .Z
i Z\/—g, koje su jednake fizikalnim dimenzijama lagranzijana podijeljenog s
volumenom. /!
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Komentar D.5. MoZemo se pitati kako sve mozemo derivirati tenzorske gus-
to¢e. Naravno, parcijalne derivacije 9,%"* "#",,,...,.. su definirane kao i parci-
jalne derivacije funkcija na mnogostrukosti. No, $to je s kovarijantnom i Li-
ejevom derivacijom? S obzirom da su tenzorske gustoce definicijom vezane
za koordinatne sustave, nema smisla govoriti o kovarijantnim pojmovima de-
riviranja. Pa ipak, ponekad se u literaturi koriste i analogoni ovih derivacija,
adaptirani na tenzorske gustoce (vidi npr. [MTW70], poglavlje 21.2) /!
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VARIJACIJSKI RACUN

(Sgab = —YacYbd 6gbd

VR

Palatini identity

1 a
~5 V=99a 09 b

ORay = V. 01, — V,, 6T,

§(vV=9R) = V=9 (Gab 59" + V) ,

Scalar section

2 (X -V)y=g)

/_g 5gab

0s(X = V) = (O¢ = V'(9)) 0 — Va (36 V")

Electromagnetic section

1 4(FV=g)
V=g g

1
=2 (FaCFbC — Z ?gab>
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Vg = vb(sgab - gaivaégcd

= Voo Voo + (X — V)gab

(F.1)

(F.2)

(F.3)

(F.4)

(E.5)

(F.6)

(E.7)
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ODGODENI DOKAZI

Heine-Borelov teorem

Lema G.1. Neka sub > a > 0 realni brojevi in € IN. Hiperkocka [a, b]™ C
R™ je kompaktan potprostor topoloskog prostora R"™.

Dokaz : Oznadimos Ko = [a, b]" i pretpostavimo da ovo nije kompaktan prostor. Neka
je P = {O.} otvoren pokrivat skupa K. Prepolovimo li sve stranice (duz koordinatnih
osi) hiperkocke Ko, dobit ¢emo 2™ hiperkocaka. Barem jedna od njih nema kona¢nog
potpokrivaca (u protivnom bi postojao konacan potpokrivaé, sto je u kontradikciji s
pocetnom pretpostavkom). Oznacimo tu hiperkocku s K, te nastavimo iterativno s
ovim postupkom. Time dobivamo beskona¢nu familiju ugnjezdenih hiperkocaka, Ko 2
KiDKyD....

Sada tvrdimo da je presjek @ = (), K neprazan i sadrZi to¢no jednu to¢ku. Promo-
trimo bridove duZ jedne od koordinatnih osi,

[a,b] 2 [c1,d1] 2 [c2,d2] 2 ...

Kako za sve i, 5 € IN vrijedi ¢; < dj, niz {¢; } ima supremum ¢ = sup{¢; }, a niz {d; }
infimum d = inf{d;} (prema jednom od aksioma skupa realnih brojeva svaki odozgo
ograni¢en skup A C R ima supremum u R), te vrijedi ¢ < d i stoga J = [¢,d] # 0.
Nadalje, vrijedi J C [c;, d;] za sve i € IN, pa je (), [c:, di] neprazan skup. Ponavljanjem
analognog postupka za sve koordinatne osi dokaze se da je i presjek ) neprazan skup.
Kona¢no, kako su intervali [c;, d;] proizvoljno malene duljine (konkretno, ona iznosi
27%b — a), interval J ne mozZe biti konaéne duljine, pa je ¢ = d, odakle slijedi da je se
presjek @ sastoji od to¢no jedne tocke, na primjer @ = {z}.

Neka je Og € P element pokrivaca koji sadrzi tocku z. Kako je Og otvoren skup,
tada postoji otvorena kugla B(y,r) C Og, takva da je z € B(y,r). Ova kugla sadrzi
sve osim kona¢no mnogo hiperkocaka iz gornje familije (preciznije, postoji m € NN,
takav da su K; C B(y,r) za sve ¢ > m). No, tada je jednoc¢lana familija {Op } konacan
potpokriva¢ svake hiperkocke K; za ¢ > m, §to je u kontradikeiji s pretpostavkom da
niti jedna od njih nema kona¢nog potpokrivaca. Dakle, K je kompaktan potprostor.

O

Dokaz : Pretpostavimo da je A C R"™ kompaktan skup. Kako je R"™ Hausdorffov
prostor, iz Teorema 1.49 slijedi da je A zatvoren skup. Nadalje, odaberimo proizvoljnu
to¢ku € R", te promotrimo familiju skupova

P ={B(z,n) |n e N}
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koja je pokrivac prostora R", a onda ujedno i pokriva¢ skupa A. Ako bi A bio neomeden
skup, tada ga bi ga bilo nemogucée pokriti s konaéno mnogo elemenata ovog pokrivaca,
§to je u kontradikciji s pretpostavkom da je A kompaktan. Dakle, A je nuzno i omeden
skup.

Obratno, pretpostavimo da je A C R"™ zatvoren i omeden skup. Tada postoji otvo-
rena kugla B(p,r) 2O A, a onda i hiperkocka [a,b]” 2O B(p,r) 2 A. Prema Lemi G.1
hiperkocka je kompaktan prostor, a prema Teoremu 1.47 zatvoren podskup kompaktnog
prostora je kompaktan, odakle slijedi da je A kompaktan skup. O

IScezavajuc¢i Riemann povlaci lokalnu ravnost

Dokaz : Ako postoji lokalna izometrija ¢ : O — R, tada koristimo ¢* R itd.

Ako je Rapeqd = 0 tada konstruiramo lokalni sustav u kojem su komponente metrike
konstante.

Karta (O, ), komponente funkcije V', 1-forme I'3, uvodimo 1-forme 0 (i sve
radimo u tangentnom sveznju 7' M)

9 = ave 4+ vPrey,
0D A A0 £0
A6 = VP AT + V2D, = dVP AT + VP (R — T, AT) =
= VPR =T, (aV7 4+ VOT%,) = VPR, — 1%, A 0
0N A A =9 AL A0 AVERY,
Frobenius, integrabilnost ...Na kraju imamo sustav kovarijantno konstantnih vektora
VV(;y = 0 s koordinatnim sustavom u kojem su V{,,) = 0/0z". Nadalje, komponente

9ap = 9(Viay: Vig))

su konstantne na toj karti, Vg(V(a) % 5)) = 0, te je s dodatnom linearnom transforma-
cijom (konstantnom na toj karti) i reskaliranjem (svodenje na kanonsku formu) moguce
postiéi gag = +dags. O
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