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Predgovor

Kada sam 2013. godine u ljetnom semestru preuzeo vodenje kolegija “Matematicke
metode fizike” na Fizickom odsjeku PMF-a u Zagrebu, glavni problem preda mnom bio
je osjetan nedostatak adekvatne literature. Izuzev nepotpunih i nesredenih student-
skih biljeski, nisu postojale nijedne druge koje bi nosile obiljezje “sluzbenih”. Domaca
literatura koju bi bar donekle mogli gledati kao pokusaj sustavnog izlaganja matema-
titkih metoda korisnih u fizici svodi se tek na dva “slova”, Blanusinu knjizicu Oda-
brana predavanja iz Matematickih metoda fizike (u potpunosti zastarjela i ni iz bliza
dostatna) te mozda neki dijelovi Supekovog dvotomnog udzbenika Teorijska fizika.
S druge strane, situacija je oekivano znatno bolja na engleskom jeziku, naizgled s
obiljem naslova s “predznakom MMF-a”. Medutim, pazljivija analiza ovih knjiga opet
otkriva niz nedostataka, medu kojima prednjace oni pedagoskog karaktera. Ugrubo,
nedostatke moZemo razvrstati prema narednim tipovima izvora

(a) knjige koje su isklju¢ivo “matematic¢ke” (iako su neke izvrsno napisane, u pot-
punosti im nedostaje fizikalna spona, a Cesto su i preuske u izboru tematike);

(b) knjige koje su zastarjele, bilo zbog stila izlaganja, bilo zbog (opet) preuske te-
matike;

(c) knjige koje su vise enciklopedijskog karaktera, idu u $irinu, a premalo u dubinu
materije.

Kao prirodno rjesenje nametnulo se pisanje nove skripte koja bi izbjegla navedene
nedostatke i posluzila kao standardna referenca na hrvatskom jeziku za ovaj kolegij.
Tekst koji upravo Citate je revidirana, dijelom dopunjena verzija ranije skripte. Ipak,
i pred ovom verzijom, koja je nesumnjivo protkana matemati¢kim i pravopisnim po-
greskama, trnovit je proces dorade na putu ka ¢itkom, probavljivom udzbeniku.

Ovom prilikom se Zelim zahvaliti svima onima koji su svojim primjedbama i sa-
vjetima pomogli u ispravljanju i pobolj$avanju ranijih verzija skripte, abecednim re-
dom, Hrvoju Abrahamu, Sanjinu Beni¢u, Antoniju Bjel¢i¢u, Klari Juri¢, Tajronu Ju-
ricu, Brunu Klajnu, Augustinu Oreskovicu, Ivani Retkovac Seﬁelji i Leonu Tiski.

Addendum. Kratak vodi¢ kroz literaturu.

Udzbenik: knjiga namjenjena detaljnom svladavanju gradiva od motivacije, teorema
i dokaza do primjene u matematici i fizici.

vii
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* Butkov: Mathematical Physics (jednim dijelom se poklapa s gradivom ovih ko-
legija, ali je pristupom poprili¢no zastario udzbenik)

* Stone, Goldbart: Mathematics for Physics: A Guided Tour for Graduate Students

* Lang: Complex Analysis (matematicki udzbenik iz kompleksne analize)

* Artin: The Gamma Function (kratak udzbenik o gama funkciji)

* Tenenbaum, Pollard: Ordinary Differential Equations (udzbenik ciljan na “fizi-
carsku” publiku koji s mnostvom rijeSenih primjera obraduje teoriju obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi)

* Arnold: Ordinary Differential Equations (udzbenik o teoriji obi¢nih diferencijal-
nih jednadzbi s naglaskom na intuitivni uvid)

* Jeffrey: Applied Partial Differential Equations (matemati¢ki udzbenik iz teorije
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi)

Priru¢nik/Udzbenik: pregled definicija i teorema, s naglaskom na objasnjenje me-
toda, ali (gotovo) bez ikakvih dokaza.

* Arfken, Weber: Mathematical Methods for Physicists
* Riley, Hobson, Bence: Mathematical Methods for Physics and Engineering

* Cahill: Physical Mathematics

Prirucnik: skup definicija, teorema, metoda i formula, sve u najkracoj mogucoj formi.

* Bronshtein, Semendyayev, Musiol, Muehlig: Handbook of Mathematics
* Abramowitz, Stegun: Handbook of Mathematical Functions

* Bateman Manuscript Project, Vol. 1-3

Zbirka zadataka: skup zadataka s rjeSenjima, koji u formi moze varirati od “ame-
rickog stila” (relativno lagani zadaci, detaljna rjesenja) do “ruskog stila” (tezi zadaci,
Stura rjeSenja).

* Schaum’s Outline of Complex Variables, Schaum’s Outline of Differential Equ-
ations, Schaum’s Outline of Fourier Analysis

* Mitrinovi¢, Michael: Calculus of residues (zbirka zadataka iz kompleksne inte-
gracije; usput, toplo preporu¢am sve Mitrinoviceve udzbenike i zbirke zada-
taka!)

* Volkovyskii, Lunts, Aramanovich: A Collection of Problems on Complex Analysis
(zbrika zadataka “ruskog stila” iz kompleksne analize s mnostvom primjera
kompleksnih integrala)



ix § Predgovor

* Farlow: Partial Differential Equations for Scientists and Engineers (pedagoski iz-
vrsno koncipirana zbrika zadataka iz parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, ci-
ljana na “fizi¢arsku” publiku)

Dodatna literatura:
* Hrbacek, Jech: Introduction to Set Theory
* Gelbaum, Olmsted: Counterexamples in Analysis

* Needham: Visual complex analysis
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0
Uvod

Prije hvatanja u kostac s glavnim dijelom gradiva, u uvodnom poglavlju ¢emo napra-
viti kratak pregled osnovnih pojmova vezanih za skupove, opc¢u topologiju, realnu
analizu i temeljne algebarske strukture. Koristimo uobicajene logicke simbole:

A =1V =“li" V = “za svaki”, 3 = “postoji”, 3! = “postoji to¢no jedan”,

= = “slijedi”, & = “ako i samo ako” ili skra¢eno “akko”.

Napomena: X VY znaci da vrijedi X ili Y ili oboje.

§0.1 Skupovi

Ovdje nec¢emo ulaziti u stroge aksiomatske temelje teorije skupova poput ZFC sustava
aksioma, ve¢ polazimo od intuitivnog poimanja skupova. Elementarni pojam je pra-
zan skup (), skup koji nema niti jednog elementa (intuitivno ga mozemo oznaditi s
praznim viti¢astim zagradama { }). Ponekad iz stilskih razloga upotrebljavamo frazu
“familija skupova” u znacenju “skup skupova”, samo kako bi se izbjegla ponavljaju¢a
sintagma.

Primjer(i) 0.1. Skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,...} moZemo definirati’
pocevsi od praznog skupa,

0=0, 1={0}={0}, 2={0,1} ={0,{0}},
3= {0’ 1a2} = {@, {V)}v {@, {@}}} )

Ponekad koristimo i skup prirodnih brojeva s nulom, Ny = {0,1,2,...}. 1

“za detalje formalne definicije vidi [H]99]



PoGgravyje 0. Uvobp

Definicija 0.2. Inkluzija A C B medu skupovima A i B vrijedi ako
VzeA): zeB.

Kazemo da je skup A sadrzan u skupu B. Ako postoje elementi iz B koji nisu
sadrzani u A, tada pisemo A C B.

Komentar 0.3. Ovdje namjerno izbjegavamo oznaku A C B koja u dijelu literature
oznacava A C B a u dijelu literature A C B. Za svaki skup A uvijek vrijedi § C A,
aline nuznoi ) € A. Za svaka dva skupa A i B vrijedi A C Bi B C A akko

A=DB. 1l

Definicija 0.4. Partitivni skup &2(X) skupa X je skup svih podskupova skupa

2L
Z(X)={A]AC X} (1)

Primjer(i) 0.5. Akoje S = {a,{b}}, gdjesua # 0,b # 0 ia # b, tada vrijedi
0¢S, acS, {a}CsS, b¢S, {bpes, {H}ZS, {{}}CS

2(8) ={0.{a}, {{b}}, 5}, 0e2(9)
"

Definicija 0.6. Osnovne operacije na skupovima A, B C X:

Unija skupova AUB={ze X |z€ AV z € B}
Presjek skupova ANB={zxeX |z €A N z€ B}
Razlika skupova A—B={z € A|z ¢ B}

Kazemo da skup A presjeca skup B ako vrijedi A N B # (). Kazemo da su skupovi
A i B disjunkini ako vrijedi AN B = (). Komplement podskupa A C X unutar

skupa X je skup X — A.

ALGEBRA skurovA A, B, C' C X

Idempotentnost | Komutativnost | Operacije s ) | Operacije s X
AUA=A AUB=BUA| AUPp=A4 | AUX=X
ANA=A | AnB=BnNA| Anb=90 ANX =A



§0.1. Skupovi

Asocijativnost
(AUB)UC =AU (BUCQC)
(ANB)NC=AN(BNC)

Distributivnost
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

de Morganovi zakoni
X-(AuB)=(X-A)Nn(X - B)
X—-(ANnB)=(X-A)U(X -B)

Definicija 0.7. Ureden par dva elementa z i y je dvoclani skup

(z,y) = {{z}, {z, y}}

Tvrdimo da je na ovaj nacin jednakost (x,y) = (2, y’) ekvivalentnasx = 2’ iy = ¢/'.

Naime, jednakost {{z},{z,y}} = {{z'},{2',y'}} je ekvivalentna s jednakostima
x=2a"i{z,y} = {2',y'}, aiz ove dvije proizlazi y = y/'.

Definicija 0.8. Kartezijev produkt A x B skupova A i B je skup uredenih

parova,
Ax B={(a,b)|ac A be B} 2)
Ako za neki n € N imamo n puta ponovljen Kartezijev produkt istog skupa, tada
to pisemo kao “potenciju”,
A"=AXx---x A
n puta

* Zadaci

1. Nekasu X i A, B C X skupovi. Dokazite da vrijede naredne jednakosti
A-B=An(X-B), A—-(X-B)=ANnB,
X—-(A-B)=(X-A)U(ANDB)

2. Cemu je jednak partitivni skup praznog skupa, Z(())? Ako skup A iman € N
¢lanova, koliko ¢lanova ima pripadni partitivni skup &2(A4)?
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§0.2 Relacije

Definicija 0.9. Binarna relacija medu skupovima A i B je podskup R Karte-
zijevog produkta A x B. Specijalno, binarna relacija na skupu A je podskup R
Kartezijevog produkta A x A. Koristimo oznaku 2Ry u znacenju (z,y) € R.

Definicija 0.10. Za binarnu relaciju R na skupu A kazemo da je

« refleksivna ako (Vo € A) : xRz;
. simetri¢na ako (Vz,y € A) : 2Ry = yRuz;
- antisimetri¢na ako (Vz,y € A): ztRy AyRx = z =y;

- tranzitivna ako (Vz,y,z € A) : xRy AyRz = zRz.

Definicija 0.11. Za binarnu relaciju R na skupu A kazemo da definira
« parcijalni uredaj na skupu A ako je R refleksivna, antisimetri¢na i tranzi-
tivna relacija;

- totalni uredaj na skupu A ako R definira parcijalni uredaj na A i ako

(Vz,y€ A): xRy V yRzx .

Za opcenitu relaciju parcijalnog uredaja ponekad koristimo oznaku “<”, a parci-
jalno ureden skup A s pripadnom relacijom < pisemo kao par (A4, <).

Primjer(i) 0.12. Inkluzija C na nepraznoj familiji skupova J definira parcijalni ure-
daj. Medutim, ona opcenito ne definira totalni uredaj jer u promatranoj familiji sku-
pova J mogu postojati disjunktni neprazni skupovi. Nejednakost < na skupu pri-
rodnih brojeva N definira totalni uredaj. S druge strane, stroga inkluzija C i stroga
nejednakost < nisu refleksivne relacije. /1

Definicija 0.13. Neka je (X, <) neprazan parcijalno ureden skup i neka je S C
X njegov neprazan podskup. Za skup S kazemo da je

« omeden odozgo ako (M € X)(Va € S) : a < M, pri éemu element M
zovemo gornja meda skupa S

« omeden odozdo ako (Im € X)(Va € S) : m < q, pri ¢emu element m
zovemo donja meda skupa S

« omeden ako je omeden i odozgo i odozdo.



5 §0.2. Relacije

Definicija 0.14. Neka je (X, <) neprazan parcijalno ureden skup i neka je S C
X njegov neprazan podskup. Ako je S omeden odozgo, tada za njegovu najmanju
gornju medu (ako takva postoji), element M € X takav da vrijedi M < M’ za
svaku gornju medu M’ skupa S, kazemo da je supremum skupa S i pisemo

M =supsS . (3)

Ako je S omeden odozdo, tada za njegovu najveéu donju medu (ako takva postoji),
element m € X takav da vrijedim > m/ za svaku donju medu m/’ skupa S, kazemo
da je infimum skupa S i piSemo

m =inf §S'. 4)

Komentar 0.15. Ako postoje, supremum i infimum nekog skupa su jedinstveni.
Naime, pretpostavimo da su M; i M, dva supremuma promatranog skupa: tada po
definiciji vrijedi M; < My < Mj, pa antisimetri¢nost relacije < povlaci da je M; =
M. Takoder, ako su my i my dva infimuma promatranog skupa, tada je m; > mq >
my, stoga m; = mo. /!

Primjer(i) 0.16. Uzmemo li, na primjer, na parcijalno uredenom skupu prirodnih
brojeva (N, <) skup A = {3,4,5} C N, tadajesupA =5 € AiinfA =3 € A.
S druge strane, uzmemo li na parcijalno uredenom skupu racionalnih brojeva (Q, <)
skup B = {1/n|n € N} CQ,tadajesupB =1 € B, aliinf B = 0 ¢ B. Takoder,
primijetimo da skup S = {¢ € Q| ¢* < 2} C Q nema niti supremuma niti infimuma
na skupu racionalnih brojeva Q. /!

Definicija 0.17. Zarelaciju R na skupu A kazemo da je relacija ekvivalencije
ako je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna. Za relaciju ekvivalencije Cesto se koristi
oznaka ~ .

Komentar 0.18. Naizgled, simetri¢nost i tranzitivnost povlace refleksivnost:
a~b=>b~a, a~bANb~a=a~a?l

Medutim, za ovakvo zakljucivanje prvo je potrebno pretpostaviti egzistenciju elementa
b, s kojim bi a bio u relaciji. 1
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Definicija 0.19. Za dani neprazni skup A i njegov element a € A relacija ekvi-
valencije na skupu A definira klasu ekvivalencije, skup onih elemenata koji su u
relaciji s a,

[al={x€A|x~a} (5)

Skup svih klasa ekvivalencija u skupu A zovemo kvocijentni skup i pisemo

A/~={[d|ac A} (6)

Primjer(i) 0.20.

« Medu to¢kama u ravnini s istaknutim ishodistem, tockom O, moZemo definirati
relaciju koja vrijedi akko su promatrane tocke na istoj udaljenosti od O. Lako se
provjeri da je ovo relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije neke tocke T' # O
u ravnini je kruznica sa sredi§tem u ishodistu i radijusom |OT|.

« Za svaki prirodni broj n > 2 moZemo definirati relaciju  ~ y na skupu cijelih
brojeva Z, koja vrijedi akko je apsolutna razlika |x — y| dijeljiva s n (drugim
rije¢ima, akko x i y imaju isti ostatak pri dijeljenju s n). Lako se provjeri da
je ovo relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije ove relacije su podskupovi
() ={kn+{|kcZ}.

/!

Naredni teorem dokazuje korisno svojstvo relacije ekvivalencije i pripadnih klasa
ekvivalencije.

Teorem 0.21. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu A. Tada kvocijentni skup
¢ini jednu particiju skupa A, odnosno klase ekvivalencije zadovoljavaju svojstva

1. Ya€ A : a€ld],

2. vrijedi ili [a] = [b] (akkojea ~b) ili [a] N [b] = 0.

Bez ulaZenja u strogu aksiomatiku doti¢nih skupova, koristeci relacije ekvivalencije
ovdje mozemo uvesti nekoliko skupova s kojima ¢emo se Cesto sluziti.

« Skup cijelih brojeva mozemo definirati kao kvocijentni skup
Z=(NxN)/~,

gdje je (a,b) ~ (¢, d) akko a+d = b+ c. Naime, ideja je uvesti negativne cijele
brojeve pomocu objekata koje ve¢ poznajemo. Uoc¢imo li kako primjerice broj
—3 mozemo viSestruko prikazati kao rezultat oduzimanja prirodnih brojeva

—3=1-4=2-5=3-6=...
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tada njega isto tako moZemo promatrati kao skup uredenih parova
{(1,4),(2,5),(3,6),...}.
Ovaj skup je upravo jedna klasa ekvivalencije gore definirane relacije.
« Skup racionalnih brojeva mozemo definirati kao kvocijentni skup
Q= (ZxN)/~,
gdje je (a,b) ~ (¢, d) akko ad = be.

* Zadaci

1. Neka je (X, <) neprazan parcijalno ureden skup, S C X neprazan omeden
skup i T C S. Dokazite da tada vrijedi

inf S <infT <supT <supS .

2. Neka je (X, <) neprazan parcijalno ureden skup i 5,7 C X dva neprazna
omedena skupa. Ako za svaki s € S'isvakit € T vrijedi s < t, dokaZite da je
tada sup S <infT.

3. Na skupu realnih brojeva R zadana je relacija x ~ y akko (z—y) € Q. Dokazite
da je ovo relacija ekvivalencije i opiSite pripadne klase ekvivalencije.

§ 0.3 Preslikavanja

Navikli smo na preslikavanja (funkcije) gledati kao “pridruZivanje” elemenata iz jed-
nog skupa elementima drugog skupa. U skladu s tim, operaciju “pridruzivanja” sim-
boli¢ki predstavljamo uredenim parom (z, F'(x)) varijable x i “vrijednosti” F'(x) koju
joj pridruzuje funkcija F'. Medutim, koriste¢i gore uvedene pojmove mozemo uobli¢iti
precizniju definiciju.

Definicija 0.22. Neka su D (domena) i K (kodomena) neprazni skupovi. Za
relaciju F' medu skupovima D i K kazemo da je preslikavanje ili funkcija ako
zadovoljava naredna dva svojstva,

(@ VeeD)(FyeK): aFy,i
(b) (Vz e D)Vyi,y2 € K): aFy; AxFys = y1 = ya.

Drugim rije¢ima, svaki element iz D je u relaciji s jednim i to¢no jednim elementom
iz K. Preslikavanje zajedno s njegovom domenom i kodomenom obi¢no oznaca-
vamo s F': D — K, arelaciju  F'y pisemo kao F(z) = y.
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Primjer(i) 0.23. Nasvakom nepraznom skupu X moZemo uvesti elementarno pres-
likavanje, identitetidy : X — X, takvo dajezasvakiz € X definiranoidy (z) = z.
Takoder, za svaku danu domenu D, kodomenu K i element y € K mozemo definirati
konstantnu funkcijuc, : D — K s ¢y(x) = y zasvakiz € D. /!

Definicija 0.24. Nekaje f : D — K preslikavanjete A C Di B C K. Tada
definiramo

- sliku skupa A, f(4) = {f(a) € K |a € A}

- prasliku skupa B, f~'(B) = {z € D | f(z) € B}

Definicija 0.25. Preslikavanje f : D — K je
. injekcijaako Ya,be D: a#b = f(a) # f(b);
. surjekcija ako je f(D) = K ;

- bijekcija ako je injekcija i surjekcija.

Primjer(i) 0.26. Na primjer, preslikavanje f : Z — Z, f(x) = 2 nije niti injekcija
niti surjekcija. Preslikavanje f : N — Z, f(x) = x je injekcija ali nije surjekcija.
Preslikavanje f : Z — Ny, f(z) = |z| nije injekcija ali je surjekcija. Konatno,
preslikavanje f : Q — Q, f(z) = 22/3 je bijekcija. /!

Definicija 0.27. Ako su zadana preslikavanja f : X — Y ig:Y — Z, tadaje

njihova kompozicija preslikavanje (g o f) : X — Z, definirano s (g o f)(z) =
g(f(x)) zasvakiz € X.

Definicija 0.28. Nekasu f: X — Y ig:Y — X preslikavanja za koja vrijedi
go f=1idx i f o g = idy. Tada kaZzemo da su preslikavanja f i g jedno drugomu
inverzi. U ovom slu¢aju obi¢no koristimo oznaku f~! = g, odnosno g~! = f.

Teorem 0.29. Preslikavanje f : X — Y ima inverz akko je bijekcija.
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Kardinalnost skupova (intuitivno: broj elemenata skupa). Za skup S kazemo
da je konacan ako je prazan ili ako postoji bijekcija b : S — {1,2,...,n} za neki
n € N. U protivnom kaZemo da je skup beskonacan. U slu¢aju kada izmedu besko-
nacnog skupa S i skupa N postoji bijekcija, kazemo da je S prebrojivo beskonacan
(specijalno, samo skup N, ali i skup Q su prebrojivo beskona¢ni). U protivnom za
beskonacan skup S kazemo da je neprebrojivo beskonacan (npr. partitivni skup
prirodnih brojeva &?(N) je neprebrojivo beskonacan).

Definicija 0.30. Neka je A neki neprazan skup. Niz je preslikavanje f : N — A.
Ako “tlanove” niza obiljezimo s a,, = f(n) za svaki n € N, tada za niz koristimo
oznake poput (an)nen, (an)n ili (ay,).

Komentar 0.31. Valja razlikovati niz od skupa njegovih vrijednosti u kodomeni.
Na primjer, niz a,, = (—1)" ima beskona¢no mnogo “¢lanova”, ali skup njegovih
vrijednosti, S = {(—=1)" | n € N} = {—1, 1}, ima samo dva elementa. /

Definicija 0.32. Indeksna funkcija za nepraznu familiju skupova A je svaka sur-
jekcija f : J — A. Skup J nazivamo skupom indeksa, a familiju A zajedno s
indeksnom funkcijom f indeksirana familija skupova. Za« € Jskup f(a) € A
oznacavamo s A,, a indeksiranu familiju s {A, }aes ili samo s {A,}, ako je iz
konteksta jasno o kojem skupu indeksa je rijec.

* Zadaci
1. Nekasu f : X - Yig:Y — X preslikavanja za koja vrijedi g o f = idx.
Dokazite da je tada g surjekcija, a f injekcija.

2. Neka je zadano preslikavanje f : X — Y te neprazni podskupovi domene,
A, B C X, ikodomene, G, H C Y. Dokazite da fi f~! “¢uvaju” inkluziju,

BCA= f(B)Cf(4), HCG = fY(H)C[G)

Nadalje, dokazite da f~! “¢uva” uniju, presjek i razliku, ali f “¢uva” samo uniju
skupova,

f(AUB) = f(A)U HGUH) = f"HG)Uf(H)

f- /-
(B), fTHGNH)=f"YG)nf(H)
fTHG - H) = f7HG) - [~ (H)
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§ 0.4 Algebarske strukture

Po uzoru na osnovne racunske operacije na skupu cijelih ili skupu realnih brojeva,
na opéenitom (nepraznom) skupu mozemo izdvojiti posebna preslikavanja (“opera-
cije”) pomocu kojih gradimo algebarski jezik na tom skupu. Ovdje ¢emo se prisjetiti
osnovnih algebarskih struktura.

Definicija 0.33. Grupa je ureden par (G, *) nepraznog skupa G i operacije * :
G x G — @ koja zadovoljava naredna svojstva,

(a) asocijativnost, Va,b,c € G : (a*b)*xc=ax (bx*c),

(n) postojanje neutralnog elementa, 3de € G : Va € G, exa=ax*e = aq,

(i) postojanje inverza,Va € G Ja '€ G :axal=alxa=e.

Ako je operacija u grupi komutativna, odnosno ako za svaki a,b € G vrijedi

axb=bxa

tada kazemo da je grupa (G, *) komutativna ili Abelova grupa.

Primjer(i) 0.34. (Z,+), grupa cijelih brojeva s operacijom zbrajanja; (Q, +), grupa
racionalnih brojeva s operacijom zbrajanja; (Zy, +), grupa ostataka pri djeljenju s
prirodnim brojem k > 2 i zbrajanjem modulo k; (Q*, -), grupa racionalnih brojeva
bez nule s operacijom mnozenja; (Bij(X), o), grupa bijekcija b : X — X na ne-
praznom skupu X s operacijom kompozicije funkcija; itd. S druge strane, primjerice,
ureden par (N, +) nenegativnih cijelih brojeva s operacijom zbrajanja nije grupa jer
niti jedan prirodan broj n € N nema inverz. /!

Definicija 0.35. Polje je uredena trojka (P, +, - ) nepraznog skupa P i operacija
“zbrajanja” + : P x P — Pi“mnozenja” - : P x P — P, koja zadovoljava naredna

svojstva,
1. ureden par (P, +) je Abelova grupa (s neutralnim elementom “0”),
2. ureden par (P — {0}, -) je Abelova grupa (s neutralnim elementom “1”),

3. distributivnost, Va,b,c € P : a-(b+c)=a-b+a-c.

Primjer(i) 0.36. Polje racionalnih brojeva (Q, +, - ) s operacijama mnoZenja i zbra-
janja. S druge strane, uredena trojka (Z,+, -) cijelih brojeva i operacija zbrajanja i
mnoZenja nije polje jer ureden par (Z — {0}, - ) nije grupa. /!
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Komentar 0.37. U literaturi se zapis struktura cesto zloupotrebljava pa tako govo-
rimo skraceno o “grupi G”, umjesto o “grupi (G, -)”, ili o “polju P”, umjesto o “polju
(P,+,-) /!

* Zadaci

1. Dokazite da je neutralni element grupe uvijek jedinstven. Dokazite da je inverz
zadanog elementa grupe uvijek jedinstven.

2. Neka je (P, +, - ) polje s neutralnim elementom 0 s obzirom na operaciju zbra-
janja. Dokazite da tada za svaki element z € P vrijedi 0 - x = 0. Nadalje,
koriste¢i ovu tvrdnju, dokazite kako su u polju neutralni elementi s obzirom na
operacije zbrajanja i mnozenja nuzno razliciti, 0 # 1.

§ 0.5 Skup realnih brojeva

Realne brojeve mozemo jednoznac¢no opisati kao polje (R, +, - ) koje je totalno ure-
deno s relacijom <, kompatibilnom s operacijama na skupu,

a<b=a+c<b+c,

a<bANO0O<c = ac<bc,

i svojstvom da svaki odozgo omeden podskup .S C R ima supremum na skupu R.

Konstrukciju takvog skupa mozemo uvesti preko Dedekindovog reza na racional-
nim brojevima: R je skup uredenih particija skupa Q, odnosno uredenih parova sku-
pova (A, B), gdje su A,B C Q, takvidajea < bzasvea € Aib € B, pri
¢emu se primjerice drzimo konvencije kako B nema najmanjeg elementa. Na primjer,
V2 = (A, B), gdje je A unija svih negativnih racionalnih brojeva i onih racionalnih
brojeva q za koje je ¢> < 2, a B skup svih pozitivnih racionalnih brojeva ¢ za koje
je ¢* > 2. Primijetimo, skup racionalnih brojeva ne posjeduje svojstvo da mu svaki
odozgo omeden podskup ima supremum (medu racionalnim brojevima).

Komentar 0.38. Cesto koristimo neke pomoéne oznake, poput skupa pozitivnih
racionalnih brojeva Q" = {q € Q | ¢ > 0}, skupa pozitivnih realnih brojeva Rt =
{r € R|r > 0} (i analogno, negativnih racionalnih Q™ i negativnih realnih brojeva
R™), skupa cijelih brojeva bez nule, Z* = Z — {0}, skupa racionalnih brojeva bez
nule, Q% = Q — {0} i skupa realnih brojeva bez nule, R* = R — {0}. /I

Teorem 0.39 (nejednakost trokuta za realne brojeve). Za svex,y € R vrijedi

2] = |yl| < |z £ y| < |z + |y| - )
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2

Dokaz : Prvo valja uotiti kako nejednakost a®> < b? za realne brojeve a,b € R povlati

|a| < |b|. Nadalje, promotrimo
o +yl® = (@ +y)° = 2" + 22y +y° < J2* + 2] -yl + |y = (2] + |y])* .

Stoga, vrijedi
|z +yl < |zl + vl
odakle odmabh slijedi i

lz =yl =lz+ (=) < |z[+ | =yl = [z] + |yl .
Koristeéi ove rezultate imamo
lz| =y + (. —y)| < |yl + |z —

odnosno
lz| = ly| <[z —y].

Primjetimo, desna strana nejednakosti je simetri¢na na zamjenu x <> y pa vrijedi i

||z = [yl| < |z —yl.

Konacno,
|| = lyl| = |lel = | = yl| < e = (=y)| =z +y|.

Teorem 0.40. Neka je S C R neprazan omeden skup. Tada vrijediinf S < sup S.
Ako jeinf S = sup S tada se S sastoji od to¢no jedne tocke.

DokaAz : Pretpostavimo da vrijedi inf S > sup S. Tada za svaki € S imamo
x> infS >supS>«x,

odakle slijedi da je > x, kontradikcija! Sli¢no tako, ako pretpostavimo da vrijedi inf S =
sup S, tada za svaki z € S imamo

z>infS=supS >z,

§to je moguce samo ako je x = inf § = sup S. Stoga, u tom slucaju skup S ima samo jedan
clan. O

+ Zadaci

1. Pronadite infimume i supremume sljede¢ih podskupova realnih brojeva,
[0,1], [0,1) , (0,1] , (0,1) , {1/n[n € N}, [0,1] N (R - Q)
2. Neka su S, T C R neprazni skupovii A € R realan broj. Tada definiramo
AS={A\z|zeS}

S+T={s+t|seS,teT}

Dokazite sljedece tvrdnje:
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(a) ako je S odozgo omeden skup i A > 0, tada vrijedi
sup(AS) = Asup S
(b) ako je S odozdo omeden skup, tada vrijedi
inf(AS) = Ainf §
(c) ako je S omeden skup, tada vrijedi
sup(—S) = —inf(5)
(d) ako su S'iT omedeni odozgo, tada vrijedi

sup(S + T) = sup(S) + sup(T)

§ 0.6 Topoloski prostori

Jedna od temeljnih ideja “organiziranja” skupa s ciljem definiranja “analize” na njemu
polazi od pojma otvorenog skupa.

Definicija 0.41. Topoloski prostor je ureden par (X, .7) gdje je X skup, a .7
familija podskupova skupa X koja zadovoljava sljedeca svojstva

1. XeTibeT,
2. unija proizvoljnog broja skupova iz 7 je opet element familije .7,

3. presjek konacno mnogo skupova iz .7 je opet element familije .7.

U zargonu kazemo da je familija skupova .7 zatvorena na proizvoljne unije i kona¢ne
presjeke. Skupove O € 7 zovemo otvoreni skupovi, a njihove komplemente X — O
zatvoreni skupovi. Skup ne mora biti nuzno otvoren ili zatvoren: postoje skupovi
koji su i otvoreni i zatvoreni ili oni koji nisu nijedno od to dvoje. Drugim rije¢ima,
skupovi nisu “poput vrata”, koja uvijek moraju biti otvorena ili zatvorena (ako nije
rije¢ o rotiraju¢im vratima). Valja uociti kako skupovi koji su istovremeno i otvoreni
i zatvoreni (mi ¢emo ih kratko oslovljavati “o/z skupovi”) u svakoj topologiji dolaze u

paru, Ai X — A.

Primjer(i) 0.42.

« Na svakom skupu X je moguce zadati dvije jednostavne topologije,
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(a) Trivijalna topologija, 7 = {0, X},

(b) Diskretna topologija, 7 = Z(X),
gdje je Z(X) partitivni skup skupa X. U prvom slucaju su jedini otvoreni
skupovi cijeli X i prazan skup @ (oni su ujedno i jedini zatvoreni skupovi u

ovakvoj topologiji), dok je drugi sluéaj suprotan ekstrem, svi podskupovi skupa
X su otvoreni, a ujedno i zatvoreni skupovi.

+ Topologiju moZemo zadati na jednostavnim skupovima s kona¢no mnogo ele-
menata. Neka je npr. X = {a, b, c}. Tada su

T = {@, {a}7 {avb}vX} i 7= {(2)7 {b}’ {C}’ {b’ C},X}

dva primjera topologije na skupu X (lako se provjeri da su zadovoljeni uvjeti
iz definicije topologije). S druge strane, familija

Ty = {@, {CL}, {b}v X}
nije topologija na skupu X jer {a} U {b} ¢ 5.

« Kazemo da je na skupu realnih brojeva R zadana standardna topologija ako
su otvoreni skupovi oni ¢iju svaku tocku je moguce “okruziti” otvorenim inter-
valom u potpunosti sadrzanim u tom skupu,

T ={OCR|(Vz€0)(3§>0) : (x—6,z+J) CO}
gdje je
(x—dx+d)={yeR|z—-0<y<xz+d}.

Prema ovoj definiciji sam skup R, kao i prazan skup ) su otvoreni skupovi.
Nadalje, neka je .# = {O,, } neka familija skupova iz gore definirane topologije,
te neka je z € |J, On. Tada postoji Og € .Z#, takav da je z € Og, a stoga i
6 > 0 sa svojstvom da je

(x—06,2+68)C0sC | JOa

Drugim rije¢ima, skup | J,, O je otvoren. Konacno, neka je .# = {O;} neka
konac¢na familija otvorenih skupova, te neka je x € (), O;. Tada za svaki ¢
vrijedi 2 € O; i postoji d; > 0 sa svojstvom (x — d;, 4+ 6;) C O;. Ako sada
definiramo J, = min{J; }, tada za svaki i vrijedi

(x — s, x4 04) C{(x — 0,2+ ;) C O
paje
(@—0du,x+6.)C ()0
odakle zaklju¢ujemo da je (), O; otvoren skup.

+ Na svakom od skupova R" za n € N mozemo prvo uvesti tzv. Euklidsku uda-
ljenost medu tockama z,y € R”,

dr(z,y) = \/(xl —y1)? + -+ (T — Yn)?
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a potom, za dano srediSte s € R" i radijus r € RT, otvorenu kuglu
B"(s,r) ={z € R" | dg(s,z) <1}
Tada je standardna topologija na R™ definirana zamjenom otvorenog intervala
(x — 6,2+ 8) = B(x,9)

iz definicije standardne topologije na skupu realnih brojeva R, s otvorenom
kuglom B"™(z,0) radijusa 6 > 0 sa sredistem u tocki z € R".

/1

Komentar 0.43. Zasto je u definiciji otvorenih skupova dozvoljen samo presjek ko-
nacnog broja otvorenih skupova? Pretpostavimo da po nekakvoj alternativnoj defi-
niciji i presjek proizvoljnog broja otvorenih skupova daje otvoren skup. No, u tom
slucaju standardna topologija na skupu realnih brojeva vise ne zadovoljava aksiome
topoloskog prostora. Na primjer, presjek beskonac¢ne familije otvorenih skupova

A= ﬁ (=1 —=1/n,1+1/n) = [-1,1]

bi trebao biti otvoren skup. Medutim, nijedna od rubnih to¢aka, z = 41, nemaju oko-
linu oblika (x — §, 2 4+ &) sadrzanu u skupu A pa prema definiciji otvorenih skupova
u standardnoj topologiji na R skup A nije otvoren! Zamjerka ovakvoj alternativnoj
definiciji topologije na skupu nije u tome $to je ona pogresna (sto god to znacilo), ve¢
u tome da je manje upotrebljiva (za pocetak, ne opisuje standardne otvorene skupove
na skupu realnih brojeva). 1/

Teorem 0.44. Zatvoreni skupovi zadovoljavaju sljedeca svojstva:
1. X i) su zatvoreni skupovi
2. unija kona¢no mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup

3. presjek bilo kojeg broja zatvorenih skupova je zatvoren skup

Dokaz :

1. Slijedi odmah iz definicije. Cijeli skup X i prazan skup () su, dakle, o/z skupovi u svakoj
topologiji na skupu X.

2. Neka je zadana konacna familija zatvorenih skupova {C;} s ukupno n € N ¢lanova. Svaki
skup C; je po definiciji komplement otvorenog skupa, C; = X — O;. Upotrebom de Morgano-
vih zakona slijedi

-

C¢:O(X—O¢):X—ﬁ0i
i=1 =1

=1

Kako je presjek kona¢nog broja otvorenih skupova otvoren skup, slijedi traZena tvrdnja.
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3. Neka je zadana proizvoljno velika familija zatvorenih skupova {C4 }acs. Opet, upotrebom
de Morganovih zakona slijedi

() Ca=[)(X=0a)=X~-J Oa
acJ acJ acJ

Kako je unija proizvoljnog broja otvorenih skupova otvoren skup, slijedi traZena tvrdnja. [

Primjer(i) 0.45. Cantorov skup dobije se sljede¢im iterativnim postupkom. Neka
je
Co=1[0,11CR

Iz ovog zatvorenog intervala izbacimo srednju otvorenu treéinu,
Cy =Cy—(1/3,2/3) =10,1/3] U [2/3,1]
U sljedecem koraku iz svakog od dva zatvorena intervala u Cy izbacimo srednje tre-
¢ine, (1/9,2/9) 1 (7/9,8/9). Rezultat je unija Cetiri zatvorena intervala,
Cy=10,1/91U[2/9,1/3]U[2/3,7/9] U [8/9,1]

Ponavljanjem ovog postupka u n-tom koraku ¢emo imati 2" zatvorenih intervala
ukupne duljine (2/3)™. MoZzemo zapisati formalnu rekurzivnu relaciju,

o0

c_c _190<1J?:n3k’ 2;3k>

Kona¢no, Cantorov skup C' definiramo kao presjek (ovdje namjerno izbjegavamo upo-
trebu “limesa”)

czﬁcn. 8)
n=0

Stoga, Cantorov skup C' je zatvoren podskup realnih brojeva R sa standardnom topo-
logijom. 1

Definicija 0.46. Neka je (X, ) topoloski prostor i Y C X njegov neprazan
podskup. Kazemo da smo zadali relativnu topologiju 73 na skupu Y, ako smo
definirali otvorene skupove u Y kao one koji nastaju presjekom otvorenih skupova
u X sa skupom Y,

H ={YnoO|0eT} 9)

Za skup Y s relativnom topologijom 73 kazemo da je potprostor prostora X.

Prvo valja provjeriti da skupovi iz familije .73 uistinu zadovoljavaju aksiome to-
pologije,

e D=YNOY=YNX.

« Za svaki O, € Jy postoji 6a € J,takavdaje O, =Y N 6a pa moZemo
pisati

U 0a = U(Yméa):Yﬁ(Uéa)eﬂy

acJ acJ acJ
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« S druge strane, za konac¢ne presjeke imamo
0;=(¥Nn0)=Yn([0:) e FH
= i=1 j

i=1

i=1

O

Primjer(i) 0.47. Ako nasegmentu [0, 1] C R definiramo relativnu topologiju, indu-
ciranu od standardne topologije na skupu realnih brojeva, tada ¢e primjerice otvoreni
skupovi na ovom potprostoru biti intervali [0, z) i (z, 1] za svaki « € R, (a, b) za sve
a,b € (0,1), itd. /!

* Zadaci

1. Neka je na skupu realnih brojeva R zadana standardna topologija. Koji su medu
navedenim skupovima otvoreni, koji zatvoreni, a koji niti jedno od tog dvoje?

[0,1], [0,1) , (0,1], (0, 1)

<—O0,0> ) <_OO»0] ) <07+OO> ) [Ov +OO>
{0}, {1/n|n eN}, {0} U{l/n|n e N}

§ 0.7 Dijelovi skupova

Definicija 0.48. Ako otvoren skup O sadrzi to¢ku z, tada kazemo da je skup O
okolina tocke x. Mi ¢emo koristiti oznaku O, za skup koji je okolina tocke z (iz
konteksta je uvijek jasno je li posrijedi indeks skupa ili oznaka tocke ¢ija je taj skup
okolina).

Definicija 0.49. Neka je (X, .7) topoloski prostor. Svakom skupu A C X defi-
niramo
Unutrasnjost A° ={z € X |30, : O, C A}
Rub 0A={z € X |VO, : O, NA#£D A O, N (X — A) # 0}
Zatvara¢ A = A° UOJA
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Iz gornjih definicija odmah slijedi da je
X=X=X, 0X=0 i 0°=00=0=90 (10)
Takoder, odmah vidimo da opcenito vrijedi
A°CACA (11)

Naime, za svaki z € A° postoji okolina O, C A, paje x € A, odakle slijedi A° C 4
Nadalje, za S\Bki x € A, svaka okolina O, sijece skup A (barem u to¢ki x), pajex € A
istoga A C A.

Definicije ruba skupa i ruba njegovog komplementa su identi¢ne, pa za svaki skup
A C X vrijedi A = 0(X — A). Nadalje, unutragnjost i rub bilo kojeg skupa A C X,
kao i unutrasnjost komplementa tog skupa su uvijek medusobno disjunktni skupovi,

A°NOA=0AN (X — A)P° = (X — A)° N A° = (12)

pa je rub skupa moguée prikazati kao presjek 04 = A N X — A, a sam topoloski
prostor X rastaviti na spomenute disjunktne skupove,

X =A°UJAU (X — A)°. (13)

Primjer(i) 0.50. Promotrimo nekoliko primjera dijelova podskupova skupa realnih
brojeva R,

S Se a8 S

(=00, 1) (—00,1) {1} (—00,1]
(=00,1] (—00,1) {1} (=00,1]
(0,1) (0,1) {0,1} [0,1]

(0,1) U {2} (0,1) {0,1,2} [0,1]U{2}
(0,1)U(1,2) | (0,1)U(1,2) {0,1,2} [0,2]

Q 0 R R

R R 0 R

/1

Teorem 0.51. Unutrasnjost skupa je otvoren, a rub i zatvarac su zatvoreni skupovi.

Doxkaz :
(a) Za svaki x € A° postoji okolina sadrzana u skupu A4, O, C A. Nadalje, vrijedi i
O, C A° jer je svakiy € Oy zbog Or C A element skupa A°. Odavde slijedi

A= o,

T€A°
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jer smo takvom unijom obuhvatili sve tocke iz A° i nijednu tocku van A°. Kako je unija otvo-
renih skupova otvoren skup slijedi tvrdnja.

(b) Skup X —9A = A° U (X — A)° je, prema (a) dijelu tvrdnje, unija otvorenih skupova,
pa je i sam otvoren skup, a otuda slijedi da je rub 0 A zatvoren skup.

(c) Vrijedi A = X — (X — A)°, akako je prema (a) dijelu teorema (X — A)° otvoren skup,
slijedi da je A zatvoren skup. O

Teorem 0.52. Skup A C X je
(a) otvoren akko je A = A°;

(b) zatvoren akko je A = A.

Dokaz :

(a) Ako je A = A°, tada je prema prethodnom teoremu A otvoren skup. Obratno, ako
pretpostavimo da je A otvoren skup, tada za svaki a € A postoji okolina O, C A, odakle
slijedi @ € A°, odnosno A C A°. Kako uvijek vrijedi A O A°, slijedi A = A°.

(b) Ako je A = A, tada je prema prethodnom teoremu A zatvoren skup. Obratno, ako
pretpostavimo da je A zatvoren skup, tada je prema prvom dijelu teorema X — A = (X —A)° =
X — A, odakle slijedi A = A. O

Definicija 0.53. Gomiliste skupa A je tocka x € X za koju vrijedi: svaka oko-
lina O, sije¢e A — {«}, odnosno, svaka okolina tocke x sadrzi barem jo$ jednu
tocku iz A razli¢itu od same tocke x. Skup svih gomilita skupa A ozna¢avamo s
A

Primjer(i) 0.54. Nekoliko primjera na skupu realnih brojeva,
Al a
(0,1) 1 0,1]
(0,1Ju{2} | [0,1]
{1/n[neN} | {0}

/!

Komentar 0.55. Valja napomenuti kako u literaturi postoji suptilna razlika u upo-
trebi rijeci “gomiliste”. Gornja definicija se odnosi na gomilista skupova, prema kojoj
na primjer dvoclani skup

S={(-1)f|keN}={-1,1} CR

nema gomilista, iako nam intuitivno izgleda kao da je niz ay = (—1)* “nagomilan”
u tockama —1 i 1. Suptilnost se sastoji u tome $to smo u slu¢aju skupa S napravili
uniju vrijednosti ¢lanova niza ay, ¢ime smo “ponavljajuée” ¢lanove pretvorili u jedan.
Iz ovog razloga se koristi donekle razlicita definicija gomilista nizova: gomiliSte niza
(an)nen je tocka x ¢ija svaka okolina sadrzi beskona¢no mnogo (ne nuzno medusobno
razli¢itih) ¢lanova tog niza. Prema ovoj definiciji su, o¢igledno, tocke —1i 1 gomilista
niza aj, = (—1)*. /!
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Teorem 0.56. Neka je (X, .7) topoloski prostor. Za svaki skup A C X vrijedi

A=AUA (14)

Dokaz : Nekaje x € A’. Tada, prema definiciji gomili§ta, svaka okolina O, sijece skup
A — {z},a onda i sam skup A. Prema tome, vrijedi = € A istoga A’ C A. Kako uvijek vrijedi
A C A imamo sve skupa (A U A’) C A. Obratno, neka je x € A. Ako je z € A, tada smo
gotovi s dokazom, pa pretpostavimo suprotno, z ¢ A. Prema definiciji zatvaraca, svaka okolina
O, sijece skup A, a kako je po pretpostvaci z ¢ A, okolina O, sije¢e A — {z}. Stoga, vrijedi
2 € A’, odnosno A’ O A. Time smo dokazali i obratnu inkluziju, (AuAah D A, odakle slijedi
trazena tvrdnja. O

Korolar 0.57. Skup A sadrZi sva svoja gomiliSta akko je zatvoren skup.

Definicija 0.58. lzolirana tocka z skupa A C X je ona koju je moguce otvo-
renom okolinom “izolirati” od ostatka skupa A, drugim rije¢ima, ona tocka za koju
postoji okolina O, C X sa svojstvom

ANO, = {z}

Definicija 0.59. Za skup A C X kazemo da je gust u X ako vrijedi A = X,
odnosno akko svaki otvoren neprazan skup O C X sijece skup A. Kazemo da je
skup A C X nigdje gust u X ako vrijedi (A)O =0.

Primjer(i) 0.60. Na primjer, skup Q je gust u R, a skup N je nigdje gustuR.  //

* Zadaci

1. Neka je Z zatvoren podskup topoloskog prostora (X, .7) i (z,,) niz to¢aka sa-
drzan u skupu Z (odnosno, x,, € Z za sve n € N) koji ima nizovno gomiliste
g € X. Dokazite da je tada nuzno g € Z.
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§ 0.8 Povezanost i kompaktnost

Definicija 0.61. Neka je X topologki prostor. Kazemo da je X Hausdorffov
prostor ako za svaki par tocaka a,b € X postoje disjunktne okoline O, i Oy,

Primjer(i) 0.62.

« Lako se provjeri da je skup realnih brojeva sa standardnom topologijom Haus-
dorffov prostor: toc¢ke x,y € R, uz z # y, mozemo razdvojiti okolinama
(x—rrz+ri{y—ry+ryuzd<r<ly—z|/2.

« Analogno prethodnom primjeru, svaki R™ sa standardnom topologijom je Ha-
usdorffov prostor: to¢ke z,y € R™, uz z # y, moZemo razdvojiti otvorenim
kuglama B™(x,r) i B"(y, r) s pozitivnim radijusom r < dg(z,y)/2.

« Uzmimo dva pravca, odnosno dvije kopije skupa realnih brojeva R sa standard-
nom topologijom i ozna¢imo im toc¢ke s koordinatama x i ’. Zatim identifi-
ciramo parove toCaka s jednakim negativnim vrijednostima koordinata, z =
2’ < 0, te oznacimo “stopljenu” negativnu os s koordinatama z”’. Rezultat je
pravac koji se “ratva” i ima topologiju generiranu skupovima oblika (a”, "),
(a”,b'), (a", b, (a,b) i (a’,b'). Ovaj prostor nije Hausdorffov jer tocke 0 i 0/
nije moguce razdvojiti disjunktnim okolinama.

/!

Definicija 0.63. Neka je (X, .7) topoloski prostor, te (2, )nen niz tocaka u X.
Tada kazemo da ovaj niz konvergira k tocki a € X ako za svaku okolinu O,
postoji N € N, takav da je x,,, € O, za svakim > N.

Teorem 0.64. U Hausdorffovom prostoru niz tocaka moze konvergirati najvise k
Jjednoj tocki. Tu toc¢ku nazivamo limes niza.

Dokaz : Neka je (X,.7) Hausdorffov prostor. Pretpostavimo da niz (x )nen konvergira k
tocki a € X, te neka je b € X — {a}. Po pretpostavci postoje disjunktne okoline O i Oy.
Okolina O, sadrzi sve osim kona¢no mnogo to¢aka promatranog niza, odakle slijedi da Oy
sadrzi kona¢no mnogo elemenata tog niza, pa promatrani niz ne moze konvergirati u b. O
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Definicija 0.65. Topoloski prostor (X, .7) je povezan ako se skup X ne moze
rastaviti na uniju dva neprazna disjunktna otvorena skupa. Ovo je ekvivalentno
tvrdnji da se skup X ne moze rastaviti na uniju dva neprazna disjunktna zatvorena
skupa. Ako je prostor (X, J) nepovezan, pa se moZe rastaviti na uniju dva ne-
prazna disjunktna otvorena skupa, O i X — O, tada kazemo da oni ¢ine separaciju
prostora (X, 7).

Primjer(i) 0.66. Moze se dokazati da je R™ za svaki n € N povezan topoloski pros-
tor. S druge strane, uklanjanjem jedne tocke iz R ili jednog pravca iz R? ili jedne
ravnine iz R? (uz zadrzavanje standardne topologije) dobivamo nepovezane topolo-
ske prostore. /1

Definicija 0.67. Neka je (X, ) topoloski prostor. Pokriva¢ skupa A C X je
familija (ne nuzno otvorenih) skupova P ¢ija unija sadrzi sve elemente skupa A.
Za pokriva¢ P kazemo da je otvoren pokriva¢ ako su mu svi elementi otvoreni sku-
povi. Potpokrivac PCoP pokrivaca P je familija skupova koja je i sama pokrivaé¢
promatranog skupa.

Definicija 0.68. Neka je X topoloski prostor. Skup A C X je kompaktan ako
za svaki njegov otvoren pokriva¢ P postoji konacan potpokrivac P. Isto tako, za sam
topoloski prostor X kazemo da je kompaktan ako za svaki njegov otvoren pokrivac
P postoji konacan potpokrivac¢ P.

Definicija kompaktnosti mozZe na prvi pogled zvucati neintuitivno. Sljede¢i teorem
ilustrira dio motivacije ovakve definicije: nemoguce je “ugurati” beskona¢no mnogo
tocaka u kompaktan prostor, bez da su se toc¢ke negdje “nagomilale”.

Teorem 0.69. Beskonacan podskup A C X kompaktnog prostora (X, ) ima go-
miliste.

DokAz : Pretpostavimo da beskonacan skup A nema gomilista, drugim rje¢ima, da su mu sve
tocke izolirane. To zna¢i da za svaki a € A postoji okolina V,, C X koja sije¢e A u samo jednoj
tocki (konkretno, V, N A = {a}). Nadalje, kako je A’ = {), slijedi A = A, pa je A zatvoren, a
X — A otvoren skup. Familija okolina

P={Vi|acA}U{X — A}

¢ini jedan otvoren pokriva¢ prostora X, a kako je X kompaktan, postoji njegov konacan pot-
pokrivaé P. Nadalje, skup X — A ne sadrzi tocke iz A, odakle slijedi da je A moguée pokriti s
kona¢no mnogo skupova oblika V;,. No, to znaci da barem jedan od njih mora sadrzavati be-
skona¢no mnogo elemenata iz skupa A, §to je u kontradikciji s pretpostavkom da su sve tocke
skupa A izolirane. O
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U praksi ¢esto radimo unutar jednog od prostora R"”, pa je u takvom kontekstu
prakti¢no znati ekvivalentnu, prakti¢niju karakterizaciju kompaktnih skupova. Za
skup A C R™ kazemo da je omeden ako postoji otvorena kugla B"(xg, R) 2 A, sa
sredistem u g € R™ i radijusom R > 0.

Teorem 0.70 (Heine-Borel). Neka jen € N. Skup A C R" je kompaktan akko je
zatvoren i omeden.

Primjer(i) 0.71. Zatvoren segment [0, 1] C R, kruznica S* C R? i sfera S C R?
su primjeri kompaktnih skupova. S druge strane, otvoren interval (0, 1) C R nije (jer
je otvoren skup), kao niti interval (—oo, 0] (jer nije omeden). /!

* Zadaci

1. Prostor Sierpiniskog je dvoclani skup S = {0, 1} na kojem je zadana topologija
T ={0,{1}, S}. Jeli ovaj prostor Hausdorffov? Dokazite da svi nizovi u ovom
prostoru konvergiraju u tocku 0.

2. Dokazite da je Cantorov skup kompaktan.

3. Kvadrat K C R? duljine brida a podijelimo na 3 x 3 manja kvadrata (svaki
duljine brida a/3), odaberemo jedan od manjih kvadrata, opet ga podijelimo na
3 X 3 manja kvadrata (svaki duljine brida a/9), i dalje iterativno nastavljamo
proces. Dokazite da je presjek niza odabranih kvadrata nuzno neprazan i sastoji
se od to¢no jedne tocke.

§ 0.9 Nizovi i redovi realnih brojeva

Ponovimo prvo konvergentnosti nizova realnih brojeva.

Definicija 0.72. KaZemo da je niz realnih brojeva (z,,) konvergentan ako
FzeR)(Ve>0)(ANeEN): n>N = |z —z,| <e€.
U tom slucaju broj = zovemo limes niza (z,,) i piSemo
lim z, =z .
n—oo

U protivnom, ako niz nije konvergentan, kazemo da je divergentan.
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Teorem 0.73. Neka su (z,) i (y,) konvergentni nizovi realnih brojeva, s limesima

lim z, == i lim y, =y .
n—o0 n—oo

(a) Ako postoji N € N, takav da vrijedi x,, < y, za sven > N, tada jex < y.

(b) (“teorem o sendvicu”) Ako vrijedix = y = L i(z,) je niz realnih brojeva takvih
da vrijedi x,, < z, <y, zasven € N, tada i (z,,) konvergira k L.

(c) Ako su o, 8 € R realne konstante, tada je i (ax,, + Byn)n konvergentan niz
realnih brojeva i vrijedi

nlgrgo(axn + Byn) = ax + By . (15)

DokaAz :
(a) Pretpostavimo suprotno, z > y. Odaberimo € € (0, (z — y)/2). Tada postoji M € N,
takav da za sve m > M vrijedi |z — 2| < €1|y — Ym| < €. No, tada je i Zm > ym, jer

Tm—Ym =@ —Y)+ @m —2) = (Yym —y) > (x —y) —2¢ >0,

§to je u kontradikciji s poCetnom pretpostavkom.

(b) Uocite da |z, — L| < €i|yn — L| < € povlace
—e<axp,—L<zy,—-L<y,—L<e

odnosno |z, — L| < e. Odavde, koristenjem definicija konvergentnosti nizova (z) i
(yn) slijedi tvrdnja.

(c) Uocimo prvo kako za sve n € N vrijedi
[(awn + Byn) — (ax + By)| = a(zn — z) + Byn —y) <

<lal-|zn — 2|+ 18] - |yn —

Pretpostavimo prvo da su o # 01 8 # 0. Kako su po pretpostavci (zr,) 1 (yn) konver-
gentni nizovi, znamo da za svaki € > 0 postoji /N > 0, takav da za sve prirodne brojeve
n > N vrijedi

€
Yn — Y| < F737 »
LT
odakle slijedi trazena tvrdnja. Dokaz je analogan i u specijalnim slu¢ajevima kada je bar
jedna od konstanti « i 8 jednaka nuli.

€
_ < —
|xn — x| 30l

O

Komentar 0.74. Uotite da konvergentnost niza suma (z,, + v, ) ne povlaci nuzno
konvergentnost zasebnih nizova (z,,) i (¥, ). Imamo jednostavan protuprimjer s x,, =
niy, = —n: u ovom slucaju je niz (x,, + y,) trivijalno konvergentan, medutim,
nijedan od nizova () i (y,) ne konvergira. /!
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Definicija 0.75. Za niz realnih brojeva (z,,) kazemo da je

(a) omeden odozgo ako postoji M € Ri N € N, takav da zasven > N vrijedi
Tn < M;

(b) omeden odozdo ako postoji € Ri N € N, takav da za sven > N vrijedi
Tp 2 M;

(c) omeden ako je omeden i odozgo i odozdo, odnosno ako postoji M € R i
N € N, takav da za sve n > N vrijedi |z, | < M.

Definicija 0.76. Za niz realnih brojeva (z,,) kazemo da je

(a) monotono rastuci ako za sve n € N vrijedi z,,11 > Zp;
(b) monotono padajuéi ako za sve n € N vrijedi 11 < Zp;

(c) monoton ako je monotono rastudi ili monotono padajudi;

Pridjev “striktno” se dodaje ako u definiciji podrazumjevamo strogu nejednakost.

Teorem 0.77. Monoton niz realnih brojeva konvergira akko je omeden. Ako je (xy,)
monotono rastu¢i omeden niz, tada vrijedi

lim z, = sup{z, |n € N}.

n—roo

Ako je (zy,) monotono padajuci omeden niz, tada vrijedi

lim z, = inf{z, |n € N}.

n—oo

Definicija 0.78. Neka je (z,) niz realnih brojeva, definiran s preslikavanjem f :
N — R. Za niz realnih brojeva (ys, ), definiran s preslikavanjem g : N — R, kazemo
da je podniz niza (z,,) ako postoji strogo rastuc¢a funkcija 1) : N — N, takva da je
g = f o. U tom slucaju piSemo (k) = ng i yx, = Tp,-

Teorem 0.79 (Bolzano-Weierstral). Omeden niz realnih brojeva ima konvergentan

podniz.

U sluc¢aju kada ne znamo koji je to¢no limes konvergentnog niza ili konstruiramo
dokaz neke tvrdnje u kojoj ne Zelimo eksplicitno upotrijebiti doti¢ni limes, korisno je
imati alternativnu definiciju konvergentnosti nizova.

Definicija 0.80. Za niz realnih brojeva (x,,) kaZemo da je Cauchyjev niz ako
za svaki € > 0 postoji N € N, takav da za sve m,n > N vrijedi |z, — 2,| < €.
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Lema 0.81. Niz realnih brojeva (x.,,) je konvergentan akko je Cauchyjev.

DokAz : Pretpostavimo da je (x,,) Cauchyjev niz. Tada je on nuzno omeden. Naime, za dani
€ > 0 postoji N € N, takav da je |z, — 2n| < €/2 za sve m,n > N. No, to znati da se svi 2,
zan > N nalaze unutar intervala duljine €, a onda zajedno s prvih N — 1 ¢lanova u nizu leze
unutar intervala kona¢ne duljine. Nadalje, prema Bolzano-Weierstralovom teoremu, omeden
niz u R ima konvergentan podniz, (25, )n, . Ozna¢imo limes ovog podniza s =. Tada za svaki €
postoji N € N, takav da za sve n,ni > N vrijedi

@0 = al < len — @a| + |en, —2] < 5+ 5 =

Drugim rije¢ima, niz (z,) je konvergentan i ima limes u to¢ki .
Ako niz konvergira k broju = € R, tada obrat tvrdnje lako slijedi iz nejednakosti
|Tm — Zn| = |Zm — 2+ 2 — 20| < |Tm — 2| + |20 — 2] .
O
Ponekad imamo posla s nizovima realnih brojeva koji nemaju limes, ali su ome-

deni (odozgo, odozdo ili oboje) pa je ipak moguce definirati veli¢ine koje bi trebale
“uhvatiti” najvece i najmanje gomiliste.

Definicija 0.82. Limes supremum i limes infimum niza realnih brojeva (z,,)
definirani su s

1 = 1 >
hrrlnﬁsolip T, nh_)rr;o (sup{zy, |m > n}) (16)
linrgioréf By = nl;rréo (inf{z,, |[m > n}) (17)

Primjer(i) 0.83. Zadan je niz

)

xn, = (—1) -

Uvodimo pomo¢nu oznaku

n—+5 n—+6 n+7
"= -1 L L G L LIS
- sup{< S (D (e R

Prvo valja uociti da za sve pozitivne realne brojeve x > y > 0 i svaki p > 0 vrijedi

x+p<§
y+p ¥y
paje
o — (n+5)/n, parann
"1 (n+6)/(n+1), neparann
odnosno

limsup z, = lim o, =1
n—o00 n—o0
Analogno se pokaze da je

liminf z,, = —1
n—oo

Uocimo kako niti # = 1 niti # = —1 nisu limesi, ali su gomilista doti¢nog niza. ~ //



27 §0.9. Nizovi i redovi realnih brojeva

Lema 0.84. Neka je (x,) odozgo omeden niz realnih brojeva. Tada je s =
lim sup x,, akko vrijede sljede¢a dva uvjeta:

(a) za svakirealni brojt < s postoji beskonacno mnogo ¢lanova niza za koje vrijedi
Ty >, 10

(b) za svaki realni brojt > s postoji konacno mnogo clanova niza za koje vrijedi
B, > Uho

Dokaz :

1. Pretpostavimo da je s = limsup x,,. Neka je £ < s. Ako bi postojao N € N, takav
da za sve n > N vrijedi z,, < t, tada bismo imali sup{zm, |m > n} < t za sve
n > N, u kontradikciji s definicijom limes supremuma. Nadalje, neka je ¢ > s. Ako
bi postojalo beskona¢no mnogo ¢lanova niza za koje vrijedi z,, > ¢, tada bi vrijedilo
sup{zm | m > n} > t, opet u kontradikciji s definicijom limes supremuma.

2. Pretpostavimo da broj s € R zadovoljava svojstva (a) i (b) u lemi. No, tada znamo da za
sven € Nisvet < s vrijedi sup{zm | m > n} > ¢, odnosno da za sve ¢ > s idovoljno
velik n € N vrijedi sup{xm | m > n} < t, paje s nuzno limes supremum promatranog
niza.

O

Teorem 0.85. Limes supremum niza realnih brojeva () koji je omeden odozgo je
njegovo najveée gomiliste. Analogno, limes infimum niza realnih brojeva (x,,) koji je
omeden odozdo je njegovo najmanje gomiliste.

Teorem 0.86. Niz realnih brojeva (x.,,) je konvergentan akko vrijedi

limsupx, = liminfz,, =z € R,
n—oo n—oo
u kom slucaju je

lim z, =x.
n— oo

Definicija 0.87. Neka je (z,,) niz realnih brojeva, a s,, = >, _; x) parcijalna
suma, odnosno suma prvih n ¢lanova tog niza. Red je niz parcijalnih suma (s,,),
ponekad skraceno zapisan kao > xj. Ako postoji limes lim,,_, o s, = s, kazemo
da je red konvergentan, a broj s zovemo suma reda. U protivnom, ako red nije kon-
vergentan, onda kaZemo da je divergentan. Za red )  xj, kaZemo da je apsolutno
konvergentan ako je red > |z | konvergentan.

Teorem 0.88. Apsolutno konvergentan red je nuzno konvergentan.
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Doxkaz : Pretpostavimo da je ) xj apsolutno konvergentan red. Tada je niz pripadnih parci-
jalnih suma (3" |zk|)» nuzno Cauchyjev niz. Stoga, zbog nejednakosti

n m
DBETED LY
k=1 =1

slijedi i da je niz parcijalnih suma (3" zx), Cauchyjev niz, a onda je i Y x) konvergentan
red. O

n

>

k=m+1

n

n m
3 SEETE SR 9t
k=1 =1

k=m+1

konvergentni redovi divergentni redovi

aps. konv. redovi

Primjeri: harmonijski red > 1/n je divergentan; alternirajué¢i red > (—1)"/n je
konvergentan, ali nije apsolutno konvergentan; alternirajuéi red 3" (—1)"/n? je apsolutno
konvergentan.

* Zadaci

1. Dokazite da je konvergentan niz realnih brojeva omeden. Navedite primjer
omedenog niza koji nije konvergentan.

2. Pretpostavite da su (z,) i (y,,) dva konvergentna niza realnih brojeva. Dokazite
da je tada i niz realnih brojeva (2, y, ) konvergentan i vrijedi

lim (z,y,) = ( lim xn> ( lim yn)
n— oo n— o0 n— oo

3. Konvergiraju li svi Cauchyjevi nizovi racionalnih brojeva k racionalnom broju?

§0.10 Neprekidna preslikavanja

Podsjetimo se za pocetak definicije neprekidnih funkcija na skupu realnih brojeva.
Neka je S C R neprazan skup a f : S — R neko realno preslikavanje. Kazemo da je
f neprekidno u xg € S ako za svaki realan broj e > 0 postoji realan broj 6 > 0, takav
da za svaki x € S vrijedi

lv —zo| <6 = [f(z) — f(zo)| <€
Primijetimo kako ovaj uvjet mozemo zapisati koristenjem otvorenih kugli,
f(B*(x0,8) N S) € B'(f(x0),¢)

Ovu definiciju sada mozemo jednostavno poopditi.
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Definicija 0.89. Neka sum,n € Nte.S C R™ neprazan skup. Za preslikavanje
f S — R™ kazemo da je neprekidno u tocki xy € S ako za svaki realan broj
€ > 0 postoji realan broj 6 > 0 takav da je

f(B™(x0,6) N S) € B"(f(20),€) -

Nije tesko pronaci primjer preslikavanja koje je neprekidno svugdje osim u jednoj
tocki, na primjer § : R — R,

oo ={ 1 150 19)

Medutim, prekidi (diskontinuiteti) funkcija ne moraju biti izolirane tocke. Na primjer,
Dirichletova funkcija D : R — R, definirana s

b= {31 258

ima prekid u svakoj tocki, dok je funkcija f(x) = xD(x) neprekidna samo u x = 0.

DokAz : Za svaki € > 0 dovoljno je uzeti § < ¢, tako da za svaki |z — 0| < ¢ vrijedi

[f(@) = FO) = [f(2)] < |z| < b <e

Dakle, funkcija f je neprekidna u zop = 0. S druge strane, ako je zo # 0, tada za svaki
pozitivan realan broj € < |zo| i svaki § > 0 mozemo odabrati © € (xg — §, zo + J), takav da
je |z| > |zol, te koji je iracionalan broj ako je xo racionalan i obratno, pa vrijedi

|f (@) = f(xo)| = |zo| > €

i stoga funkcija f ima prekid u svim to¢kama xg # 0. O

Usput, postoji i primjer realne funkcije koja je neprekidna samo u iracionalnim
brojevima (tzv. Thomaeova funkcija, definirana s t(z) = D(z)/q(x), gdje je g(x)
najmanji pozitivni nazivnik u prikazu racionalnog broja z = p/q).

Nadalje, valja biti oprezan oko funkcija vise varijabli. Na primjer, ako su za funk-
ciju f : R? — R, restrikcije  — f(x,y) iy — f(z,y) neprekidne, to ne poviaci
nuzno kako je f neprekidna funkcija! Na primjer,

_Jay/(@®+y?), (zy) #(0,0)
f($>y)—{ Y 2/07 (1773):(0,0) (20)

S jedne strane, lako se provjeri kako su navedene restrikcije neprekidne funkcije. S
druge strane, duz pravca (z, z) imamo f(x,x) = 1/2 za sve = osim u ishodistu, gdje
je £(0,0) = 0, pa funkcija f nije neprekidna u ishodistu!

Stovise, ¢ak i ako su restrikcije neke funkcije (vise varijabli) na sve pravce kroz
neku tocku neprekidne, to ne znaci nuzno da je promatrana funkcija neprekidna u toj
to¢ki. Na primjer, promotrimo funkciju g : R? — R definiranu s

O R T T ™
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Restrikcije © +— ¢(z,0) iy — ¢(0,y) su konstantne pa stoga neprekidne funkcije.
Nadalje, za svaki realan broj A € R* i x # 0 imamo

AL

by -
g(x7 x) $2+)\2 I

lim g(z, Az) = 0 = ¢(0,0)

z—0

pa su sve restrikcije funkcije g na pravce kroz ishodiste neprekidne. Medutim, za sve
x # 0 vrijedi g(z,2%) = 1/2 (ovdje prilazimo ishodistu duz parabole u domeni) pa
funkcija g ne moze biti neprekidna u ishodistu!

Kako poopé¢imo ovu definiciju za preslikavanja definirana na opéenitom topolo-
skom prostoru?

Definicija 0.90. Neka su X i Y topoloski prostori. KaZzemo da je preslikavanje
f: X — Y neprekidno ako je skup f~1(O) otvoren u X za svaki otvoren skup
OcCY.

Teorem 0.91. Preslikavanje f : R™ — R" je neprekidno prema “topoloskoj” defi-
niciji akko je neprekidno prema “e—0” definiciji.

Dokaz :

(a) Pretpostavimo da je preslikavanje f : R™ — R" neprekidno prema “topoloskoj” defini-
ciji. Tada je za svaki z € R™ i za svaki ¢ > 0 praslika f~'(B"(f (), €)) otvoren skup,
pa postoji § > 0, takav da je B™(x, ) C f~*(B™(f(x),€)). Drugim rije¢ima, vrijedi
f(B™(x,06)) C B"(f(x), €) pa je ispunjen uvijet iz “e-” definicije.

(b) Pretpostavimo da je preslikavanje f : R™ — R"™ neprekidno prema “e-§” definiciji.
Mi Zelimo dokazati da je tada za svaki otvoren skup O C R™ praslika f~*(O) takoder
otvoren skup. Neka je z € f~'(O). Tada je f(z) € O pa postoji otvorena kugla
B"(f(x),€) C O zaneki e > 0. Nadalje, prema “e—4” definiciji slijedi da postoji § > 0,
takav da je f(B™(z,0)) C B"(f(z), €), odnosno postoji otvorena kugla B™(z,d) C
f71(O). Drugim rije¢ima, f~*(O) je otvoren skup.

Napomena: analognim dokazom pokazujemo da je opéenitije preslikavanje f : S — R",
definirano na domeni S C R™, neprekidno prema “topologko;j” definiciji akko je neprekidno
prema “e-§” definiciji, s tim da otvorene kugle u domeni moramo zamijeniti s presjecima
B™(z,6)NS. O

Komentar 0.92. Mozemo se zapitati zasto je u Definiciji 0.90 koristen inverz pres-
likavanja? Pretpostavimo da smo u Definiciji 0.90 zamjenili “f~1(0)” s “f(O)” i pro-
motrimo f : R — R, f(r) = 2. Prema uobicajenoj definiciji ovo je neprekidno
preslikavanje. Medutim, f((—1, 1)) = [0, 1) nije otvoren skup, pa prema “modificira-
noj definiciji” ovo ne bi bilo neprekidno preslikavanje. Poanta je da inverz ima mnogo
“bolje” ponasanje s obzirom na uniju i presjek skupova. /!
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Lema 0.93. Neka su X iY topoloski prostori, a f : X — Y neprekidno preslika-
vanje. Ako je

(a) X povezan, tada je i f(X) povezan prostor;
(b) A C X kompaktan skup, tada je i f(A) kompaktan skup.

Dokaz :

(a) Ako je f(X) nepovezan prostor, tada ga mozemo napisati kao uniju dva disjunktna
otvorena skupa, f(X) = A U B. Nadalje, vrijedii X = f'(AUB) = f 1 (A) U f(B),
gdje su f~1(A) i f~1(B) disjunktni neprazni skupovi. Kako je po pretpostavci f neprekidno
preslikavanje, ovi skupovi su otvoreni, pa je X nepovezan prostor. Dakle, ako je X povezan
prostor, prostor f(X) ne moZe biti nepovezan.

(b) Pretpostavimo da je A C X kompaktan skup i neka je P otvoren pokrivac¢ skupa f(A).
Kako je f neprekidno preslikavanje, skup f~'(O) je otvoren za svaki O € P, pa je familija
skupova

0= {5 0)|0e7)
otvoren pokriva¢ skupa A. Po pretpostavci, A je kompaktan skup, pa postoji konacan potpo-
krivaé¢

Q= {f71(0:) | 0i € P}

Time je konstruiran kona¢an potpokrivaé P = {O;} pokrivaéa P, ¢ime smo dokazali da je
f(A) kompaktan skup. O

Teorem 0.94 (0 meduvrijednostima). Neka je X povezan topoloski prostor a f :
X — R neprekidno preslikavanje. Ako sua,b € X tes € R, takvida je f(a) < s <
f(b), tada postoji c € X takav da je f(c) = s.

Doxkaz : Polazedi od pretpostavki teorema, skupovi
A= F(X)N (=00,s) © B=f(X)(s,+00)

su neprazni (jer jedan sadrzi f(a), a drugi f(b)), otvoreni u f(X) i disjunktni. Kako je f
neprekidno preslikavanje, a X povezan prostor, prema prethodnoj lemi slijedi i da je f(X)
povezan prostor. Ako ne bi postojala to¢ka ¢ € X, takva da je f(c) = s, tada bi f(X) bio unija
skupova A i B, odnosno nepovezan prostor, $to je u kontradikciji s pretpostavkama! O

Teorem 0.95 (Weierstraf}; postojanje ekstrema na kompaktu). Nekaje f : X —
R neprekidno preslikavanje. Ako je X kompaktan, onda postoje a,b € X, takvi da je
fla) < f(z) < f(b) zasvex € X.

DokAz : Pretpostavimo da f(X ) nema maksimum. Tada je familija skupova
P ={{=00, f(x)) |z € X}

otvoren pokriva¢ od f(X), pa zbog kompaktnosti postoji konacan potpokriva¢

P = {(—o0, f(z1)),...,{~00, f(zn))}
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Medutim, element max{ f(z1), ..., f(z»)} nije pokriven nijednim od skupova u ovom potpo-
krivacu, $to kontradikcija s pretpostavkom da je posrijedi pokrivaé¢! To znadi da postojia € X,
takav da je f(a) > f(z) za svaki z € X. Analogno se pokaZe postojanje minimuma. O

Komentar 0.96. Jedna od posljedica ovih teorema je i Rolleov teorem u realnoj ana-
lizi koji kaZze da za neprekidnu funkciju f : [a,b] — R, derivabilnu na intervalu (a, b),
takvu da je f(a) = f(b), postoji tocka ¢ € [a, b], takva da je f'(c) = 0. Naime, zatvo-
reni segment [a, b] je kompaktan podskup realnih brojeva, pa prema Weierstralovom
teoremu sadrzi tocke na kojima funkcija f poprima ekstremalne vrijednosti. Ako
je bar jedna od tih to¢aka (maksimum ili minimum) element intervala (a,b), tada
¢e u njoj derivacija f’ iSCezavati. S druge strane, ako su obje totke u rubnim to¢-
kama segmenta [a, b], tada ¢e funkcija f biti konstantna i vrijedit ¢e f'(z) = 0 za sve
x € (a,b). /!

Primjer(i) 0.97. Najjednostavniji meteoroloski model Zemlje je sfera Z = S? C R3
na kojoj je temperatura zadana neprekidnim preslikavanjem 7" : Z — R. S obzirom
da je Z kompaktan skup, nuzno postoje tocke Tmin, Tmax € Z u kojima 7" poprima
minimalnu vrijednost T}, i maksimalnu vrijednost T},,,x, kao i to¢ke na Z u kojima
T poprima sve vrijednosti iz segmenta [Tinin, Tmax]. Konacno, koriste¢i teorem o
meduvrijednostima moZzemo dokazati kako pod danim pretpostavkama uvijek postoji
par antipodalnih toc¢aka koje imaju jednaku temperaturu! 1

§0.11 Realna analiza, ukratko

Definicija 0.98. Nekajen € N, k € Ny, te 2 C R™ otvoren skup. Za funkciju
f: Q — Rkazemo da je tipa C* u tocki p € Q ako postoje derivacije

_oF
Oz - - - Oz

za sve j < k i neprekidne su u to¢ki p. Specijalno, C° funkcije su neprekidne
funkcije. Nadalje, ako je neka funkcija tipa C* za sve k € Ny, tada kazemo da je
ona tipa C* ili glatka funkcija.

Na primjer, ako kazemo da je funkcija f : R3 — R tipa C? u nekoj tocki p, tada to
znaci da je sama funkcija f neprekidna u to¢ki p, te su (u Kartezijevom koordinatnom
sustavu) sve derivacije do ukljucivo drugog reda,

of of of f 9 f  &Ff  Pf 0

or’ Oy’ 9z 02’ 0y’ 9227 0920y’ Ox0z ! Oydz

definirane i neprekidne u tocki p.
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Komentar 0.99. Ako je, na primjer, neka funkcija f : (a,b) — R neprekidna i ima
definiranu prvu derivaciju f u svim totkama svoje domene, to ne znadi da je i funkcija
f": {a,b) = R nuzno neprekidna. Na primjer, funkcija f : R — R, definirana s

@) = { gisin(l/m) , iig

ima dobro definiranu derivaciju u svim tockama svoje domene,

Fla) = { (Q)ajsin(l/x) —cos(1/z) i ig

Medutim, f nije neprekidna u z = 0. /!

Primjer(i) 0.100. Svipolinomi, eksponencijalna funkcija, trigonometrijske funkcije
cos i sin, te hiperbolne trigonometrijske funkcije sh i ch su primjeri glatkih funkcija.
Funkcije

(@) = |zf2”
su klase C*, ali ne i klase C**! zbog ponaganja u = 0. Naime, fo(z) = |z| je
neprekidna funkcija koja nije derivabilna u ishodistu. Nadalje, za k£ > 0 imamo

— k _ k
o) =t SO = Aia) o e+ 9~ s
e—0 € e—0 €
(z + ) = 2 4+ ka* e 4+ O(e?)

K Jr el — |z

fi(@) = kfi-r (@) + lim & = kfy—1(x) + a"sgn (z) =

— kfie1(@) + [alat ™ = (k + 1) fioa (2)
pa indukcijom slijedi tvrdnja. //

Postoje i primjeri neprekidnih funkcija koje u niti jednoj tocki nisu derivabilne.
Prvi takav primjer je pronasao Weierstrafl 1872. godine, tzv. Weierstraiova funkcija
W : R — R, definirana redom

Wi(x) = f: a” cos(b"x) (22)
n=0

gdje je 0 < a < 1, a b je neparan cijeli broj, takav da vrijedi ab > 1.

Primjetimo, medutim, kako imamo funkcije vi$e varijabli koje u nekoj to¢ki mogu
imati definirane sve parcijalne derivacije, bez da budu neprekidne u toj toc¢ki. Primjer
je funkcija f definirana u (20), za koju lako provjerimo

f(e,0) = f(0,0)

£,(0.0) = tim L&D OO

Stoga, ako Zelimo da derivabilnost funkcije vie varijabli bude “jace” svojstvo od ne-
prekidnosti, ono mora ukljucivati vise od pukog postojanja parcijalnih derivacija.
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Teorem 0.101 (WeierstraB). Ako je f : [a,b] — R neprekidna funkcija i e > 0,
tada postoji polinom P : [a,b] — R, takav da

(Vz €la,b]): |f(x) — P(z)| <e.

Definicija0.102. Nekaje Q) C R otvoren skup. Taylorov razvoj glatke funkcije
f:Q — R oko tocke a € Q) dan je (formalnim) redom

> £(n)

Z f '(a) (LE _ a)n (23)

n!
n=0

Za funkciju f kazemo da je (realno) analiticka funkcija, odnosno da je tipa C“ u

tocki a € Q2 ako je na nekoj okolini O, C (2 jednaka svom Taylorovom razvoju.

Sve analiticke funkcije su nuzno glatke jer u protivnom neki koeficijenti u Taylo-
rovom razvoju ne bi bili dobro definirani. Medutim, obrat opéenito ne vrijedi. Stan-
dardni primjer glatke funkcije koja nije analiticka (bar u jednoj to¢ki) je f : R — R,
definirana s

exp(—1/z), >0
fla) = { p(—1/z)

0, =<0

Dokaz : Ocigledno, funkcija je analiticka za sve < 0. Promotrimo nadalje tocke = > 0.
Prvo ¢emo indukcijom dokazati da za svaki k € Ny vrijedi f*)(z) = poy(1/2) €=/, gdje je
D2k neki polinom reda 2k. Odavde slijedi da je f glatka funkcija u svim to¢kama x > 0. Zatim
¢emo dokazati da su sve derivacije f*) definirane i neprekidne u & = 0.

(a) Trivijalno, tvrdnja vrijedi za k = 0 (po(y) = 1). Nadalje, f'(z) = e~ /* /22, pa je
p2(y) = y?. Pretpostavimo da je f*) (x) = por(1/x) e~ /%, Tada je

1

£ ) = s (1) (=55 ) 7 4 panl1 /e =

= (q2r11(1/2) + qars2(1/2)) e " = poria(l/z) e /"
(b) Odmah vidimo da je f(0) = 0. Pretpostavimo da je £ (0) = 0. Tada je

FERD (0) = lim (@) = M) lim ¥ ()

T z—0 T
Ocigledno,
(k)
lim w =0
z—0— X

S druge strane,

*) /) e=1/a
lim [o) lim par(l/z)e” 7 Hm popis(1/z)e /"
z—0t T z—0t T z—0t

= Jim P20 _
U— 00 ew

gdje smo u pretposljednjem koraku uveli supstituciju v = 1/z, a u posljednjem upotrijebili

L’Hopitalovo pravilo 2k + 1 puta. Dakle, sve derivacije funkcije f su definirane i jednake 0 u

x = 0. Takoder, na sli¢an nac¢in provjerimo da su sve derivacije f (k) neprekidne u x = 0,

tim (@) = Tim par(1/2)e " = tim P o= ()

r—0+ u—oo e¥
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Kona¢no, funkcija f nije analiti¢ka u @ = 0 jer je Taylorov red oko te tocke identi¢ki jednak
nuli, dok je funkcija f razli¢ita od nule za sve z > 0. O

Postoje i primjeri funkcija koje su glatke, ali nisu analiticke u niti jednoj tocki domene,
poput f : R — R definirane sumom

(o)
flz) = Z exp (—\/ 2”) cos (2"x) (24)
n=1
Definiciju Taylorovog reda mozemo poopc¢iti na funkciju vise varijabli.

Definicija0.103. Nekaje 2 C R™ otvoren skup. Za funkciju f : Q — R kazemo
da je (realno) analiticka funkcija, odnosno da je tipa C* u tocki a € €2 ako je na
nekoj okolini O, C () jednaka svom Taylorovom razvoju, odnosno za svakiz € O,

1@ = 1@+ Y @)@~y + 5 Y 5 (@) - ) )+

3

1 of i iny . (piE gk
P21 5.00ylk

gdje sve sume idu u granicama od 1 do n.
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Kompleksna analiza

Kako poop¢iti analizu sa skupa realnih brojeva R na skup kompleksnih brojeva C?

§ 1.1 Polje kompleksnih brojeva

Polje kompleksnih brojeva (C, +, - ) je uredena trojka koja se sastoji od skupa R x R,
te operacija definiranih sljede¢im pravilima,

(1, 51) + (22,y2) = (21 + 22, y1 + y2) (zbrajanje) (1.1)
(z1,11) - (T2,92) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1) (mnoZenje) (1.2)

Neutralni element s obzirom na zbrajanje (“nula”) je (0, 0), a neutralni element s obzi-
rom na mnoZenje (“jedinica”) je (1, 0). Za skup kompleksnih brojeva bez nule upotreb-
ljavamo oznaku C* = C — {(0,0)} (ponekad se ovaj skup oznacava s C*). Aditivni i
multiplikativni inverzi kompleksnog broja z = (z,y) dani su redom s

—z=(—x,—y) (1.3)

zasve z € C, te

1 z y
= - 1-4
’ <x2+y2’ x2+y2) -y

za sve z € C*. Valja uotiti kako su kompleksni brojevi oblika (z,0) s gore uvede-
nim operacijama izomorfni s poljem realnih brojeva. Stoga obi¢no nulu (0, 0) pisemo
jednostavno kao realni broj 0, a jedinicu (1, 0) kao realni broj 1. Nadalje, kako vrijedi

uobicajeno je kompleksne brojeve z = (z,y) pisati u obliku z = z + iy, gdje je
izostavljeno eksplicitno pisanje jedinice 1, a uvedena je imaginarna jedinica i =
(0,1). Na ovaj na¢in je identitet (0,1) - (0,1) = (—1,0) preveden u izraz

i?=—1 (1.5)

37
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Ovdje vidimo orginalnu motivaciju uvodenja imaginarne jedinice: ona je korijen jed-
nadzbe 22 + 1 = 0.

Svaki kompleksni broj z = z+iy ima svoj realni dio Re(z) = z iimaginarni dio
Im(z) = y. U starijim knjigama su u upotrebi nesto drugacije oznake, R z za realni
dio i § 2z za imaginarni dio kompleksnog broja z. Ako je Re(z) = 0iIm(z) # 0
kazemo da je z Cisto imaginaran. Dva kompleksna broja z; i 29 su jednaki ako i samo
ako su im jednaki realni i imaginarni dio,

z1 =23 <= Re(z1) =Re(z2) A Im(z1) = Im(z2)
Nanovo, osnovne operacije medu kompleksnim brojevima u ovom zapisu sada glase,
z1 £ 20 = (z1 +iy1) £ (22 + 1y2) = (x1 £ y1) +i(y1 £ y2) (1.6)

2120 = (1 + 1) - (T2 +iy2) = (z122 — Y1Y2) + i(z1Y2 + 2291) (1.7)

Omjer kompleksnih brojeva z; i 22 # 0 ratunamo prema

21 _ ;A w iy T — iy <$1£L‘2 +y1y2) L (l’zyl z1y2>
z2  Tatiy2 T2 tiYy2 T2 — Y2 x5+ 3 x5+ y3

Primjetimo, razlomak je prosiren tako da u nazivniku dobijemo realan broj, a potom
smo razdvojili realni i imaginarni dio u brojniku. Prilikom potenciranja, odnosno
uzastopnog mnozenja kompleksnih brojeva valja imati na umu da za sve k € Z vrijede
sljedece jednakosti

AR+

i, ,L'4]€+2 — _1 , ,L'4]€+3 —

—i, =1 (1.8)
Za svaki kompleksni broj z = x+iy definiramo operaciju kompleksne konjugacije,
2= —1iy (1.9)

Ovo je involutorna operacija, (2*)* = z, koja zadovoljava sljedeca svojstva
(rdzm) =2 t2, (nom) =22, ) =E)0 (1)

Ponekad se upotrebljava i alternativna oznaka, Z = z*. Pomo¢u kompleksne konju-
gacije mozemo zapisati realni i imaginarni dio kompleksnog broja,

Re(z) = % (z+2%), Im(z)= % (z —2%) (1.11)

Svakom kompleksnom broju z pridruzujemo i modul (apsolutnu vrijednost) |z|,
nenegativan realni broj definiran preko

|z = Va? + y? (1.12)

Nula je jedini kompleksni broj is¢ezavaju¢eg modula. Modul kompleksnog broja za-
dovoljava sljedeca svojstva:

|21] - 22| = |z1zal , 27 = |27 (1.13)

2% =|2|, 2" 2=z (1.14)
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§ 1.2 Kompleksna ravnina

Iz same definicije jasno je kako postoji prirodna korenspodencija izmedu skupa kom-
pleksnih brojeva C i to¢aka u ravnini: svakom kompleksnom broju z = x+iy moZzemo
jednoznacno pridruziti tocku 7'(x,y) u ravnini R?. Ravninu u kojoj je svakoj tocki
pridruzen odgovaraju¢i kompleksni broj zovemo kompleksna ravnina“. Radi jed-
nostavnijeg izrazavanja Cesto se rabi fraza u tocki z ili ¢ak samo u z u znacenju “u
tocki (kompleksne ravnine) pridruzenoj kompleksnom broju z”.

Promotrimo ¢emu odgovaraju dosad uvedeni pojmovi u ovakvom geometrijskom
prikazu kompleksnih brojeva. Oc¢igledno, Re(z) jednak je apscisi, a Im(z) ordinati
tocke T'. U skladu s tim obi¢no os apscisa zovemo realna os, a os ordinata imagi-
narna os. Apsolutna vrijednost kompleksnog broja |z| jednaka je udaljenosti odgo-
varajuce toc¢ke T" od ishodista kompleksne ravnine. Opéenito, udaljenost to¢aka 77 i
T5, pridruzenih brojevima z; i 29, jednaka je modulu razlike tih kompleksnih brojeva,

ATy, To) = /(x1 — 22)2 + (y1 — y2)2 = |21 — 2o (1.15)

Ako je kompleksnom broju z pridruzena tocka T'(z, y), tada je kompleksno konjugira-
nom broju z* pridruzena totka 7" (z, —y), nastala refleksijom na realnoj osi. Nadalje,

kako svakoj tocki T'(x, y) odgovara radijus-vektor oT, zbroju kompleksnih brojeva
21 + 29 pridruZen je zbroj radijus-vektora OT; + OT5.

Teorem 1.1.  Kompleksni brojevi z1, zo € C zadovoljavaju nejednakost trokuta,

“Zl‘—|22|| S |Zli22| S |Zl|+|22| (1.16)

*U literaturi nailazimo na niz razli¢itih naziva ove ravnine koji se vezuju uz imena matematicara, medu
kojima su Caspar Wessel (1745.-1818.), Jean-Robert Argand (1768.-1822.) i Johann Carl Friedrich Gauss
(1777.-1855.), a ¢iji su radovi doprinjeli razvoju ideje smjestanja kompleksnih brojeva u ravninu. Mi ¢emo
upotrebljavati povijesno neutralan naziv.
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Doxkaz : Polazimo od sljedece jednakosti
o1+ 22 = (21 + 22) (21 + 28) = |2 + |22l + 2Re(2123)

Kako uvijek vrijedi Re(z) < |z

, imamo
Re(z123) < |z125| = |21]]22]
paje
o1 4 20l < J2a? + [2af? + 2 2] 2] = (121 + |22])?

odakle slijedi jedna od trazenih nejednakosti. Dakako, zamjenom 22 — —z2 odmah imamo i
|21 = 22/ < (21| + |22])?

Nadalje, primjenimo li upravo dokazanu nejednakost na par kompleksnih brojeva 2z i z1 — 22,
dobivamo
|z1] = 22 + (21 — 22)| < [22| + 21 — 22|
odnosno
|21] = |22 < |21 — 22
Desna strana nejednakosti je simetri¢na na zamjenu z; <+ z2, pa slijedi i preostala nejednakost.

O

Komentar 1.2. Naziv ove nejednakosti je ocigledno povezan s geometrijskim ne-
jednakostima koje vrijede medu stranicama trokuta: zbroj dvije stranice je uvijek
veli od trece stranice, a razlika dvije stranice uvijek manja od trece stranice. Ako
je |z1] # |22], sve veli¢ine u nejednakostima (1.16) su strogo pozitivne, pa mozemo
pisati recipro¢nu verziju nejednakosti trokuta,

1 1 1

> >
|[21] = |z2]| ~ |21 £ 22| ~ |2n] + |2

(1.17)

1

Kompleksnu ravninu moZemo promatrati i u polarnim koordinatama (r, ¢), koje
su povezane s Kartezijevim koordinatama (z, y) preko

r=rcos¢, y=rsing
Odavde slijedi zapis kompleksnog broja u polarnim koordinatama,
z=r(cos¢ + ising) (1.18)
Radijus r jednak je apsolutnoj vrijednosti kompleksnog broja,
= VETF =l 1.19)

a polarni kut ¢ odreden je (do na visekratnik broja 27) sustavom jednadzbi

cosp = z , sing = ¥ (1.20)
r r

Kut ¢ zovemo argument kompleksnog broja z i pisemo Arg(z) = ¢ . Specijalno, za
slucaj kompleksnog broja z = 0 imamo 7 = 0, dok je njegov argument nedefiniran.
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Obi¢no se uvodi restrikcija argumenta na interval duljine 27, u kom slucaju govo-
rimo o glavnoj vrijednosti argumenta i pisemo arg(z). Odabir intervala glavne
vrijednosti argumenta ovisi o problemu kojeg rjesavamo. Na primjer, ako definiramo

—m <arg(z) <7
tada je

arg(l) =0, arg(i) = g , arg(—1)=m, arg(—i)= fg , itd.

Opéenito, imamo vezu
Arg(z) = arg(z) + 2kw, keZ (1.21)

MnozZenjem dva kompleksna broja njihove apsolutne vrijednosti se mnoze, a argu-
menti zbrajaju, u $to se mozemo jednostavno uvijeriti:

z1-22 = r1(cos¢y +isingy) - ro(cospe + isingy) =
= iy (cos(¢1 + ¢2) + isin(¢1 + ¢2)) (1.22)

Nadalje, za multiplikativan inverz kompleksnog broja z € C* imamo

-1 1 _ COs¢ —ising _1 o
T r(cosg +ising)  r(cos2 ¢ +sinp) T (cos ¢ —ising)

Ova zapazanja moguce je saZeti u obliku sljedecih jednakosti
|21 - 22| = [21] - |22| = 7rir2 . Arg(z1 - 22) = Arg(21) + Arg(22) (1.23)

27 =zt =77, Arg(z7!) = —Arg(z2), (1.24)
gdje su svi kompleksni brojevi u gornjim jednakostima razli¢iti od 0. Odavde induk-
cijom slijedi

2" = |#I" ) Arg(s") = nArg(2) (1.25)

zasven € Z.

§ 1.3 Kompleksne funkcije

Neka je S C C podskup kompleksnih brojevai f : S — C zadano preslikavanje.
Kazemo da je f funkcija kompleksne varijable. Funkciju kompleksne varijable uvijek
moZemo rastaviti na njen realni dio u(x, y) i imaginarni dio v(x, y),

J(2) = Ja +iy) = u(z,y) + iv(e,y) (126)

pri ¢emu podrazumijevamo da su u,v : Sg — R funkcije dvije realne varijable, s
domenom
Sr={(z,y) |z +iy € S} CR?
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Polinomi

Polinom n-tog stupnja je preslikavanje P, : C — C definirano s
Po(2) = anz" 4+ an_ 12"+ -+ a1z +ao (1.27)
gdje su kompleksni koeficijenti ag, . . . , a,, € C, takvida je a,, # 0. Opcenito polinom

n-tog stupnja posjeduje n nul-tocaka, medutim, neke od njih mogu biti medusobno
jednake.

Eksponencijalna funkcija

Eksponencijalna funkcija exp : C — C definirana je s
exp(z) = e”(cosy + isiny) (1.28)

Ponekad eksponencijanu funkciju zapisujemo i s e* = exp(z). Kako su funkcije cos y
i siny periodi¢ne s osnovnim periodom 2, slijedi da je eksponencijalna funkcija na
kompleksnoj domeni periodi¢na s osnovnim periodom 27,

e*T2m — o2 (1.29)
Nadalje, valja uoéiti kako vrijedi
el - e*2 = e (cosy; +isiny;) - €"?(cosys + isinys) =
= "2 (cos(yy + y2) +isin(y; +y2)) = 12 (1.30)

Teorem 1.3. Eksponencijalna funkcija nema nul-tocaka.

Doxkaz : Nekaje z = x +1iy. Jednadzba exp(z) = 0 je ekvivalentna sa zahtjevom exp(z) = 0
i/ili cosy + ¢siny = 0. Ne postoje brojevi x,y € R koji rjesavaju ijednu od ovih jednadzbi.
Naime, postoji vise ekvivalentnih na¢ina uvodenja realne funkcije exp : R — R, ali ona uvijek
mora zadovoljavati elementarna svojstva exp(0) = 1iexp(a + b) = exp(a) - exp(b). Ako
bi postojao x € R, takav da je exp(z) = 0, tada bi vrijedilo 0 = exp(zx) - exp(—z) =
exp(z—x) = exp(0) = 1, kontradikcija. Takoder, relacija cos? y+sin® y = 1 je u kontradikciji
sa zahtjevom cosy = siny = 0. O

Tradicionalno se izraz za eksponencijalnu funkciju ¢isto imaginarnih brojeva zove

Eulerova formula,
e =cosr+isinw (1.31)

a specijalni slu¢aj dobiven za * = 7 Eulerov identitet,
e 41=0 (1.32)

Ovaj potonji je posebno zanimljiv jer objedinjuje 5 vaznih matematickih konstanti, 0,
1,1, m, te e.
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Eksponencijalna funkcija nam omoguc¢uje da kompleksne brojeve z € C* zapi-
$emo u tzv. polarnom obliku, 4
z=re? (1.33)

Uz ovakav prikaz operacije s kompleksnim brojevima postaju mnogo preglednije: ko-
risteci svojstvo dokazano u (1.30), imamo primjerice

21 - 29 = 117y e P1T2) ,te 2" =r"ein? (1.34)

za svaku cijelobrojnu potencijun € Z. Koriste¢i kompleksni broj z jedini¢nog modula
zapisan u polarnom obliku, z = €'? s lako¢om dolazimo do De Moivréovog teorema,

(cos ¢ + isin @)™ = (e!?)" = e™? = cos(ng) + isin(ng)

Kona¢no, za svakin € Niz € C* jednadzba w™ = z ima n rjeSenja, koja mozemo
elegantno zapisati u polarnom obliku,

2%
wy, = Yt exp (W z) . ke, (1.35)
n

gdje je ¥/r > 0 “obi¢ni” n-ti korijen realnog broja r. Za sva rjeSenja wy, kazemo da su
dobivena operacijom vadenja n-tog korijena iz kompleksnog broja z, kojeg najcesce
pisemo kao {/z ili z!/". Na primjer, rjesenja jednadzbe w* = 1 dana su s

wy = €2 ke {0,1,2,3}

odnosno,

/2 _

wo=e""=1, w =e i, we=eM=—1, w3=eT"?=_;

Valja uoditi kako ova 4 kompleksna broja leze u vrhovima kvadrata upisanog u je-
dini¢nu kruZnicu. Opéenito, korijeni jednadzbe w™ = 1 leze u vrhovima pravilnog
n-terokuta upisanog u jedini¢nu kruznicu sa sredistem u ishodi$tu kompleksne rav-
nine.

Trigonometrijske funkcije

Sve trigonometrijske funkcije moguce je s realne prosiriti na kompleksnu domenu.
Za pocetak imamo funkcije cos z i sin z,

1 . .
cos:C—C, cosz= B (e +e7"%) (1.36)
. . 1. _
sin:C—C, sinz= ?(622 —e ") (1.37)
i

Funkcije sin z i cos z su periodi¢ne s realnim periodom 27, a jedine nul-tocke su nji-
hove realne nul-tocke,

sinzp, =0 za zp=kmw
coszp =0 za 2z =(2k+1)7/2

za k € Z. Funkcije tg z 1 ctg z su definirane na cijelom skupu kompleksnih brojeva
izuzev, redom, nul-to¢aka funkcije cos z i sin z,

COSs z

(1.38)

)

sin z
tgz = —— -
cos z sin z
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O RO
sinz | 27 km T | tgz

cosz | 2m | (2k+1)w/2 | m | ctgz

shz | 2mi ki m | thz
chz | 2mi | (2k+ 1)7i/2 | wi | cthz

Tablica 1.1: Periodi Py, P, i nul-tocke zj, funkcija f(2) i g(2).

Funkcije tg z i ctg 2z su periodi¢ne s realnim periodom 7, a jedine nul-tocke su im, kao
i kod funkcija sin z i cos z, one realne (tg z ima iste nul-toc¢ke kao i sin z, a ctg z iste
nul-tocke kao i cos z2).

Hiperbolicke funkcije

Funkcije ch z i sh z su preslikavanja definirana s

1
ch:C—C, chz:§(ez—|—e_z) (1.39)

sh:C—=C, shz= %(ez—e_z) (1.40)

Funkcije sh z i ch z su periodi¢ne s imaginarnim periodom 274, a jedine nul-tocke su
njihove imaginarne nul-tocke

shz, =0 =za z,=kmi
chzr, =0 za z,=(2k+1)mi/2

Funkcije th z i cth z su definirane na cijelom skupu kompleksnih brojeva izuzev, re-
dom, nul-to¢aka funkcije ch z i sh z,
sh z __chz

thz = R cth z

= — 1.41
chz sh z ( )

Funkcije th z i cth z su periodi¢ne s imaginarnim periodom 74, a jedine nul-tocke su
im, kao i kod funkcija sh z i ch z, one imaginarne (th z ima iste nul-toc¢ke kaoish z, a
cth z iste nul-tocke kao i ch z).

Logaritamska funkcija

KaZemo da je kompleksni broj w logaritam broja z, w = Ln(z), ako vrijedi exp(w) =
z. Za bilo koji z # 0 ova definicija daje beskona¢no mnogo vrijednosti logaritma
danog broja z prema

Lu(z) = In|z| + tArg(z) = In|z| + i(arg(z) + 2kn), ke€Z (1.42)

gdje je “In” na desnoj strani jednadzbe “obi¢ni” prirodni logaritam definiran na skupu
realnih brojeva. Kao i kod argumenta kompleksnog broja definiramo glavnu vrijed-
nost logaritamske funkcije,

In(z) = In(r) + iarg(z) (1.43)
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Imamo sljededi niz primjera, uz k € Z,

Ln(1) =1In(1) + i(arg(l) 4+ 2k7) = 2knwi, In(l)=0

Ln(i) =i (g + 2k7r) . In(i) = %Z
Ln(—i) =i (fg + 2k7r> . In(—i) = ,%i

Logaritam produkta kompleksnih brojeva moguce je, kao i kod realnih brojeva, napi-
sati kao sumu logaritama,

Ln(z; - 29) = lIn|z1 - 29| +iArg(z - 22) =
= In|z |+ In|z| + iArg(z) + iArg(z2) =
= Ln(z1)+ Ln(zs) (1.44)

pri ¢emu smo koristili rastav logaritma produkta realnih brojeva i rastav argumenta
produkta kompleksnih brojeva.

Potenciranje

Pomocu logaritamske funkcije moguce je definirati potenciranje i za kompleksnu po-
tenciju. Za svaki z € C — {0, e}, te w € C definiramo

2" = exp(wLnz) (1.45)

Ovako definirano potenciranje je opéenito “viSezna¢na funkcija”, uz iznimku kada je
w € Z. Naime, u potonjem slucaju imamo

2" =exp (w(ln |z| + i arg(z))) exp(2kwmi) = exp (w(ln |z| + iarg(z))

Razlog izuzimanja broja e kao baze potencije u gornjoj definiciji je ¢isto prakticne
naravi: u protivnom bismo imali nekonzistentan zapis, kao npr. u slu¢aju

1 ,
e'/? = exp (5 (1+ Zk:m')) = e!/2ehm = (—1)kel/2 ()
Zanimljiv je naredni primjer
it = exp(iLni) = e~ (320 | L ez

Kao i kod ranije definiranih funkcija, glavnu vrijednost potencije z* moZzemo defini-
rati pomocu glavne vrijednosti logaritma baze z,

exp(w Inz) ,

no u literaturi ne postoji nekakva ustaljena (konvencionalna) posebna oznaka za ovu
vrijednost potencije.
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§ 1.4 Krivulje u kompleksnoj ravnini

Koristenje kompleksnih brojeva nam ponekad olaksava zapis raznih krivulja u rav-
nini. Ovdje ¢emo kratko izloziti nekoliko najvazniji primjera.

Pravci. Pravac je moguce zadati na nekoliko razli¢itih nacina. Pretpostavimo da Ze-
limo provuéi pravac kroz dvije razli¢ite tocke a,b € C. Tada je za svaku tocku z tog
pravca, razli¢itu od a 1 b, kut @« = £ azb jednak 0 ili 7. Sinus ovog kuta je stoga uvijek
nula, $to je moguce elegantno zapisati u sljede¢em obliku

z—a
Im(b—a) =0 (1.46)

Specijalno, za z = a i z = b ovo odmabh slijedi, pa pretpostavimo da to nije slucaj.
Tada mozemo pisati z — a = r1e'®1, te b — a = 19?2, gdje su 1,75 # 0, pa je

Im(z —a) = sin(¢y — ¢2) = I dina.
b—a T2 T2

¢2

Ako je pravac definiran kao simetrala duzine zadane to¢kama z; i z5, tada imamo
zapis
|z — 21| = |z — 22| (1.47)

Drugim rije¢ima, simetrala se sastoji od toc¢aka z jednako udaljenih od zadanih to-
¢aka 21 1 z2. Konacno, pravac u kompleksnoj ravnini moguce je zapisati i pomocu 2
parametra, kompleksnog broja ¢ € C i realnog broja p € R,

Re(cz) =p (1.48)

Naime, pretpostavimo li da je ¢ = « + 43, gornja jednadzba odgovara implicitnom
obliku jednadzbe pravca u analitickoj geometriji,

ar — By =p

Cunjosjeénice. Tri klasi¢ne krivulje, elipsu, hiperbolu i parabolu, mozemo zapisati
upotrebom njihove geometrijske definicije. Elipsu (hiperbolu) sa¢injavaju tocke z ¢iji
je zbroj (razlika) udaljenosti od dvije zadane tocke 21 i 22 (fokusa) u kompleksnoj rav-
nini konstantan. Parabolu sacinjavaju tocke z ¢ija je udaljenost od zadane tocke zg
(fokusa) u kompleksnoj ravnini jednak zbroju apscise tocke z i realne pozitivne kons-
tante. Na primjer, jednadzba elipse se bitno komplicira ako joj osi s koordinatnim
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osima zatvaraju kut koji nije viSekratnik pravog kuta. Medutim, upotrebom kom-

pleksnih brojeva svi slucajevi izgledaju jednako elegantno.

Elipsa s fokusima u 23 i 29 i velikom poluosi a > 0,

|z — z1| + |2 — 22| = 2a
Specijalno, kruznica radijusa r > 0 sa srediStem u tocki 2y,

|z — 2| =71

Hiperbola s fokusima u z; i z i velikom poluosi a > 0,

Iz — 21| — |z — 22|| = 2a
Parabola s fokusom u zy i realnim pozitivnim parametrom p > 0,

|z — 20| = g + Re(z)
Upotrebom nejednakosti mozemo definirati unutrasnjost elipse bez ruba,
|z — 21| + |z — 22] < 2a

kao i unutrasnjost elipse s rubom

|z — z1| + |2 — 22| < 2a

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

Komentar 1.4. Ako imam neku krivulju u kompleksnoj ravnini zadanu jednadz-
bom f(z) = 0, te je onda Zelimo zarotirati u pozitivnom smjeru za kut «, tada to

jednostavno postizemo transformacijom pocetne jednadzbe u f(ze =) = 0.

Promotrimo sada krivulje iz nesto opéenitije perspektive.

!

Definicija 1.5. Put izmedu to¢aka a,b € X je neprekidno preslikavanje f :
[0,1] — X, takvo davrijedi f(0) = a i f(1) = b. Topoloski prostor X je putevima

povezan ako za svaki par to¢aka a ,b € X postoji put u X od a do b.

Definicija 1.6. Neka je X topoloski prostor. Za svaku tocku p € X definiramo
konstantan put v, : [0,1] — X s v,(t) = p zasvakit € [0,1]. Neprekidna
deformacija puta v : [0,1] — X uput A : [0,1] — X unutar skupa X je ne-
prekidno preslikavanje F' : [0,1] x [0,1] — X, takvo da za sve t € [0, 1] vrijedi
F(t,0) = ~v(t)i F(t,1) = A(t). Za topoloski prostor X kazemo da je jednos-
tavno povezan ako je povezan putevima i ako je svaki zatvoren put u X moguce

neprekidno deformirati u konstantan put.
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Definicija 1.7. Neka je vy : [0,1] — R”™ put u prostoru R™. Slika puta, v([0, 1]),
je krivulja u prostoru R™. Ako je v injekcija, odnosno ako doti¢na krivulja ne
presjeca samu sebe, tada kazemo da je posrijedi Jordanov luk. Nadalje, Jordanova
krivulja ili jednostavna zatvorena krivulja je slika neprekidne injekcije v :
S — R7, gdje S! oznacava kruznicu.

Teorem 1.8 (Jordan). Neka je C Jordanova krivulja u ravnini R%. Tada se komple-
ment R? — C' moZe napisati kao unija dva neprazna disjunktna otvorena povezana
skupa.

§ 1.5 Riemannove plohe

Prikaz grafova funkcija ogranicen je dvodimenzionalno$¢u ploha na kojima iscrta-
vamo crteZe (papir, ploc¢a). U slucaju realnih funkcija (jedne varijable) sve savrseno
sjeda na svoje mjesto: vrijednost varijable na x-osi uparujemo s vrijedno$éu same
funkcije na y-osi. U slu¢aju kada imamo realnu funkciju dvije varijable, jos donekle
mozemo dosko¢iti “dimenzionalnom problemu” projiciranjem 3D crteZza na 2D plohu.
Medutim, u slu¢aju kompleksnih funkcija problemi u prikazu postaju jo§ veéi. Stoga
obi¢no reduciramo dio “informacije” (npr. prikazom samo realne ili samo imaginarne
vrijednosti promatrane funkcije) ili crtamo u paru kompleksne ravnine domene i ko-
domene s naznacenim tockama koje povezuje promatrana funkcija.

Sada ¢emo podrobnije razmotriti $to se krije iza viSeznacnosti nekih kompleksnih
funkcija.

Primjer #1: f(2) = /2

Uvodimo dvije pomo¢éne funkcije (dvije “grane” pocetne “funkcije”),
Fe(re®) = Vre®  f_(re?) = —/re?/?

Nadalje, razmotrit cemo dva slucaja odabira podrucja argumenta kompleksnog broja.
(@ m<O<m

Promatramo 4 tocke u domeni:



49 § 1.5. Riemannove plohe

0= rei(m—e) c=re'*

°

°b = rei(=m+e) d=re

fr | /-

(b) 0<6<2r

Promatramo 4 tocke u domeni:

a = ret(m—=¢) c = re’e
° °

°b — ,r.ei(w+5) °d ; rei(Z"’*C)

f+ A f*

b/c aa/
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U prvom sluc¢aju imamo diskontinuitet, rez, duz negativne realne osi, a u dru-
gom slucaju duz pozitivne realne osi. Ono $to je zajednicko svakom odabiru reza jest
tocka grananja, koja je u slucaju ove funkcije ishodiste, z = 0. Ako bismo htjeli
prikazati obje grane, f; i f_, jednom funkcijom, tada nam jedna kompleksna ravnina
nije dovoljna za domenu. Umjesto toga, koristimo dvije kompleksne ravnine spojene
preko rezova. Kona¢nu plohu zovemo Riemannova ploha, a njene dijelove (u ovom
slu¢aju dvije kompleksne ravnine) Riemannovi listovi.

Primjer #2: f(z) =Inz

Uvodimo beskona¢no “grana”,
fu(z) =In|z| +i(0 +2knw), keZ

i opet razmatramo razli¢ite slucajeve odabira podrucja argumenta. Kao i u prethod-
nom primjeru, u slué¢aju podruéja argumenta —7 < 6 < 7 imamo rez duZ negativne
realne osi, a u sluc¢aju podrucja argumenta 0 < 6 < 27 rez duz pozitivne realne osi.

U slucaju kada imamo konacan broj Riemannovih listova (kao kod z9, gdje je
q € Q — Z), obi¢no govorimo o algebarskom rezu, a u protivnom, kada imamo
beskonacan broj Riemannovih listova (kao kod In(z) ili 27, gdje je p € R — Q), govo-
rimo o logaritamskom rezu.

§ 1.6 NizoviiredoviuC

(3%

Definicija 1.9. Niz kompleksnih brojeva je preslikavanje f : N — C. Ako “¢la-
nove” niza obiljezimo sa z,, = f(n) za svaki n € N, tada za niz koristimo oznake
poput (2 )nen, (2n)n ili (2,).

Definicija 1.10. Neka je (2y,),, niz kompleksnih brojeva. Tada je g € C gomiliste
ovog niza ako svaka okolina O, C C sadrzi beskonatno mnogo (ne nuzno medu-
sobno razli¢itih) njegovih ¢lanova. Ako za dani niz postoji tocka ¢ € C, takva da za
svaku okolinu O, postoji N € N takav da su z,, € O, za sve m > N, tada kazemo
da je doti¢ni niz konvergentan, a za tocku c kazemo da je limes tog niza.

Teorem 1.11.  Niz kompleksnih brojeva (zy, )y, konvergira k broju ¢ = a + ib akko
niz realnih brojeva (Re zy, ), konvergira k broju a, a niz realnih brojeva (Im z,,),
konvergira k broju b.
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Doxaz : Pretpostavimo da je

Iim Rez, =a¢ 1 lim Imz, =0

Tada za svaki € > 0 postoji N € N, takav da za sve n > N vrijedi
la —zn| <€/2 1 |b—yn| <e€/2
gdje su x,, = Re zn, te y, = Im z,,. Koriste¢i nejednakost trokuta, odavde slijedi
lc—zn| = [(a = 2n) +i(b —yn)| S la—an| +|b—yn| <€/2+€/2=¢

istoga lim, 0 2, = c. Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji N € N, takav da za
svakin > N vrijedi |c — 2z, | < €. Kako je uvijek |Re(z)| < |z] i |Im(2)| < |z|, odavde slijedi

la —zn| <e 1 |[b—yn|<e,

¢ime je pokazana tvrdnja.

Definicija 1.12. Neka je (z,), nizu C, a s, = Y ,_, 2 parcijalna suma, od-
nosno suma prvih n ¢lanova tog niza. Red je niz parcijalnih suma (s,),, pone-
kad skraceno zapisan kao > zi. Ako postoji limes lim,, o s, = S, kazemo da
je red konvergentan, a broj s zovemo suma reda. U protivnom, ako red nije ko-
nvergentan, onda kaZemo da je divergentan. Zared > z;, kaZemo da je apsolutno
konvergentan ako je red > |2 | konvergentan.

Komentar 1.13. Lako se vidi da u slucaju kada je red ) z,, konvergentan mora
vrijediti lim,,_, 2z, = 0. Naime, ako parcijalne sume oznac¢imo sa

n
Sp = E Zk
k=1

tada po pretpostavci postoji limes s = lim,,_, o, s, te je

0=s—s= lim s, — lim s,_; = lim (s, — sp,—1) = lim 2z, .
n—o0 n— oo n— o0 n— oo

/!

Testovi konvergencije. Neka je Y z,, red kompleksnih brojeva. Nas zanima kako
provijeriti je li ovaj red konvergentan. Na raspolaganju nam je viSe testova, medu
kojima izdvajamo nekoliko najvaznijih,

« Test usporedbom. Ako je > w,, apsolutno konvergentan red i vrijedi |z;| <
|wg| za sve k > N € N, tada je red > _ z,, apsolutno konvergentan. Obratno,
ako je Y wy, apsolutno divergentan red i vrijedi |z | > |wy|zasve k > N € N,
tada je red Y z,, apsolutno divergentan.

Doxaz : Izostavljajuci pocetni, konac¢an dio sume (koji ne utjece na konvergentnost),
za svaki M > N imamo

M M oo

S lakl <) Jwk] <D k] < o0

k=N k=N k=N
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Odavde slijedi da je niz parcijalnih suma s lijeve strane omeden rastudi niz, pa stoga i
konvergentan. Obratno, u slu¢aju kada je > wy, apsolutno divergentan red, tada parci-
. M - o . M .

jalne sume )" |wy | neomedeno rastu, pa isto vrijedi za parcijalne sume Y " |2, | te je
red Y z, stoga apsolutno divergentan. O

« Test omjerom (D’Alembertov test). Ako postoji pozitivan realan broj r i priro-
danbroj N € N, takav da vrijedi z,, # 01 |zpn41/2n| <7 < lzasven > N, tada
je red > |2, | konvergentan. U protivnom, ako vrijedi z,, # 01 |zp41/2n| > 1
zasven > N, tada je red Y z, divergentan.

Doxkaz : Iz pretpostavke indukcijom slijedi
lznvik] < rlavin—1| < PPlanip—2| < - <rFlan|

S jedne strane imamo (pocetni, kona¢ni dio sume ne utjece na pitanje konvergencije),

(e o) (o)
D lzl =D lzkenl s
=N k=0
a s druge strane
- |2
Zrk|21v\ = — <
1—r
k=0

Koriste¢i test usporedbom slijedi tvrdnja o (apsolutnoj) konvergenciji reda. Obratna
tvrdnja o divergenciji vrijedi jer iz pretpostavke | zn41/2n| > 1slijedilimy, o0 |25 | # 0
i stoga limy,— o0 2n # 0. O

Korijenski test (Cauchyjev test). Ako postoji pozitivan realan broj r i prirodan
broj N € N, takav da vrijedi {/|z,| < r < 1lzasven > N, tadajered ) |z,|
konvergentan. U protivnom, ako vrijedi {/|z,| > 1 za sve n > N, tada je red
> 2z, divergentan.

DokAz : Iz pretpostavke slijedi |z,| < 7™ za sve n > N. Kao i u prethodnom dokazu

o0 o0
>zl =D lzkan]
J=N k=0

s jedne strane imamo

a s druge
SN S T o
1—r
k=0
Koriste¢i test usporedbom slijedi tvrdnja o (apsolutnoj) konvergenciji reda. Obratna

tvrdnja o divergenciji vrijedi jer iz pretpostavke slijedi |z,| > 1 za sve n > N i stoga
limy, 00 2 # 0. O

Komentar 1.14. Ako smo pomocu testa usporedbom zakljuc¢ili kako je neki red ap-
solutno divergentan, taj test nam opcenito ne dopusta da razluc¢imo je li takav red
kovergentan ili divergentan. Na primjer, promotrimo redove > z,, > 2/ i Y w;, za-
danimas 2z, = (—=1)"/n, 2, = 1/niw, = (=1)"*!/(n+1). Red >_ w, je apsolutno
divergentan i za svaki n € N vrijedi |z,| = |z],| > |wx|, te stoga pomocu testa uspo-
redbom mozemo zakljucitida su ) z,, 1Y 2/, apsolutno divergentni. Medutim ) _ z,,
je konvergentan, a ) | z/, divergentan red. /!
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Komentar 1.15. Primijetimo kako gore navedeni testovi nista ne govore u sluc¢aju
kada je r = 1. Tada valja posegnuti za nekim sloZenijim testovima konvergencije (vidi
dodatak B). 1/

Teorem 1.16. Niz kompleksnih brojeva (z2,,),, je Cauchyjev niz akko je konvergen-
tan.

DokAaz : Pretpostavimo da je niz (z, ), konvergentan, te lim,,— o0 2z, = z. Tada za svaki
€ > 0 postoji N € N, takav da je |z, — z| < €/2 za sve n > N. Koriste¢i nejednakost trokuta
onda imamo
€ €
Jem — 2l = |(zm — 2) + (2 — 20)| < lom — 2l +|zn — 2l < S+ £ =

za sve m,n > N. Drugim rije¢ima, niz (2, )» je Cauchyjev niz. Obratno, pretpostavimo da je
(2n)n Cauchyjev niz. Uz standardni zapis z, = @ + iyn, koristeéi |Re z| < |z|i|Im z| < |z|,
imamo |Zm — Tn| < |2m — 20| 1 |Ym — Yn| < |2m — 2n|- Ovo odmah povladi da su (z,,)n i
(yn)n Cauchyjevi nizovi realnih brojeva, pa su nuzno i konvergentni. Neka je lim, 00 2, = @
ilimp oo Yn = y. No, to znadi da je

lim z, =z + iy
n—oo

O

Teorem 1.17.  Apsolutno konvergentan red kompleksnih brojeva Y z,, je nuzno ko-

nvergentan i vrijedi
o0 o0

n

n=1 =il

DokaAz : Pretpostavimo da je red kompleksnih brojeva Y z,, apsolutno konvergentan. Tada
je, prema Teoremu 1.16 niz parcijalnih suma (3>~ _, |zn|), Cauchyjev niz pa za svaki ¢ > 0
postoji NV € N, takav da za sve p > g > N vrijedi

p q
PREED BN
n=1 n=1

P

>

n=q-+1

p q p q
=D lenl =D lanl =3 leal = 3l
n=1 n=1 n=1 n=1

Ovo povladi da je i niz parcijalnih suma (3F _, z»), Cauchyjev niz pa je prema Teoremu 1.16

P

< D =

n=q+1

<€

red > z,, konvergentan. Nejednakost u teoremu vrijedi za parcijalne sume, pa ista slijedi i za
njihove limese. O

Komentar 1.18. KoriStenjem Cauchyjevim nizova moZemo opet izvesti osnovni
kriterij divergiranja nekog reda. Ako je neki opéeniti red ) _, 2 konvergentan, tada
su parcijalne sume s, = Y, 2; Cauchyjev niz. Specijalno, to zna¢i da za svaki € > 0
postoji N € N, takav da za sve n > N vrijedi

|2n| = |Sn — Sn—1] < €

Drugim rije¢ima lim,,_, |2,| = 0. Obratno, ako ovo ne vrijedi, tada je promatrani
red ), 2 nuzno divergentan. /!
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Definicija 1.19. Niz kompleksnih funkcija ( f,,),, definiranih na skupu S C C
je preslikavanje koje svakom prirodnom broju n pridruzuje funkciju f,, : S — C.
Red kompleksnih funkcija je niz parcijalnih suma ;. f.

Red potencija je red funkcija fi(z) = ax(z — 20)¥. Ako nije posebno naglageno
druga’ije, obi¢no se podrazumijeva da suma u redu potencija ide od “nultog” ¢lana,

o0 o0
Zak(z — zo)k =aqag+ Zak(z — zo)k
k=0 k=1

ili skra¢eno zapisano > ax(z — 20)F.

Teorem 1.20. Neka je Y an,(z — z9)" red potencija. Ako ovaj red ne konvergira
apsolutno za sve z € C, tada postoji realan broj R > 0 takav da red konvergira
apsolutno za sve |z—zy| < R, odnosno ne konvergira apsolutno za sve |z—zo| > R.

DokAz : Uvedimo pomoc¢nu varijablu w = z — 2o 1 pretpostavimo da red > a,w™ ne kon-
vergira apsolutno za sve w € C. Promotrimo pomo¢ni red ) |an|s™ s realnom varijablom
s > 0. Oznatimo sa S C [0,+00) skup realnih brojeva za koje red > |an|s™ konvergira.
Prvo, skup S je neprazan jer je 0 € S. Drugo, skup S je omeden jer bi u protivnom testom
usporedbe slijedilo da je > a,w™ apsolutno konvergentan za sve w € C. Stoga, skup S ima
supremum kojeg mozemo oznaciti s R = sup S. Opet, pomocu testa usporedbom, vidimo da je
red ) anw™ apsolutno konvergentan za sve |w| < R, odnosno apsolutno divergentan za sve
|lw| > R. O

Definicija 1.21. Broj R u prethodnom teoremu zovemo radijus konvergencije
reda Y a,(z — 20)". Ako je red apsolutno konvergentan za sve z € C tada je
formalno R = +o0. Obratno, ako je R = 0, tada red »_ a,(z — 29)" konvergira
apsolutno samo za z = 2p.

Komentar 1.22. U teoremu ispod ¢emo dokazati kako vrijedi i nesto jaca tvrdnja:
red potencija nuzno divergira van radijusa konvergencije. /!

Na primjer, red ) 2" ima radijus konvergencije R = 1,red ) 2" /n!ima radijus
konvergencije R = +o00, ared ) n!z" radijus konvergencije R = 0 (apsolutno je
konvergentan samo u z = 0).

Sada nas zanima eksplicitan nacin ra¢unanja radijusa konvergencije zadanog niza
kompleksnih brojeva.
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Teorem 1.23 (Cauchy-Hadamard). Radijus konvergencije reda potencija

oo
Z an(z —29)"
n=0

dan je izrazom
1

B lim sup,,_, o, |an|*/™

te je promatrani red divergentan za sve |z — zo| > R.

Dokaz : Mozemo bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da je zo = 0. Zelimo dokazati da
red apsolutno konvergira za |z| < R i divergira za |z| > R.

Neka je ¢ = limsup,,_, . \an|1/" i pretpostavimo za pocetak da je ¢ # 0,00. Za svaki
€ > 0 postoji samo kona¢no mnogo brojeva n € N za koje vrijedi |an|1/" > t + €. Dakle, za
sve osim kona¢no mnogo brojeva n € N vrijedi

lan| < (E+€)™.
Ako je |z| < (t + €)™, tada postoji realan broj r > 0 za koji vrijedi |2| < r < (t 4+ €)%
Geometrijski red > (¢ + €)™ r" je konvergentan pa pomocu testa usporedbom slijedi da je red
> anz™ apsolutno konvergentan kada je |z| < (¢t + €)~'. Dakle, za svaki ¢ > 0 vrijedi

R> (t+¢) 'istogaje R > 1/t.

Obratno, za svaki € > 0 postoji beskonaéno mnogo brojeva n. € N takvih da je |a,|*/™ >
t — € > 0, odnosno
lan| > (t—€)™ .

Ako je |z| > (t — €)™ * tada postoji beskonatno mnogo brojeva n € N za koje vrijedi

lanl S ¢
— >

=)

Stoga, opéi ¢lan sume a,, 2" ne tezi u nulu kad god je |z| > (t—€) ™! pa je takav red divergentan
(a onda ujedno i apsolutno divergentan). Dakle, za svaki ¢ > 0 vrijedi R < (t — €)™~ " i stoga je
R < 1/t. 1z dvije dobivene premise slijedi tvrdnja, R = 1/t.

lanz"™| >

Analiza sluc¢ajeva t = 0 it = oo je analogna. O

Komentar 1.24. Zasto se u Cauchy-Hadamardovom teoremu pojavljuje lim sup, a
ne lim inf? Neka je w = liminf,,_,o |a,|"/". Tada za svaki € > 0 postoji beskona¢no
brojeva n € N takvih da je |a,| < (w + €)™. No, ova informacija nam nije dovoljna
kako bi ustanovili je li red ) a,,2™ opéenito apsolutno konvergentan za sve |z| <
1/(w + €). Naime, trebali bismo znati da |a,| < (w + €)™ vrijedi za sve n € N osim
eventualno kona¢no mnogo njih, $to ¢e vrijedi samo u nekim specijalnim slu¢ajevima.

1
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Primjer(i) 1.25. Promotrimo naredne primjere,

OB SENNOD WENNCE P

Prvo valja uoéiti da je lim,, o, ¥/n = 1. Naime, kako za svakin € Nvrijedi ¢/n > 1,
postoji d,, > 0, takav da je {/n =1 + &,,. Tada, koriste¢i binomni poucak, imamo

2

n—1

n>(g>6i = 0<6, <

Tada po “sendvi¢ teoremu” slijedi lim,,_,» 0, = 0, a otuda i traZena tvrdnja. Odavde
nadalje slijedi i to da je radijus konvergencije u sva tri reda jednak R = 1 (moZe se po-
kazati da su kod konvergentnih nizova limes supremum i limes infimum medusobno
jednaki i jednaki limesu tog niza). No, nas zanima i §to se dogada s ovim redovima na
samoj granici apsolutne konvergencije, jedini¢énoj kruznici |z| = R = 1.
U slucaju (a), usporedbom s konvergentnim nizom Y n~2, zaklju¢ujemo kako

je promatrani red apsolutno konvergentan, a onda i konvergentan za sve |z| = 1. U
slu¢aju (b) moZemo se jednostavno uvjeriti da promatrani red divergira za sve |z| = 1.
Naime, kako je za z = exp(ip)

lim nz" = lim ne™® #0

n—r oo n—oo
red > nz" je divergentan za sve |z| = 1. Kona¢no, u slu¢aju (¢) znamo da je pro-
matrani red divergentan u z = 1 (kada se svodi na harmonijski red), dok u ostalim
totkama jedini¢ne kruznice |z| = 1 konvergira (ovo se moZe primjerice provjeriti
tzv. Dirichletovim testom). //

Definicija 1.26. Neka je ( f,, ), niz funkcija definiranih na skupu S C C. Kazemo
niz funkcija (fy,)n

konvergira po tockama k funkciji f : S — C ako za

(Ve>0)(Vz € S)(IN(e,2) e N)(Vn>N): |fn(z) — f(2)] <e€;

konvergira uniformno na skupu S k funkeiji f : S — C ako

(Ve>0)(IN(e) e N)Vn>N)Vz e S): |fulz) = f(2)] <E€.

Komentar 1.27. Uniformna konvergencija implicira konvergenciju po tockama, ali
obrat opcenito ne vrijedi. Primjer: niz funkcija f,,(z) = |2|™ na otvorenom disku
B(0,1) tezi po tockama u konstantnu funkciju f(z) = 0. Medutim, za svakie € (0, 1)
i svaki n € N postoji zg € B(0,1) za koji vrijedi |f,(20) — f(20)| > € (konkretno,
to vrijedi za svaki zg € <€1/ ", 1>), pa ovaj niz funkcija ne konvergira uniformno k

funkeiji f. /!
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Teorem 1.28 (Weierstraflov M-test). Neka je Y f, red funkcija definiranih na
skupu S C C. Ako postoji niz (M,,),, nenegativnih realnih brojeva, takav da je

(@) DM, <,i
() |fu(2)| < M, zasvez € S.

tada red funkcija ", f,, konvergira apsolutno (po tockama) i uniformno na skupu S.

Doxaz : Pretpostavimo da su zadovoljene pretpostavke iz teorema. Testom usporedbe odmah
vidimo da red Y | fn(2)| konvergira za sve z € S. Ozna¢imo rezultantnu funkciju sa s(z) =
> fu(2). Nadalje, zelimo dokazati da parcijalne sume reda Y f,(z) uniformno konvergiraju
na skupu S. Promotrimo parcijalne sume

sn(2) =Y fulz) i ow=)_ M.
k=0 k=0

Kako je (0 )n po pretpostavci konvergentan niz realnih brojeva, tada je on i Cauchyjev niz pa
za svaki € > 0 postoji N € N, takav da za sve m,n > N vrijedi

m m
sm(2) a2 < D RGNS D Mi=om —on<e
k=n+1 k=n+1

Primijetimo, parcijalne sume s, zadovoljavaju Cauchyjevo svojstvo neovisno o izboru varijable
z: za dani € > 0 postoji N € N koji povla¢i gore izvedenu nejednakost za sve z € S. Stoga,
ponavljanjem dedukcije u lemi 0.81 i teoremu 1.16, moZzemo zakljuéiti kako za svaki e > 0
postoji N € N, takav da za sve n > N isve z € S vrijedi

[s(2) — sn(2)] < €.

Drugim rije¢ima, red funkcija Y f konvergira uniformno na skupu S. O

Primjer(i) 1.29. Red exp(z) = Y 2™ /n! konvergira uniformno na svakom zatvo-

renom disku B(0, R) radijusa R > 0. Naime, za svaki z € B(0, R) vrijedi

ZTL

n!

n n
_ Bt B
nl — n!

pa upotrebom gornjih meda M,, = R™/n! u Weierstraflovom M -testu (konvergent-
nost reda Y M,, se jednostavno provjeri testom omjerom) slijedi tvrdnja. Valja uociti
kako u ovom slucaju ne slijedi da promatrani red konvergira uniformno i na cije-
loj kompleksnoj ravnini C. Naime, promatramo li tocke duz negativne realne osi,
z = x < 0, i uvedemo uobi¢ajenu pokratu za parcijalne sume s, = >." 2*/k!, tada
razlika | exp(z) — s, (x)| neomedeno raste kako x — —oco pa uvjet uniformne ko-
nvergencije nikako ne moze biti ispunjen (na cijelom C). /!

Komentar 1.30. MoZemo se pitati: ako je zadan uniformno konvergentan red funk-
cija, postoji li nuzno niz (M,,) koji zadovoljava svojstva iz Weierstralovog teorema?
Odgovor je negativan jer imamo primjere poput niza funkcija f,, : C — C, zadane s

1/n, n—1<|z|<n
0, inace

o) ={
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Red Y f,,(2) konvergira apsolutno po tockama i uniformno na cijelom C. Medutim,
najmanja gornja meda za pojedine funkcije u sumi je |f,,(2)| < 1/n,ared > 1/n je
divergentan! Stoga, Weierstralov M-test je dovoljan, ali ne i nuzan test uniformne
konvergencije. 1

Teorem 1.31 (Abel). Neka red Y a,z" konvergira za neki z = zy # 0. Tada on
konvergira apsolutno za svaki z € B(0, |zo|) te konvergira uniformno na zatvorenom

disku B(0,7) C B(0, |z0|) za svakir < |z|.

20

DokAz : Pretpostavimo da je > an 2" konvergentan za z = zo. Tada je niz parcijalnih suma
(>=F _, anzg)p Cauchyjev niz, pa za svaki € > 0 postoji N € N, takavdazasvep > ¢ > N

vrijedi
p q p
€ > anZy — AnZ( anZ(
n=0 n=0

n=q+1
Specijalno, za ¢ = p — 1 imamo

lap2b] < €
To znadi da je niz (|an2( |)n omeden, odnosno postoji pozitivna realna konstanta K, takva da
je lanzg| < K zasven € No.
e Apsolutna konvergencija: za sve z € B(0, |z0|) i N € N imamo

N N

z|™ z|™
> fens"l = 3 anshl- (D K

n=0 n=0

U limesu kada N — oo s desne strane nejednakosti imamo konvergentan red, a s lijeve
niz nepadajucih omedenih parcijalnih suma, koje su stoga konvergentne.

e Uniformna konvergencija: neka je r < |zo] i
n

M, =K ——
EV
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Red >~ M, konvergira jer je r < |zo|. Nadalje, za svaki z € B(0, r) vrijedi

N N |Z|n n
|anz | = |a’n20| |Zo|n S K ‘Zo‘n = Mn

papo WeierstraBovom M-testured > a, 2" uniformno konvergira na zatvorenom disku

B(0,7).

O

Komentar 1.32. Mozemo li (naivno) zakljuéiti kako pod danim pretpostavkama iz
Abelovog teorema slijedi i to da red ) a,2" uniformno konvergira i na otvorenom
disku B(0, |z9|)? Op¢enito, odgovor je negativan. Na primjer, red 3 2" /n konver-
gira u to¢ki zp = —1, ali nije uniformno konvergentan na otvorenom disku B(0, 1).
Opcenito, ako je radijus konvergencije nekog reda potencija R > 0, tada on ne mora
nuzno uniformno konvergirati na otvorenom disku B(0, R), ali po Abelovom teoremu
sigurno uniformno konvergira na B(0,r) za svaki r € (0, R). Takav slu¢aj mozemo
vidjeti i kod reda Y 2™ s radijusom konvergencije R = 1 koji nije uniformno konver-
gentan na otvorenom disku B(0, 1). /!

§ 1.7 Neprekidnost i derivabilnost
kompleksnih funkcija

Definicija 1.33. Nekaje S C Ci f : § — C. Kazemo da je funkcija f ne-
prekidna u tocki zp € S ako za svaki € > 0 postoji § > 0, takav da za svaki
z € B(zp,0) N S vrijedi f(z) € B(f(z0), €) ili, krace pisano,

f(B(20,0) N S) € B(f(20),¢)

Nadalje, kazemo da je funkcija f neprekidna ako je neprekidna u svim tockama
svoje domene.

Na primjer, f(z) = 2, g(z) = z* i h(z) = |z| su neprekidne funkcije. Za svaki
€ > 0 mozemo jednostavno odabrati 6 = €: |z — 29| < € povlaéi

1f(2) = f(z0)| = [z — 20| <€

19(2) = g(20)| = 2" = 2] = |(2 = 20)"| = |z — 20| <€

[h(2) = h(z0)| = [|2] = |20l < ]2 — 20| <€

Teorem 1.34. Neka su f i g neprekidne kompleksne funkcije. Tada je neprekidan i
njihov zbroj f + g, razlika f — g, produkt fg, te kompozicija f o g. Nadalje, u svim
tockama gdje je g(z) # 0 i njihov omjer f /g je neprekidna funkcija.
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Teorem 1.35. Neka je S C C i (f)n niz neprekidnih funkcija definiranih na S
koje uniformno konvergiraju k funkciji f : S — C. Tada je f neprekidna funkcija.

DokaAz : Po pretpostavkama teorema, za svaki € > 0 postoji § > 0i IV € N, takav da za sve
n > Niz € B(z,0) vrijedi

1f(2) = f(20)] < 1f(2) = fu(2)] + |fn(2) = fu(20)| + | fn(20) = f(20)] <
<ttHitr=e
333
gdje smo u prvoj nejednakosti iskoristili nejednakost trokuta, a u drugoj redom uniformnu

konvergentnost niza (f»)n, neprekidnost svake pojedina¢ne funkcije f,, i opet uniformnu ko-
nvergentnost (fy)n. Drugim rije¢ima, funkcija f je neprekidna za sve zp € S. O

Definicija 1.36. Neka je 2 C C neprazan otvoren skup, te f : & — C kom-
pleksna funkcija. Kazemo da je funkcija f analiticka u tocki zp € €2 ako postoji
r > 0, takav da je funkciju f moguce prikazati pomocu apsolutno konvergentnog
reda potencija,

F(2) =" an(z—2)" (1.55)
n=0

zasve z € B(zg,r) C Q. Kazemo da je funkcija f analiti¢ka na otvorenom skupu
O C Q ako je analiti¢ka u svakoj to¢ki tog skupa. Ako neki skup S C € nije
otvoren, tada kazemo da je funkcija f analiticka na S ako je ovaj skup sadrzan u
otvorenom skupu O C () na kojem je f analiticka. Ako nije posebno napomenuto,
podrazumijeva se da fraza “funkcija f je analiticka” znaci “funkcija f je analiticka
na svojoj domeni”.

Lema 1.37. Ako je dvostruka suma apsolutno konvergentna,
oo oo
> (St <o
k=1 \I=1
tada poredak sumacije moZemo promijeniti bez da se promijeni rezultat,
o0 o0 oo oo
> () =3 (o)
k=1

k=1 =1 =1

Teorem 1.38. Neka je f(z) = > a, 2™ red potencija ¢iji je radijus konvergencije .
Tada je f analiticka funkcija na otvorenom disku B(0, r).
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Dokaz : Moramo dokazati da je funkcija f analiticka u proizvoljnoj to¢ki zo € B(0,r), pa
vrijedi |20| < 7. Neka je s > 0 realan broj, takav da je |20| + s < r, odnosno B(zo,s) C
B(0, r). Koristit ¢emo rastav

Tada je
fz) = Z anz" = Z an (Z (Z) 20"z — zo)k>

Sada bismo htjeli promijeniti poredak sumacije, ali se prvo moramo uvjeriti da je gore napisan
red apsolutno konvergentan. Ako je |z — zo| < s, tada vrijedii |zo|+ |z — 20| < r—s+s =T,
a po pretpostavci je red Y |an| |w|™ konvergentan za sve |w| < 7. To znati da je red

3 land (ol +1z = 20" = 3 oo (Z <Z>z0|"’“|z—m|’“>

= k=

konvergentan i stoga moZemo promjeniti poredak sumiranja. Kona¢no imamo

6 =3 ( . (Z) ) (= - )"
k=0 \n=k

i znamo da je ovaj red apsolutno konvergentan, $to smo i htjeli pokazati. O

Komentar 1.39. Koristedi translaciju z — z 4+ w prethodni teorem odmah moZzemo
prosiriti na otvorene diskove sa sredistem u proizvoljnom kompleksnom broju w €
C. 1/

Teorem 1.40. Neka je S C C neki neprazan podskup kompleksnih brojeva i f, g :
S — C analiticke funkcije. Tada su i f + g, te fg analiticke funkcije na skupu S.
Nadalje, omjer f /g je analiticka funkcija na svakom otvorenom skupu O C S, gdje je
g(2) #0zasvez € O. Konacno, akosug : U — Vi f : V — C analiti¢ke funkcije,
tada je i njihova kompozicija f o g analiticka funkcija.

Definicija 1.41. Neka je 2 C C neprazan otvoren skup i f :  — C zadana
kompleksna funkcija. KaZzemo da je f derivabilna u tocki zy € ) ako postoji

limes
‘ YE| e St w) = f(z)

dz lz=zg w—0 w

f'(20) =

U tom slucaju taj limes zovemo derivacija funkcije f u tocki zy. Ako tocka z
ima okolinu O, C €2, takvu da je f derivabila u svakoj tocki z € O,,, tada kazemo
da je f holomorfna u tocki zy. Ako je funkcija f holomorfna na cijeloj domeni
Q, tada pisemo f € (). Ako je funkcija f : C — C holomorfna na cijelom
skupu C, tada kazemo da je ona cijela funkcija (engl. entire function).
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Na primjer, f(z) = z je cijela funkcija (jedina kojoj je restrikcija na realnim brojevima
identitet f(x) = x). S druge strane, f(z) = Re(z) nigdje nije derivabilna. Naime,
usporedimo li limes du? realne osi s limesom duz imaginarne osi imamo

G+ 1()

- (x4+¢€) —z

e—0 € e—0 €
i LEFIO =) 2o
e—0 1€ e—0 7€

pa derivacija uopce nije dobro definirana. Pouceni ovim primjerom izvest ¢emo prak-
ti¢an test u obliku nuznog (ali ne i dovoljnog!) uvjeta koji moraju zadovoljavati holo-
morfne funkcije.

Teorem 1.42 (Cauchy-Riemann). Neka je 2 C C neprazan otvoren skup, te f =
u+ v : Q@ — C kompleksna funkcija derivabilna u tocki z € 2. Tada funkcija f u
tocki z nuzno zadovoljava tzv. Cauchy-Riemannove uvjete (skraceno, C-R uvjete),

ou  Ov ou v
=, —=- (1.56)
or Oy oy or
Ako je f holomorfna na otvorenom skupu O C (2, tada su C-R uvjeti ispunjeni u svim
tockama skupa O.

Doxkaz : Po definiciji,
o) — 1 LEE ) = 1)
w—0 w
Prvo ¢emo gledati derivaciju duz realne osi (w = € € R), a onda duZ imaginarne osi (w = ie),

Je+ 1) _

f(z) = lim .
_u(rt+ey) —u(@y) +i(vetey) —v(zy)  Odu  dv
= lim =~ 1=
=0 € oz oz
oy o fztie) = f(z)
f(z) = limy i =
_u(a,y +e) —ulz,y) +i(v(z,y +e) —v(z,y)) Ou | Qv
= lim - = = 4 ==
=0 i€ dy Oy

Kako bi ova dva rezultata bili konzistentni, realni i imaginarni dijelovi moraju biti jednaki, $to
nam upravo daje Cauchy-Riemannove uvjete. O

Promotrimo primjer funkcije g(z) = |z,

u(z,y) = Va2 +y?, ov(r,y)=0

ou_ s u_ oy o

dr 222 Oy \Ja2t2 Ox Oy
Vidimo da funkcija |z| ne zadovoljava C-R uvjete u niti jednoj tocki z # 0. Specijalno,
promotrimo li derivaciju u to¢ki z = 0 pomocu limesa duZ realne i imaginarne osi,

fim 90FI=90O) _ oy, 90+9=9(0) _
e—0* € e—0* 1€

vidimo da ona niti tamo nije dobro definirana, pa funkcija |z| nigdje nije derivabilna,

a stoga niti holomorfna.
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Komentar 1.43. Prisjetimo se, medu realnim funkcijama postoje primjeri neprekid-
nih funkcija koje nigdje nisu derivabilne, poput primjerice Weierstraiove funkcije.
Medutim, ovo su u pravilu “egzoti¢ni”, pazljivo konstruirani primjeri. S druge strane,
kod kompleksnih funkcija na analogne slucajeve, neprekidnih i nigdje derivabilnih
funkcija, nalazimo ve¢ medu elementarnim primjerima, poput Re(z) i |z|. To nam
na jo§ jedan nacin sugerira kako je derivabilnost kompleksnih funkcija daleko “jace”
svojstvo nego li je to bila derivabilnost kod realnih funkcija. /]

Postoji li kompleksna funkcija koja je derivabilna samo u jednoj tocki te stoga

nigdje nije holomorfna. Da, takav primjer imamo kod f(z) = |z|?,
0 2 _ 0 2 2
(0) = lim [0+ wl” = J0OF = lim [l = lim w* =0
w—0 w w—0 w w—0

S druge strane, ova funkcija ne zadovoljava C-R uvjete u niti jednoj tocki kompleksne
ravnine osim u z = 0, stoga je derivabilna samo u ishodistu.

Komentar 1.44. Odmah vidimo da su realni i imaginarni dijelovi holomorfne funk-
cije tzv. harmonicke funkcije,

aiu + 8Zu = 0;0yv — 0,0,v =0, 3311 + 6‘51} = —0,0yu + 0y0,u =0

Ovdje uocavamo vezu s dvodimenzionalnom elektrostatikom: elektri¢ni skalarni po-
tencijal u je u vakuumu zadan diferencijalnom jednadzbom V?u = 0. To zna¢i da
svaka holomorfna funkcija u svom realnom i imaginarnom dijelu sadrzi rjeSenja dvo-
dimenzionalnog elektrostatickog problema. /!

Komentar 1.45. Iz C-R uvjeta je moguce isCitati jos jedan zakljucak. Naime, pro-
matramo li realni i imaginarni dio kompleksne varijable z kao funkcije varijabli z i

2%,

z 4+ z* z—z"

o2 T
tada moZemo pisati

of _of 8354_@ gy 1 (9f+.g
0z Ox 0zt Oy 0z* 2

AN, -
ox oy

B Ozt 4 10,V + 10yu — Oyv

B 2
Ako je f holomorfna funkcija, tada iz C-R uvjeta izlazi kako je desna strana jednakosti
nula, odnosno df/0z* = 0 na nekom otvorenom skupu. U obratnom slu¢aju, za

funkciju f koja zadovoljava 0f/0z = 0 na nekom otvorenom skupu, ponekad se
koristi fraza antiholomorfna funkcija. /!

Postoji li kompleksna funkcija koja u nekoj tocki zadovoljava C-R uvijete, ali ipak
tamo nije derivabilna? Da, primjer je funkcija

1) —{ SRS
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u to¢ki z = 0. Naime, valja uo¢iti kako uz supstituciju w = ce, gdje je ¢ € C*
konstantan kompleksan broj, a € pozitivan realan broj kojeg promatramo u limesu
kada € — 0, imamo
0 _ 0 *\2 *\2
LSO 0w ()

w—0 w w—0 w2 c2

Ako je ¢ = 1 (limes duz realne osi) ili ¢ = ¢ (limes duZ imaginarne osi), tada dobivamo
konzistentan rezultat, (c*/c)? = 1 te su stoga C-R uvjeti zadovoljeni. Medutim, za
sve druge odabire konstante ¢ dobit ¢emo druge vrijednosti limesa pa promatrana
funkcija stoga nije derivabilna u z = 0.

Ovaj primjer nam govori kako je kod obrata Cauchy-Riemannovog teorema po-
trebno, pored C-R uvjeta, pretpostaviti jo§ neke dodatne uvjete na promatranu funk-
ciju.

Teorem 1.46. Neka je Q C R? otvoren skup, te u,v : 2 — R funkcije koje su
derivabilne (kao realne funkcije dvije varijable) u tocki (zq, yo) € €2, te koje zadovo-
liavaju C-R uvjete u toj tocki. Tada je kompleksna funkcija f = u + iv derivabilna u
tocki zg = xo + tYo.

Dokaz : Pretpostavka o derivabilnosti funkcija w i v zna¢i da postoje brojevi a, b, ¢,d € R,
takvi da je

u(z,y) — u(zo, ¥o) — a(z — xo0) — by — yo)

lim =0
(z,9)—(x0,y0) \/(x —20)2+ (y — )2

L ue) — (e, ) — cle — o) — dly — )
(z,9)—=(z0,y0) \/(m —20)2 4+ (y — yo0)?
Primijetimo da su ovdje

=0

a = 0zu(zo,y0), b=0yu(zo,y0), c¢=0xv(xo,y0), d= yv(xo,¥0),
$to znaci da C-R uvjeti povlace da je ¢ = —b te d = a. Dakle,
f(2) = f(20) = (a —ib)(z — 20) =
= u(z,y) — u(zo, yo) — a(z — o) — by — yo)+

+i(v(z,y) — v(zo,y0) — c(z — o) — d(y — o))
Stoga, dijeljenjem sa (z — 2o) i pustanjem limesa z — zo dobivamo

lim f(Z)—f(Zo) —(a—zb)2: lim oe(z:,y)—l—ﬂ(ac,y)

=0
z—zo zZ— 20 (z,y)—(z0,v0) (1: - -'EU)2 + (y - y0)2

gdje smo uveli pokrate
a(z,y) = (u(z,y) — u(zo, yo) — alx — x0) — b(y — yo))”

Bz, y) = (v(z,y) — v(zo, yo) — c(z — x0) — d(y — yo))”
O

Postoje i “snazniji” rezultati, u smislu da koriste manje pretpostavki, poput nared-
nog teorema.
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Teorem 1.47 (Looman-Menchoff). Ako je Q2 C C otvoren skup, te f = u + iv :
Q — C funkcija takva da vrijedi

(a) f je neprekidna na 2,
(b) parcijalne derivacije gy, uy, V5 i vy su definirane na cijelom (g2, te
(¢) u iv zadovoljavaju C-R jednadzbe na Qp2,

tada je f € F(2).

Na prvi pogled (naivno) izgleda kao da bi uvjet (b) u gore navedenom teoremu trebao
povlaciti uvjet (a). Da li je funkcija f : @ € R? — R koja u svim tockama domene
(2 ima definirane parcijalne derivacije 9, f(x,y) i 0y f(, y), nuzno neprekidna? Ne!
Protuprimjer, f : R — R

vy { i (@y) #(0,0)
fz,y) { + )

Naime, i u jednoj potencijalno “problemati¢noj” to¢ki imamo

0,1(0,0) = lig LOFEO =0 _ 5, 0
e—0 € e—0 €

9y f(0,0) = lim 10049 = f0.0 _ 1,0
: e—0 € e—0 €

ali f(t,t) = 1zasvakit # 0,a f(0,0) = 0, pa ova funkcija nije neprekidna u tocki
(z,y) = (0,0)!

Sada ¢emo dokazati pomalo ocekivanu vezu — analiticke funkcije su nuzno holo-
morfne.

Teorem 1.48. Ako red potencija f(z) = Y anz" ima radijus konvergencije R,
tada

(a) red > na,z""1 ima isti radijus konvergencije,

(b) funkcija f je holomorfna na otvorenom disku B(0, R) te vrijedi
oo
fl(z) = Znanz"71
n=1
Drugim rijecima, analiticke kompleksne funkcije su nuzno i holomorfne.

Dokaz : (a) Radijus konvergencije R reda Y a,2" dan je prema Cauchy-Hadamardovom
teoremu s

1
lim sup |an, n — =
Hmpl | i
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Vrijedi

1/n 1/n

lim sup [nan|"/™ = limsup n*/"|an|
n— oo

n—oo
Kako je lim,, oo n'/™ = 1, nizovi (|nan|"™)n i (|an|*™), imaju isti limes supremum, pa
redovi 3" an2™ i3 na, 2" imaju isti radijus konvergencije, a znamo da su redovi 3 na, 2" !
iy nanz" apsolutno konvergentni za iste vrijednosti argumenta z, ¢ime je dokazan prvi dio
tvrdnje.

(b) Neka je |z| < Rid > 0, takav da vrijedi B(z, ) C B(0, R). Drugim rije¢ima, vrijedi
|z] +§ < R. Promotrimo kompleksan broj w € B(0, §), odnosno |w| < 6.

A
R
Vrijedi
fz+w) = Z an(z+w)" = Z an (2" + nwz""' 4+ w?P,_a(z, w))
n=0 n=0

gdje je Pn—2(z,w) polinom

Pn72(27 w) = <Z> wk*Zank ’ P72(Zv w) = Pfl(sz) =0
k=2

Koristeéi |w| < § i nejednakost trokuta imamo
“(n\ k2, e
[Pa-s(z,w)| <> (k> 52 Le]" 7 = Paca(l2], )
k=2
Nadalje, za svaki N € N imamo parcijalne sume

N N N N

1 2
E an(z +w)" — E anz" — E nwanz" T =w E anPn_2(z,w)
n=0 n=0 n=1 n=2

S obzirom da su s lijeve strane konvergentne parcijalne sume, isto vrijedi i za sumu s desne
strane pa moZemo pisati

fz4+w)— f(z) — Z nwa,z" "' = w’ Z anPn_2(z,w) (%)
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Nadalje, na lijevoj strani jednakosti imamo tri apsolutno konvergentna reda (jer su z,z +w €
B(0,R),azared > na,z""" smo u prvom dijelu teorema dokazali da ima isti radijus konver-
gencije) pa je i desna strana apsolutno konvergentan red. Stoga, prema ranije dokazanoj lemi,
vrijedi

i an Pr_2(z,w)
n=2

< S JanllPaca(zw) € 3 fan Pazal(2],6)
n=2 n=2

Dijeljenjem obje strane jednakosti (%) s w # 0 dobivamo

W - i na, 2"t =w i anPo—2(2,w) .

n=1 n=2

Kako je

< [wl 3" fan| Pazal(]2],8)

n=2

oo
wZanPn_z(z,w)

n=2

pri limesu w — 0 desna strana ide u nulu, a onda i lijeva,

lim
w—0

=0

w Z an Pr_2(z,w)
n=2

Time smo dokazali da je funkcija f derivabilna (i stoga holomorfna) na otvorenom skupu
B(0, R), te je njena derivacija dana deriviranjem “¢lan po ¢lan” u sumi. O

Odavde vidimo da je
f'(2) = a1 + 2a9z + 3azz® + ...

f"(2) = 2ag + 6azz + 12a42° + . ..
i opcenito
FP(2) = Ky + gi(2) ,

gdje je gi.(2) red potencija bez konstantnog ¢lana. Imamo, dakle

Uy = f(n)(o) , f(Z) — i f(n)'(o) P (1'57)
n=0

n! n!

i opcenito, za razvoj oko tocke zo,

©  f(n)
f(z) = Z fT(,ZO) (2 —20)" (1.58)
n=0 :

Time smo izveli kompleksnu verziju Taylorovog razvoja.

§ 1.8 Integracija kompleksnih funkcija

Definicija 1.49. Neka je [a,b] C Rik € Ny ili & = co. Za preslikavanje f :
[a,b] — C kazemo da je po dijelovima klase C* ako je klase C* u svim osim u
konaéno mnogo tocaka intervala [a, b].
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Definicija 1.50. Neka je [a, b] C R. Put je neprekidno preslikavanje v : [a, b] —
C kojem su realni i imaginarni dijelovi po dijelovima klase C'!. Varijablu funkcije ~
zovemo parametar puta. Slika ovog preslikavanja, v([a, b]), je krivulja u komplek-
snoj ravnini. Za put y kazemo da je zatvoren put ako vrijedi y(a) = v(b).

Definicija 1.51. Jordanova ili jednostavna zatvorena krivulja je slika ne-
prekidne injekcije v : ST — C, odnosno v : [0, 27) — C.

Ponekad ¢emo “zloupotrebljavati” istu oznaku za put (preslikava-

Komentar 1.52.
//

nje) v : [a, b] — C ikrivulju (sliku tog preslikavanja) v([a, b]).
Primjeri:
’Y(t) =21+ (22 - Zl)t , te [07 1]

y(t) = s+ Re™, te€]0,2n]

22

21

Definicija 1.53. Neka je [a,b] € Ri F : [a,b] — C neprekidna funkcija, te
F(t) = u(t) + iv(t). Tada definiramo integral

/F(t) dt = /u(t) dt+i/v(t) at
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Definicija 1.54. Neka je 2 C C otvoren skup i~ : [a,b] — Q put koji je klase
C" na cijelom intervalu [a, b]. Integral neprekidne kompleksne funkcije f :  — C
je definiran narednim izrazom

b
/ f(2)dz = / FOr(E) ¥ (¢) at (1.59)

gdje je

7' (t) = Re(7(1)))" + i(Im(y(2)))’
Opéenitije, ako je 7y : [a, b] — € put koji je klase C'* na konaéno mnogo podinter-
vala [t;,t;11] C [a,b], tada definiramo integral

[ree=% [ tao)r o (160

Komentar 1.55. Ovdje na elegantan nacin izbjegavamo ponovno uvodenje inte-
grala preko “gornjih” i “donjih” suma, jer je to ve¢ skriveno u definicji realnih in-
tegrala. Umjesto toga formalnom supstitucijom z = 7(¢), odnosno dz = ~/(¢) dt
motiviramo svodenje integracije kompleksne funkcije po putu u kompleksnoj ravnini
na integraciju kompleksne funkcije po realnom intervalu, prirodno rastavljene na dva
realna integrala prema gornjoj definiciji. /!

Teorem 1.56. Definicija integracije je neovisna o reparametrizaciji puta po kojem
se integrira.

Doxkaz : Nekaje s : [a,b] — [c, d] funkcija klase C*, takva da je s(a) = ci s(b) = d, te
¥ : [e,d] — C put klase C* na cijelom intervalu [c, d]. Tada je v(t) = 1(s(t)) put, po kojem
integracija glasi
b / b / /
[ 1@z = [ s = [ ) sw)s o d -
vy a a
d

= [ f@()Y (s)ds= | f(z)dz

c ¥

Komentar 1.57. Kada imamo integraciju po zatvorenom putu, tada obi¢no koris-
timo posebnu oznaku (integral s “kruzi¢em”) kako bismo to dodatno naglasili,

%yf(z) dz

/!
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Ponekad ¢emo koristiti posebnu oznaku za put koji ide u “obratnom smjeru”, —v :
[a,b] = C,
(=) =~v(a+b-1)

Lako se provjeri da integracija po putu —vy samo mijenja predznak rezultata,

b
| 1= [ -y a-

/ fly a+b—t))d (azb_t)dt

Upotrebom supstitucije s = a + b — ¢ imamo

dy(a+b—1t) dy(s) ds  dy(s)

dt T ods At ds

[ @f/f v(5))(~ds) =
—lfMWY@®=—Lﬂ@®

Ono $to je nespretno kod ovakve oznake jest moguca zamjena funkcije —v s funkeci-
jom v pomnoZenom s brojem —1, §to smo gore pokusali izbje¢i dodatnom upotrebom
zagrada. Nije se tesko domisliti alternativnim i vjerojatno manje zbunjujuc¢im ozna-
kama, poput ~_, ali takve nazalost opéenito nisu u upotrebi u literaturi.

Promotrimo jednostavan primjer integracije po tri razlicita puta s istom poc¢etnom
(z1 = 1) i zavrsnom tockom (zo = i),
/ dz
5 Z

z22

21

e put;

nt)y=1—t+it=14(-1+d)t, tel0,1], @) =-1+i
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1 (1—t) —it 1—t t

1)) = - _ _ :
I =gy~ e w@—airl w-2+l

-1 1—t—'t
/ dz / —H ) l)dt
.y 22t 41

Tabli¢ni integrali za P(x) = ax? + bz + ¢, uz pokratu A = 4ac — b* > 0,

d 2 b
a rctgﬂvh()

2
P@)  VATPTVA

I = /]1;(d::) = %(hl(P(a})) —bl;)+C

I =

Mi imamo ) N 1 W
/0 2%2 _ 2t 4+ 1 = arctg (2t — 1)‘0 =3
/Olw_tc;—'_l:i(ln(2t2_2t+1)’;+2;)21
[Eecien(-1-T)-1
e put 2

o(t) =€, tel0,m/2], () =ie"

/ dz / ze’t dt , /”/2 i
=1 dt = —
Y2 0 2

Rezultat se slaze s integracijom po putu ;!

® put?s

V3 (t = 6 (Slit) =1e —it 5 [71—/27271—] ’ ’Yé(t) =

dz m gt e m 3mi
= —1 dt = — 7
3 b ie” b

Rezultat se ne slaZe s integracijom po putevima 7; i ys! Zasto? Prvo primijetimo da
podintegralna funkcija f divergira u tocki zg = 0. Nadalje, putevi v; i 72 omeduju
skup u kompleksnoj ravnini koji ne sadrzi tocku zg, dok skupovi koje omeduju 1 i s,
odnosno 7ys i 3 sadrze tocku zp. Ovaj fenomen ¢emo sada detaljnije prouciti. Prvo
¢emo dokazati nekoliko pomoc¢nih rezultata.

Lema 1.58. Neka je Q C C otvoren skup, v : [a,b] — Q C C po dijelovima C*
put, a f : Q — C neprekidna funkcija. Tada vrijedi

Lf(z) dz

gdje je £(~y) duljina krivulje v

< () - max | f(2)] (1.61)

zey
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DokAz : Pretpostavimo prvo da je put y klase C'* na cijelom intervalu [a, b]. Uvedimo pokratu

wELf(z)dz

Ako je w = 0 tada tvrdnja trivijalno vrijedi, pa pretpostavimo w # 0. Tada vrijedi

w]? :w*Lf(z) dz = Re (w*lf(z) dz) ~ Re (A w* £(2) dz> _

~ Re ( / R ON0 dt) -/ "Re (u" f((0) () i <

b b
< [l s o] de= ol [ 1160 0] d

Dijeljenjem s |w| dobivamo

b b
< [ 1#6@n 0] @ < (max o)) 1ol

U zadnjem koraku smo iskoristili ¢injenicu da je interval [a, b] kompaktan podskup realnih bro-
jeva, pa negdje na njemu neprekidna funkcija | f (v(¢))| nuzno poprima maksimalnu vrijednost.
Valja napomenuti kako smo izraz za maksimalnu vrijednost mogli napisati i u nesto drugacijem

obliku,

z)dz

max_|f(v(t))] ZTQWXU(ZN

tela,b]
pri ¢emu zakljucak o postojanju takve maksimalne vrijednosti ostaje nepromjenjen jer je slika
puta v([a, b]) opet kompaktan skup (u kompleksnoj ravnini). Primijetimo sada da je duljina

krivulje vy dana izrazom
) = /dfz / v dx? + dy?
¥ ¥

Kako su dz(t) = z'(t) dt i dy(t) = y'(¢) dt, imamo

b b
0= [ Vet = [ 1ol
a a
odakle slijedi tvrdnja. Rezultat se jednostavno poopéi za put koji je po dijelovima klase C*,
razlamanjem integrala u “regularne” dijelove puta

= Z[Yf(z)dz

z)dz| <

R

< D) - max|f(:)] < (Zé ol )rggglf(Z)l=€(v)-rgg$|f(2)|

O

Teorem 1.59. Neka je 2 C C otvoren skup, f : & — C neprekidna funkcija, te
neka je F € () primitivna funkcija funkcije f, odnosno F'(z) = f(z). Ako su
p,q € Qivy:[a,b] — Q po dijelovima C* put, takav da jey(a) = pivy(b) = q, tada
vrijedi

/ f(2)dz = F(g) - F(p) (1.62)

Specijalno, ako je p = q, tada je vy zatvoren put i vrijedi

7{ f(z)dz =
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DokaAz : Pretpostavimo prvo da je v put klase C* na cijelom intervalu [a, b]. Koristeéi pret-
postavke iz teorema imamo

b b
[ &= [ Faon o= [ 5 roma-
= F(y(0)) — F(y(a)) = F(q) — F(p)
Opéenito, ako je -y put klase C* na podintervalima

[to = a7t1]7 [tlvtﬂv B [tN—htN :b]

za neki N € N, tada koriStenjem prethodnog zakljucka i rastavom integracije na dijelove,
mozemo jednostavno poopditi rezultat,

[1@a=3 [T Fa@r 0d= X Faa) - Fa) = F) - Fi).

Komentar 1.60. Primjetimo da prethodni teorem tvrdi kako integral ne ovisi o putu
sve dok on prolazi kroz skup 2 i ima neizmjenjene pocetnu i zavr$nu tocku. //

Uzmimo na primjer funkcije f,(z) = 2" : C — C zan € N, odnosno f,(z) = 2" :
C* — Czan € Zin < —2. Njihove primitivne funkcije su F,(z) = 2""!/(n + 1)
(s domenom C, odnosno C* za negativne n). Tada za zatvoren put v (koji zan < 0
ne prolazi kroz ishodi$te kompleksne ravnine) vrijedi

f Z"dz=0. (1.63)
-

Sto je s funkcijom f_1(z) = 2! : C* — C? Naivno, njena primitivna funkcija bi
bila In(z), ali ona ima rez pa valja biti oprezan prilikom definiranja njene domene i
primjene gornjeg teorema. Stovise, ranije smo se uvjerili kako je integral funkcije 2!
po kruznici sa srediStem u ishodistu jednak 274, a ne nula!

Lema 1.61. Udaljenost izmedu svakog para toaka unutar nekog trokuta u ravnini
manja je od polovice opsega tog trokuta.

Doxkaz : Neka je zadan trokut 7" s duljinama stranica a, b i c. Koriste¢i nejednakost trokuta,
a<b+c

dodavanjem a na obje strane nejednakosti, 2a < o, odmah vidimo kako je svaka stranica
trokuta manja od polovice njegovog opsega, a < 0/2. Nadalje, neka su P, Q) € T proizvoljan
par tocaka u trokutu, a P’ i Q' tocke u kojima pravac PQ presjeca obod trokuta 7. Odmah
vidimo kako je |PQ| < |P'Q’
Konac¢no, tvrdnja slijedi jer je udaljenost svakog para to¢aka na obodu trokuta manja ili jednaka

, stoga je dovoljno razmatrati parove tocaka na obodu trokuta.

od duljine najvecée stranice trokuta. O
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Lema 1.62 (Goursat). Neka je Q2 C C otvoren skup, T C Q trokut i f € (Q).
Tada za rub trokuta C' = OT vrijedi

%Cf(z)dZZO

Komentar 1.63. U hrvatskom jeziku nazalost nemamo razlicite rijeci koje bi razli-
kovale trokut (dvodimenzionalni dio ravnine) i njegov rub. L. Tiska je, po uzoru na
krug i kruznicu, predlozio naziv “trokutnica” za rub trokuta. 1/l

DokAz :

Ako spajanjem polovista stranica pocetni trokut rastavimo na 4 manja trokuta s pozitivno ori-
jentiranim rubovima, tada vrijedi

7{cf(z) dz = ; ~ f(2)dz

jer se integracije duz stranica unutra$njeg trokuta pokrate.

‘jgcf(z)dz Z aAif(z)dz S; §4’£1f(z)dz

gdje je C rub jednog od 4 trokuta koji daje najveéi doprinos u integraciji. Iterativnim ponav-
ljanjem dobivamo
% f(z)dz j{ f(z)dz
C Cn,

se od to¢no jedne tocke, zg € T'. Neka je wy, neka tocka unutar trokuta 7, (na primjer, srediste
upisane kruznice). Tada je (w,) Cauchyjev niz to¢aka u kompleksnoj ravnini, pa je nuzno i
konvergentan. Tocka zg = lim w,, je sadrzana u trokutu 7', kao i u svakom trokutu 77, (ovo
su zatvoreni skupovi pa sadrze gomiliSta svojih nizova). Konac¢no, ako bi postojala jo$ jedna
tocka z1 sadrzana u presjeku svih trokuta, tada imamo kontradikciju jer postoje trokuti po volji
manji od duljine |zo — 2z1].

f(z)dz
on,

<4"

Nadalje, po pretpostavci je f holomorfna funkcija u svim to¢kama unutar pocetnog trokuta
T, pa tako i u zo. Stoga postoji r > 0, takav da za sve z € B(zo, ) vrijedi

f(2) = f(z0) + ['(20)(z — 20) + n(2)(z — 20)

gdje je
lim n(z) =0

zZ— 20
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Za dovoljno velik n trokut C,, je sadrzan unutar otvorenog diska B(zo, '), pa vrijedi

(z)dz = (f(20) — zof'(zo))f 1dz+f/(zo)% zdz+7{ n(z)(z — 2z0) dz

Cn n n n

Ranije izvedena formula (1.63) nam kaZe da dva prva ¢lana is¢ezavaju. Nadalje,

f n(a)(z )z

< . _
<Ly gglgfln(Z)(z 20)]

gdje je Ly opseg n-tog trokuta. Vrijedi L, = 27 "L, gdje je L opseg poCetnog trokuta, te
|z — 20| < Ln/2 zasve z € C,,. Nadalje, za svaki € > 0 postoji § > 0, takav da |z — 20| < §
povladi [n(z)| < 2¢/L?. Uvijek mozemo odabrati dovoljno velik n, takav da trokut C,, lezi
unutar otvorenog kruga B(zo, ¢). Dakle,

cL2 L €
on [2 9n+l — Yn

?{c f(z)dz

[SECICERNEE

n

te

<e€

Teorem 1.64 (o postojanju primitivne funkcije). Neka je Q C C otvoren konvek-
san skup i f € H(X)). Nadalje, neka je zo € Q). Tada je za svaki z € Q) funkcija

Fe)= [ 10«
[20,2]
primitivna funkcija funkcije f, odnosno vrijedi F'(z) = f(z).
DokaAz : Promotrimo proizvoljnu tocku z; € €. Koriste¢i Goursatovu lemu znamo da vrijedi

F(z)—F(zn:/[ ]f(C)dC—/[ S©ac= [ o,

Imamo stoga,

‘F(Z;:i(zl) —f(Zl)‘ = 2—121 /[ : (f(() —f(Zl)) dC <
1
S oy e - max 10 = (&)l = max 1£(Q) = f(z)]

Kako je f neprekidna funkcija u to¢ki z1, slijedi da za svaki e > 0 postoji & > 0, takav da za
sve z € B(z1,0) vrijedi | f(2) — f(21)| < €, a stoga i

FE = FE) g < max [/(Q) = f(=1)] < e

z— 21 C€lz1,2

Time smo dokazali da je F'(z1) = f(21). O
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Teorem 1.65 (Cauchy-Goursat). Neka je 2 C C neprazan otvoren jednostavno
povezan skup i f € (). Nadalje, neka jey : [a,b] — §2 zatvoren, po dijelovima
C! put u Q). Tada je

]{f(Z) dz=0 (1.64)
9

Dokaz : (Skica) Ako je €2 konveksan skup, tada prema prethodnoj Lemi znamo da postoji pri-
mitivna funkcija F', a onda iz Leme 1.59 slijedi tvrdnja teorema. Poopéenje za jednostavno po-
vezane skupove se napravi promatranjem neprekidne deformacije integracijskog puta u tocku
(ovdje samo iznosimo ideju dokaza i ne¢emo prolaziti kroz sve tehnicke detalje),

0= Ek: . f(z)dz = 7{1 f(z)dz + f(2)dz

-2

()dz = f(z)dz

Y1 72

Y1

Za tehnicke detalje vidi Barreira, Vallis: “Complex Analysis and Differential Equations”,
poglavlje 2.8 O

Ako skup na kojem je funkcija holomorfna (i kroz koji prolazi integracijski put) nije
jednostavno povezan, tada nema garancije da ¢e Cauchy-Goursatov teorem vrijediti i
lako se mozemo uvjeriti kako je to uistinu to¢no. Neka je ¢ € C. Promotrimo funkciju
f(z) = 1/(z — ¢) koja je holomorfna u svim tockama kompleksne ravnine osim u c.
Neka je C'r pozitivno orijentirana kruznica radijusa R sa sredistem u toc¢ki ¢, odnosno

Cr(t) =c+ Re™ | te|0,27]

dz 2T iRe' dt .
fomm ] TR (169
R 0

Kao $to vidimo, rezultat nije nula!

Pa ipak, upotrebom dokaza koji je koristen u Cauchy-Goursatovom teoremu vi-
dimo da se neprekidnim deformiranjem integracijske krivulje kroz skup na kojem je
podintegralna funkcija holomorfna (neovisno o tome je li taj skup jednostavno po-
vezan ili ne) vrijednost integrala nece promijeniti. Taj postupak ¢emo Cesto koristiti
kada Zelimo pocetni put deformirati u neki na kojem je jednostavnije obaviti integra-
ciju.
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Konkretno, koriste¢i defomaciju pozitivno orijentiranog puta 7 (koji omeduje skup
u kojem se nalazi tocka ¢ € C) u kruznicu sa srediStem u tocki c i ranije rezultate,
mozemo ustvrditi da je za svakin € Z

f(z —o)"dz =27y, 1 (1.66)
-

Teorem 1.66 (Cauchyjeva integralna formula). Neka je 2 C C neprazan otvoren
Jjednostavno povezan skup, funkcija f € (), a~y : [a,b] — § zatvoren, pozitivno
orijentiran, po dijelovima C* put ¢ija je slika Jordanova krivulja koja omeduje otvoren
neprazan skup O C Q. Tada za svaki z € O vrijedi

1 f(©)
f(z) = m?{g—zdg (1.67)

Dokaz : Podintegralna funkcija f(¢)/(¢ — z) je holomorfna u svim tockama skupa €2 osim u
z. Prvo ¢emo deformirati krivulju  u kruznicu Cr radijusa R sa sredi$tem u tocki z,

1Q 4o f 1Q
SELN WA

Koristeéi rezultat (1.65) i Lemu 1.58 imamo
1 f(Q) _ |t f(Q)
%fc_zdc—f(z)‘ -

L9 ac- 51| -
< o 00 s TOZIE L oorg &oma 1£0) - 7)1 = max 1£0) - 7(2)

27 cp C— 2
- 27 ceCr  |C— 7| 2w R ¢eC CeCR
Kona¢no, funkcija f je holomorfna, a stoga i neprekidna u tocki z, pa za svaki € > 0 postoji
0 > 0, takav da za sve ( € B(z,0) vrijedi f({) € B(f(2),€), odnosno |f(¢) — f(2)| < e
Kako za svaki § > 0 mozemo odabrati dovoljno mali radijus R > 0, takav da je Cr C B(z,0),
slijedi tvrdnja teorema. 0

1 HO=E) g

2m Jop, (—=z

Komentar 1.67. Primijetimo kako je holomorfna funkcija f na skupu €2 iz prethod-
nog teorema jedinstveno definirana svojim vrijednostima na rubu tog skupa! 1l
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Sada dolazimo do jednog od kljué¢nih rezultata u kompleksnoj analizi. Ranije smo
ustvrdili pomalo ocekivan rezultat: analiticke kompleksne funkcije su nuzno i holo-
morfne. Medutim, iznenadenje jest da vrijedi i obrat.

Lema1.68. NekajeQ2 C Ci(f,), niz neprekidnih kompleksnih funkcija f,, : Q —
C koji konvergira uniformno k funkciji f : Q — C. Tada za svaki po dijelovima C*
put : [a,b] — Q vrijedi

n—oo

lim [ fo(2)dz = / f(z)dz

Nadalje, ako red . f,, konvergira uniformno, tada vrijedi

Lanxln

Dokaz : Prvi dio tvrdnje odmabh slijedi iz nejednakosti

/an(z)dz—fyf(z)dz

Drugi dio tvrdnje slijedi jer je uniformna konvergencija reda definirana s obzirom na parcijalne

< () max| fa(2) - £(2)]

/ (ful2) — £(2)) dz

sume,
(2= 30 u(2)
n=1

pa koristeéi prvi dio leme imamo

Z fo(z)dz = lim Z fa(z)dz = lim Sm(z)dz =

= / ( lim sm(z)) dz = / Z fn(2)dz
m—r o0
v Y =1

Teorem 1.69 (Holomorfne funkcije su analiticke). Neka je Q2 C C otvoren skup,
te f € (). Tada je f i analiticka funkcija na skupu ).

Dokaz : Neka je zo € Q. Kako je €2 otvoren skup, tada postoji realan broj R > 0, takav da je
B(zo, R) C . Nadalje, neka je r < R pozitivan realan broj i C,, C € kruznica koja je slika
puta

Y1 [0,20] = Q,  e(t) = 20 + et .
Tada je po Cauchyjevoj integralnoj formuli (primijetimo, otvoren krug B(zo, ') je jednostavno
povezan skup)

_ 1 f(©)
f(z)= %fcr deC

, imamo razvoj u red

za svaki z € B(zo,r). Kako je |z — z0] < |¢ — 20

1 1 ! 11 S~ (z=—=)\"
C—Zi(C—Zo)—(z—ZO)fC—ZOl—ﬂfC—zoZ(C—zO)

¢—zo n=0
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Promatran kao funkcija varijable ¢, ovaj red uniformno konvergira na skupu koji sadrzi i kruz-
nicu C', u §to se mozemo uvjeriti sljede¢im postupkom. Odaberimo realne brojeve s,t > 0,
takve da je

|z — 20| <t<s<r

i gornje mede M,, = (t/s)". Tada je red ), M, konvergentan i vrijedi

z—z0\"

¢—2o0
za sve vrijednosti varijable ¢ na vijencu s < |¢ — 20| < R pa po WeierstraBovom M -testu
imamo uniformnu konvergentnost promatranog reda. Stoga, koriste¢i prethodnu lemu, ovaj

3%

red mozemo integrirati “¢lan po ¢lan”,

n=0

Time smo dobili razvoj funkcije f u red potencija oko proizvoljne tocke z¢ € €2, koji konvergira
unutar radijusa r (ovo naravno vrijedi za svaki r < R). Drugim rije¢ima, f je nuzno i analiti¢ka
funkcija na skupu Q. O

U dokazu ovog teorema smo dobili i eksplicitan izraz za koeficijente u razvoju funkcije

f u red potencija,
_ _ O dc¢ . (1.68)

o =
" 2w Jo, (¢ — z0)ntt

Valja naglasiti kako vrijednost ovih koeficijenata ne ovisi o radijusu r integracijske
kruznice, sve dok su kruznica C,, kao i otvoreni krug B(zo, r) kojeg ona obuhvaca,
unutar skupa {2 na kojem je funkcija f holomorfna. Nadalje, kako smo ranije za Taylo-
rov red kompleksnih funkcija dokazali da je a,, = f(™ (20)/n!, ujedno imamo i izraz
za derivacije funkcije f

n!
F(20) = 5= fc (Cf(onﬂ d¢ (1.69)

211 — Zo)

Teorem 1.70 (Liouville). Akoje f € 5(C), te ako je | f(z)| omedena na C, tada
je f(z) = konst.

Dokaz : Neka je M gornja meda funkcije f i zo € C. Koriste¢i formulu 1.69 imamo

SIS

|f'(20)] =

271 (¢ —20)2 o R? tejo,2r

Za svaki € > 0 moZemo odabrati dovoljno velik R, tako da je M/R < e. Drugim rije¢ima,
f'(20) = 0 zasvaki zg € C. Neka su 21,22 € C dva proizvoljna razli¢ita kompleksna broja.
Tada vrijedi

L/ &dg‘ < Lorrl max |£(z0 + Re™)| <
Cr ]

f(ZQ)—f(Z1):/ f(x)dz=0

[21,22]

¢ime je dokazana tvrdnja.

Alternativni dokaz pomoc¢u Cauchyjeve integralne formule,
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Odabirom kruznice radijusa R > 2|22 — 21| za integracijsku krivulju, v(¢) = z1 + Re™*, imamo

€=zl = [(C = 21) + (21 — 22)| 2 ¢ — 21| — |22 — 2| > =

2
zo — 21|M M
|f(z2) - f(zl)| < QWR%T;' = 47|z — 21 &
Opet, za svaki € > 0 mozemo odabrati dovoljno velik R, tako da je desna strana strogo manja
od ¢, odakle slijedi tvrdnja. O

Komentar 1.71. Do sada smo se sreli s periodi¢nim holomorfnim funkcijama, npr.
exp(z+n2mi) = exp(z) zasvaki z € Cisvakin € Z. MoZemo se pitati postoji li holo-
morfna funkecija f s dvostrukom periodi¢noscu, ona za koju bi postojali wy, we € C*,
takvi da je wy /wa ¢ Rte f(z 4+ mwy +nws) = f(z) zasve z € C. Za pocetak vidimo
kako je na “osnovnom paralelogramu” (s rubom) razapetom kompleksnim brojevima
w1 1wy funkcija | f| omedena jer je neprekidna a paralelogram s rubom je kompaktan
podskup od C. No, tada je |f| (zbog periodi¢nosti) omedena na cijelom C, pa je po
Liouvilleu f nuzno konstantna funkcija! /!

Liouvilleov teorem nam govori kako je cijela funkcija nuzno neomedena. Me-
dutim, postoje i jace tvrdnje koje nam otkrivaju jo$ detalja o prirodi holomorfnih
funkcija.

Teorem 1.72 (Picard). Ako je f € S (C) i f nije konstantna funkcija, tada je
f(C)=Cili f(C) = C — {20} za nekiz, € C.

Komentar 1.73. Izuzimanje tocke se pojavljuje na primjer kod cijele funkcije e?
koja nema nul-tocke. 1/

Teorem 1.74 (Osnovni teorem algebre).  Jedini polinom nad poljem kompleksnih
brojeva bez nul-tocke je konstantna funkcija razlicita od nule.

DokaAz : Polinom nad poljem kompleksnih brojeva je funkcija P, : C — C oblika
Po(2) =ao+a1z' + -+ anz"

gdje je n € Ny, a koeficijenti a; € C, takvi da vode¢éi ne i§¢ezava, a,, # 0. Pretpostavimo
da polinom P, nije konstanta, te neka je P,(z) # 0 za sve z € C. Tada je funkcija f(z) =
1/Py(z) definirana i holomorfna za sve z € C (naime, f'(z) = —P4(2)/(Pn(2))?). S druge
strane, ako pisemo

P.(z) = anz" <1+b;1+...+l;i> 7 bk:anfk

vidimo da | P, (z)| poprima proizvoljno velike vrijednosti za dovoljno veliku vrijednost |z| jer

b

|6 ]

|Z|7L

— 1

b b,
‘1+—1+---+7
z z
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Stoga |f(z)| — O kada |z| — oo. To znadi da za svaki € > 0 postoji R > 0, takav da je

|f(2)| < €zasve|z| > R. Zatvoren disk B(0, R) je kompaktan skup, pa je na njemu funkcija
|f(z)| omedena. Sve skupa, to znaéi da je f omedena cijela funkcija, pa po Liouvilleovom
teoremu mora biti konstanta, $to je kontradikcija s poetnom pretpostavkom. O

§ 1.9 Laurentov razvoj

Vidjeli smo kako kompleksne funkcije koje su holomorfne na disku imaju Taylorov
razvoj. Medutim, §to ako je promatrana funkcija ima “problemati¢ne” to¢ke zbog kojih
je holomorfna samo na kruznom vijencu?

Teorem 1.75 (Laurentov razvoj). Neka je f € S2(S), gdje je S prsten
S={z€C|Ri1<|z—c|]<Re}, ceC

za neke nenegativne realne brojeve Ry > Ry > 0. Tada za svaki z € S vrijedi

oo

)= ) anlz—9".

n=—oo

Koeficijenti a,, su jedinstveni i zadani integralima

_ L O
= 5w S - o 4

gdje je Cr kruznica|(—c| = R zaneki R € (Ry, Ra). Ovaj red konvergira apsolutno
na S i uniformno na svakom kompaktnom podskupu prstena S.

Doxkaz : Prvo upotrijebimo Cauchyjevu formulu za integracijsku krivulju koja je neka mala
kruznica oko promatrane tocke z € S, a zatim deformiramo tu krivulju kroz holomorfno po-

drucje (prsten S) kako je skicirano na crtezima ispod, pri ¢emu se vrijednost integrala nece
promijeniti.

©)
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z° Co
_L?{ fQde 1 fQd¢ L( fQd¢ f(C)dC>
2w 2mi Jo, (—2 2ri \Je, C(—2 o, (2

I 1 1 I = (z=0"
C*z_(C*C)*(Z*C)_Cfcle:?_Z(

(—2 (C-a-(z-9 z-c1-5¢ L GE-ogmit

z—c

1 1 1 -1 > —o)™
_ :_Z((C )

Ovo su uniformno konvergentni redovi, pa integral i suma mogu zamijeniti mjesta,

f(2)=271m.<2(z—c)"}{ < _Cn+1+z ) f(C)(C—c)"’dC>

n=0 C2 m= 0 —~1
Kod druge sume mozemo promijeniti indeks po kojem se sumira, m = —(n + 1),
IES n f(§)d¢
16 =g (S -om ¢ LI o f L
2mi ,;) oy (C—ontt "H n;m _oy (=it

Deformiranjem u kruznicu Cr (to moZemo jer su podintegralne funkcije holomorfne na skupu
unutar kojeg deformiramo krivulje C1 i Ca),
- n 1 f(€)d¢
)= Y G- gm f 2

2mi Jop (¢ —c)ntt

n=-—oo
$to je trazeni oblik razvoja. Jedinstvenost razvoja,

f(z) = Z an(z —c)" Z bn(z — )"

n=-—oo n=-—oo

Mnozenjem obje strane s (z — ¢) ~*~! za proizvoljni k € Z,

o) oo

Z an(z—c)" " = Z bo(z — )" F !

n=—oo n=-—o0
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Oba reda konvergiraju uniformno za R; + ¢ < |z — ¢| < Rz — e. Integriramo li sada obje
strane po zatvorenom putu ¢ija je slika unutar ovakvog zatvorenog prstena, te zamijenimo
sumu i integral (3to opet moZemo zbog uniformne konvergencije reda), dobivamo

i an 7{(,2 —o)" Nz = i bn 7{(75 e K P

n=—oo n=-—oo

[e'e]

Z an5n—k—l,—1: Z bnén—k—l,—l

n=-—oo n=-—oo
odnosno
ap = bk

O

Dio Laurentovog reda uz negativne potencije zovemo glavni dio, a dio uz nenega-
tivne potencije regularni dio. Taylorov red je, dakle, samo specijalan slu¢aj Lauren-
tovog reda koji ima samo regularni dio, a §to je slu¢aj onda kada je funkcija holomor-
fna na otvorenom krugu (R; = 0).

Sada nas zanima jedinstvenost prosirenja zadane funkcije s nekom holomorfnom
funkcijom. Primjer: analiti¢ko prosirenje funkcije f(2) = 1+2+22+... s domenom
B(0,1) na funkciju g(z) = 1/(1 — z) s domenom C — {1}.

Teorem 1.76 (o nul-tockama holomorfne funkcije). Neka je Q@ C C neprazan
povezan otvoren skup i f € (2). Ako skup nul-toéaka

N={zeQ| /() =0}

ima gomiliste u Q), tada je f(z) = 0 za svaki z € . Drugim rije¢ima, nul-tocke
netrivijalne holomorfne funkcije su izolirane.

Dokaz : Akoje N = (), onda smo gotovi s dokazom, pa pretpostavimo suprotno. Neka je
zo € N. Funkcija f je analiticka na nekom otvorenom krugu B(zo, R) C €, gdje ima Taylorov
razvoj oblika

f(2) =) an(z—z0)"

Odmabh vidimo da je, ag = f(20) = 0. Pretpostavimo prvo da postoji barem jedan koeficijent
u razvoju razli¢it od nula i neka je k € N najmanji takav da je ar # 0. Tada moZemo pisati

F(2)=(z=20)" Y an(z=20)""" = (2= 20)" Y am+x(z = 20)™ = (= = 20)"9(2)
n==k

m=0

Ocigledno, g je analiticka funkcija na krugu B(zo0, R), te g(20) = ax # 0. S obzirom da je g i
neprekidna funkcija, za € = |ay|/2 postoji 6 > 0, takav da za sve z € B(zo, ¢) vrijedi
(25
lo() — x| < 12
Ovo povlaci da je g(z) # O zasve z € B(zo0,9), odnosno f(z) # 0zasve z € B(z0,0) —{z0},
pa je zo izolirana nul-tocka funkcije f. S druge strane, ako bi svi koeficijenti u Taylorovom
razvoju bili nula, tada je f(z) = 0 za sve z € B(zo, R).
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Svaka nul-tocka funkcije f je stoga iliizolirana ili okruzena s otvorenim krugom nul-tocaka.
Promotrimo skup @ C € nul-to¢aka drugog tipa. Iz definicije odmah slijedi da je @) otvoren
skup. Nadalje, skup 9Q N Q je prazan: funkcija f neprekidna, pa su sve to¢ke u rubu skupa
Q opet nul-tocke koje nisu izolirane, $to zna¢i da moraju biti okruzene s otvorenim krugom
nul-tocaka, a to je u kontradikciji s definicijom rubnih to¢aka. Dakle, skup {2 moZemo napisati
kao uniju dva otvorena disjunktna skupa, Q i Q — @, $to je u kontradikciji s pretpostavkom da
je Q povezan skup.

To znati da vrijedi ili Q = Q, paje f(z) = 0zasve z € Q, ili Q = 0, pa su sve nul-totke
izolirane. O

Korolar 1.77. Neka je Q2 C C neprazan povezan otvoren skup, f,g € 7(Q) i A
skup

A={ze Q]| f(z) =9(2)} .
Ako skup A ima gomiliste unutar skupa €, tada je f(z) = g(z) za svaki z € Q.

Doxkaz : Tvrdnja slijedi primjenom prethodnog teorema na funkciju f — g. O

Analiticko produljenje. Pretpostavimo da imamo funkciju f koja je analiticka
na otvorenom povezanom skupu O C C i funkciju g koja je analiti¢cka na otvorenom
povezanom skupu U C C. Ako se skupovi O i U sijeku i ako je f(z) = g(z) za sve
z € ONU, tada nam prethodni korolar govori kako je g jedina moguéa analiticka
funkcija na skupu U s tim svojstvom. Naime, ako bi postojala jo§ jedna funkcija i
koja je analiticka na skupu U i vrijedi h(z) = f(z) za sve z € O NU, tada bi vrijedilo
ih(z) = g(z) zasve z € ONU, pa je prema prethodnom korolaru h(z) = g(z) za
sve z € U. Sve skupa, ovo nam govori kako je analitickoj funkciji, koja je na pocetku
zadana na nekom manjem skupu, domenu mogucée prosiriti samo na jedan nacin.

§ 1.10 Singulariteti i reziduumi

Singularitet je opcenito ime za tocku u kojoj neka funkcija nije dobro definirana jer
nije holomorfna ili se u osnovnoj definiciji svodi na neodreden izraz poput 0/0 ili
00/00. Ovdje ¢emo razmotriti kakve sve singularitete mogu imati kompleksne funk-
cije. Singularitete kompleksnih funkcija mozemo prvo podijeliti na

(a) izolirane, odnosno tocke a € C za koje postoji okolina O, C C, takva da je f
holomorfna na skupu O, — {a}, ali nije holomorfna na skupu O,, i

(b) sve ostale, odnosno neizolirane.

Nadalje, izolirane singularitete dijelimo na

1. uklonjive (a,, = 0 za sve n < 0),

2. poloveredam € N(a_,, #0ia, =0zasven < —m)i
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3. bitne singularitete (a,, # 0 za beskona¢no mnogo n < 0).
Primjeri.
* Funkcija

_
sin(m/z)

flz) =

ima izolirane singularitete u tockama z, = 1/k za sve k € Z, te singularitet u
z = 0 koji nije izoliran (on je gomiliste niza svih onih drugih singulariteta).

* Funkcija f(z) = (sin z)/z ima izoliran uklonjiv singularitet u z = 0. S druge
strane, funkcija
_f (sinz)/z, z#0
sty ={ e 2]

¢iji je razvoj u red potencija oko z = 0 dan s redom

Lo~ (D" o~ (D" s,
I i Mt
z = (2n+1)! — (2n+1)!
je holomorfna i poklapa se s f za sve z # 0.
* Funkcije
1
fn(z) = W
imaju pol reda n € N u tocki c.
* Funkcija
1 oz
f(z) =ex = z_% T

ima bitni singularitet u tocki z = 0.

Definicija 1.78. Za kompleksnu funkciju f kazemo da je meromorfna na otvo-
renom skupu 2 C C ako postoji skup P C 2, takav da

1. fesx(2—P),
2. f ima pol u svakoj toc¢ki skupa P i

3. P nema gomilista u skupu (2.

Naredni teorem nam govori nesto o ponasanju kompleksne funkcije u okolini bit-
nog singulariteta.
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Teorem 1.79 (Casorati-Weierstraf3). Neka je f kompleksna funkcija koja ima bitni
singularitet u s € C s okolinom O, takvom da je f € 7 (Os — {s}). Tada je za
svaku okolinu Uy C O skup f(Us — {s}) gust u C, odnosno svakz kompleksan broj

Jje njegovo gomiliste.

Definicija 1.80. Neka je 2 C C otvoren skup i f meromorfna funkcija na skupu
Q. Nadalje, neka je w € €2 izoliran singularitet funkcije f i R > 0, takav da unutar
otvorenog kruga B(w, R) C 2 nema drugih singulariteta funkcije f. Reziduum
funkcije f u tocki w € C definiran je integralom

Res(f,w 2m% f(z (1.70)

po pozitivno orijentiranoj kruznici C' C B(w, R) sa sredistem u to¢ki w.

Kao direktnu posljedicu ranije dokazane formule za koeficijente u Laurentovom
razvoju kompleksnih funkcija imamo naredni teorem.

Teorem 1.81. Reziduum funkcije f u tocki c jednak je “minus prvom” koeficijentu
u Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke c,

Res(f,c) =a_; (1.71)

Teorem 1.82 (Teorem o reziduumu). Neka je Q2 C C otvoren jednostavno povezan
skup, f meromorfna funkcija na skupu Q i P C § skup polova funkcije f. Tada za
svaki zatvoren, pozitivno orijentiran, po dijelovima C' put~ : [a,b] — Q — P, ¢ija
je slika Jordanova krivulja koja omeduje skup O vrijedi

ff dz = 2mi Z Res(f,p) (1.72)

peONP

Doxkaz : Ako konstruiramo pomo¢nu (pozitivno orijentiranu) integracijsku krivulju I" “buse-
njem puteva” do (pozitivno orijentiranih) kruznica C), od kojih svaka okruzuje pojedinacni pol

p, tada imamo
o—ff dz—j{f ydz— > ?{ f(z)dz

peONP

Vazno je uociti kako pri tom polovi van skupa O ne doprinose vrijednosti integrala. Kona¢no,
uvr$tavanjem definicije reziduuma dobivamo trazenu formulu.
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O

Teorem 1.83. Nekajew € C polredam > 1 funkcije f. Tada je reziduum moguce
izracunati pomoc¢u formule

m—1

Res(f,w) = ! lim ((z — w)™f(2)) (1.73)

(m —1)! 2w dzm—1

Doxkaz : Ako funkcija f ima pol reda m u tocki w, tada je njen Laurentov razvoj oko te tocke
oblika

oo

[ =Y an(z—w)"

n=-—m

(Z—w)mf(z) — Z an(z_w)n-‘rm :Zak—m(z—w)k
n=-m k=0
fmT (z=w)"f(2)) = > armh(k— 1) (k= (m— 1)+ 1)(z — w)*" "V

k=m-—1

Pustanjem limesa z — w “preZivi” samo konstantni, K = m — 1 ¢lan sume,

m—1
lim d

2w dgm—1 ((z - w)mf(z)) =a_1(m—1)!
Odavde slijedi tvrdnja. 0

Primjer.

Komentar 1.84. Cauchyjeva glavna vrijednost integrala (Cauchy principal value).
U slucaju kada podintegralna funkcija f : R — R ima jednu singularnu tocku s € R,

TP/;OO f(@)dz = lim (/”f(a;) dx+/+oo (@) da:> (1.74)

=0+ —00 s+e

i analogno kada imamo viSe singularnih tocaka. /!

§ 1.11 Sumiranje redova pomocu
kompleksnih integrala

Nedovrseno.
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2

Gama, beta, zeta

§2.1 Gama funkcija

Teorija gama funkcije razvila se u vezi s problemom generalizacije faktorijele pri-
rodnih brojeva, odnosno problemom trazenja funkcije realne varijable koja poprima
vrijednost n! za prirodne brojeve n. Povijesna crtica: Leonhard Euler prvo u pismu
Christianu Goldbachu 13. listopada 1729. godine predlaze upotrebu formule,

x

a zatim u pismu 8. srpnja 1730. upotrebu integrala

/1 (In(1/8))* " dt
0

Adriene-Marie Legendre 1809. godine daje ovoj funkeciji ime I'.

Definicija 2.1. Faktorijel n! je definiran za prirodne brojeve n € N,
n'=1-2-3-----(n—1)-n, neN (2.1)

Konvencionalno definiramo i 0! = 1. Parna i neparna faktorijela oznacavaju se
s dvostrukim uskli¢nikom,

2n)t=2-4..... (2n—2)-2n, (2n—-1)N=1-3--.-- (2n—3)-(2n—1) (2.2)

Opet, konvencionalno definiramo 0!! = 1.

Valja uoditi sljedece identitete,
enl=24----.2n—-2)-2n=2"-(1-2-3-----(n—1)-n) =2"n! (2.3)
2n)! = 2n— DI 2o =2"n! (2n — D! (2.4)
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Definicija 2.2. Pochhammerov simbol (prema matematicaru Leu Augustu
Pochhammeru):

Z)n=2(z+1)(z4+2)---(z+n—=-1), (2)0=1

()ntk = (2)n - (2 + 1)k

Na primjer, n! = (1),,.

Sada trazimo funkciju realne varijable koja za prirodne brojeve poprima vrijednost
faktorijele. Promotrimo naredni (realni) integral za € R,

/ t* et dt (2.5)
0

Prvo valja ustvrditi podrucje konvergiranja ovog integrala. Integral ¢emo podijeliti u
dva dijela. Za sve € € (0,1) iz > 0 vrijedi

1 1
Rl 1—€ 1
I(e):/ tzfle*tdt</ el = —| = — <=

T le x €T

Podintegralna funkcija je pozitivno definitna, pa integral I (e) raste kako se € smanjuje
uz fiksan x, a omeden je odozgo s 1/x i stoga vrijedi

1
/ t*le7tdt = lim I(e) < oo
0 e—0

Nadalje, za ¢t > 0 svaki ¢lan u Taylorovom razvoju eksponencijalne funkcije e’ je
pozitivan, pa vrijedi ! > ¢ /n!, odnosno e ! < n!/t" za svakin € N. Odavde slijedi

n!

x—1_—t
e < pro—

Za svaki M > 1,uz fiksanz > 0in > x + 1 vrijedi

M M ! —(n—z) M
J(M) = / 7 letdt < / L PR
1 T —(n—z)h

_ n! (1—M_("_"”))< n!

n—x

n—z
Podintegralna funkcija je pozitivno definitna, pa integral J(M) raste kako M raste
uz fiksan x, a omeden je odozgo s n!/(n — ) i stoga vrijedi

M — o0

/ t"lte7tdt = lim J(M) < oo
1
Dakle, funkcija I' : RT™ — R, definirana integralom

I(z) = /000 t* et dt (2.6)

konvergira za sve > 0.
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Teorem 2.3.
N1)=1, T(r+1) =zl (x) (2.7)

Dokaz : -
—t —t|oo
1"(1):/0 e "dt=—e ’0 =1

Nadalje, koriste¢i parcijalnu integraciju, imamo

F(:c+1)=/ tPetdt={u=t", dv=e"dt} =
0

=—t"e'| + x/ t" et dt = al(z)

0

Odavde indukcijom za svaki n € N slijedi
I'(n) =(n—1)! (2.8)

Ponekad se upotrebljava i oznaka II(z) = I'(z + 1), pa je II(n) = n! za svakin € N.
Opcenito za svaki n € N imamo

Nz+n)=(x+n—-1Iaxz+n-1)=--=(x),['(x) (2.9)

Integral kojim je definirana funkcija I' divergira u = 0, medutim, koriste¢i gornju
jednakost mozemo prosiriti funkciju I' na neke negativne vrijednosti argumenta z.
Konkretno, za sve —n < © < —n + 1, gdje je n € N definiramo

_T(@+n) Iz +n)
Mo === = 251 @tn=TD (210)

Time je domena funkcije I" prosirena s R* na R—{0, —1, —2, ... }. Promotrimo neke
specijalne vrijednosti gama funkcije za necjelobrojne vrijednosti argumenta.

I'(1/2) = /Ooot_l/Qe_tdt: {u = \/5} = 2/0006_“2 du =7

(- %+1)

P(-1/2) = = -20(1/2) = =2V

F(2n2—1—1> ( )2 (1/2),T(1/2) = (2n—1)!!ﬁ

2“
o —1 ra/2) (-2
r ( 2 ) N (—n + §)n —(2n— D! VT

Odavde vidimo da se gama funkcija priblizava proizvoljno blizu realnoj osi: za svaki
€ > 0, uvijek je moguce odabrati dovoljno velik n, tako da vrijedi

2n — 1
()l
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Koliko je jedinstvena funkcija f : RT™ — R koja zadovoljava uvjete f(1) = 1
i f(x4+ 1) = af(x)? Koriste¢i periodi¢nost trigonometrijskih funkcija jednostavno
konstruiramo dodatne primjere, poput

f(x) = cos(2mmx)I'(x)

gdje je m € N. Pitanje je stoga koje svojstvo izdvaja funkciju I" od svih drugih?

Definicija 2.4. Neka je S C R povezan skup. Kazemo da je funkcija f : S — R
konveksna ako za sve a, b,z € S, takve da je a < x < b vrijedi

fla) < fl@)+ L0 TD ) (2.11)

KaZemo da je funkcija f : S — RT logaritamski konveksna ako je funkcija
In(f) konveksna.

Uvjet konveksnosti mozemo napisati u obliku

f@) = 1) _ 0) = fla)

r—a b—a

(2.12)

Valja uociti kako konveksna funkcija zadovoljava uvjet (2.12) i onda kada vrijedi

« & < a < b, u sto se uvjerimo raspisivanjem nejednakosti

fla) = f(z) _ f(b) ~ f(2)
a—x b—=x

+ £ < b < a, u sto se uvjerimo raspisivanjem nejednakosti

fo) = flz) _ fla) = f(=)

b—x a—x

Nadalje, svaki z € (a,b) je moguce zapisati u obliku z = Aa + (1 — A\)b za neki
parametar A € (0, 1), pa uvjet konveksnosti mozemo pisati u obliku

fa+ (1 —=Mb) < Af(a)+ (1 —N)f(b) (2.13)

Ponekad je koristan sljedeci kriterij za konveksnost.

Teorem 2.5. Nekaje S C R povezan skup i f : S — R funkcija klase C?. Ako za
svex € S vrijedi f"(x) > 0, tada je f konveksna funkcija.

Dokaz : Neka su a,b,z € S takvi da je a < = < b. Iz Lagrangeovog teorema srednje
vrijednosti znamo da postoji y € (a,z) iz € (z,b), takvi da je

f@)=fW—a)+fla), fb)=[f(2)0b-2)+f()
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No, kako je po pretpostavci f”(z) > 0 za sve z € (a,b), tada je f'(y) < f'(z) < f/(2), paiz
gornjih jednakosti slijede nejednakosti

f@) < fl@)(@—a)+ fla), )= f(2)(b—2)+ f(z)

odnosno
fl@)—fla) _ . f) — f(z)
L < rw < L
(b—=)(f(@) = fla)) < (z — a)(f(b) — f(z))

Pregrupiranjem ¢lanova imamo
(b—a)f(z) < (b—a)f(a) + (z —a)(f(b) - f(a))

odakle, dijeljenjem s b — a slijedi konveksnost funkcije f. O

Na primjer, odavde odmah vidimo da su funkcije f(x) = 22 i f(x) = e konveksne
na cijelom skupu R.

Teorem 2.6. Funkcijal' : RT — R je logaritamski konveksna funkcija.

Dokaz : Nekajep € (1,00),q > 01i

[
p

Q| =

Koriste¢i Holderovu nejednakost imamo za sve x,y > 0

F(f+g> =/ ﬁ*g”e*tdt:/ (" lemyr (e e dt <
0 0

p g

1 o 1
< </ t“le‘tdt)p (/ ty‘le‘*'dt>q = (a)?D(y)e
0 0

a=tepony, 1-a=1
P q

Neka je

Koristeéi upravo izvedenu nejednakost imamo
P(Az + (1= A)y) < T(2)*T(y)'

In (CAz + (1 = A)y)) <In(T(2)*T(y)' ™) = AInl(z) + (1 — \) InT(y)

Teorem 2.7 (Bohr-Mollerup, 1922.). Neka je f : RT — R funkcija koja zadovo-
ljava sljedecéa svojstva:

a) In(f(z)) je konveksna funkcija (tj. f(x) je logaritamski konveksna),
b) fle+1) =af(x) i
9 f(1) =1,

Tada je f(x) =T'(x) za svex > 0.
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Dokaz : Koriste¢i samo svojstva navedena u teoremu konstruirat ¢emo eksplicitan oblik (je-
dinstvene) funkcije koja ih zadovoljava. Prvo ¢emo razmotriti z € (0,1]in € N, n > 2. Uvjet
logaritamske konveksnosti, primijenjen u obliku nejednakosti (2.12) za funkciju In f, u kojoj
drzimo @ = n,azaz ibuvrstavamoredomn —lin 4+ x pan + xin + 1, daje

Inf(-=1+n)—1Inf(n) <1nf(a7+n)flnf(n) <lnf(1+n)flnf(n)

(-14+n)—n - (x4+n)—n - (I+n)—n
_mﬂ—ymn+mﬂmgh”@+2‘mﬂmghma+m—mﬂm
—(n— S oy [t
fy == oy =t T
In(n—1) < lnf(:ern):;ln(nfl)! <In

In((n—1!(n—1)%) <Inf(z+n) <In((n—1)n")
Funkcija In je monotono rastuca, pa odavde slijedi
(n=D!n-1)*"<flz+n)<(n-1n"
Koristeéi f(z +n) = (x)» f(z) imamo nadalje

(n—1)l(n—1)°
(T)n

Obje nejednakosti vrijede za sve n > 2, pa stavimo na lijevoj stranin — n + 1

(n—1n*

<) < P

nln® (n—1Dn"  nln®™ z4n
@ <T@ T @

Pustanjem limesa n — oo uz fiksan z vidimo da je

T

nln n!n®

(=)= nh—>Holo () n+1 - nh—>nolo z(x+1)---(x+n)

za sve funkcije koje zadovoljavaju 3 uvjeta iz teorema. S obzirom da je gama funkcija jedna
takva, ova jednakost vrijedi i za nju,

nln®
T = 1li
() nlan;o:c(x—i—l)---(:c—&—n)

Za kraj zelimo provijeriti valjanost dobivenog izraza van intervala (0, 1]. Ako uvedemo pokratu

T

nln
I, =
(z) z(z+1)---(z+n)
tada je
n lz+n+1
Cp(z+1)=2ln(z) — 2 To(z)=-2T"T 2 p (x4 1
(@+1) =aln(z) — — (@)=~ — (z+1)

Iz ovih jednakosti je vidljivo kako postojanje limesa lim,, oo I'» (z) povlaci postojanje limesa
limp— 00 ['n(2+1) i obratno, postojanje limesa limy, oo I'n (x+1) za x # 0 povladi postojanje
limesa limy, o0 I'n (). To znati da je funkcija
f(z) = lim T, (z)
n— o0
dobro definirana za sve x € R— {0, —1, —2,... }, a zadovoljava jednakost f(z + 1) = = f(x),
astogai f(z) = I'(z) za sve vrijednosti argumenta na spomenutom skupu. O
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Kako analiticki produljiti funkciju I' na kompleksnu ravninu? Za pocetak vi-
dimo da je pocetni integral konvergentan za sve vrijednosti kompleksne varijable z s
Re(z) > 0 jer za svaki z = = + iy vrijedi

|tz| _ |tm+iy| _ tw‘tiy| — T

o0 o0 o0
/ t*tet dt‘ g/ |tZ*1|e*tdt:/ t*te~tdt = T'(x)
0 0 0

pa je funkcija

F(z)E/ t*"temt dt
0

dobro definirana kad god je I'(x) < oo. Takoder, moguce je dokazati kako je ovako
definirana funkcija I holomorfna na cijelom skupu Re(z) > 0.

Nadalje, identi¢nim izvodom kao i za pozitivne realne brojeve, vidimo da jednakost
T(z+1) =2I'(2) (2.14)

vrijedi za sve Re(z) > 0. Odavde, koristeéi taktiku kao i kod realnih vrijednosti
argumenta, mozemo definirati gama funkciju za sve kompleksne brojeve z € C —
{0,—1,—2,...}. Konkretno, ako je Im(z) # 0 i —n < Re(z) < —n+1 ili Im(z) =
0 i —n < Re(z) < —n + 1, definiramo

T(z+n) I'(z+n)

P& == =D etn=D (2.15)

Lako se uvjerimo da je ovako definirana funkcija uistinu holomorfna na navedenom
skupu. Kona¢no, limes
| X2
nln

(z) = nh—{gc 2(z+1)--(24+n) (2.16)

je dobro definiran za sve z € C — {0, —1,—2,... }.

Teorem 2.8 (Polovi gama funkcije). Gama funkcija ima singularitete u tockama
zn = —n za sven € Ny i oni su polovi 1. reda. Reziduumi gama funkcije u ovim
tockama iznose

(=D"

Res(T, —n) = o (2.17)
Dokaz :
1_‘(Z_n):lﬂ(z—n—kl): I'(z—n+2) L '(z+1)
z—n (z=n)(z—n+1) (z=—n)(z—m+1)---(z—1)z
Res(I', —n) = wl_i}n_ln(w +n)l'(w) = llg(l)zf(z —n) =
r'{) __ 1 _ =D
T (=n)(=n+1)---(=2)(=1) " (=Dmn! nl
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Lema 2.9. Limes

: 11 1
y=lim (1+=+=+---+=—Inn
2 n

n— oo 3

postoji i poznat je kao Euler-Mascheronijeva konstanta.

Dokaz : Ako je f(wo) < g(zo) i vrijedi f'(z) < g'(z) za sve z > o, tada je nuzno f(z) <
g(x) za sve & > x0. Ovi uvjeti su zadovoljeni za funkcije f(z) = z* i g(z) = 1+ Az — 1),
gdjejex > xo =01\ € (0, 1), pazasvez > 0 vrijedi

<1+ Az —1)

Neka sua > b > 0. UvrStavanjemz = 1+ 1/bi X = b/a,pazc = 1—-1/(b+ 1) i
A= (b+1)/(a+ 1) dobivamo

1 b 1 a 1 b+1 1 a+1
I+ ) <(1+-) , (1++ > (14—
b a b a

odakle vidimo da funkecija (1 4 1/2)" raste, a funkcija (1 4+ 1/x)*"* pada.

1 n 1 n+1
xn:<1+—> <(1+7> = Yn
n n

e= lim z, = lim y,
n—oo n—oo

1 n 1 n+1
(1+7) <e<(1+7)
n n
L <ln("+1)<l
n+1 n n

an =Hn—In(n), bp=an—— <an
n

Logaritmiranjem ...

Promatramo nizove

Niz (a,) monotono pada, a niz (b, ) monotono raste,
1 n 1 n+1
—an = 1 0, b —bp=——In| —— 0
An+1 Qn n+1+n(n+1)< ; n+1 n n n( n )>

Prema tome, niz (a,, ) je monotono padajuci i omeden (primijetimo da je an, > b, > b1 = 0za
svaki n € N), te stoga konvergira i limes

v = lim an,
n—o0

postoji. O

Teorem 2.10 (Weierstral). Zasvez € C—{0,—1,—2,...} vrijedi

oo

1 2 2\ —z/n
) = ze” H (1 + ﬁ) e/ (2.18)

n=1
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Dokaz :

' z z
I'(z) = lim nn = L

A ) AR AT (T2 Atz

— lm e(lnn—HT,,)z 1 e 62/2 ez/3 6z/n _
n—oco z214+2142/2142/3" " "1+4+2z/n
e~ * o0 ez/n
oz nE[ll—i—z/n
O
Teorem 2.11. .
I'l—2)IT'(z) = ——— 2.19
(1= A0E) = s 219

Doxkaz : Prvo dokazemo jednakost pomocu integralne definicije gama funkcije za realne bro-

jeve z € (0, 1), a zatim usporedimo analiti¢nost funkcija s lijeve i desne strane trazene jedna-
kosti.

2z—1 _—a?
T

e dx

I'(2) :/Oootzfleftdt: {t:$2} :2/000

N(1-2)= / tFe tdt = {t= y2} = 2/ y172zefy2 dy
0 0

P —-2)= 4/ dm/ dwaZ_lyl_Qze_(12+y2)
0 0

Sada koristimo supstituciju (prelazak na polarni koordinatni sustav),

r=rcos¢, y=rsing, dxdy=rdrde
_ R /2 22—1/ . 1-22
P)Ir(1-2)=4 re” " dr d¢ (cos @) (sin @) =
0 0

/2
= 2/ (cos $)** ! (sin¢)' " d¢p = {u= sin’ o} = /1(1 —w)” T du =
0 0

/1(1—u)z du { 1—u} /°° vt
— . _— v = = d’U
0 U 1—u U o 1+w

Napomena oko supstitucije,

1 dv
ST ae

Integral kojeg smo dobili rijesit éemo pomoéu kompleksne integracije (realna varijabla v prelazi

u opéenitu kompleksnu w, a varijablu z sada pisemo kao x jer Zelimo naglasiti kako je ona zasad
samo realan broj iz intervala (0, 1))

x—1 . .
fc iﬂ+ — dw = 2miRes(f, —1) = 2mi(c™)" "} = —2mie™
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)

Integrali po krivuljama I' i 7y i8¢ezavaju jer
z—1 z—1
/ W qw| <2Re B o
rl4+w R-1

x—1 r—1
/ v dw‘ < 2pm P -0
5 L=p

1+w -
z—1 oo ,x—1 _ 2miyz—1 .
7{ Y dw= / Y (ve™) dv = (1 -1
cl4+w 0 1+wv
I = —oni e _ ™ _ s

1 —e?2me it — =it gin(wx)
Time smo dokazali da jednakost vrijedi za sve z € (0, 1). Sada valja uo¢iti kako s obje strane
jednakosti stoje kompleksne funkcije koje su holomorfne na skupu C — Z. Kako skup (0, 1) C
(C—7Z), nakojem smo ustanovili jednakost ovih funkcija, ima gomiliste u skupu C —Z (3tovise,
svaka njegova tocka mu je gomiliste), preko teorema o jedinstvenosti slijedi jednakost medu
funkcijama na cijeloj domeni. O

Teorem 2.12. T'(z) nema nul-tocaka.

DokaAz : Pretpostavimo da je I'(z0) = 0 za neki kompleksan broj zo ¢ {0,—1,—2,...}.
Kako je sin(7z) cijela funkcija, znamo da vrijedi

lim T(1 — 2) = lim u

z2—z0 z—z9 I'(z) sin(mz) -

No, mi ve¢ znamo u kojim to¢kama gama funkcija divergira, pa odavde zaklju¢ujemo da je
1 — 20 = —n, gdje je n € No, odnosno

zo=14+neN

Medutim, I'(1 + n) = n! # 0, $to je u kontradikeiji s potetnom pretpostavkom. O

Primjer: povr$ina n-dimenzionalne jedini¢ne sfere S™ i volumen n-dimenzionalne

jedini¢ne kugle K™
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+o0o 5
[:/ e * dx

Koristeci Kartezijev i polarni koordinatni sustav imamo

+oo 5 +oo 5 +oo  ptoo 2, 2
I’ = (/ e " dx) (/ e Y dy) :/ / dedye” @ +v) =
—0o0 — 00 — 00 — 0o

2 “+o00 5 1
:/ d¢/ drre™ =27-- =7
0 0 2

I=ym

—+oo
2 Vs
e Y dae =4/ —
oo a

U svrhu racunanja povrsine sfere S™ posluzit ¢emo se trikom prilikom integriranja.
Promotrimo prvo za zagrijavanje slu¢aj 2-dimenzionalne sfere S2. Ideja je zapisati
integral funkcije

Osnovni integral,

Stoga,

i opcenito, za sve a > 0,

f(x,y, 2) = exp (—; (z* +y* + 32))

+o0 5 +oo 5 +oo 5
/ fFav = (/ e /2 dx) (/ ey /Qdy> (/ e 12 dz) = (2m)3/?
R3 —00 —00 —00

S druge strane, koriste¢i supstituciju t = 2 /2,
g fdv = /S dQQ/O drr2e /2 = Azﬁ/() dtt1/2et = Ayv/21(3/2)
Odakle zaklju¢ujemo
(27.[.)3/2 27’(3/2

Y= hrep) TER) T

1
Ay 4
V3:/ ng/ r2dr =22 ="
e 2o 3 3

1 n+1
o = (1 5)
k=1

Volumen

Sada opcenito

n+1

/wadv—kli[l

—+oo
/ e~T/2 dxy, = (271’)%

S druge strane,

> _ 2/2 n—1 > n—1 —t
fdv = dQ,, drre™ /%= A,272 dtt ™z et =
Rn+1 S 0 0
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— A,2"7T <n—21—1>

Usporedbom imamo

ntl
A, =22 " (2.20)
n — n+1 .

(%)
Konacno,

1

A
Vg1 = An/o rdr = n—:l

odnosno

An—l

Vi, = (2.21)

Ako nas zanimaju povrsina n-sfere opcenitog radijusa R i volumen n-kugle radijusa
R, tada imamo

An(R)=A,R", V,(R)=V,R" (2.22)
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A, || 27 | 47 | 272 % w2 | 73 % 3 % 7 % 7 1—12 7o % 7o
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zanimljivo je uo¢iti kako A,, i V;, ne rastu monotono s n, veé¢ imaju maksimalne
vrijednosti nakon kojih monotono padaju! Konkretno, povr§ina A,, je najveta zan =
6, a volumen V,, za n = 5. Ovaj fenomen moZemo intuitivno objasniti. Oba izraza su
oblika 7% kroz I'(x). Brojnik raste kao potencija, a nazivnik (otprilike) kao faktorijela.
To znac¢i da ¢e nakon odredenog broja faktora nazivnik “prete¢i” brojnik, te ce se ta
razlika nastaviti povecavati.

Kako intuitivno razumjeti limese lim,, o, A, = 01ilim,_,, V,, = 0?

An A
P
30 SRR
20
N
10 .
S
\0\

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 n
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Teorem 2.13 (Legendre, Gauss). Multiplikacijska formula,

’I’I’LZ—l

m—1
m 2 k
D(m2) = Grw7 IIr <z + m) (2.23)
k=0
Jos nekoliko svojstava gama funkcije

. ) —1/2
N — 1D _Yy
ID(z +iy)| = [T ()] };[0 (1+ (:c+n)2>

Zan,a,be N, a <bvrijedi

T (n + %) = F(Zn/b) :Z;)(a + kb)

Koja su svojstva derivacija gama funkcije?

Definicija 2.14. Digama funkcija,

d I'(2)

v = — (InT = 2.24
()= & (0T = 7 (224)

Analogno, poligama funkcije za sve n € Ny
U, (2) = UM (z) (2.25)

gdje je konvencionalno Wy (z) = ¥(z). Sve poligama funkcije su definirane na istoj
domeni kao i gama funkcija.

Koristenjem Weierstrassove definicije gama funkcije imamo
> z z
—In(T'(2)) =In(z) + vz + Z <1n (1 + ) - )
— p) p
p_
Deriviramo li obje strane,

1 /1 1 = /1 1
U(z)=—y— -+ - - =—v+ e ——
== Z(p z+p> ! ;(p z+p—1>

p=1

1 vy e —2
5. v (Z)—‘I’2(Z)—Zm

\Ifl(z)zlpl(Z):Zm -

p=1
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i opéenito

(n) > n+1 n!
\I’ n
( Z Z+p71 n+1

p=1

Sada je vidljivo kako je ¥’(z) > 0, odnosno (InT'(z))” > 0 na cijelom podrucju
definicije gama funkcije, $to znaci da je In(I'(z)) konveksna funkcija. Neke konkretne
vrijednosti,

(1) =—y, W1)=C2)=—, ¥s(l)=-203)

U, (1) = (=1)""nl¢(n+1)
\I}(n) =7 + anl

Teorem 2.15 (Gauss). Neka sup,q € N, takvi da jep < q. Tada vrijedi
\I/(p> *—fy——ctg ( > In(2q) +Zcos< > (sin <7Tk>)
q q

Rekurzija:
B (=1)™n!
U, (z+1)=T,(2) + Tl

Logaritmiranjem i deriviranjem relacije I'(2)['(1 — z) = 7 /(sin(7z)) dobivamo

W(z) — (1 — 2) = ~ mcos(mz)

sin(7z)
U(1—2z)=T(z)+ wctg (rz)

Napomena:

O(InT'(f(2)))
0f(2)

Deriviranjem formule I'(z 4+ 1) = 2T'(z) dobivamo

(InT'(f(2))) = F'(z) =¥(f(2)f'(2)

IM(z+1) =T(2) + 2T"(2)
Nadalje, dijeljenjem s I'(z + 1) = 2I'(2),

Mz+1) 1 I'(2)
T+ 2 T()

Tz k+1) 1 L, 1 1 I'(2)
T(z+k+1) z+k 2z+k—1 z+1 =z T(z)

Uvrstavanjem z =n € N, k = 0:

I(n+1)=(H, —7v)n!
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§2.2 Beta funkcija

Beta funkciju uveo je Euler 1730. godine, a moderno ime joj je prvi dao Jacques Binet

1839. godine.

Definicija 2.16. Beta funkcija je definirana integralom

1
B(z,w) = / 711 — ) tat (2.26)
0
za sve Re(z), Re(w) > 0.
Teorem 2.17. Beta funkcija je simetricna,
B(z,w) = B(w, 2) (2.27)
i vrijedi formula
7F(Z)F(w> (2.28)

DoOKAZ : a)
0
Bz,w)={u=1-t} = / (1 —u)” ' (—du) =
1
1
= / "' (1 —w)* ' du = B(w, 2)
0
b)
L'(2)D(w) :/ eyt du/ e v do :/ / e T T dudo
0 0 o Jo

Uvodenjem varijabliu = rsiv = (1 — 7)s, odnosno s = v + vir = u/(u + v), dobivamo

w) = /Ooosds /01 drefs('rs)zfl((l —7)s)" '

oo 1
/ e Sttt ds/ P 1 =) dr = T(z 4+ w)B(z, w)
0 0

1 o n+1
(2w 752 z+nn'
B( +1)=q¢B(p+1,q)
B(p, ( +1,9) + B(p,g+1)

(r+qB (p,q+1) =qB(p.q), (p,q>0)
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B(p,q)B(p+q,r) = B(q,7)B(q+r,p) = B(r,p)B(r +p,q)
B(z,2) =2'7%*B(1/2, 2)
n!
(p)n+1

B(p,n+1) =

Primjeri:

/1 (1420~ (1 — 2)7 dz = 279 B(p, q) — gr+a—t LOL(D)

-1 L'(p+q)

CT(B)04) 43 1
rY) 8 280

Dirichletovi integrali. Ako je Q C R?® kompaktan skup omeden plohom

G =G0 =

104

i koordinatnim ravninama, a sve konstante {a, b, ¢, p, ¢, 7} su pozitivni realni brojevi,

tada vrijedi

3R

)
)

/ JU0¢—1yﬁ—12~y—1 drdydz = a“b’c T (g) r ( ) r (
o pqr T (1 +e4+84

SR

Doxkaz : Prvo uvedemo privremene varijable

=_ T  -_Y
T YTy

ISR

P+t + =1
I= a“b"a/ P3Nz dgdz
Q
Nakon toga uvodimo novi skup varijabli,
u=2z", v=g', w=2

Integraciju sada vr§imo po skupu omedenom koordinatnim ravninama i ravninom

ut+v+w=1
zbog ¢ega su vrijednosti svake od novih varijabli ograni¢ene na vrijednosti iz segmenta [0, 1].
Koristec¢i
a1~ du a_ -1,~ dv B_ 1. dw 3
Fli=—urt, P ldj= —vd !, P ldr= —wr Tt
p q r
imamo 5 - .
a“b’c” “ uv a_ v
= / / dv / dwur <1 L1
pgr

a® be cY 1-u B _ 1—u—v
= / / dvur v 5 =
pgr ~ o
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aﬁv
_atber /du/ dvus ™~ (1—u—v)% {5—17 }:
pqr u

C;bﬁcw /duup (1—u)7 /dgg“ (1—¢)7 =

a®bP e 1 o B
_atbe 7/ duur (1 —u)9 +7B<6 7+1)
par v Jo q

:M£B<§,l+1>3(27§+1+1):
pgr 7y q T P q r

aabﬁcwrr(g)r(%—’—l)F(%>F(§+%+1)
par ;F(§+%+1) r(e+2+2+1)

§to nakon kracenja daje rezultat koji smo htjeli pokazati. O

Primjer: pronadite masu materije unutar volumena omedenog sferom radijusa R sa
srediStem u ishodistu i koordinatnim ravninama, ako je gustoca dana funkcijom

pla,y,z) = 2°y*2?
Ploha je dana jednadzbom x2 + y2 + 22 = R?, paimamob=c=R,p=q=1 =2,
a=0=y=3
M:/pdV:8/ 22y? 22 dedydz =
Q Q

R3.R3.R® T(3/2)L(3/2)l(3/2) _ 4nR°

:8 =
2.2.2 T(1+3/2+3/2+3/2) 945

§ 2.3 Riemannova zeta funkcija

Harmonijski red

1
H, = -, lim H, =
k n—00
k=1
Euler je pronasao sumu
o0 2
I
==
—n 6

Poopcenje na kompleksne brojeve ...

Definicija 2.18. Riemannova zeta funkcija ( je definirana redom

Z ni (2.29)

za sve Re(s) > 1 (tradicionalno se za argument ove funkcije upotrebljava slovo
“s”). Riemannova zeta funkcija se moze analiticki produljiti na C — {1}, pri ¢emu
je jedini singularitet pol prvog reda u s = 1 s reziduumom 1.
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Promotrimo prvo definiciju ove funkcije preko sume. Uvedemo li oznake za realni
i imaginarni dio argumenta s = ¢ + ¢, tada za vrijedi

Z no’+zt Z ‘na+zt| Z F =1 + Z nizj
n=1 n=1 n=2

Nadalje, za fiksan 0 > 0 funkcija ©~7 je strogo padajuca za pozitivne vrijednosti
argumenta u, pa je

1 _(n+1)—n /"+1clu
(n+1)°  (n41) nooul

Konacno, pretpostavimo li da je o > 1, tada imamo gornju medu

— 1 > du 1

> < / w :

—n 1 U oc—1
Zaklju¢ujemo kako je ((s) definirana sumom (2.29) apsolutno konvergentna za sve
Re(s) > 1. Stovise, koristenjem Weierstraflovog M-testa mozemo utvrditi da je ova
suma uniformno konvergentna na istom podrudju, iz cega slijedi da sumu (2.29) mo-

zemo derivirati “¢lan po ¢lan”, odakle se dokaze holomorfnost funkcije ¢ na skupu
Re(s) > 1.

Digresija — skica dokaza. Za svaki g > 1 moZemo odabrati gornje mede M,, = n™“°,
odakle slijedi uniformna konvergentnost reda (2.29) za sve o > og. Takoder, deriviramo li ovaj

red “¢lan po ¢lan”, dobiveni red
Inn

¢e uniformno konvergirati na istom pOdI'UC]u (ovo opet provjerimo Weierstralovim M-testom,
koriste¢i pri tom éinjenicu da je n€ > In(n) za € > 0 i dovoljno velik prirodan broj n).

Nadalje, ako je (fn)n» niz funkcija na otvorenom skupu 2 C C, koji konvergira k funkciji
f: Q — C, aniz (f;,)n je uniformno konvergentan, tada je f'(z) = limp—oo f7,(2) za sve
z € Q. Uvedimo funkciju g(2) = limp— o0 f,(2), te promotrimo proizvoljne tocke 2, 20 € B
na otvorenoj kugli B C 2. Tada je

Fu(2) = fulz0) = / FAGYS

[20,2]

Pustanjem limesa n — o0 s obje strane jednakosti i koriStenjem pretpostavljene uniformne
konvergencije (zbog koje limes i integral mogu zamijeniti mjesta) slijedi

£~ S = [ das
[20,2]
pa je g(2) = f’(z) na B. Upotrijebimo li ovaj rezultat na parcijalnim sumama s, (z) =
> r fx(2) koje zadovoljavaju navedene pretpostavke o konvergentnosti, slijedi da takve re-

dove mozemo derivirati “¢lan po ¢lan”. Koristeéi ranije dokazana svojstva konvergentnosti
sume (2.29), slijedi holomorfnost zeta funkcije na promatranom podrugju.

Teorem 2.19.

C(S)F(s):/ooo S dz = ! — /OOO P dz (2.30)
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Doxkaz : Skica.

s—1 s—1_ —=x o e

xz _ x € _'$571671 z :6 2 : s—1 7kz
er —1 1—e®

k=0 k=1

Ovaj red konvergira uniformno, pa mozemo izmjeniti poredak sume i integrala,

2t _ - e s—1 —kx _ _ _
/0 e ;/0 e M dr = {t = ka} =
= i E° /Ooo t* et dt = ¢(s)T(s)

k=1
Nadalje,
! " le e k_—k - k41 _s—1 —k
_ — S T 1 T _ 1 s T
Tl 1ge=s "% € Z( )e Z( ) Tt e
k=0 k=1
/ 7 Z/ k+1s1—k:cdx_{t_kx}_
0 =10
=3 (D) / Fle e = T(s) S (— 1)
k=1 0 k=1
Koriste¢i
S D)MET = Zk‘ =2 (2k) T =(1-27°)) kT =(1-27)¢(s)
k=1 k=1 k=1
slijedi i drugi dio tvrdnje. O
Teorem 2.20. s
¢(s) = 2°7° !sin ( 5 > I'(1—s)¢(1—3s) (2.31)

Doxkaz : Skica. Neka je

Promotrimo integral

Zs—l
7{ e —1 dz
Res(2kmi, f) = (2/€7ri)571 , Res(0,f)=0

(1 . 2«51) I= QmZ %)™ 1 (en(571)1/2 + 637r(571)z‘/2) _
k=1

= (2m)% (_iewsi/2 + Z-€37rsi/2) Z Bl —

k=1
= (2m)%e™ (—2i) sin(ms/2)¢(1 — s)

I = (2r)° % (1 —s) = (27)° sin(ws/Q)w C(1—s)

Usporedbom s I = I'(s)((s) slijedi rezultat. O



PoGrLaviJE 2. GAMA, BETA, ZETA 108

Nul-tocke Riemannove zeta funkcije. Iz analitickog produljenja vidimo da su
tzv. trivijalne nul-tocke Riemannove zeta funkcije u tockama s = —2n, gdjesun € N.
Poznato je da sve ostale nul-tocke leze u traci 0 < Re(s) < 1 (tzv. kriti¢na traka ili
pruga). Slavna, i jo$ nedokazana Riemannova hipoteza (iz 1859. godine) tvrdi kako sve
netrivijalne nul-tocke funkcije ¢ imaju realnu vrijednost 1/2 (znamo da sve nul-tocke
unutar kriti¢ne trake dolaze u parovima s = (1/2 +¢€) + it zaneki e € [0, 1), a svaka
od njih u paru s kompleksno konjugiranom nul-to¢kom s*).

vrijednost komentar

¢(0) =-1/2 vrijednost dobivena analitickim produljenjem
¢(1) =00 divergencija harmonijskog reda

¢(2) =n%/6 Euler 1735. (“bazelski problem”)

¢(3) ~ 1.202 Apéryjeva konstanta

¢(4) ==1/90

¢(6) = 75/945

Cesto spominjana kontradiktorna “jednakost”,

1

142 44 .. =_—
+2+3+4+ 5

ima svoje podrijetlo u zeta funkciji. Naime, pogresnom upotrebom definicije zeta
funkcije preko sume (van domene gdje ta suma konvergira) imamo

((=1)*=" n
n=1

S druge strane, analitickim produljenjem slijedi

((=1) = 27 a2 sin(—m/2)T(2)¢(2) = ,%
Laurentov razvoj oko s = 1,
((s) = er’er;T(S,l)

Eulerova produktna formula povezuje Riemannovu zeta funkciju s prostim
brojevima: oznac¢imo li s p,, za svaki n € N n-ti prost broj, tada je za sve Re(s) > 1

|

(s) =11 T (2.32)
n=1 p;,

Ovo formulom je povezana “diskretna” teorija brojeva (s desne strane jednakosti) i

“kontinuirana” kompleksna analiza (s lijeve strane jednakosti). Prvo tvrdimo da za

svaki m € N vrijedi
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gdje je S, C N skup brojeva koji nisu djeljivi s prvih n prostih brojeva {p1, ..., pn}.
Za svaki Re(s) > 1 imamo

Stoga, gornja tvrdnja vrijedi za m = 2. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki
m € N. Tada imamo

1 i 1 1 1
() fi0- 802 2 -
D et} Dy Pmt1/ e ™

=1 > 1 1
:Z;*Zﬁ: Z e

nESm41

pa tvrdnja slijedi indukcijom. Kona¢no, pustanjem limesa m — oo dobivamo Eule-
rovu produktnu formulu. Primjetimo kako ova formula ujedno pokazuje da (s) nema
nul-to¢aka na dijelu kompleksne ravnine Re(s) > 1.

Ostale formule ... ( )2
27r) <™
2 f—

) = S

(_1)n+1(2ﬂ.)2n+1 /1
B, t d
2(271 + 1)' 0 2 +1(.’17) clg (71':17) €z

‘Bin

(2n+1)=

B, =(-1)""n¢(1-n), neN

(-1

Z B ¢(s) (1 — 21*5)
n=1

1 1
¢'(0) = —5111(270 . (-1 = o~ In A
A je tzv. Glaisher-Kinkelinova konstanta

¢(cam) = CGCn ¢ Dy
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Teorem 2.21 (Univerzalnost zeta funkcije, S.M. Voronin 1975.).

Neka je 0 < r < 1/4, te f(s) funkcija koja je holomorfna za |s| < r i neprekidna
za|s| < r. Ako je f(s) # 0 za sve |s| < r, tada za svaki e > 0 postoji realan broj
T = T(¢) takav da je

max
|s|]<r

f(s)—C<s+i+iT)‘<e.

Drugim rije¢ima, u kriti¢noj traci Riemannove funkcije moZzemo pronaci dijelove
svih holomorfnih funkcija (a time i rjeSenja dvodimenzionalne elektrostatike) u pro-
izvoljnoj aproksimaciji!



3

Aproksimacije funkcija

§ 3.1 Kvantificiranje pribliznog
Oznake 0 i O uveo je Paul Bachmann 1894. godine.

Definicija 3.1. Neka je 2 C R neprazan otvoren skup i f,g : Q@ — R dvije
neprekidne funkcije. Kazemo da je

0) f(z) = O(g(x)) kadax — 29 € Q
ako postoje K,0 > 0 takvi da za sve © € B(zp,0) N Q vrijedi | f(z)| <

K|g(z)|; specijalno, za ) = R, kazemo da je f(z) = O(g(z)) kada x — oo
ako postoje K, M > 0 takvi da je |f(z)| < K|g(z)| za sve x > M,

0) f(z) = o(g(z)) kada x — x¢ € Q

ako za svaki € > 0 postoji § > 0, takav da za sve z € B(xq,d) N Q vrijedi
|f(z)] < e|g(z)]; specijalno, za 2 = R, kazemo da je f(x) = o(g(x)) kada
x — oo ako za svaki € > 0 postoji M > 0, takav da je | f(z)| < €|g(z)| za
svex > M,

U prvom slucaju kazemo kako je funkcija f asimptotski omedena funkcijom g kada
x — g, odnosno da je “f reda veliko O od ¢”. U drugom slucaju kazemo kako je
funkcija f asimptotski zanemariva spram funkcije g kada x — ¢, odnosno da je “f
reda malo 0 od g”. Sve ove definicije moZemo jednostavno poop¢iti i na kompleksne
funkcije.

Primjetimo, ako je g(x) # 0 za sve x € Q — {x0}, tada je f(x) = o(g(z)) kada
x — x akko je

I f(2)/g(z) =0

Otigledno, f(z) = o(g(x)) povlaci f(x) = O(g(z)), ali obrat opéenito ne vrijedi.

Primjeri:

111
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x za polinom f(z) = 6x* — 223 + 5 vrijedi f(z) = O(z*) kada  — oo, ali
f(z) # o(z*) kada z — o00; naime, za sve x > 2 vrijedi
()] < 6lz[* + 2[2]* + 5 < 13J[*

ali

lim M:6740

z—oo x4

* za Taylorov razvoj analiticke funkcije f vrijedi

N )y
f(x) _ Z f (| 0) ("IJ o I,O)n 4 O((SC _ xO)N+1)
n=0 :

n
Primjerice, sin(z) = = + O(2?) kada x — 0.
* za svakin € Nvrijedi e™® = o(z") kada z — oo, te e™® = O(1) kadaz — 0

* za svaki € > 0 vrijedi Inz = o(z¢) kada z — o0

Problemi s oznakom. Jednakost kod f(z) = O(g(z)) i f(z) = o(g(x)) nije tran-
zitivna. Na primjer, z = O(z?) i 22 = O(2?) kada z — oo, ali z # 22 (osim
specijalno za & = 0, 1). Stoga bi preciznije bilo koristiti zapis poput f(x) € O(g(x))
i f(x) € o(g(x)).

Teorem 3.2. Neka svojstva:

« o(f) € O(f)
- 0(0(f)) € O(/)
» O(0(f)),0(0(f)), o(o(f)) € o(f)

A+B={f+g|feAgec B}
AB={fg|f€ A g€ B}

Nadalje, ako je fi = O(g1) i fo = O(g2), tada je fi + fo = O(|g1| + |g2]), te
fifa = O(g192).
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§ 3.2 Divergiranje nije nuzno lose

Zanima nas da li su divergentni redovi potpuno beskorisni ili se neki njihov (pocetni)
dio moze upotrijebiti za aproksimaciju dane funkcije. Ideja potjece od Poincaréa koji
je ovaj koncept uveo u kontekstu problema u klasi¢noj mehanici (H.Poincaré, Sur les
intégrales irréguliéres des équations linéaires Acta Math., 8 (1886) 295-344). Motivacij-
ski primjer: Leonhard Euler je promatrao funkciju

f(z) = in!(—m)" =1—z+22%—62°+... (3.1)

n=0

Oc¢igledno, ovaj red divergira za sve x # 0, pa se na prvu ruku ¢ini potpuno beskoris-
nim. Medutim, Euler se posluzio heuristickim argumentom primjetivsi kako funkcija
f formalno zadovoljava linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu prvog reda

f=1—az(f) (3.2)

Uobicajenim postupkom dobivamo opce rjesenje oblika

el/m T e—l/s
f(z) = (A —|—/ ds) , A =konst.
0

T s
Koristenjem supstitucije t = s~1 — x~! imamo
1/x 00 —t
e e
r)=A dt
/(@) x +/0 1+tx

Rjesenje s poetnim uvjetom f(0) = 1 (odnosno A = 0) dano je integralom

o0 e—t
f(x):/o T (3.3)

Ovo je dobro definirana, analiticka funkcija za sve > 0. U ¢emu je “kvaka”? Ako
radimo razvoj pod integralom dobivamo

e o] e—t e} o0 e <]
dt = -t —tz)"dt = (=)™
/0 g /0 e ngo( x) nzzon (—x)

$to naizgled odgovara redu (3.1), ali je postupak pogresan jer upotrebljen razvoj funk-
cije (1 — tx)~! konvergira za |tz| < 1, a mi vriimo integraciju na intervalu koji se
proteze do t = oco. Ovo nam ujedno baca svjetlo na uzrok divergentnog ponasanja
reda s kojim smo poceli razmatranje.

Pa ipak, ako je x dovoljno mali, ¢lanovi u sumi (3.1) padaju dovoljno brzo, pa neki
konac¢ni dio reda ipak moze dati dovoljno dobru aproksimaciju funkcije f definirane
integralom u (3.3). Promotrimo prvih N ¢lanova,

[

1
1+

N—
== > (—ta)" + Ry (tz) (3.4)

n=0
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i procjenimo veli¢inu ostatka R(y)(tx). Za pocetak, koristeci izraz za sumu geome-
trijskog reda, imamo

1 (—tx)N -1  (—tx)V

Ry (ta) = - -
() = = 1tz

Uvrstavanjem ovog razvoja u integral (3.3), formalno imamo

flx)= (Z n!(—x)”) + /OOo e "Ry (te) dt

n=0

Veli¢ina drugog ¢lana odreduje pogresku prilikom aproksimacije funkcije f konac-
nom sumom u prvom ¢lanu. Tvrdimo kako je (za fiksni N)

[o'e) OOtNe—t
- te)dt = (— N/ dt = O(z") kad
/0 e "Ry (tx) (—x)  Tri O(z") kada z—0

Naime,

[ee] tNe_t e e] tNe_t e e]
lim dt = / lim dt = / tNe7tdt = N!
z—0 J, 1+tx o =0 1+tx 0

Stoga,
N-1
fz) = <Z n!(—x)") +0(z") kada = —0
n=0
odnosno
N-1
flz) = (Z n!(—x)") +o(zV"1Y) kada x—0
n=0
Preostaje osjetljivo pitanje optimalne duljine parcijalnog reda s kojim aproksimiramo
promatranu funkciju. U nasem slu¢aju ostatak je priblizno reda N'z%, dok je posljed-
nji ¢lan u sumi reda (N — 1)!zV =1, To znaéi kako ée procjenjena pogreska biti veéa
od posljednjeg pribrojenog ¢lana onda kada je N > 1/x. Drugim rije¢ima, za dani x
optimalan broj ¢lanova reda dan je s Nyax =~ 1/2.

§ 3.3 Asimptotski razvoji

Definicija 3.3. Neka je O C R otvoren skup, te (¢y,),, niz funkcija ¢, : O — R,
takvih da je ¢, (x) # 0 za sve x € O. Kazemo da je (¢,,) asimptotski niz funkcija
oko a € O ako za svakin € N vrijedi

Pn+1(2) = o(dn (@) (3.5)

kada x — a.
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Definicija 3.4. Neka je O C R otvoren skup, te (¢,,) asimptotski niz funkcija
on : O — R. Asimptotski razvoj funkcije f : S - Rzax — a € S je formalna
(konvergentna ili divergentna) suma ), a,¢,(z) s konstantama a,, € R, takva da
za sve N € N vrijedi

f@) =" ann(z) + o(¢n () (3.6)

kada z — a. Ako funkcija f posjeduje asimptotski razvoj, tada pisemo
f@) ~ ) angn(z)
n

i kazemo da je funkcija f asimptotski jednaka navedenom redu.

Moguce su razliite situacije: asimptotski red moze konvergirati k funkciji f, moze
konvergirati k nekoj drugoj funkciji g # f ili moze divergirati.

Promotrimo sada razvoj integrala oblika

b
I(z) = / e O g(t) dt (3.7)

gdje je x > 0. Sto je x veéi broj, to u ukupnoj vrijednosti gornjeg integrala vise
doprinosi oni dijelovi podintegralne funkcije koji su u okolini globalnog minimuma
funkcije f. Zanimljiva su dva slucaja, onda kada funkcija f ima globalni minimum na
rubovima integracijskog intervala, te onda kada je globalni minimum negdje unutar
otvorenog intervala (a, b).

Lema 3.5. (Watson) NekajeS C R if:S — R funkcija takva da vrijedi

a) f(z) = 0(e*®) kada x — oo za neku konstantu a € R, te

b) postoji monotono rastuci niz realnih konstanti (v, )n, gdje je g > —1, takav

da vrijedi
flx) ~ Z cnx® kada = — 0"
n=0
Tada je
Y e = enl(an + 1)
I(z) = /O =T £ () dt ~ ; e (3.9)
kada v — oc.

DokAz : Iz pretpostavke a) slijedi kako postoje konstante K, M > 0, takve daje | f(¢)| < Ke*
za sve t > M. Podjelimo stoga integral I(x) na sljede¢i naéin,

M )
[(x):/o e () dt+/M e f(t)dt = I (2) + Lo(x)
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Tada je

oo K _

_ e (z—a)M :0(6 z]W)
M a—x

|I2(x)| S/ €7It|f(t)|dt < L pla—a)t
M

Tr—a

kada x — oo (kod izvrjednjavanja integrala smo iskoristili nejednakost > a). Nadalje, po
pretpostavci b) za svaki N € N vrijedi

N
FO =3 ent™ + gu(t)
n=0

gdje je gn (t) = o(t*N) kada t — 07, pa integral I1 (x) moZemo rastaviti prema
M
0

N M
Ii(z) = Z cn/ t* et dt + / gn (t)e ™ dt
n=0 0

Kako za svaki M > 0 postoji b > 0, takav da za sve t > M vrijedi t*" < Me®, koristeéi
nejednakost koju smo ve¢ dokazali za integral I3 (z), imamo

M ¢S] o
_ _ _ I'(an +1 _
/ t*me ”dt:/ t*re ”dt—/ t*me ”dt:M—l—o(e “M
0 0 pLY

/ T%n +1
Preostaje jo§ dokazati

F(OzN + 1)

mQN+1

M
/ gn(t)e ™ dt = o(yn) , v =
0
O
Minimum na rubu intervala. Pretpostavimo bez smanjenja opéenitosti kako je
globalni minimum u ¢ = a = 0. U razmatranju ¢emo se ograniciti na slucaj kada

je f(0) # 0, odnosno f'(0) > 0. U vrijednosti integrala dominira doprinos unutar
intervala [0, 27!] i ovdje razvijamo funkcije f i g,

f(t) = f(0) + f'(0)t + % O E T

g(t) = g(0) +¢'(0)t + %g”(o)t2 +...

eI Z =n O =f Ot g (_ Z xf(”:(o) tn) _
n.

n=2

_ el (0)—zf (O}t (1 _ xf;(o) 2 xf;(o) B4 )

b

I(z) = e 27O / e~ (O (co+cit+eot®+...)dt
0

gdje koeficijente ratunamo mnoZenjem razvoja gornje eksponencijalne funkcije i fun-

kcije g. Zamjena gornje granice b s 0o uz veliki x unosi eksponencijalno potisnutu

pogresku u rezultat. Na kraju, koriste¢i Watsonovu lemu, integriramo dobiveni razvoj

¢lan po ¢lan. Koristeci

0 |
/ the M dt = AZJ'A (3.9)
0
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imamo 1) n' )
I(x) ~ T < co + Z n ) (3.10)

Napomena: slu¢aj f'(0) = 0 zahtijeva zasebno razmatranje.

Primjer: eror funkcija i komplementarna eror funkcija,

erf(z f/ e ds (3.11)

erfc(z) =1 —erf(x \/>/ e ds (3.12)

Zamjena varijable, t = (s/x)? — 1

erfe(z) =

-t e

Ovdje je f(t) = ¢ (na intervalu [0, c0) ima globalni minimum u ¢ = 0), te g(t) =
1/4/1 + t. Koristeéi razvoj funkcije g oko t = 0,

= (2n— D
V1 g 27n/!

iintegral

o n —x2t - n'
/0 t"e dt = A1)
dobivamo asimptotski razvoj
(2n —1)!
G*Z wwz):
e

Y SO U T N (3.13)
N 202 Azt 826 0 T '

Minimum unutar intervala. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavljamo kako je
minimum u ¢ = 0 (gdje je 0 € {a, b)). Kako je f'(0) = 0 imamo

+ Z fn('O) tn , f//(o) >0
n=2 :

erfe(x) ~

n=0
b 4 2
I(z) = e~ / e~ O /2 (¢o 4ot 4 cpt? +... ) dt

Zamjene a — —oo i b — 0o uz veliki x unose eksponencijalno potisnutu gresku u
rezultat. Koriste¢i

O nga gy _ D@0t 1)/2) 7 @2n -1
- \(2n+1)/2 - A (2)\)n

— 00
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+oo 5
/ t2n+le—)\t dt=0

oo

N0 @/ ()"

Napomena: slu¢aj f”/(0) = 0 zahtijeva zasebno razmatranje.

n=1

1)~ vEr (Co + i Bl cQ”) (3.14)

Primjer: Stirlingova formula.

F(x—l—l):/ sme_stZ/ e~stens gg
0 0

Koristimo zamjenu varijable s = (¢ 4+ 1)z, kako bismo u eksponentu dobili argument
oblika x puta neka funkcija,

F(I + 1) — grtly—x /OO 6,z(t71n(t+1)) dt
-1

Globalni minimum funkcije f(¢t) =t — In(t 4+ 1) je f(0) = 0uz f”(0) = 1.

=y

n

—of(t) _ o—at?/2( ¢ (§t3_ft4 Tys _ L ue )
e e <+ 3 1 +5 6 +.o0 )+

1 (22 z? x?
— (S B By
+2!<32 +42 + 3-5 + )+

1 (23 9 x3 10 1 [z* 12
— | =t" -3 =1 — [ =1
+3! (33 332~4 + + 41\ 34 + +

Koristeci integrale
/+OO t2n67%t2 dt: QI (277,71)”
o V z xm

+oo 2
/ 2 tle= 3t gt =0

— 00

imamo asimptotski razvoj

1 1
r 1) ~x%e™"V2 1+ —+—=+... 3.15
(x+1) ~z%e "V mc( + 150 T ogez T ) (3.15)

U najnizoj aproksimaciji,

Zadatak: izracunajte srednju vrijednost funkcije sin'’’(z) na intervalu [0, 27].
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Obicne diferencijalne
jednadzbe

Fizikalne pojave su opisane funkcijama koje nam govore kako se opservable mijenjaju
u vremenu, prostoru i s obzirom na neke druge parametre promatranog sustava. To
znaci da ¢e jednadzbe kojima ¢e biti povezane takve funkcije i njihove promjene re-
dovito sadrzavati derivacije. JednadZbe u kojima se nepoznata funkcija ili funkcije
pojavljuju derivirano opcenito zovemo diferencijalnim jednadzbama. Na primjer,
F= dp =mv = mf
dt

Postoji mnogo nacina na koje mozemo podijeliti diferencijalne jednadzbe. Za poce-
tak, ako gledamo broj varijabli o kojima ovise nepoznate funkcije, tada diferencijalne
jednadzbe dijelimo na obic¢ne (kada se pojavljuju derivacije samo po jednoj varijabli)
i parcijalne (kada se pojavljuju parcijalne derivacije po vise varijabli). U ovom po-
glavlju ¢emo se baviti obi¢nim diferencijalnim jednadzbama, a parcijalne odgadamo
za kasnije poglavlje.

Ansatz je pogoden oblik rjeSenja nekog problema, konzistentan s poznatim ¢inje-
nicama ili pretpostavkama.

119
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§ 4.1 Klasifikacija ODJ

Definicija 4.1. Nekajen € N, Q C R"*2 otvoren skupi F' : ) — R nepre-
kidna funkcija. Obi¢na diferencijalna jednadzba (OD]J) n-tog reda je jednadzba
oblika

F(z,y(2),y (2),...,y™(x)) =0 (4.1)

Opce rjesenje OD] je familija svih onih funkcija y : I — R klase C", definiranih
na nekom intervalu I = (a,b) C R, koje za sve z € I zadovoljavaju

@ (z,y(@),y'(2),...,y™ () € D te
(b) jednadzbu (4.1).

Pocetni uvjeti OD]J su vrijednosti funkcije y i njenih derivacija u nekoj tocki zo €
I (“pocetnom trenutku”),

y®(zg)=ox, ke{0,1,...,n—1} (4.2)

Jednadzbu (4.1) s pocetnim uvjetima (4.2) zovemo Cauchyjeva zadaca. Partiku-
larno rjesenje je ¢lan opceg rjesenja koje zadovoljava zadane pocetne uvjete.

Napomena: sve ove definicije imaju prirodno poopcenje na kompleksne funkcije
zamjenom R — C. Po definiciji je red obi¢ne diferencijalne jednadzbe red najvise
derivacije u jednadzbi. Na primjer, jednadzbe

WP +5y=0, ¢ +y =0, y"+y -y=0
su, redom, 1., 2. i 3. reda. Kada Zelimo opisati viSe nepoznatih funkcija koje ovise o

jednoj varijabli, tada ¢emo opéenito imati sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

Komentar 4.2. Pogresno je ocekivati kako OD]J n-tog reda opéenito ima n linearno
nezavisnih rjesenja, a opCe rjeSenje je zadano pomocu n parametara. Imamo niz pro-
tuprimjera,

« ODJ 1. reda xy’ = 1 nema rjeSenja na intervalu koji obuhvaca totku z = 0
(formalno, rjesenje je y(z) = In|z| + C)

« ODJ 2. reda (y”)? + y? = 0 ima samo jedno rjesenje, y = 0 (jednadzba je suma
dvije pozitivno semidefinitne veli¢ine)

« ODJ 1.reda (y' — y)(y' — 2y) = 0 ima 2 linearno nezavisna rje$enja y; = Ce”
iyg = 6’2620[7

1l
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Komentar 4.3. Primjer

2
vy =2(y—1), 12 In(y—1)=2lnz+C
y=Az>+1
Ako zadamo pocetni uvjet y(0) = 1, nismo puno rekli jer sva rjesenja zadovoljavaju
taj uvjet! /!

Definicija 4.4. Za ODJ kaZemo da je linearna ako je oblika L, [y] = f, gdje je
L, linearni diferencijalni operator na prostoru funkcija,

qr dn—l

d
Py + An—1(x) -1 + -+ Ar(z) — + Ao(z)

L,=A
’ n(2) dx

Za diferencijalne jednadzbe koje nisu linearne kazemo da su nelinearne. Za li-
nearne ODJ oblika L[y] = 0 kazemo da su homogene diferencijalne jednadzbe.
Singularna tocka je ona u kojoj iS¢ezava funkcija uz vodecu derivaciju.

U daljnjoj diskusiji ¢emo pretpostaviti kako je linearni diferencijalni operator sve-
den na “standardni oblik”,
dar dn-1t d
Ly=—+an1(x) —— + -+ a1(x) — + ap(x
b= () T (@) = + ao(a)
a sa singularnim tockama ¢emo se posebno baviti. Na primjer, guSeni harmonicki
oscilator je opisan linearnim operatorom

d2 d
ho 2
Lt —7“24’21)7 +WO

Rjesenja homogenih linearnih ODJ zadovoljavaju tzv. princip superpozicije: ako su
y1 1 y2 rjesenja linearne ODJ L[y] = 0, tada je rjeSenje i svaka linearna kombinacija
ay1 + Bye s konstantnim koeficijentima «, 3 jer vrijedi

Llays + Bys] = aL[y1] + BL[y2] =0+ 0 =0

Svaki ¢lan opceg rjesenja linearne OD] je funkcija oblika y = ¥, + yp, gdje je y, ¢lan
opceg rjeSenja pripadne homogene OD]. Naime,

L[yp +yn] = L[yp} +Llynl = f+0=f

Obratno, ako je y rjesenje linearne ODJ, te y, neko njeno partikularno rjesenje, tada
vrijedi
Lly —yp] = Llyl = Llyyl = f = f =0

Drugim rije¢ima, y — y, je rjeSenje pripadne homogene OD]J.

Metode rjesavanja,
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« separacija varijabli kod nekih OD]J prvog reda, kada jednadzbu dovodimo u
oblik

fly)dy = g(x) d
odakle je integracija nacelno direktno izvediva, te je rjeSenje opcenito zadano
u implicitnom obliku.

« metoda varijacija konstanti (pronademo rjesenje pripadne homogene diferenci-
jalne jednadzbe, potom kao ansatz za partikularno rjesenje koristimo dobivenu
funkciju u kojoj su konstante “promovirane” u nove nepoznate funkcije koje
trazimo vra¢anjem u diferencijalnu jednadzbu)

« metoda neodredenih koeficijenata

+ Greenove funkcije (nehomogenost rastavimo kako superpoziciju strogo lokali-
ziranih smetnji, pa na kraju prointegriramo njihove doprinose; detalje iznosimo
u kasnijem zasebnom poglavlju)

« aproksimativne, numericke metode (njih ovdje ne¢emo obradivati)

Komentar 4.5. Svako “rjeSenje” dobiveno nekom metodom uvijek treba uvrstiti na-
trag u pocetnu jednadzbu i provjeriti rjesava li ono uistinu zadanu jednadzbu. Na

primjer, ako jednadzbu
Va2 —-3=5-3z

rje$imo uobiajenim postupkom kvadriranja dobit ¢emo z7 = 21 a9 = 7/4, ali ona
nisurjeSenja! Razlog tome je $to desna strana za ove x1 i x5 daje negativne vrijednosti,
dok je korijen po definiciji nenegativan. Geometrijski, hiperbola na lijevoj strani i
pravac na desnoj se sijeku ispod osi apscise. /!

Integralna krivulja ODJ prvog reda oblika

y =F(z,y), tga=F(xo,yo)

§4.2 Linearne OD]J prvog reda

Opcenita linearna ODJ prvog reda je oblika
A(2)y(2) + B(a)y(z) = C(a) (43)
Pretpostavimo A(x) # 0 i podijelimo s A(x)
y'(@) + f@)y(x) = g(x) (4.4)

Pronadi ¢emo rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe yy, (x), potom jedno parti-
kularno rjesenje y,(x), odakle ¢emo imati ukupno rjesenje y(z). Rjesenje homogene,

y'(z) + flx)y(z) =0 (4.5)
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Yoy
Y
Integriranjem
Iny(a) ~ny(eo) =~ [ f(5)ds
i) = aesp (= [ sis)as) (46)

Partikularno: metodom varijacije konstante

wio) = Awyex (- [ fas) @7)

y/—i—fy:(A/—Af)e_ff-‘rfAe_ff:A/e_ff:g
A =gelt

Integriranjem dobivamo

Aw) = | ds g(s) exp ( / :f(a)do> (45)

Odavde imamo

vo) = (a+ [ asatsyeo ( [ foyia) e (- [ s)as)

Kako je y(xg) = A, mozemo ukupno rjeSenje zapisati u obliku
y(x) = (y(xo) +/ dsg(s)exp </ do f(a))) exp <—/ ds f(s)> (4.9)

Komentar 4.6. Neki autori pisu ovo formalno rjesenje izostavljajuci donju granicu
u integralima, xg. Oznacimo li s F' primitivnu funkciju funkcije f, tad gornji izraz
mozemo zapisati u obliku

y(z) = (y(wo) —|—/ dsg(s) eF(S)—F(Io)> eF(@o)—F(z) _
zo

= (y(CEO)eF(IU) +/ dsg(s) eF(S)) o~ F@) —

Zo

_ (B n /x ds g(s) el 7 f(o)) o I ds £(3)

Iz ovog zapisa je jasno kako promjena donje granice (z() u integralima, samo mijenja
slobodnu konstantu B u kona¢nom rjesenju. /!

Primjer: R-L krug
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1t
1(t) = e Bt/ L (Io + f/ E(S)eRS/L ds)
0

Jednom kada smo dobili rjesenje ODJ, moZemo se pitati koliko je to rjesenje je-
dinstveno? Primjer nelinearne OD] prvog reda kada to nije slucaj,

y'(x) =y*%, y(0)=0 (4.10)

ima dva rjeSenja,

yi(z) =0, ya(z) = (¢/3)°

Definicija 4.7. Neka je {2 C R otvoren skup. Kazemo da je funkcija f : & — R

« globalno Lipschitzova ako postoji konstanta K > 0, takav da za sve
1,29 € Q vrijedi

|f(z2) — f(z1)| < K|z — 71|

« lokalno Lipschitzova u tocki a € 2 ako postoji otvorena kugla B(a,r) C
Q i konstanta K (a) > 0, takav da za sve x1,z2 € B(a,r) vrijedi

|f(z2) — f(z1)| < K(a)|z2 — 21

Za funkciju f kazemo da je lokalno Lipschitzova ako je lokalno Lipschit-
zova u svakoj tocki skupa 2.

Iz definicije odmah vidimo da je globalno Lipschitzova funkcija nuzno i lokalno Lip-
schitzova, ali obrat ne mora nuzno vrijediti (uskoro ¢emo vidjeti primjere). Slikovito,
Lipschitzove funkcije imaju “ogranicen rast”.

Teorem 4.8. Ako je funkcija klase C*, tada je nuzno lokalno Lipschitzova. Ako je
funkecija lokalno Lipschitzova, tada je nuzno klase C°.

DoKAZ : Pretpostavimo da je f : @ — R funkcija klase C'*. Promotrimo to¢ku a i otvorenu
kuglu B(a,r) = (a —r,a+ 1) C Q,takvudaje I = [a—r,a+7] C Q. Prema Lagrangeovom
teoremu srednje vrijednosti za svaki par totaka x1, 2 € B(a,r) takvih da je 2 > x1 postoji
¢ € (x1,x2) sa svojstvom

f(xa) = f(x1) + f'(c) (w2 — x1)

paje
|[f(@2) = fa)| = |f'(0)] - |22 — 21| < K(a)|az — 21
gdje je
K = max|f'(z)] < o0
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Naime, derivacija f’ je po pretpostavci neprekidna funkcija, a kako je I kompaktan skup, njene
vrijednosti su na njemu omedene odozgo. Dakle, funkcija f je lokalno Lipschitzova u proizvolj-
noj tocki skupa €2.

Pretpostavimo da je funkcija lokalno Lipschitzova u tocki a € €. Tada postoji otvorena
kugla B(a,r) = (a — ,a + r), takva da za sve 1, z2 € B(a,r) vrijedi

[f(x2) = f(z1)| < K(a)|xs — 21
To znaci da za svaki € > 0 moZemo odabrati § = ¢/ K (a), tako da |x2 — x1| < J povlaci
[f(x2) = f(z1)| < K(a)|ws — 21| < K(a)d = e

pa je funkcija f neprekidna na otvorenoj kugli B(a, 7). Kako ovo vrijedi za sve a € S, slijedi
da je f neprekidna na S. O

Primjeri:

« f(x) = |z je globalno Lipschitzova funkcija, ali nije klase C" (nije derivabilna
x = 0). Naime, koriste¢i nejednakost trokuta imamo

|f(22) — f21)| = ||wa| — |21 < |22 — 24
paje K = 1.

« g(x) = 22 je klase C' i stoga lokalno Lipschitzova, ali ipak nije globalno Lips-
chitzova funkcija. Naime,

l9(x2) — g(a1)| = |25 — af| = |22 + 1] - w2 — 71
Medutim, izraz |zo + 1| nije omeden odozgo za x1, x2 € R.

« h(z) = x2/3 je C, ali nije lokalno Lipschitzova na intervalu koji uklju¢uje
x = 0. Naime,

[h(x) = h(0)] = |2/* = 0] = 27 1/3] - |z — 0]

Medutim, izraz |2~ '/3| nije omeden odozgo kada x — 0.

Komentar 4.9. Jedan tehnicki detalj: ako je neka funkcija f lokalno Lipschitzova
na zatvorenom intervalu [a, b], tada je ona nuzno i globalno Lipschitzova na tom inter-
valu. Naime, za svaku to¢ku = € [a, b] postoji okolina O, i konstanta K (x) s obzirom
na koju funkcija f zadovoljava Lipschitzovo svojstvo. Familija otvorenih skupova
{O,} “prekriva” interval [a, b] (preciznije, njihova unija sadrzi [a, b]). Nadalje, zatvo-
ren interval je kompaktan, iz ¢ega slijedi kako je moguce odabrati kona¢no mnogo
skupova iz te familije, a onda medu njima pripadnim konstantama K (z) maksimalnu
Kiyax (ovu konstantu koristimo pri provjeri globalnog Lipschitzovog svojstva).  //

Shematski prikaz implikacija

¢! —— lok. Lips. —— (0©

|~

glob. Lips.
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Lema4.10. (Gronwall) Nekajel = [to,t1] CRig: I — R neprekidna funkcija.
Ako g zadovoljava nejednakost

t
0<g(t) <C+K | g(s)ds (4.11)

to

za svet € I ineke konstantne K > 0, C' > 0, tada vrijedi
0 < g(t) < CeXt=to0) (4.12)

za svet € I. Specijalno, ako je C' = 0, tada iz pretpostavki leme slijedi g(t) = 0 za
svet € I.

Doxkaz : Neka je
¢
G(t) = C'JrK/ g(s)ds
to
Tada po pretpostavci leme vrijedi 0 < g(t) < G(t) za sve ¢ € I. Nadalje, imamo
G/ (1) = Ko(t) < KG(1)
G'(t) — KG(t) <0
MnoZenjem s eiKt,
G't)e ' —KGt)e ' <0
(Gt)e ™) <0
Odavde slijedi
G(t)e ™" < G(to)e 10 = Ce Ko

odnosno
g(t) < G(t) < ceXit—to)

O

Ovdje ¢emo dokazati jedinstvenost ODJ prvog reda specifi¢nog oblika (koji uklju¢uje
sve linearne OD]J prvog reda).

Komentar 4.11. Kada za neku funkciju f(z,y) : Q@ — R kaZemo da je globalno
Lipschitzova po drugoj varijabli, eksplicitno to znaci da postoji pozitivna realna kons-
tanta K > 0, takva da za sve parove (z,y), (¢, 2) € Q vrijedi

[f(@,y) = flz,2)] < Ky — 2|

s fiksnim x, s napomenom kako je konstanta K ista za sve x. //

Teorem 4.12. (Jedinstvenost rjesenja ODJ prvog reda) Neka je 2 C R? otvo-
ren skup i f : Q — R neprekidna funkcija koja je lokalno Lipschitzova funkcija po
drugoj varijabli na segmentu [yo — a, Yo + a] za nekia > 0. Tada problem

y'(x) = f(z,y9), wy(xo) =1yo (4.13)

ima jedinstveno rjeSenje na nekom intervalu x € (xo — d, o + 9).
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Dokaz : Pretpostavimo da postoje dva rjeSenja ove OD]J s istim pocetnim uvjetom, y1 (z) i

y2(x). Tada za svako od njih vrijedi

yi(x):yo+/1f(s,yi(8))ds, i—1,2

Koriste¢i Lipschitzovo svojstvo iz pretpostavke teorema vidimo kako za svaki z > xo, takav da

suy1(s),y2(s) € [yo — a,yo + a] za sve s € [xo, z], vrijedi

1 () — ()| = / " w1(9) — Flspa(s)) ds| <
< / (531 (8)) — F(s,y2(s)] ds <

< / " Klyi(s) — yals)| ds

Upotrijebimo li sada Grénwallovu lemu 4.10 za funkciju g(z) = |y1(z) — y2(2)|, slijedi g(z) =

0. Slican argument se moZze upotrijebiti za x < xg.

§4.3 Linearne OD] viSeg reda

Promotrimo za pocetak linearnu ODJ drugog reda
A(z)y"(x) + B(x)y'(z) + C(x)y(z) = D(z)
Ogranicit ¢emo se na regularne tocke, A(z) # 0, pa dijeljenjem s A(z)
y"(x) + P(2)y'(x) + Qx)y(z) = R(x)
Koristenjem pomocnog operatora,

_4d
Cdx

pripadni linearni diferencijalni operator mozemo pisati u obliku

L=D?+P(z)D+ Q(x)

Wronskijan
Wirale = | 10 90 | = @) - ao)r o)
Promotrimo sada Wronskijan dva rjeSenja homogene ODJ
y'(x) + P(x)y'(z) + Qz)y(x) = 0

u 1ug, Wuy, us] = ujuy — ugu}. Derivacija Wronskijana je

aw
dx

!0 1 ! 1" " 1"
= ujuy + ujug — (uqu] + ugul) = uguy — uguy =

O

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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= uy (—Pub — Qug) — us(—Pu) — Quy) = —PW
Drugim rije¢ima, Wronskijan zadovoljava linearnu OD]J prvog reda,

ﬂ +PW =0 (4.19)
dx

Cije rjesenje znamo formalno zapisati (tzv. Abelov identitet),

x

W (z) = W (o) exp ( /x P(s) ds) (4.20)

0

Pretpostavimo da nam je poznato jedno rjesenje pripadne homogene diferenci-
jalne jednadzbe, u; (z). Tada moZemo dobiti i drugo linearno nezavisno rjeenje na
sljedeéi nacin,

d (ug\  uwiuy —uguy  Wiug, up)
de \uy ) u? u?
Integriranjem slijedi

cWis)

zo U1 (5)2

us(z) = (c + ds) ui (),

Pri ¢emu je C nebitna integracijska konstanta (na kraju rjesenje homogene OD] iona-
ko pisemo kao linearnu kombinaciju funkcija w1 i u2) pa mozemo radi jednostavnosti
zapisa odabrati C' = 0.

Pretpostavimo sada da su nam poznata oba rjeSenja pripadne homogene diferenci-
jalne jednadzbe, u; () 1 us(x). Metodom varijacije konstanti pretpostavljamo ansatz
za partikularno rjesenje oblika

y(x) = C1(x)ur (z) + Co(x)us(z) (4.21)

y' = Cluy + Cru) + Chug + Coul

Dodatni zahtjev,
Cluy + Chuy =0 (4.22)

Nadalje,
y" = Clu) + Cruf + Chuy + Couly
Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu dobivamo

Ciuy + Cruf + Chuly + Coul + P(Cruy + Caub) + Q(Cruy + Cousz) = R

(Cluy + Cyup) + C1Llua] + CaLlug] = R
Kako su uy iug po pretpostavci rjeSenja pripadne homogene diferencijalne jednadzbe,
slijedi
Ciuy + Chuy =R (4.23)
Rjesenje sustava jednadzbi (4.22) i (4.23) dano je s
U

Cl=——-"—R, Ch=———R
1 W[uhuﬂ 2
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Integriranjem slijedi

Ci(z) = — “V‘;Ez; R(s)ds, Ca(z)= ;‘Vlg R(s)ds  (4.24)

Ovdje je odabir donjih granica integrala irelevantan jer se njihovom promjenom samo
mijenjaju koeficijenti uz rjeSenja homogene diferencijalne jednadzbe. Time smo for-
malno pronasli ukupno rjesenje linearne OD]J drugog reda,

y(z) = Aur(z) + Buz(z) + C1(z)ur (z) + Ca(2)uz(2) (4.25)

gdje su A i B konstante koje valja odrediti iz po¢etnih uvjeta. Zanimljivo je uoditi
kako je dovoljno poznavanje samo jednog rjesenja pripadne homogene diferencijalne
jednadzbe kako bismo pronasli ostatak ukupnog rjesenja!

Sada ¢emo razmotriti linearne OD] opéenitog viSeg reda. Wronskijan skupa funk-

cija {f1,..., fn} je definiran determinantom
fi(x) folw) o @)
Wf1,..., fal(z) = : : : (4.26)
O S O I )

Gore opisan postupak, metodu varijacije konstanti primjenjenu na rjesavanje neho-
mogene ODJ 2. reda, mozemo poopc¢iti na ODJ opcenitog n-tog reda.

Liyl=f, L=D"+an D" '+ 4a1D+ag

Neka su {u1, ..., uy} rjesenja pripadne homogene ODJ, L[u;| = 0. Potrazimo rjese-
nje nehomogene OD]J u obliku ansatza

n

y(@) =) Ci(z)ui(x)

=1

s nekim funkcijama C; () koje trebamo pronaéi. Imamo redom

(Clu; + Ciu}) ,  pretpostavimo: Z Clu; =0

i=1

c:\
Il
H'M:
I,

Z Clu; 4+ Cjull), pretpostavimo: Z Clu; =0
P i=1
itd.

y b = Z(Cl{ugn_m + C’iugn_l)) ,  pretpostavimo: Z C;uE”‘Q) =0

i=1 i=1

n

) = 3 4 Cod®)

i=1
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Upotrebom ovih izraza dobivamo

f=Lly = Z CyL[u;] + Z Cl(ul(‘nfl) _ Z Céul(-"fl)
i=1 i=1 i=1
Sve skupa, imamo linearni sustav
uy U Un Cy 0
uy U uy, c 0
ugnfl) gnfl) ’Elnfl) o4 f
s rjeSenjima
ur o w1 00w e U,
1
C = — : : : =
' w (71,.—1) (n'—l) . (n.—l) (71,.—1)
ul e ul—l f u'L+1 e un
U1 T Ui—1 Ui+1 T Un
= (-t % : : : :
u§n72) o u’E'riI2) UEZIQ) o u1(1n72)
gdjeje W = Wluy, ..., up]. Odavde integriranjem dobivamo formalan izraz za funk-
cije C;(x).

U narednim teoremima ¢emo ispitati neka vaznija svojstva Wronskijana, te poop-
¢iti formulu (4.20).

Teorem 4.13.  Ako su funkcije {f1, ..., fn} klase C" ! linearno zavisne na inter-
valul C R, tada je W (z) =0 zasvex € I.

Doxkaz : Po pretpostavci su funkcije { f1, ..., fn} linearno zavisne na intervalu I pa postoje
konstante {ci,. .., ¢y} medu kojima je barem jedna razli¢ita od nula (moZemo bez smanjenja
opéenitosti pretpostaviti ¢; # 0), takve da je

cifi(x) +--+enfalz) =0

za sve € I. Dijeljenjem s ¢ imamo alternativni zapis
"¢
- _ Ck
fil@) = =3 = (@) .
k=2
Uzastopnim deriviranjem dobivamo analognu vezu medu visim derivacijama,
l " CkLa
() :_ZE D)y, 1e{l,....,n—1}
k=2

pa je prvi stupac u W linearna kombinacija ostalih stupaca u W, odakle slijedi W (z) = 0 za
svex € I. O

Kao posljedicu teorema imamo jedan test linearne nezavisnosti funkcija: dovoljno
je provjeriti da na promatranom intervalu Wronskijan ne i$¢ezava. Medutim, obrat
teorema opcenito ne vrijedi: ako je Wronskijan identicki nula, promatrane funkcije
ne moraju biti linearno zavisne. Promotrimo dva naredna primjera:
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a) (Peanov primjer) funkcije f(r) = 22 i g(x) = x|x| su linearno nezavisne na

svakoj okolini tocke = = 0, te vrijedi

2
Wil =| 5, s | =0

b) funkcije f1, fo, f3: [ = [-1,1] = R, fi(z) =3+ 2?,

_ 1+2%, 2<0 _J 1, z <0
fQ(x)_{l, x>0 f3($)_{1+x3, x>0

imaju W{f1, fa, f3](x) = 0 za sve « € I, ali su linearno nezavisne funkcije na

intervalu I.

Poanta je u tome kako ne postoji takva ODJ kojoj bi promatrane funkcije bile rjeSenja
(uskoro ¢emo vidjeti zasto je to presudno).

Teorem 4.14. Neka su {y1, ..., yn} rjeSenja jednadzbe

Y (&) + an_1(2)y™ V(@) + -+ aog(z)y(z) =0 (4.27)
gdje su ay(x) neprekidne na I C R, te W = W{y1, ..., yn| pripadni Wronskijan.
Tada za sve x € I vrijedi

Wi(z) = W(zo) exp (— /

’ an—1(8) ds) (4.28)

[¢]

Dokaz : Deriviranje determinanti,

’

Fo0 = (fh—ghY = Fh4 K — ('h - gh) = (F'k— g'h) + (SR — gh') =
/ / ! /
IR IR RInEeY
i analogno za matrice veceg reda. Promotrimo sada Wronskijan
vl . Un Y1 o Yn
) Vi e U v - Un
Wi(x) = . ) + . . +..
yin—l) o y%n—l) y%n—l) o y;n—l)
Y1 . Yn
/ /
U1 s Yn
S :
y£n72) o ygbn72)
yi™ yi”

Primjetimo prvo kako svi ¢lanovi osim posljednjeg is¢ezavaju. Nadalje, derivacije funkcija u
posljednjem redu preostalog ¢lana moZemo zapisati pomocu pripadne diferencijalne jednadzbe,

u = —an oy Y —an oy = — aoyk
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Dobivenu determinantu moZemo rastaviti narednim postupkom: ozna¢imo li s A;; minoru pro-
matrane matrice (determinantu matrice koja se dobije izbacivanjem i-tog retka i j-tog stupca)
pomnozenu s pripadnim faktorom (—1)**7, tada opéenito imamo

ozl + Py aziz+ By ... oZin + BYin
221 Z22 e Z2n
Znl Zn?2 . Znn

= (az11 + Byi1)A11 + (az12 + Byi2) A1z + - - + (aZ1n + BYin)A1n =
=a(z11A11 + -+ 21 A1) + BW11A11 + - + Y1nA1n) =

i1 ... Tin Y11 cee Yin
Z21 . Z2n 221 . Z2n
Znl . Znn Zn1 . Znn
Stoga,
y]_ e yn y1 e yn
Yio e Yn Yi - Yn
W’ = —Qn-1 — Qnp—2 — ...
n—2 n—2 n—2 n—2
I e I
n—1 n—1 n—2 n—2
v Y R S

Medu ovim ¢lanovima i$¢ezavaju svi osim prvog (svi ostali sadrze barem dva jednaka reda), pa
je
W'(z) = —an—1(z)W(x)

Ovo je linearna ODJ prvog reda i njeno rjeSenje znamo formalno zapisati,

W (z) = W (z0) exp (f / an—1(5) ds>

0

Odavde vidimo kako je Wronskijan ili svugdje ili nigdje jednak nula. O

Naredni teorem navodimo bez dokaza.

Teorem 4.15. (Egzistencija i jedinstvenost rjesenja linearne ODJ viseg
reda) Neka jen € N, te {ag,...,an—1, R} skup neprekidnih funkcija na intervalu
I = [a,b] C R. Linearna OD7 reda n oblika
¥ 4 an 1y 4+t +ay =R (4.29)
s pocetnim uvjetima
y(@o) =70, ¥' (o) =71, - » ¥ (@) = Y1 (4.30)

ima rjeSenje i ono je jedinstveno.
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Teorem 4.16. Skup rjesenja linearne homogene ODJ n-tog reda, Ciji su koeficijenti
neprekidne funkcije, ¢ini vektorski prostor dimenzijen s operacijama zbrajanja i mno-
Zenja konstantnim funkcijama.

Dokaz : Skica. Koristeéi egzistenciju rjeSenja upotrijebimo skup rjesenja {e1, ..., e, } koja
zadovoljavaju specijalne pocetne uvjete u xo,

er(zo) -+ en(wo)
. . :]l
ef" Vwo) - el (wo)

Kako Wronskijan ne is¢ezava barem u jednoj tocki,
Wilei,...,en](z0) =1
posrijedi je linearno nezavisan skup n funkcija koje su rjeenja promatrane ODJ. Sada ¢emo

dokazati kako skup funkcija {e1,...,e,} ¢ini bazu svih rjesenja promatrane OD]J. Neka je
y(z) proizvoljno rjeSenje promatrane OD]J. Tada je rjeSenje i linearna kombinacija

9() = y(wo)er () + 3 (wo)ez(x) + - +y "V (wo)en ()
Zbog svojstava funkcija {ex } vrijedi
g(w0) =y(wo), ¢'(wo) =y/(w0), ., " V(wo) =y" (o)
Dakle, funkcije y i g su obje rjeSenja iste OD]J s istim po¢etnim uvjetima, pa zbog jedinstvenosti

rjesenja slijedi y(z) = g(x) usvim totkama = € I. Odave slijedi kako je svako rjesenje moguce
prikazati na jedinstven nacin kao linearnu kombinaciju funkcija {ex }. O

Sada moZzemo prokomentirati obrat ranije tvrdnje o Wronskijanu. Neka su

{v1,.. - yn}

rjesenja ODJ (4.27) i
W[ylv DR 7yn]('r0) =0

Neka su {cy, ..., ¢, } konstante zadane sustavom,
y1(zo) Yn (o) c1 0
y1 (o) Yn (o) c2 0
W) o @) )\ e 0

koji ima netrivijalno rjeSenje (determinanta sustava je jednaka Wronskijanu, koji je
po pretpostavci jednak nula). Funkcija

y(.]?) = Clyl(‘r) + -+ Cnyn(x)
je rjeSenje iste OD]J, koje zadovoljava pocetne uvjete definirane gornjim sustavom,

y(wo) =y (z0) = -+ =y V(x0) =0



PoGgLavijE 4. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE 134

Medutim, mi ve¢ znamo kako trivijalna funkcija §(x) = 0 zadovoljava istu ODJ (4.27)
i iste pocetne uvjete, pa je prema teoremu o jedinstvenosti y(z) = g(z) = 0 za sve
x € I. Ovo povlaéi kako je za sve x € [

61y1($) +oF Cnyn(m) =0

za neki netrivijalan skup koeficijenata {c1, ..., ¢, }, pa su funkcije {y1, ..., yn } line-
arno zavisne na intervalu I.

Homogena OD]J viseg reda s konstantnim koeficijentima. Promotrimo jed-
nostavan slucaj kada su sve funkcije a; u ODJ konstante,

dn dqn— 1

L + bt
=—4ap1——+-+a— +a
dzm Vdgn—1 Vdz 0

odnosno
L=D"+4a, D" '+ 4a1D+ ag

Recept: rjesavamo pripadnu karakteristicnu jednadzbu,
A"+ ap NP+t adtag=0

Pretpostavimo da su rjeSenja ove jednadzbe kompleksni brojevi {A1,..., A} s pri-
padnim kratnostima {my, ..., m,}. Tada je jednadzbu moguce faktorizirati,

A=2A)™A=A)™ (A= A\)™ =0, Y mj=n
j=1

Primjetimo, ovo ujedno povlaci
L=(D-X)"™---(D—=X\)""

Usputna napomena: primjetite zasto je bilo potrebno pretpostaviti kako su koeficijenti
u ODJ konstantni! Time je pocetni problem “faktoriziran” na elementarne probleme
oblika

(D—=XN"y(x)=0

Promotrimo funkciju oblika 2Pe**, gdje je p € Ny. Imamo
(D — )\)mpem = px”flem +AaxPer — \pPe = pxpfle”
Dakle, dok god je p < m vrijedit ¢e
(.D _ )\)mxpe)\w -0
Prema tome, imamo skup rjesenja oblika
{er xe®, ... am 1M

To znaci da u naSem orginalnom problemu svakom korjenu karakteristi¢ne jednadzbe
A; kratnosti m; moZemo pridruziti skup rjesenja oblika

{eri® geri® . pmilehi) (4.31)
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Jesu li sve te funkcije linearno nezavisne? Promotrimo za zagrijavanje skup funkcija
{e®,e?*, 1e?*} i linearnu kombinaciju

c1€” + 2% + c3ze®® =0

za koju pretpostavljamo kako vrijedi u svim tockama domene. Ako sada na ovu jed-
nadzbu djelujemo s operatorom (D — 1)(D — 2) prva dva ¢lana propadnu i preostane
nam

c3e?® =0

odakle slijedi c¢s = 0. Iskoristimo li ovu informaciju u pocetnoj jednadzbi dobivamo
c16” 4 c9e®® =0

Sada djelujemo s operatorom (D — 1), ¢ime propadne prvi ¢lan, pa slijedi c; = 0
i kona¢no ¢; = 0. Time smo dokazali kako je promatrani skup funkcija linearno
nezavisan. Sada Zelimo poopéiti ovaj postupak na linearnu kombinaciju

r mj—l

Z Z Cip 2Pt =0 (4.32)

j=1 p=0
Uoc¢imo prvo
(D — \p)aPer2® = prP~ler2® 4 (\y — Ap)aPe?®
Djelujemo li s operatorom (samo smo izostavili jedan faktor (D — A,.) u operatoru L)
(D= X)™ (D = da)™ -+ (D = Apa)™ (D = A, )
na jednadzbu (4.32), dobivamo
Cran—1 (AL = Ap)™ (A2 = A)™2 -+ (Apmy — A)™ = (my — 1)l e =0

odakle slijedi ¢;;,,,—1 = 0. Zatim na jednadzbu (4.32) djelujemo s operatorom L
izostavljaju¢i dva faktora (D — A,.), odakle slijedi ¢, ,,,.—2 = 0, itd. Ovim postupkom
mozemo zakljuditi kako su sve konstante nula, c;, = 0, odnosno kako su promatrane
funkcije linearno nezavisne.
Neki primjeri:

« OD]J prvog reda

y'(z) +aoy(x) =0, ag = konst.
Adag=0 = A= —qg
Opce rjesenje je
y(x) = Ce™ "
« ODJ drugog reda
y"(z)+ a1y () + apy(z) =0, aog,a; = konst.

N4+ad+ao=0 = A\, )\

Imamo sljedece slucajeve:
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* A2 €ER A # Ay
y(x) = C1eM® 4 Coete®
* A2 €ER A =X
y(z) = Cr1eM® + CozeM®
* M=a+if, a=AN=a—i8,8#0
y(z) = Cle(a+i5)w + Cze(a—iﬁ)w _

= ™" (A cos(Bz) + Ay sin(Bz)) = Be™* sin(Bx + ¢)

Primjer: tjerano-guseni harmonic¢ki oscilator
i(t) + 203 (t) + wiz(t) = f(t)
Pretpostavimo da je b < wq. Karakteristi¢na jednadzba,

A+ 20\ +wi =0

A =—bxiy, y=/wi-—b

ur(t) = e P cos(yt), u(t) = e sin(yt)
uy(t) = (—beos(yt) —ysin(yt)) e ¥, uh(t) = (— bsin(yt) + ycos(t)) e~
W luy, uz)(t) = ye™ ™"
01(t) = _/t Mf(t’) dt' = —

~e—2bt’

/ " iyt ()

to

2

t _—bt /
Oy (t) = /t ™ cos(yt!) FEyar =1 / ot cos(yt') f(¢') At

fye_th/ v )i
p(t) = Cr(t)us (t) + Cat)us(t) =
= % /: eb(t’*t) ( COS('Yt/) sin(’yt) - Sin(fyt’) COS(’Yt))f(t') dt’ =
= l ' b(t' —t) o . "N o
5 /t e sin(y(t — ) f(t') dt

Ukupno rjesenje glasi

z(t) = e " (Acos(vt) + Bsin(yt)) + % /t D sin(y(t — ') f(£) A’ (4.33)

to
Pretpostavimo sada da je ty = 0, te pocetne uvjete 2(0) = z¢ i #(0) = vo. Odavde
odmah imamo A = z(0) = x(. Nadalje, valja uo¢iti kako je £,(0) = 0, pa imamo
Vo + biL’O

Y
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1 [t
awzamcmwwm+“””“$mw0+v/ew%%mmw4wﬂwm’
Y 0

Sli¢nim postupkom moZemo analizirati i slucajeve b > wy, kao i b = wy.

Dodatak: snizavanje reda jednadzbe. U nekim posebnim slucajevima ODJ viseg

reda
F(xﬂ y? y/7 AR 7y(n)) = 0

moZemo se posluziti nekim metodama snizavanja reda diferencijalne jednadzbe.

« ako F ne ovisi eksplicitno o z, F(y,%/, . ..,y™) = 0, supstitucijom

d d2 d d3 d2 dp\?
_dy y _dp Yy o9 p+p(p>’

M=% @ Py @@ P

dy
spustamo red jednadzbe s n nan — 1.

« ako F ne ovisi eksplicitno o y, F(x,y/,...,y™) = 0 ili opéenitije, ako F' ne
ovisi eksplicitno o y i prvih k derivacija y,

Fa,y™,y" 0,y ™) =0
supstitucijom p = y*) snizavamo red diferencijalne jednadzbe ...

« ako je F' homogena funkcija moZemo spustiti red diferencijalne jednadzbe sup-

stitucijom
y/
z==, yzexp(/zdx)
Y

§ 4.4 Frobeniusova metoda

Osnovna ideja je zapisati rjeSenje u obliku razvoja oko neke tocke.

Lema 4.17. ODJ prvog reda
u'(2) + p(z)u(z) =0 (4.34)

ima rjesenja oblika
u(z) = 22h(2), h(z) = thzk , h(0)=ho=1
k=0

akko funkcija p(z) ima najvise pol prvog reda u z = 0. U ovom slucaju je

A= —lim zp(z)

z—0
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DokaAz : Pretpostavimo da p ima najvise pol prvog reda u z = 0,
p(z) = %O +p1+p2zA...

Direktnim rjeSavanjem ...
u(z) = exp (—/ p(v)dv) :Aexp(—polnz—plz—...) =
E)

=AzPexp(—piz—...)
Konkretno, za A = 1 imamo hg = 1.

Obratno, iz © = 2™h dobivamo
’ u u .,y
=A—+—-h
v z + h

_ v A ()
p(z) = u(z) z  h(z)

Kako je po pretpostavci h(0) = 1, omjer i’ /h je konadan u z = 0, paslijedi da p(z) ima najvise

pol prvog redau z = 0. O

Promotrimo sada linearnu OD] drugog reda,
"+pu' +qu=0 (4.35)

Ako su oba koeficijenta, p(z) i ¢(z), analiticke na nekoj okolini tocke z, tada kazemo
da je zo regularna tocka diferencijalne jednadzbe. Ako u tocki zp funkcija p(z) ima
najvi$e pol prvog reda, a ¢(z) najviSe pol drugog reda, tada kazemo da diferencijalna
jednadzba ima regularni singularitet. Pretpostavimo da promatrana diferencijalna
jednadzba ima regularni singularitet u z = 0, pa koeficijenti imaju razvoje oblika

1 s
=2 p# . 4= 5 4 (4.36)
j=0 §=0

TraZzimo rjeSenje oblika
u(z) = 22h(z) = 2> Z hyz* (4.37)
k=0

gdje je A € C, h(z) je analiticka funkcija na nekoj okolini tocke z = 0, te vrijedi
h(0) = 1.

q(2)u(z) = 2~ 2z:qzjz:hkz f{m_3+k}_z>\2z gihm—j2"
m=0

7=0

p(2)u'(z) = 2272 ijzj Z(/\ + k) ={m=j+k} =

=0 k=0

oo m
_z/\_2zz A+m—j)pihm—;z™

m=0 j=0



139 § 4.4. Frobeniusova metoda

u'(z) =272 (A+m)A+m = 1)hyz"
m=0

Uvrstavanjem u ODJ, imamo uz 2z +*~2

A+ m)(A+m —1)h, + zm: (A +m—j)pj + ;) hm—j =0
§=0
Clanove s j = 0 iz sume moZemo udruZiti s ¢lanom prije sume,
(A +m)*+ (po — 1)(A+m) + qo) hn + i (N+m—=j)pj +qj)hm—j =0
j=1
Kako je hy = 1, ovo nam za m = 0 daje indicijalnu jednadzbu,

XN+ (po—DA+q =0 (4.38)

1
Mo =35 (1 —po \/M) (4.39)
Ovdje odabiremo konvenciju Re(A;) > Re(Az2). Uocimo kako je
(N +m)* + (po — D(Xi +m) + g0 =
= (A2 4 (po— DA + o) +m(2Ni + (po — 1) +m) =

=m (m ++/(pg—1)2 - 4%) =m(m=+ (A — A2))

gdje se gornji predznak odnosina A = A1, adonji predznak na A = A, sluéaj. Koristeci
ovo, u sluéaju A = Ay, za sve m > 0 dobivamo

m

1

B = —
()\1 — )\2 er)m

(M +m—)pj+ ) hm—j . (4.40)
=1

[

Kako je m € NiRe(A; — A2) > 0, ovo je dobro definiran izraz (nema dijeljenja s
nulom). Time smo formalno dobili prvo rjesenje promatrane diferencijalne jednadzbe,
s koeficijentima h,,, zadanima rekurzijom.

Nadalje, u slu¢aju A = Az, za sve m > 0 dobivamo

1

S S —
(A2 = A1 +m)m

> (ot m—=5)p; +¢) hm—; - (4.41)
j=1

Ovdje se moze pojaviti problem u slucaju kada je Ay — A2 = n € N, te kada imamo
m = n. Naime, tada su koeficijenti h,,, dobro definirani za 1 < m < n — 1, dok za

m = n imamo jednadzbu

0=> (A —4)pj +q;)hn;

1

n

J

Ako je posrijedi slucaj diferencijalne jednadzbe u kojem je ova jednakost zadovoljena,
tada je odabir konstante h,, proizvoljan (ova sloboda dolazi od slobode odabira line-
arne kombinacije linearno nezavisnih rjesenja u; i us), a preostale konstante h,,, za
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m > n su ponovno definirane rekurzijom. U protivnom (ako gornja jednakost nije
zadovoljena), ne postoji drugo rjesenje oblika 22 h(z).
U potrazi za drugim rjeSenjem posluzit ¢emo se metodom varijacije konstanti,
ua(2) = c(2)ui(2) = ¢(2)2* h(2) (4.42)
uh = cuy +euy, uhy =c"up +27u) + cuf
Uvrstavanjem u diferencijalnu jednadzbu imamo
"uy + 2 vy + cuf + p(cuy + cul) + geur =0

(uf + pul + qui)e + ud’ + (2u] + pur)d =0

u/
c”—|—<21+p) d=0
Ui

ui(2) = 2Mh(z), u)(z) = M2 h(z) + 2R (2) = (Al + h’(z)) u1(2)

"(z) + (2 % +2 }Z(f))

+ p(z)) d(z)=0 (4.43)

Ovo je linearna ODJ prvog reda za ¢'.

250 h(z) :07 ;l_rf(l)zp(z):po, >\1+)\2:1_p0

A n
11I%Z<21+2 (Z)+p(z)>—2)\1+po—)\1)\2+l
z z

o0
d(z) = 227Nt chzj , @ #0 (4.44)
=0

Integriranjem sume ¢lan po ¢lan (pod uvjetom kako je posrijedi uniformno konver-
gentan red) dobivamo sljedece slucajeve:

a) akoje A\ — Ao ¢ Ny

(o)
— N9 4.45
c(z) =z Z)\2_)\1+jz (4.45)
7=0
b) akoje A1 — Ao =n €Ny
o(z) = 22N Z )\2_7;14” 2 +ep,lnz (4.46)

J=0,j#n

U ovom sluéaju jo$ postoji moguénost da je ¢,, = 0, osim ako je n = 0. Naime,
u potonjem slu¢aju imamo

)=z eo+crz+...)

a kako je ¢p # 0, mora postojati logaritamski dio rjesenja.
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Formalni iskazi,

Teorem 4.18. Akojez = zg regularna tocka, tada je svako rjesenje jednadzbe (4.35)
analiticko u z = zy.

Teorem 4.19. (Fuchs) Ako je z = 2 regularni singularitet, tada je svako rjesenje
Jjednadzbe (4.35) ili a) analiticko na nekoj okolini tocke z ili b) posjeduje pol ili tocku
grananja logaritamskog tipa u tocki 2.

U ovoj analizi smo dobili oblik rjeSenja. Sada nas zanimaju prakti¢ni detalji u
postupku rjesavanja. Za pocetak valja napomenuti kako razmatranje razvoja oko z =
0 ne umanjuje opcenitost rasprave jer je suspstitucijom uvijek moguce dovesti razvoj
u ishodiste (s t = x — x ako je g # +00, odnosno s t = 1/x ako je zg = +00).
UvrsStavanjem ansatza

y(z,\) = Z an(N)z" A (4.47)
n=0
dobivamo rekurzijske jednadzbe za koeficijente a,,, medu kojima je najnizeg reda in-
dicijalna jednadzba, konkretno, kvadratna jednadzba oblika I(\) = 0.

Ako su rjesenja ove jednadzbe par kompleksno konjugiranih brojeva Ay = a=£if,
tada dva linearno nezavisna rjesenja diferencijalne jednadzbe dobivamo direktnim
uvrstavanjem Ay u (4.47). Na primjer, diferencijalna jednadzba

1"

2y +ay +y=0

ima indicijalnu jednadzbu I(\) = A2 4+ 1 = 0, $to daje Ao = i, a ostale rekurzije
daju a,, = 0 zan > 1. Dakle, opce rjeSenje je oblika

y(x) = Ax' + Bx~' = Aet'™™® 4+ Be 7T = cos(lnz) + Cy sin(Iln x)

Ako su rjeSenja indicijalne jednadzbe I(\) = 0 realni brojevi A; i As < A1, tada
prvo rjesenje dobivamo direktnim uvr$tavanjem A = A\ u (4.47),

o0
yi(z) = 2™ Z an(A1)x™
n=0
Drugo rjesenje ovisi o odnosu korijena Aj i Ag:

a) ako je \; — A2 ¢ Z, i drugo rjesenje se dobije direktnim uvrstavanjem A = Aq
u (4.47), odnosno

(@) = 2 ) an(Ap)a" (4.48)
n=0
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b) ako je A1 = Ao, tada je drugo rjeSenje oblika

(@) = yi(@) Inz + 272 Y by(Ag)z" (4.49)

n=0

te ga moZemo generirati pomoc¢u formule

dy(A, x)
= 4.
wale) = 52| (450)
Naime, u ovom sluc¢aju imamo
Lofy(z, )] ~ I(A) = (A = A1)?
0 0
Lo gy vAo)| = s (Laly@ )| =0
a n - n
i Z an(N)z" A = Z al, (Nz" A 4+ y(z, ) Inx
n=0 n=0
c) akoje A1 — A2 € N, tada je drugo rjesenje oblika
y2(x) = boyys (2) Inz + 22 Z bn(A2)z" (4.51)

n=0

Ovdje valja biti oprezan, i prvo ispitati rjeSenje dobiveno direktnim uvrstava-
njem A = Ay u (4.47); ako dobijemo drugo linearno nezavisno rjesenje, onda je
to y2(x) uz b_1 = 0. U protivnom koristimo formulu

) = o (O] (452)
Naime, u ovom sluc¢aju imamo
Laly(e, )] ~ TO) = (A= A)(A— A2)
Lo g (O =20 0)| | = (A= ML), ~
~ o5 (= 22)10) ]A:M = I(A2) + (A2 = A2)'(A2) = 0

Preostaje jo$ provjeriti kako ova formula uistinu opcenito daje traZeni oblik
drugog rjesenja ...
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§4.5 Hipergeometrijska diferencijalna
jednadzba

U nizu fizikalnih problema nailazimo na ODJ drugog reda koje pripadaju klasi dife-
rencijalnih jednadzbi zadanoj s tri parametra,

z(1—a)y"(z) + (c— (a+ b+ 1)z)y'(z) —aby(z) =0 (4.53)
Regularni singulariteti u 2 = 0, 1. Primjenom Frobeniusove metode,
(n+XN)(n+AX=1)+(a+b+1)(n+ )+ ab)a,—

—((n+Nm+A+1D) +c(n+A+1))apt =0

Indicijalna jednadzba
I()\):/\()\—l—i—c):O, AMp2=0,1-c¢c (4.54)
Rekurzija,
e (n+Nn+A+a+b)+ab (n+)\+a)(n+)\+b)a
s m+A+Dn+ArA+c) " m+A+D)n+r+c) "
(A+a)n(A+ D)y,
n = 4.55
T OT DL, (433)
o
A+a),(A+D)
N = agr S n ngn 4.56
Medu rjesenjima Ce se pojavljivati tzv. hipergeometrijska funkcija
(o)
n b e "
oF (a,b;¢x) = Z M r (4.57)

n=0

Sada prelazimo na analizu slucajeva (radi jednostavnosti zapisa biramo ag = 1). Ako
je ¢ ¢ Z, tada oba rjeSenja dobivamo direktim uvrstavanjem (u ovom sludaju je sve-
jedno koje rjesenje obiljezavamo kao “prvo”, a koje kao “drugo”), za A = 0

y1(z) = Z M " = oF1(a,b;c;x)

tezald=1-—c¢,

Z (a+1—-c¢c)p b—|—1—c)nxn
o (2—-¢)pn!

=2 F(a+1—cb+1—¢2—cr)

Ako je ¢ € Z tada razlikujemo naredne slucajeve,
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a) sluéaje>1: A1 =0, =1—c

Prvo rjesenje za A = Ay,
x) = Z (@)n(b)n 2" = oFy(a,b;c; )

Drugo rjeSenje,

1/2(33):;\<)\+C—1 (Z—F i) n(A)z n“)
A=1l—c

n=c—1

gdje je
A+ a)n(A+b),
A+ 1A+ 0)n

Primijetimo kako se nula krije u faktoru (\y + 1), zan > ¢ — 1, pa je

(a+1=¢c)p(b+1—0)p
(=De(c=2)!(n+1—c)n!

Jim (A e= 1)fa(A) =

zan > ¢ — 1, anula inace. Koristeéi pokratu f,,(A) = (A4 ¢ — 1) fn(N) i “trik”
pomocu logaritma, za sve n > ¢ — 1 imamo

B Jiaey
In fu Moy, = 7 Le)
8)\ 2 fn(/\Q)

— Ilg4n—c — Hafc + Hb+nfc - Hbfc + Hc72 - Hn+1fc - Hn
gdje smo koristili
W p+n—1 — Hp—l , PE N
n

Konacno,

x) =a'” CZb ™+ Z fn Y"1 CIn g

n=c—1
gdje je
b — fanl=¢), n<c—2
"l fll=¢e), n>c—1
Druga suma sa supstitucijom k = n — (¢ — 1) prelazi u

o0

Z kte—1( 1—cx Inx
k=0

Kako je

(@+1—C)kpe1(b+1—=C)pqe1 _

frie1(1—c) = (C1)le — 2) Ik +c— 1)
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_ (_1)(; (a +1- c)cfl(b +1- C)cfl (a)k(b)k
(c—2)(c—1)! (c)kk!

imamo trazeni oblik drugog rjesenja,

yo(x) = 2'7¢ Z bpx™ +b_q1y1(z) Inx
n=0

(a+1=¢)ec1(b+1—=0¢)e
(c—=2)!(c—1)!

by = (—1)°

b) sluéajc=1: \y = Ao =0

Prvo rjesenje za A = 0,

yi(x) = Z (a();'()l;)n 2" = oF1(a,b; 1;x)
n=0
Drugo rjeSenje,
goHEe dy(z, A)
ya() = o\ ’)\:0
8y(x,/\) O fn " _ A+ a)n(A+0)n
5 y(z, A) lnx+x’\2 , fa(N) = O+ 1))

Valja uociti kako je fo = 1, pa njegova derivacija odmah otpada. Sada upotreb-
ljavamo standardni trik,

n—1

Infu(A) = (In(A+a+k)+In(A+b+k) —2In(A + 1 + k)
k=0

Deriviranjem po A dobivamo

n—1
1 0f, 1 1 2
Lok _ ¥ . _
fo OXN =\ Atatk  A+bt+k A+1+k

)

Uvrstavanjem A\ = 0 dobivamo

(@b /1
r=0  (n!)? <—2H" + ];) (a +k

o1,
oA

bn

Dakle,
ya(z) = y1(z) Inx + Z bpz™
n=1

c) slutajc<l: Ay =1—¢, A2 =0

Prvo rjeSenje za A = \q,

i (a+1—-0¢c)y b—i—l—c)nxn
v (2—¢)pn!
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=27 F(a+1—-cb+1—c¢2—cux)

Uvedimo pomo¢éni zapis ¢ = —m, gdje je m € Ny. Drugo rjesenje,
TEER (PN D SEND DI PARIEER
oA "
n=0 n=m-+1 A=0
gdje je
A+ a)n(A+0),
n A) =
fn() A+ 1A —m),
Koristeéi pokratu f,, (A\) = Af,,()), imamo
I =
(@)n(O)n . A

n
= lim =

nl asoA=—m)---(A=DAA+1)---(A—m+n—1)
(@n(®)n (=D

n! mln—m—1)!

za sve n > m, a nula inace. Nadalje, koristeé¢i “trik” pomocu logaritma,

o .o RO
alnfn(/\)’/\:o - m N

n—1
1 1
=H,—Hy— Hy T L
1+kz_0<a+k+b+k>

yg(x) = an(())mn_i_ Z f;(O)x"—l— Z Trf';l)m(a)n(b)n 2" Inz
n=0 .

| — —1)!
n=m+1 n=m+1 (TL m 1)

Koristeéi supstituciju k& = n — (m + 1) posljednju sumu moZemo napisati u

obliku
2 ()™@ab) o (D)™@ms1 (D)

n:%:H minl(n—m — 11" m!(mil)! =y (z) Inw

paje N

ya(z) = b_qy1(z) Inx + Z bpa™

n=0
fn(0), m < m m (@1 (B)mis
b"{ F0), nzma1 0 b= OO T

Valja jo$ analizirati konvergenciju ovih redova, te razvoje oko drugih tocaka.

Generalizirana hipergeometrijska funkcija

i al)p - (Qp)n 2
pFyla, .. apiby, ... by 2) = ZW T (4.58)

n=0
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Podrucje konvergencije ovih redova mozemo vidjeti pomocu testa omjerom,

(al)n T (ap)n in

Cp = ——
(bl)n"'(bz))n n!
lim Cntl| _ lim i tmn)--(ap+n) 2 = |Z(‘)’ Zigii
n—oo | ¢y n—00 (b1+n)---(bq+n) n+1 ’

o, p>q+1
odakle slijedi da je radijus konvergencije

o, p<q+1
R=¢ 1, p=q+1
0, p>q+1
Primjeri,
oo Zn ;
OFU(; 72)_2 n =e€
n=0
[e%e) o0 .
1Fo(a; 12) = Z(G)n ol (1-2)
n=0 '
Fi(mm 1 1—2) = S E2 = 1z
241 y Ly 4y - n n' -
n=0
2 () 2(—2)" = 2t
Fi(1,1;2;—2) = = 1" =1In(1
Z2 1(, y 4y Z) ;(Z)n n' 7;)( ) n+1 Il( +Z)

Potpuni elipticki integral prve i druge vrste,

= T LF(1/2,1/2;1;m)

w/2 d
o V1-msinz 2
/2 -
E(m):/ mdx: 52}?1(_1/2’ 1/2;1;m)
0
Tri primjera s eliptickim integralima,

« opseg elipse s poluosima a i b < a,

x(t) =acost, y(t)=bsint

w/2
0:4/ \/aQSiHQt—i—bQCOSQtdt
0

m=1-—

b2
a®sin® t+b? cos® t = a® — (a®—b?) cos’ t = a* (1 — mcos’t) , 5
a

Koristeéi supstituciju t = 7/2 — u imamo

/2 /2
o:4a/ \/1—mcos2tdt:4a/ V1 —msin®udu
0 0
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Stoga,
o(a,b) = 4aE(1 — (b/a)?) (4.59)
Specijalno, za kruznicu imamo @ = b = r pa je

o(r) = 4rE(0) = 2nr

« period matematickog njihala duljine niti ¢: o¢uvanje energije

m(£0)?
2

mgl(1 — cosfy) = mgl(1l — cosf) +

62 = 29 (cos¢9 —cosfy) = 4; (SIH (60/2) — sin (9/2))

\/7\/5111 (60/2) — sin (9/2
T/4 B 1 { 6o déo
/0 =3 \/;/0 \/Sin2(90 /2) — sin2(6/2)

T, [% do 1
T=22 . Ty =2m /=

\/sin®(60/2) —sin®(0/2) g

Koriste¢i supstituciju
1
sin(6/2) = sin(y/2) sint , 5 cos(6/2) df = sin(6y/2) cost dt
dé ~ 2sin(6/2) cost dt 1 B
\/Sin2 (00/2) _ sin2(0/2) COS(9/2) sin(00/2) cost

2
_ . m =sin*(6y/2)

1 — msin?t

dobivamo

2
T(60) = = K (sin®(60/2)) To (4.60)
7r
Primjetimo kako je K(0) = 7/2 i stoga

lim T(6,) = T,
i (6o) = To

« magnetski vektorski potencijal kruzne petlje [vidi Jackson, (5.37)]
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§ 4.6 Sustavi linearnih OD]

Primjer. Radioaktivna tvar A se raspada u tvar B s vremenom poluraspada 74, a tvar
B u stabilnu tvar C's vremenom poluraspada 73 # 74. Ako na pocetku imamo Ny
Cestica stvari A, pronadite kako se s vremenom mijenjaju koli¢ine sve tri tvari.

Ako upotrijebimo uobi¢ajane pokrate Ay = (In2)/74, te A\g = (In2)/7p, broj
Cestica tvari A, B i C' dan je sustavom diferencijalnih jednadzbi

dN4
— = —-M\N 4.61
7 ANa (4.61)
dN
TtB = AN —AgNg (4.62)
dN¢
—— = AgN 4.63
i BNB (4.63)
uz pocetne uvjete
Na(0) =No, Ngp(0)=Nc(0)=0 (4.64)

Osnovna ideja: prikazati sustav u matri¢cnom zapisu

Ny
n = NB
N¢
- 0 0
h=An, A=| A Xz 0 (4.65)
0 A 0

i pokusati s ansatzom

gdje je v konstantan vektor, odakle (uvrstavanjem u diferencijalnu jednadzbu) slijedi
da je X svojstvena vrijednost, a v svojstveni vektor matrice A,

Av = v
-4 — A 0 0
0=det(4A—)\1) = Aa A=A 0 |==-2A+2)N+2AB)
0 B -

AM=0, AM=-Xa, A=-Ap

Svojstveni vektori,

0 Al 0
Vo = 0 , U1 = AB—;\L‘)\A s Vg = 1
! ERVESVY -

Opce rjesenje,
/\At,Ul +a2e—/\3t

n(t) = Vg + ale_ V2
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Pocetni uvjet,

NO aq
n(0)=1 0 )= a1 ,\B/\—A,\ +a
0 g — o1 /\B_B)\A — Qo
A
o1 = No, aQ:*ﬁNo, ag = Ny
NoA
Na(t) = Noe™ ™t | Np(t) = ﬁ (e=rat — g=Ant)
by —Apt __ A —Aat
B — AA

Potencijalne komplikacije: degenerirane svojstvene vrijednosti (npr. slu¢aj kada je
A4 = Ap) inehomogeni sustavi ...

Opceniti postupak. Problem zapiSemo u matri¢nom obliku

u (1) q1(t)
W= Au+qt), u(t)=| w® | q@) =] @ (4.66)

Ako sada ¢lan s matricom A prebacimo na lijevu stranu i jednadzbu pomnozimo s
lijeve strane s exp(—(t — tg)A),

e tmt0)A () — Ae= (A (1) = e~ (10 A g (¢)
vidimo kako je onda jednadzbu moguce zapisati u obliku

d

& (ef(tfto)A U(t)) _ ef(tftg)A q(t)

t
ef(tfto)A U(t) _ U(to) — / 67(5,750)14 q(S) ds

to

Mnozenjem jednadzbe s exp((t — typ) A) dobivamo tzv. Duhamelovu formulu

¢
u(t) = et Ay (ty) —l—/ e~ (D4 4(s) ds (4.67)

to

Napomena: ovaj postupak ne vrijedi ako A nije konstantna matrica!

Provjera na slucaju radioaktivnog raspada A — B — C,

0 1 0 1 11
A -1
S = )\B;)\A , 8T = 1>\A 00
B —
_)\B_>\A _1 AB_/\A 1 O
0 0 0
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1 0 0
eld = GetPS—1 =G| 0 e Rt 0 S~ =
0 0 e~ B!
e~ rat 0 0
— )\B)\_AAA (e*)\At _ e*)\Bt) B*ABt O

14+ 5 (Aae™8t — Agemaf) 1 — et 1

Mnozenjem e‘4n,(0) dobivamo rezultat identi¢an ranijem.

U “degeneriranom” slu¢aju kada je A 4 = Ap matricu A viSe ne moZemo dijagona-
lizirati, ali je moZemo svesti na Jordanovu formu (vidi dodatak). Konkretno, pomoc¢u
matrice

0 0 1
S=10 xa -1
1 =24 O
imamo
0 0 0
STrAS=| 0 —-xa 1
0 0 —A4
paje
e~ rat 0 0
et = Settag—t = Aate Aat e~ Mt
1— (14 Aat)e Mt 1 —erat 1
NQBiAAt
n(t) = e4n(0) = NoAate=rat
No (1= (14 Aat)e™r4at)
Komentar 4.20. Geometrijska interpretacija. Oznacimo s {ey,...,e,} kanonsku

bazu vektora u R”, te promotrimo kako se oni razvijaju djelovanjem operatora

B(r) =™
Hipervolumen razapet vektorima {Bey, ..., Be, } dan je determinantom
|Bey - - - Bey,|
Medutim, kako je
B,
B
Be; = . , (Bey---Be,)=1B
Bni

slijedi

|Bey --- Be,| = det B = ™74
Drugim rije¢ima, trag matrice A sadrzi informaciju o promjeni hipervolumena raza-
petog rjesenjima sustava linearnih OD]. 1/
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Sustavi linearnih OD]J 2. reda. U slu¢aju kada imamo sustav oblika
ii(t) = Aa(t) + Bu(t) + q(t) (4.68)

s konstantnim matricama A i B, moZemo ga svesti na sustav 1. reda narednim pos-
tupkom. Uvedemo li novi vektor v = 1, tada je

F()-(0)-(8 D) ()1

Uvodenjem oznaka

w=(0) = (G h) =(1)

vidimo da je poCetni sustav sveden na sustav prvog reda,

w(t) = Mw(t) + p(t) (4.69)
s rjeSenjem
t
w(t) = ettOMy(t) + / e~ p(s) ds (4.70)
to

Sustavi s promjenjivom matricom [skica]. Promotrimo problem oblika
z(t) = A(t)z(t) (4.71)
Rjesenje formalno zapisujemo u obliku
x(t) = S(t,to)xo, S(to,to) =1 (4.72)

gdje je S matrica “vremenske evolucije”, a o = x(t(). Uvrstavanjem natrag u jed-
nadzbu imamo

S(t,to) = A(t)S(t, to)

Integriranjem u granicama od ¢y do ¢ jednadzbu prebacujemo iz diferencijalne u inte-

gralnu,
t

S(t,ito) =1+ [ A{)S(H' to)dt (4.73)

to

Iterativnim uvrstavanjem dobivamo

S(t,to) =1+ /t dt" A(t") (1 + /t dt”A(t”)S(t”,to)> =

to

:]1+/ dt’ A(t /dt/ dt” A A")S(t" ty) =
to to
:11+/th /dt/ dt” A(t)A(t") +
t(J fo
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Sada uvodimo tzv. operator vremenskog uredenja T,

T{A()A(t) -+ Altn)} = Altr(2) Altr2) -+ Altrn)
tako da je t,(1) > t7(2) = -+ > t;(n). Drugim rijecima, operator 1" presloZi matrice

tako da vremena idu s lijeva na desno od najkasnijeg prema ranijim. Djelovanje ovog
operatora mozemo zapisati pomocu #-funkcije,

1, t>0
9(”_{ 0, t<0

Oznacimo li sa S,, skup permutacija skupa {1, ...,n}, tada je
T{A(t1)--- A(tn)} =

=3 Ote) — ta(2)0tr(2) — ta(3)  Oltnn1) = trn) Alte(r) - Alta(n))
TESH

Promotrimo za pocetak integral

/ft dt, /tt dty T{A(t2)A(t1) } =

= /t t dty /t t dty O(ty — t1)A(t2) A(ty) + /t t dt, /t t dty 0(t1 — t2) A(t1) A(tz)

Prvo valja uoéiti kako se drugi integral svodi na prvi preimenovanjem varijabli ¢; <>
to. Imamo stoga

/tt dty /tt dt; T{A(t2)A(t1) } 2[ dty /tt dt1 0(ts — t1)A(t2) A(t1) =

0

t to
:2/ dtg/ dty A(t2)A(ty)
to to

Analognim postupkom vidimo kako je

[t [anriae) - aw) -

to to

_ n!/tdtn---/tdtla(tn )0ty — 1) Alt) - At) =

to to
t tn ta
:n!/ dtn/ dtn_lm/ Aty A(y) - A(ty)
to to to

gdje smo u svakom ¢lanu sume (u rastavu operatora vremenskog uredenja) preime-
novali varijable

tn = tr(n)s tn—1 = ta(n-1)s ---5 t1 =1lz(1)

te iskoristili ¢injenicu da skup S, ima n! ¢lanova. Stoga,

[ee) 1 t t t
S(t’t0)2ﬂ+zﬁ/t dtn/ dtn,lm/t Aty T{A(t,) - A(t:)}
T Jito to 0

n=1
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ili skrac¢eno zapisano

t

S(t,to) =T exp < A(t) dt’) (4.74)

to

Ovaj razvoj poznat je kao Dysonov razvoj.

Usputni problem. Nasumi¢no odabiremo realne brojeve iz intervala [0, 1], te ih
zbrajamo. U trenutku kada suma prijede iznos 1, postupak se prekida. Izracunajte
srednji o¢ekivani broj odabranih brojeva u ovakvom postupku.

Rjesenje. Oznalimo odabrane brojeve s {x1, z2, 23, ...}, te sa s, sumu prvih n

brojeva,
n
Sp = E Tk
k=1

Ako je p,, vjerojatnost da je postupak prekinut upravo na n-tom broju, odnosno da
je sp—1 < 1is, > 1, tada je trazeni srednji ocekivani broj odabranih brojeva dan

sumom
o0
{n) =73 pun
n=1

Odmah vidimo kako je p; = 0. U slucajevima n > 2 vjerojatnosti p,, mozemo zapisati
pomocu visestrukog integrala,

1 1 1 1+sp—1
Pn :/ dsl/ dSQ"'/ dsn,l/ ds,,
0 S1 Sn—2 1

Primijetimo prvo kako je u posljednjem integralu moguce pojednostaviti integracijske
granice zamjenom S,, — S, — 1,

1 1 1 Sp—1
Pn :/ dsl/ d32-~/ dsn,l/ ds,,
0 s1 n—2 0

Nadalje, cjelokupni izraz moZemo elegantnije zapisati pomocu #-funkcija,

1 1
Pn = / dsy-- / dsy, 0(s2 — 51)0(s3 — s2) -+ - O0(Sp—1 — $pn—2)0(Sn—1 — Sn)
0 0

Zasvakix # 0 vrijedi f(—z) = 1—6(x), a jednakost je uz prikladnu normalizaciju (u
ovom slu¢aju odabirom 6(0) = 1/2) ispunjena i za 2 = 0. U svakom slu¢aju moZzemo
ustvrditi kako jednakost

O(Sp—1—8n) =1—0(sp — Sp—1)

vrijedi do na skup to¢aka mjere nula (konkretno, osim eventualno tamo gdje je s,,—1 =
5pn). Ovo nam omoguéuje zapis vjerojatnosti p,, kao razlike

Pn = In-1 _In
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1 1
Inz/ dsl-~~/ ds, wn(s1,82, -, 8n)
0 0

Wn(81,82,...,8,) = 0(s2 —$1)0(s3 — s2) -+ - 0(Sp—1 — Sp—2)0(sn, — Sp—1)

gdje je

Sada valja uo¢iti kako jednakost

Z wn(ST((l)7 Sr(2)r- - 571'(71)) =1
TESy

vrijedi do na skup toc¢aka mjere nula (konkretno, osim eventualno tamo gdje su neke
od varijabli s; medusobno jednake), te kako se vrijednost integrala I,, ne mijenja per-
mutiranjem varijabli funkcije w,, (posrijedi je tek preimenovanje slijepih integracij-
skih varijabli). Kako skup permutacija S,, ima n! ¢lanova, slijedi da je

1 [t ! 1
T R (.
n' 0 0 'fl'

i kona¢no
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5

Fourierov red

Neformalan uvod. Fourier je dao ideju kako funkcije mozemo razviti u red sinusa i
kosinusa,

f(z) = %O + Z (an cos(nx) + by, sin(nz))
n=1

Zasto nam uopce treba jos jedan razvoj funkcija, zar nije Taylorov razvoj sasvim do-
voljan? Prisjetimo se, klasa funkcija koje dopustaju razvoj u Taylorov red je iznimno
restriktivna, opcenito nije dovoljno niti to da je rije¢ o glatkim funkcijama! S druge
strane, Fourierov red e se pokazati uspjesnim i kod funkcija koje su samo neprekidne,
a u nekoj mjeri i kod funkcija s prekidima.

Nasa ambicija ovdje sastoji se od vise formalnih tocaka,

« Odabrati koeficijente u konacnoj Fourierovoj sumi, tako da ona “optimalno”
opisuje zadanu funkciju. Ovdje nam treba pojam udaljenosti medu funkcijama:
optimalan izbor koeficijenata je onaj kod kojeg je “udaljenost” izmedu konstru-
irane sume i zadane funkcije minimalna.

« Poop¢iti pojam konvergiranja Fourierovog reda na situacije kada konvergencija
“po tockama” ne radi (za definiciju konvergencije nam je svakako potreban neki
pojam “udaljenosti”).

« Smyjestiti funkcije koje razvijamo u Fourierove redove u nekakav prikladan aps-
traktni prostor. Pobrinute se da je ovaj prostor potpun, odnosno da nema “rupa”
u odnosu na Cauchyjeve nizove, poput primjerice racionalnih brojeva na skupu
realnih brojeva.

Koji formalizam nam je neophodan u ovom kontekstu? Sve ovo smo ve¢ susreli
kod prostora vektora u Euklidskom prostoru R?. Jedan od temeljnih pojmova je ska-
larni produkt vektora, pomocu kojeg mozemo uvesti njihovu normu,

lv| =+vv-v

Zadani vektor v mozemo “aproksimirati” vektorom u nekoj ravnini, razapetoj orto-
gonalnim jedini¢nim vektorima e; i es, pomocu ortogonalne projekcije,

v v = (e;-v)er + (ex-v)es

157
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Kao “udaljenost” medu vektorima a i b nam moZe posluziti norma, |a — b|, pomocu
koje mozemo definirati konvergiranje niza vektora. Sve ovo nam sluzi kao motivacija
za uvodenje apstraktnih vektorskih prostora, uz poopcene pojmove skalarnog pro-

dukta i norme, ¢iji ¢e elementi mo¢i biti i funkcije.

U kontekstu Fourierovih redova posebno vaznu ulogu igra vektorski prostor kva-
dratno integrabilnih funkcija, onih za koje je integral

/ @) ds

dobro definiran (konvergentan, konacan). Na ovom prostoru ¢emo definirati skalarni
produkt oblika

b
(f.9) = / f(2)*g(x) dz

s induciranom normom

A= VAL )

Medutim, ovdje nailazimo na prvu formalnu prepreku, vezanu za izbor definicije in-
tegrala. Promotrimo naredni primjer, u kojem ¢emo koristiti jednu pomoénu oznaku:
za svaki skup A C R definiramo tzv. karakteristicnu funkciju, x4 : R — R,

1, €A
XA(x){ 0 seR-4 (5.1)

Mozemo li integrirati tzv. Dirichletovu funkciju xq , koja u racionalnim brojevima
poprima vrijednost 1, a u iracionalnim brojevima vrijednost 0? Ima li smisla Rieman-
nov integral

1
| Ixet@) az =2

Integral po Riemannu, na primjer, nije dobro definiran jer gornja Darbouxova suma je
uvijek jednaka 1, a donja 0. S druge strane, skup racionalnih brojeva je beskonacan, ali
prebrojiv, pa postoji bijekcija ¢ : N — @, koju moZzemo iskoristiti za “organiziranje”
racionalnih brojeva u niz (¢(n))pen. Oznalimo s Qu skup “prvih” N racionalnih
brojeva

Qn ={q(1),...,q(N)}

Tada je xq, kvadratno integrabilna funkcija za svaki N € N. Nadalje, lako se provjeri
da je (xqy ) Nen Cauchyjev niz u prostoru kvadratno integrabilnih funkcija,

b
e = xel = [ Ixe, (@)~ xe, (@) de =0
a

ali njegov formalni limes, funkcija xq, nije kvadratno integrabilna po Riemannu!

Zakljucak je kako nam treba nova definicija integrala koja je bar u ovom kontekstu
opcenitija od Riemannovog.
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§ 5.1 Kratak uvod u teoriju mjere

Sto nam uopée daju integrali? S njima smo navikli pronalaziti duljine krivulja, povr-
Sine ploha, volumene tijela, itd. Drugim rije¢ima, pridjeljujemo mjeru razli¢itim sku-
povima. Kako god mjera bila definirana, od nje o¢ekujemo neka “prirodna” svojstva,
poput onog da je mjera sloZenog objekta jednaka sumi mjera pridijeljenih dijelovima
od kojih je taj objekt sastavljen. Ovdje se onda namece jedno prirodno pitanje, nefor-
malno poznat kao problem mjere: mozemo li svim skupovima konzistentno pridjeliti
mjeru? Pocetak problema uvidamo prilikom rastava skupova na beskona¢no mnogo
dijelova. Primjerice, segment [0, 1] je moguce “presloziti” (bijekcijom x — 2x) u seg-
ment [0, 2] dvostruke duljine! No, §to ako odustanemo od rastava skupova na beskona-
¢an broj dijelova i drzimo se samo rastava na konacne particije? Pomalo neocekivano,
ovdje problem mjere dotice same temelje matematike. Ernst Zermelo je 1904. godine
izdvojio jedan vazan aksiom teorije skupova koji se ¢esto (implicitno) koristi u mate-
matickim dokazima,

Aksiom izbora. Neka je J neprazan skup i { 4; };c s familija nepraznih
skupova koji su u parovima disjunktni. Tada postoji skup B, takav da je
za svaki i € J presjek B N A; jedno¢lan skup.

Drugim rije¢ima, aksiom izbora kaze kako za svaki skup X nepraznih skupova pos-
toji funkcija izbora, preslikavanje f koje svakom skupu A € X pridruzuje element
f(A) € A. Naizgled, intuitivno je jasno kako iz konacnog skupa kutija s predme-
tima uvijek moZzemo izdvojiti po jedan predmet iz svake kutije i tako formirati skup
“reprezentanata”. No, aksiom izbora kaZe da takav izbor mozemo uvijek napraviti,
¢ak i kada familija skupova nije kona¢na. Prihvatimo 1i aksiom izbora u temeljima
teorije skupova (zajedno s ostatkom ZF aksioma), kao posljedicu imamo tzv. paradoks
Banach-Tarskog. Ukratko, rijec je o teoremu koji tvrdi kako je trodimenzionalnu kuglu
moguce razrezati u konacno dijelova, te ih pomicanjem u prostoru presloziti u dvije
kugle, od kojih je svaka identi¢na pocetnoj! Stoga, ili moramo odustati od intuitivno
jasnog i tehnicki korisnog aksioma izbora ili moramo odustati od preambicioznog pri-
djeljivanja mjere svim skupovima. Ovaj potonji, uobicajeni izbor, zahtijeva od nas da
prvo “proberemo” one skupove koji se “pristojno ponagaju” s obzirom na mjeru.

Definicija5.1. Nekaje X neprazan skup. Tada kazemo da je familija podskupova
Y C #(X) o-algebra na skupu X ako je

(@ PeXiX ey,
(b) X zatvorena s obzirom na komplement: A € ¥ = X — A€ X,
(c) X zatvorena s obzirom na prebrojive unije: {4;} CX = U;A; € X.

Elemente skupa ¥ zovemo izmjerivi skupovi, a ureden par (X,Y) izmjeriv
prostor (eng. measurable space).

Postoji jedan poseban odabir izmjerivih skupova na topoloskim prostorima. Za
podskup B C X topoloskog prostora X kazemo da je Borelov skup ako ga je mo-
guce izraziti kombinacijom prebrojivih unija, prebrojivih presjeka i relativnih kom-
plemenata otvorenih skupova. Familija Borelovih skupova na topoloskom prostoru
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tvori tzv. Borelovu o-algebru. Na primjer, na skupu realnih brojeva R sa standar-

nom topologijom Borelovi skupovi su svi otvoreni i zatvoreni skupovi, intervali oblika
(a,b] ia,b), itd.

Definicija5.2. Nekasu (X, X x)i(Y,Xy)izmjerivi prostori. Kazemo da je funk-
cija f : X — Y izmjeriva ako za svaki A € ¥y vrijedi f~1(A) € Y.

Akosu f, g : X — Rizmjerive funkcije, tada su zbroj f + ¢ i produkt fg izmjerive
funkcije, a ako je g # 0, isto vrijedi i za omjer f/g.

Definicija 5.3. Neka je (X, ) izmjeriv prostor. Za funkciju 1 : ¥ — [0, +00]
kazemo da je mjera ako zadovoljava

() u(®) =0;

(b) prebrojiva aditivnost: za svaku prebrojivu familiju skupova {E,, |n € N} u
parovima disjunktnih skupova F,, € ¥, vrijedi

u( D E,) = f} 1(Ey) . (5.2)
n=1 n=1

Uredenu trojku (X, Y, 1) zovemo prostor mjere (eng. measure space).

Lebesgueova mjera na skupu realnih brojeva: osnovna ideja ...

p(la, bl) = p((a, b)) = p((a,b]) = p(la, b)) =b—a

Definicija 5.4. Neka je (X, 3, i) prostor mjere. Tada za skup N € ¥ kazemo da
je skup mjere nula ako je ;(N) = 0. Za svojstvo koje vrijedi na svim totkama
komplementa skupa mjere nula, odnosno na X — N, kaZemo da vrijedi gotovo
svugdje (koristimo pokratu “g.s”).

Skup mjere nula na skupu R je onaj koji se moze pokriti s konaé¢no ili prebrojivo
mnogo intervala proizvoljno male ukupne duljine. Imamo niz primjera:

« Skupovi s kona¢no mnogo tocaka.

« Skup racionalnih brojeva Q = {¢(n) | n € N}; za dani € > 0 uvedemo intervale

Lo = [a0) = 5o a) + 5|+ ) = 57

Unija ovih intervala pokriva skup Q,

Qg GInv

n=1
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a ukupna duljina im je proizvoljno malena jer

iné([n): 3 %:e.

n=1 n=1

« Prisjetimo se primjera Cantorova skupa 0.45: duljina skupa C), u n-toj iteraciji
je £(Cy) = (2/3)", odakle slijedi

(C) = lim £(Cy,) = lim (2/3)" =0.

n—oo n—oo

Stoga, Cantorov skup, iako neprebrojiv je takoder skup mjere nula.

« Postoji li gust i neprebrojiv podskup realnih brojeva koji je skup mjere nula?
Da, primjer je C' U ([0, 1] N Q), gdje je C Cantorov skup.

Primijetimo, za funkciju koja je svugdje osim u jednoj tocki nula, kao i Dirichle-
tovu funkciju, mozemo reci da su gotovo svugdje nula,

X(a}(@) £0, xo(z)£0

Digresija: Lebesgueov kriterij integrabilnosti. Funkcija f : [a,b] — R je Riemann
integrabilna akko je f omedena i skup prekida funkcije f ima mjeru 0.

Definicija 5.5. Jednostavna funkcija ¢ : X — R na izmjerivom prostoru
(X, X) je funkcija oblika
N
¢=7)  caX, (5.3)
n=1
gdiesu N e N, {c1,...,en} CRi{FE;,...,En} CX.
Drugim rije¢ima, kodomena jednostavne funkcije je konac¢an skup. Funkcija xg je
izmjeriva akko je E izmjeriv skup i stoga su sve jednostavne funkcije izmjerive. Valja

napomenuti da prikaz funkcije ¢ u (5.3) nije jedinstven; uobicajeno se koristi onaj u
kom su konstante c,, medusobno razli¢ite, a skupovi E), u parovima disjunktni.

Definicija 5.6. Neka je (X, 3, ) prostor mjere i ¢ : X — [0, c0) nenegativna
jednostavna funkcija, zapisana kao u (5.3) s ¢; > 01i E; € X. Tada definiramo
integral funkcije ¢ s obzirom na mjeru p preko

N
/ pdu=3" cu(Er) (54)
X i=1

Ovdje koristimo konvenciju 0 - co = 0 u slu¢aju kada je ¢; = 01 u(E;) = oo.
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Definicija 5.7. Neka je (X, 3, u) prostor mjere i f : X — [0, 0] nenegativna
izmjeriva funkcija. Tada je Lebesgueov integral definiran s

/ fdu =sup {/ odu | 0<o<f, ¢ je jednostavna} (5.5)
X X

Primjetimo, Lebesgueov integral je dobro definiran za funkcije koje su gotovo
svugdje nula i iznosi upravo nula, na primjer

[ xale)de =0
R
Nadalje, za izmjerive funkcije f : X — R, upotrebom rastava

f=f"=f", f*=max{+f,0}

prosirujemo gornju definiciju s

/deu=/Xf+du—/Xf’du

uz pretpostavku da su oba integrala na desnoj strani konac¢ni. Za integrabilne funkcije

f,9: X — Rvrijedi
/kfdu:k/ fdu, keR
X X

Juroan= [ rans [ g

/deu’S/leldu

a ako je f(x) < g(x) za svaki x € X, tada vrijedi i

/deMS/ngM

Komentar 5.8. Riemann vs Lebesgue. 1
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§ 5.2 Unitarni prostori

Definicija 5.9. Vektorski prostor (ili linearni prostor) nad poljem F' (obi¢no
R ili C) je uredena trojka (V,+, ) skupa V' i dvije operacije, + : V. xV — V
(zbrajanje vektora) i - : F' x V — V (mnoZenje skalarom), koje zadovoljavaju
sljedeca svojstva za sve a,b € Visve \,k € F

1. (V,+) je Abelova grupa,

2. kvaziasocijativnost, A - (k- a) = (A\&) - a,

3. postoji jedinical € F, takvadajel:a = a,

4. distributivnost s obzirom na zbrajanje skalara, (A + k) -a =\ -a + & - a,

5. distributivnost s obzirom na zbrajanje vektora, A - (a +b) = A-a+ A - b.

Kako bi smo ga razlikovali od nule u polju F, neutralni element u grupi (V, +)
(“nul-vektor”) ¢emo oznacavati s “6”. Imamo elementarno svojstvo,

0-u=040)-u=0-u+0-u = O0-u=4§0

Definicija 5.10. Neka je V' vektorski prostor (ne nuzno kona¢nodimenzionalan)
nad poljem F' (R ili C). Skalarni produkt je preslikavanje

(+,): VXV F
koje zadovoljava sljedeca svojstva
(a) hermitska komutativnost, (v, u) = ({(u,v))* za sve u,v € V;
(b) kvaziasocijativnost, (u, \v) = A (u,v) zasve u,v € Vi € F;
(¢) distributivnost, (u,v + w) = (u,v) + (u, w) za sve u,v,w € V;
(d) pozitivna definitnost, u # 0 = (u,u) >0

Ureden par (V, (-, -)) koji se sastoji od vektorskog prostora V i skalarnog produkta
na tom prostoru nazivamo unitaran prostor nad poljem F.

Napomena: iz svojstva (a) odmah slijedi da je (u,u) = (u,u)", pa je (u,u) nuzno
realan broj. Napomena: u matematickoj literaturi se koristi obratna konvencija kod
svojstva (), (Au, v) = A (u,v).
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Teorem 5.11. U unitarnom prostoru vrijedi

(Au,v) = X (u,v) , (u+v,w)=ww)+v,w) i (uuy=0< u=>~0

Dokaz :
A, v) = (v, )" = (A v, u))* = A" (v,u)" = X" (u,v)

(u+v,w) = (w,u+0v)" = (w,u)" + (w,v)" = (u,w) + (v, w)

Ako je (u,u) = 0, tada slijedi uw = @ jer bi u protivnom v # 6 povlacio (u,u) > 0, kontradik-
cija s pretpostavkom! Obratno, ako je u = 6, imamo

(u,u) = (0,0) = (Ou,0) =0(u,0) =0

Primjeri:

« vektorski prostor R” s produktom
n
(,y) = Zﬂfkyk =z'y
k=1
« vektorski prostor C" s produktom
n
(z,w) = Z Ziwy = 2Tw
k=1

« vektorski prostor kvadratno sumabilnih nizova

oo
by = {(an)neN , ap € C| Z lan|? < oo}
n=1
s operacijama

(an) + (bn) = (an +bn) ,  AMan) = (Aay)

i skalarnim produktom

((an), (bn)) Za; bn

Dokaz da je posrijedi unitaran prostor. Uvodno, za svaki par kompleksnih bro-
jeva z,w € C vrijedi

0< (Jof —w)? = 2e] |w] < [z + |w]?
Stoga, koriste¢i nejednakost trokuta na skupu C, imamo i

|2+ wl? < (2] + [w])? = [ + [w]* +2]2] - [w] < 2(|2]* + [w]?)
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(a) Suma redova je dobro definirana.

N N N oo 0o
3 an + bl <2 <Z janl? + bn|2> <2 (Z Jan> 4+ Ibnl"’)
n=1 n=1 n=1

n=1 n=1

Suma s lijeve strane je, dakle, nepadajuca i odozgo ogranicena, pa stoga i ko-
nvergentna.

(b) Produkt redova je dobro definiran.
N N N
Z [Re (ay, bn)| < Z lanby| = Z |anby| <
n=1 n=1 n=1

<

[N

N N 0o 0
(S o) < 3 (ot 3t
n=1 n=1 n=1 n=1

i analogno za imaginaran dio. Sva ostala svojstva se jednostavno provijere ...

Skalarni produkt vektora u R? zadovoljava jednu elementarnu nejednakost,
a-b] = |a]-[b] - [cosa| <|a] - [b]

gdje je o kut koji zatvaraju vektori @ i b. Sada nas zanima kako ovu nejednakost
prevesti u apstraktni kontekst opcenitih unitarnih prostora. Dokaz poopéene tvrdnje
temelji se na sljede¢oj opservaciji: nejednakost (1 — cos? @)a® > 0 mozemo zapisati
u obliku

a’ -2

(a-b?  (a-bp

b2 b2 20

odnosno

Teorem 5.12. (nejednakost Schwarz-Cauchy-Bunjakovskog) Neka je V' uni-
taran prostor, te a, b € V bilo koji njegovi vektori. Tada vrijedi

| {a,b)|* < (a,a) - (b,b) (5.6)
Pritom znak jednakosti vrijedi akko su vektori a i b linearno zavisni.
Dokaz : Ako je b = 0 tada (5.6) postaje trivijalna jednakost. Pretpostavimo stoga da je b # 6.
Neka je A € F, te promotrimo a — A\b € V. Vrijedi
{(a — Ab,a—Ab) >0
Primjenom svojstava skalarnog produkta slijedi
{(a,a) — X*(b,a) — A{a,b) + AN (b,b) >0

Odaberimo
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Kako je b # 0, ovo je dobro definiran broj. Uvrstavanjem i sredivanjem dobivamo

(0.0
R OV X

—~
kS
<
~
P
<
S
~

(b,b) > 0

odnosno

(a,b) (b,a) < (a,a) (b,b)

iz Cega, primjenom hermitske komutativnosti, slijedi trazena tvrdnja. Dokazimo drugi dio te-
orema. Neka su a i b linearno zavisni, odnosno a = Ab, uz b # 6. Tada je

[{@,b) 7 = [ (A0, b) [ = [A (0, 0) [* = AP | (0,0) |* =

= AN (b, b) (b, b) = (Ab, Ab) (b, b) = (a, a) (b,b)

Drugim rije¢ima, u (5.6) vrijedi jednakost. Obratno, pretpostavljajuéi da je b # 0, polazeci
od jednakosti u (5.6), te koriStenjem obratnog postupka iz prvog dijela dokaza dolazimo do
jednakosti

{(a — Ab,a — Ab) =0,

Sto povla¢i a — A\b = 6, odnosno a = \b. O

§ 5.3 Kvadratno integrabilne funkcije

Definicija 5.13. Neka je (X, X, i) prostor mjere i p € [1,00). Tada s .£?(X)
oznacavamo skup izmjerivih funkcija f : X — R takvih da je funkcija | f|? inte-
grabilna,

/ |fIP dp < o0 (5.7)
X

Napomena: ovu je definiciju moguce jednostavno poop¢iti na slucaj kompleksnih
funkcija.

S obzirom da integral preko skupa mjere nula is¢ezava, ovdje uvodimo relaciju
ekvivalencije f ~ g akko f Eogs kojom definiramo kvocijentne skupove

LP(X) = LP(X))~

Nas ¢e ovdje najvise zanimati L' (X), skup apsolutno integrabilnih funkcija, i L?(X),
skup kvadratno integrabilnih funkcija, definiranima na X C R.

Lema 5.14. Neka je (X, X, i) prostor mjere. Ako su f,g € L?(X), tada je fg €
LY(X). Specijalno, ako je i(X) < oo, uzimajuéi g(z) = 1 vidimo da je svaki
f € L*(X) nuznoi f € LY(X), ali opéenito ne vrijedi obrat, odnosno L*(X) C
LY(X).



167 §5.3. Kvadratno integrabilne funkcije

Doxaz : (skica) Opcenito vrijedi
0 < (Ifl = 1gD* = 1f* +1g” — 2l fg|

odnosno
IF12+ 1g1* > 2| fg| > | f9l

oo>/ |f\2du+/ |g|2du2/ ol du.
X X X

Protuprimjer za drugi dio tvrdnje: funkcija f(z) = 2~ /2 je element skupa L' ({0, 1]), ali ne i
element skupa L({0, 1]),

istoga

U dx 1 D da 1
/Offx/yﬂof A = In(z)|, = o0

O

Komentar 5.15.  Ako je u(X) = oo, tada ne vrijedi nuzno L*(X) € L'(X). Na
primjer, 1/x € L?([1,+00)), ali 1/ ¢ L([1, +00)). 1

Na svakom kvocijentnom skupu LP moZemo prirodno definirati operacije zbraja-
nja i mnozenja skalarom,

(F1+ gl =1f+4gl. A=A

Lako se provjeri kako ove definicije ne ovise o izboru reprezentanta klase ekvivalen-
cije.

Teorem 5.16. L?(X) s gore uvedenim operacijama je vektorski prostor nad poljem
kompleksnih brojeva C.

Dokaz : (skica) Netrivijalni dio tvrdnje jest onaj da je operacija zbrajanja vektora dobro
definirana. Koriste¢i nejednakost

If +gl” < 20f1* + 1g*)
slijedi
/|f+g|2du§2/ |f\2du+2/ 19/ du < oo
X X X

Teorem 5.17. Preslikavanje
(fg) = [ £gdu 68)
X

je skalarni produkt na prostoru L?(X). Ovdje je 4" neka konvencionalna konstanta.
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Doxaz : Netrivijalni dio tvrdnje jest onaj da je ovaj produkt dobro definiran. Opéenito vrijedi
Ifgl =179l = Re(fg) i |fgl=1f"gl=Tm(f7g).
Kako prema Lemi 5.14 vrijedi fg € L' ([a, b]), odavde slijedi
00 > / |fgldp > / Re (f"g)du,
b'e X
te
o> [ Ifgldn> [ (s gdn,
X X
O

Komentar 5.18. Ranije smo dokazali da (u,u) = 0 povladi u = 6. Valja imati na

umu kako na L? prostorima imamo jednakost £, pa (f, f) = 0 povladi f £0,ane
nuzno f = 0. //

Nekoliko primjera:

« u kontekstu klasi¢énog Fourierovog reda najvi$e ¢e nas zanimati prostor realnih
L?([—n,7]) funkcija sa skalarnim produktom

(o)== [ sao)dn

Norma je odabrana tako da bi se izbjegli neki “iritantni” faktori u zapisu razvoja
funkcija.

« u kvantnoj fizici koristimo produkt

b
W@:/wwwmm

definiran medu kvadratno integrabilnim valnim funkcijama v i ¢. Uobicajen je

tzv. bra-ket zapis, (1|¢) = (¢, ¢).

Teorem 5.19. L?([a, b)) je beskonacnodimenzionalan vektorski prostor.

Dokaz : Dokazat ¢emo da postoji beskona¢no mnogo linearno nezavisnih kvadratno inte-
grabilnih funkcija. Neka je n € N. Podijelimo interval [a, b] na n disjunktnih podintervala
{1, ..., In}, te definirajmo karakteristi¢ne funkcije

xi(z) = x1; (x)

Tvrdimo da su {x1,. .., Xn } linearno nezavisne funkcije. Pretpostavimo suprotno, neka je
n
Z cixi(z) =0
i=1
za neki skup koeficijenata {c1, . .., ¢, }, takvih da nisu svi jednaki nula. Neka je ¢; # 0. Tada

mozZemo pisati
X == > ele)
it
Uvrstavanjem « € I; dobivamo kontradikciju 1 = 0. Dakle, za svaki n € N mozemo pronaci
(konstruirati) n linearno nezavisnih funkcija na danom intervalu. Kako je n proizvoljno velik
broj, slijedi tvrdnja. O
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§ 5.4 Norma na unitarnom prostoru

Definicija 5.20. Neka je V' vektorski prostor nad poljem C. Norma vektora je
preslikavanje || . || : V' — R koje zadovoljava naredna svojstva,

(a) pozitivna semidefinitnost, ||a|| > 0,

(b) strogost, ||a|| = 0 akko a = 6,

(c) homogenost, |[Aa|| = |A| - ||a

o1

(d) nejednakost trokuta,

a+ || < ||al| + [[b]]-

Ureden par (V|| . ||) nazivamo normiran vektorski prostor.

Na primjer, na svakom vektorskom prostoru L? (za p € R™) moZemo definirati slje-

deéu normu,
1/p
151l = ( [ 17 )
X

Nejednakost trokuta za ovu normu je posljedica tzv. nejednakosti Minkowskog, a os-
tala svojstva norme mogu se jednostavno provjeriti. U slu¢aju kada na vektorskom
prostoru imamo definiran skalarni produkt, postoji prirodna definicija norme.

Teorem 5.21. Neka je V' unitaran prostor. Tada je preslikavanje

[lull = v/, ) , (5.9)

gdje se podrazumijeva da je odabran pozitivan predznak u korijenu, norma na uni-
tarnom prostoru V.

Dokaz : Dijelovi (a), (b) i (c) slijede trivijalno iz definicije norme i svojstava skalarnog pro-
dukta, a ovdje ¢emo dokazati dio (d). Koriste¢i elementarnu nejednakost

Re(z) < |z|, z€C,
te ranije dokazanu nejednakost SCB (5.6), imamo
lla+bl1* = (a,a) + (a,b) + (b, a) + (b,b) = |[al|* + ||b]|* + 2Re((a, b)) <
< llall* + [8l1* + 2| {a, b) | < llal[* +[1bl|* + 2 [all - |[b]] = (Ilal| + [[6]])*

Dobili smo nejednakost medu kvadratima nenegativnih realnih brojeva, pa uzimanjem korijena
slijedi trazena nejednakost trokuta. O

Napomena: kod kvadratno integrabilnih funkcija ova “kanonska norma” se svodi na
gore definiranu,

stk =( / f<9c>|2dac)é Ny
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§ 5.5 Ortonormirani skupovi vektora

Definicija 5.22. Za skup vektora {v;} C V kazemo da je ortogonalan ako za
svaki par ¢ # j vrijedi (v;,v;) = 0. Za skup vektora {e;} C V kazemo da je
ortonormiran ako vrijedi (e;, e;) = d;;.

Definicija 5.23. Zadana su dva vektora a,b € V, takvida je a # 6 1b # 6. Tada
kazemo da je vektor

(b oAb (b
wla) = (577 @) o = %)

ortogonalna projekcija vektora a na vektor b.

a — py(a)

Odmah vidimo da vrijedi

(b, a)

<b7a _pb(a)> = <b7 CL> -

g b =0

Drugim rije¢ima, vektor ¢ moZemo rastaviti na sumu dva ortogonalna vektora,

a = pp(a) + (a = pp(a))

Opcenito, ako je W < V potprostor unitarnog prostora V' razapet skupom ortonor-
miranih vektora {e1,...,en},

W =1He1,...,en}]
te u € V neki vektor, tada je
N
pw(u) = Z (e u)e;
i=1

ortogonalna projekcija vektora u na potprostor W. Nadalje, vektor u moZemo
rastaviti na sumu dva ortogonalna vektora,

u=pw(u) + (u—pw(u))
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Gram-Schmidtov postupak ortonormiranja. Ako je zadan skup vektora {vy },
koji nije ortonormiran, tada mozemo narednim postupkom konstruirati novi, ortonor-
miran skup vektora,

o ;L i ‘ A e
el—m, en—vn—;@“vn}el, en = el
Provjera indukcijom za j < n:
n—1 n—1
(e, €)= (eg,vn) = ) (€i,vn) (€is€j) = (ej,vn) = ) (€1, vn) 015 =0

=1 i=1

Gore opisanim postupkom, dakle, u svakom koraku od vektora v,, oduzimamo nje-
gove ortogonalne projekcije na ostale, ranije ortonormirane vektore e;.

Primjer: zadan je skup
{1,2,2°} € L*([-1,1])

=Lﬂmwm

1
||f1||2 /12d(E:2 €1 = ——=
_ 2
1
x 1
— (ea, = —dz | —===2
= fa—(e1, fa) e (/1\/5 > 5
2
37

1
mm2=/'mdx—
-1

g3 = fs —(e1, f3) e1 — (ea, f3) e2 =

(L) (L o) e
\|g3|\2_/_1 (mQ—;> dx—ﬁ, 63:;\/5(3.132—1)

Lema 5.24. Vrijedi

{%} U { cos(nx), sin(nx)}HEN C L*([—m, 7))

Ovaj skup funkcija je ortonormiran.

1" (1)
= — ) dz=1
™ /4 (ﬁ) ’
1 [7 sin(nx) 1 /7r cos(nx)
der = — de =0
). v Rl v

(cos(a+ B) + cos(a — B))

Dokaz :

cosa - cosfB =

N =

Razlikujemo dva slucaja,



PoGgrLavije 5. FOURIEROV RED 172

a) m#n

(cos(ma), cos(nx)) = %/ cos(mz) cos(nz) dx =

—T

= % f (cos((m +n)z) + cos((m — n)z)) dz =
1 [(sin((m+n)x)  sin((m—n)x)\ |~ _
T om ( m—+n * m-—n ) . 0
b) m=n#0
(cos(nx), cos(nx)) = % /:r cos(nx) cos(nz) dx = % j (1 + cos(2nz)) do =

1 sin(2nzx) |~
= — (op4 22200 =1
2m ( Tt 2n —7r>

Analogno se pokaze za funkciju sin. Vidimo kako je pogodan odabir norme .4 uklonio po-
trebnu za dodatnim faktorima uz funkcije cos(nz) i sin(nz). Za mijesane produkte odmah
imamo

1 / sin(max) cos(nz)dz =0
™

-

jer je posrijedi integral neparne funkcije na simetri¢cnom intervalu; podsjetnik

f@)dz = |y = —z| = fey) (=dy) = [ f(=y)dy=— [ [fly)dy
O
Teorem 5.25. Za konacan ortonormiran skup vektora {e1,...,en} C V unitar-
nog prostora V' i svaki vektoru € [{e1, ..., en}| vrijedi

N
Z ks U i |ul? = Z| €ly U (5.10)
k=1

Doxkaz : Po pretpostavci imamo
N
u = E Aje;
j=1

Koriste¢i ortonormiranost vektora e;, direktnim ra¢unom dobivamo
N N
ek, <€k,ZA €]>=Z)\j (ek,ej>:Z)\j5kj :)\k
=1 j=1
Nadalje,

||u||2 = <u7u> = <Z <67€7 72 €, U > = Z <6k7u>* <el7u> <€k,€l> =

N
E ek7 6[, 6k: = § | €k, U

k=1 k=1
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O

Napomena: ova tvrdnja ne vrijedi nuzno za beskonacne skupove vektora, jer je po-
trebno pretpostaviti jo§ nesto pored ortonormiranosti skupa vektora (uskoro ¢emo se
pozabaviti pitanjem “potpunosti”).

Teorem 5.26. (Generaliziran Pitagorin poucak) Za konacan ortogonalan skup
vektora {v1,...,vn} C V unitarnog prostora V i proizvoljne kompleksne brojeve

{M,...,An} CC

vrijedi sljedeca jednakost

N 2 N
|| D2 dwen]|” = D7 AwPfen? (511
k=1 k=1

Specijalno, za \; = --- = Ay = 1 imamo

N 2 N
1o =2 512
k=1 k=1

DokaAz : Koristimo matemati¢ku indukciju. Slu¢aj N = 1 je trivijalan. Uvedimo oznaku

N
SN = Z )\k'l}k
k=1

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za N i promotrimo

N+1 N
1> Aevel* = Avsronsa + Y Awvel* =
k=1 k=1

= (SN + AN+1UN+1, SN + AN+10N+1) = (SN, ON) + (ANF1UN+1, ANF1UNF1) =

N N+1
= (IMePlloell?) + s Plloaal [ = 37 el llowll?
k=1 k=1

gdje smo kod trece jednakosti iskoristili ortogonalnost vektora v 1 spram ostalih vektora u

skupu. O

§ 5.6 Aproksimiranje vektora

Neka je V' neki unitaran prostor i u € V neki njegov element. Pretpostavimo da je
zadan potprostor W < V, razapet kona¢nim skupom vektora {ey,...,en},

W =1[{e,...,en}]



PoGgrLavije 5. FOURIEROV RED 174

Trazimo vektor s € W, takav da je udaljenost ||u — s|| minimalna. Drugim rije¢ima,
trazimo s kojim vektorom s € W je na§ pocetni vektor u najbolje “aproksimiran”.
Tvrdimo da je taj vektor s upravo ortogonalna projekcija vektora u na potprostor W,

N
s=pw(u) = Z (e;,u) e;

i=1
Naime, svaki drugi vektor s’ € W mozemo pisati u obliku s’ = s+ r, gdje je r € W.
Kako je vektor u — s okomit na svaki vektor u potprostoru W, koristec¢i Pitagorin
poucak imamo
=117 = [Ju— (s + )| = [[(u—s) = r|]* =
= |lu— s[>+ Ir[]* = [Ju - s
Dakle, za bilo koji drugi vektor s’ ta udaljenost je veca ili jednaka, a jednakost se

postize samo ako je ||r||> = 0, odnosno r = 0 i stoga s’ = s.

Komentar 5.27. Alternativno, mozemo se posluziti narednim postupkom

N
s = E )\iei
=1

[l = s|l* = [[ull* + lls]]* = (u, ) — (s,u) =

N N
= [[ul]* + Z IAf? — Z (Ni (u, €5) + X7 (eq,u))
i=1 i=1
Zahtijevamo
0 ! 0 !
S lle=slP=0 i S (lu—s|*=0
O\ N}

Odavde slijede dvije ekvivalentne jednakosti

)\;f =(u,ej) 1 Aj={ej,u) .
koje govore da je s upravo ortogonalna projekcija vektora u na potprostor W. Preos-
taje jo$ provjera kako ovo rjeSenje uistinu predstavlja minimum, ali to ovdje necemo
raditi jer smo se u to ve¢ uvijerili gore. //

Komentar 5.28. Valja uoéiti zasto norma ||.||2 na prostoru L? daje intuitivan pojam
udaljenosti funkcija f, g € L? pomoéu veli¢ine ||f — g||2 ... /!
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§ 5.7 Parcijalni Fourierov red

Promotrimo vektorski prostor razapet pomocu konaé¢nog dijela trigonometrijskog or-
tonormiranog skupa,

{\}5 cos(z), sin(z), ..., cos(Nz), sin(Nx)}

Ako sada proizvoljnu funkciju f € L?([—, 7]) zelimo aproksimirati vektorom (funk-
cijom fx) u ovom prostoru,

~ N

fn(z) = % + Z ap, cos(nz) + by, sin(nz) | (5.13)

n=1

Obicaj je konstantni ¢lan redefinirati pomocu ag = ag V2,

N
In(z) = % + Z an, cos(nx) + by, sin(nx) (5.14)

n=1
Koristeci rezultate prethodnog potpoglavlja, optimalan izbor koeficijenata je

an = (cos(nz), f(z)) = 1 /Tr cos(nz) f(z) dz

—T

by, = (sin(nz), f(z)) = 1 /7r sin(nx) f(z) dx (5.15)

"

Ovaj izbor jam¢i da je suma (5.14) najbliza aproksimacija danoj (kvadratno integra-
bilnoj) funkciji f(z) u smislu norme na prostoru L?([—, 7]).

Sada ¢emo ovu konaénu sumu zapisati u nesto drugacijem obliku. Op¢i ¢lan mo-
zemo prebaciti u drugaciji oblik pomoc¢u elementarnih trigonometrijskih relacija,

s

ap, cos(nx) + by, sin(nz) = % / (cos(nt) cos(nz) + sin(nt) sin(nz)) f(t) dt =

—T

= 1 /7r cos(n(t —x)) f(t)dt

T J—x

Odavde slijedi

N s
fve) =G+ >~ [ costntt— 0)re)dt =
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gdje smo uveli tzv. Dirichletovu jezgru

[N

N
Dy(z)==-+ Z cos(nx)

Lema5.29. Zax # 0 vrijedi

sin (N + 1) 2)

2 sin(x/2) (5.16)

Dn(z) =
aDy(0) =N+ 1.

Dokaz: Zax # 0:

1 N einz +67inz 1 N in N ina
n=1 n=1

n=1
i\’: e eiN+Dz L i N+Dz iz B N+ 2z _ iz /2 B
716 T el ] - eit — 1 T eiw/2 _e—iz/2 T
ei(N+1/2)ac _ ei:c/2
=7 2isin(z/2)

i analogno
e~ iN+1/2)2 _ ,—iz/2

—2isin(z/2)

—inx __
e

M=

3
Il
—

Sve skupa imamo

D) = 5 (1 + m (2isin ((N + %) ;c) - 21’sin(x/2)))

odakle odmabh slijedi trazena tvrdnja.

Gibbsov fenomen. Promotrimo kako se ponasa parcijalni Fourierov red u blizini
prekida (diskontinuiteta) funkcije. Za primjer éemo uzeti funkciju f € L?([—,7]),
definiranu s

[ —=h, z€[-m0)
f(”_{ h, x€l0,r]

za neki h > 0. Koriste¢i zapis pomocu Dirichletove jezgre, imamo

h (/OW sin(N +3)(t =) /0 sin((N + 3)(t - 2)) dt)

fulz)=— 2sin((f — 1) /2) _r 2sin((t —2)/2)

O sin(N+3)(t—=) P O sin((N + 3)(—t' — x)) o

/ S em((t —2)73) dt = |t = t|_/7r Dsin((—t/ —2)/2) (—dt') =

:/” sin((N + 3)(t' +2))
0 2sin((t' + x)/2)

—T

dt’
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Sada ¢emo u prvom integralu uvesti varijablu y = ¢t — z, au drugom y = t' + x,
ho( (TSN 4 D)y) [T sin(N + )y)
v =g ([ By [ R
™ \Joa  sin(y/2) o sin(y/2)

Imamo, dakle, jednake podintegralne funkcije i prilikom integracije se ponisti dio iz-
meduzxim— z,

T—I T+x x T—x T—2x T+x xT T+x

[

—x x —x x T T—T —x T—x
pa preostaje

B ([T Ry T s £ )
f(z) = o (/—x sin(y/2) v /TI'—J) sin(y/2) dy)

Kako nas zanima dio oko prekida, promotrit ¢emo limes kada x — 0 (drugim rije¢ima,
zanima nas slucaj kada je 0 < x < 7). Tvrdimo da drugi integral, u limesu malog x i
velikog N, trne brze od prvog,

SN+ 3)0) o ) gy SV F5)0)

=2N+1
s sin(y/2) 0 cos(y/2) ’

sin((N + 3)y)

y1_r£r sin(y/2) = sin ((N + %)W) = cos(N)sin(w/2) = (_1)N

Sada koristimo supstitucije

E=py, p:N+%
b e de
fN(x’“ﬂ/o NN,

Zanima nas lokalni maksimum funkcije fn () (za 2 =~ 0),

di(iL’) .
de 0
% / q(§) dé = di (Qpz) — Q(0)) = pa(pz)
Dakle, »
sin(pz) .
sin(z/2) 0= Tmax

Kako se povecava broj ¢lanova N, poveéava se i parametar p, pa se poloZzaj maksi-
muma pomice prema x = 0. Na poloZaju maksimuma imamo

h/7r sinf  d§

Pvlome) =5 |, e »

Kako je
sin(€/2p) = &/2p + O((€/2p)?) |
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za p > 1 moZemo napraviti dodatnu aproksimaciju
2h [T siné
fvlomn) = 2 [T e

(Tmax) ~ — N
Integral koji se ovdje pojavljuje poznat je kao Wilbraham-Gibbsova konstanta,

2 [Tsi

G=1 / SIE e = 117807
™ Jo &
fN(xmax) ~ Gh

Vidimo da je relativno odstupanje parcijalnog Fourierovog reda uvijek prisutno, dok
god imamo konacnu sumu. Usput, opravdanje gornjih aproksimacija: numeri¢kim
ratunom dobijemo da je razlika

1 T siné
¢ pw/o sm(e/2p) ©

reda veli¢ine ~ 1073 za N = 10, ~ 1075 za N = 100, itd.

§5.8 Potpunost

Definicija 5.30. Neka je V' normiran vektorski prostor. Za niz vektora
(Vk)ken €V
kazemo da je

« konvergentan ako postoji v € V, takav da za svaki € > 0 postoji IV € N sa
svojstvom
Vi>N : |jv, —v|| <e

« Cauchyjev niz ako za svaki ¢ > 0 postoji IV € N sa svojstvom

Vi, g > N : ||U2‘—’Uj||<6

Cauchyjev niz ne mora nuzno konvergirati u dotiénom vektorskom prostoru, primjer
su nizovi racionalnih brojeva koji konvergiraju k nekom iracionalnom broju.

Definicija 5.31. Normiran vektorski prostor V' je potpun ako svaki Cauchyjev
niz konvergira unutar V. Potpun normiran vektorski prostor zovemo Banachov
prostor. Potpun unitaran prostor, pri ¢emu je potpunost definirana s obzirom na
normu induciranu skalarnim produktom, nazivamo Hilbertov prostor.
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Napomena: studenti Cesto zapamte pogresnu definiciju: “Hilbertov prostor je besko-
na¢nodimenzionalan vektorski prostor”. Ovo, medutim, opcenito nije to¢no: postoje
konaé¢nodimenzionalni Hilbertovi prostori (§tovise, moze se pokazati da su svi konac¢-
nodimenzionalni unitarni prostori Hilbertovi prostori), kao i beskona¢nodimenzio-
nalni unitarni prostori koji nisu Hilbertovi!

Teorem 5.32.  Svi prostori L su potpuni.

Dokaz : Vidi Dodatak. |

Napomena: kada bismo koristili definiciju integrala po Riemannu, prostor L? ne bi
bio potpun! Na primjer, uzmimo skup racionalnih brojeva

Q = {qn}nEN )
te oznacimo s Q skup “prvih” N racionalnih brojeva
QN - {qla"'qu}

Tada je xg, € L? za svaki N € N. Nadalje, (xgy )nen je Cauchyjev niz u L?, ali
njegov formalni limes, funkcija g, nije kvadratno integrabilna po Riemannu!

Sada nas zanima $to moZzemo reci o razvoju nekog vektora u unitarnom prostoru

pomoéu nekog ortonormiranog skupa vektora. Za pocetak ¢emo vidjeti koja je “naj-
jaca” tvrdnja s kojom raspolazemo prije nego $to se pozovemo na potpunost.

Teorem 5.33. Nekaje{ey}ren C V ortonormiran skup vektora unitarnog prostora
V, teu € V. Tada vrijedi tzv. Besselova nejednakost

D Hew,u) P < [Jul? (5.17)

k=1

gdje je (formalna) suma s lijeve strane nejednakosti konvergentna.

Dokaz : Zasvaki N € N definiramo parcijalnu sumu S i projekciju vektora u na potprostor
razapet s prvih NV vektora promatranog ortonormiranog skupa,

N N
SNEZHu,ek)\Q, uNEZ(ek,u>ek
k=1 k=1

Koristeéi rastav u = (u — un) + un i Pitagorin poucak, imamo

2 2 2
llll” = llu — un||” + [|u~||
odnosno
2 2
lunl]” < [lull
Takoder, iz Teorema 5.25 znamo da je Sny = ||ux||?, pa je

Sv < Julf?
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za svaki N € N. Kako jei Sy < Sn41 zasvaki N € N, pa imamo rastuéi, odozgo omeden niz
realnih brojeva
S1 <8 <o <l

Stoga, limes limn_, o0 S~ postoji i vrijedi Besselova nejednakost. O

Direktna posljedica ovog teorema je naredni korolar.

Lema5.34. (Riemann-Lebesgueovalema) Neka je {ej}rcny C V ortonormiran
skup vektora unitarnog prostora V, tew € V. Tada vrijedi

lim (ex,u) =0 (5.18)

k—oco

Dokaz : Iz dokazane konvergentnosti reda u prethodnom Teoremu znamo da je

lim | (ex,u)|> =0
k—oo
odakle slijedi lema. O

Primjer u sklopu Fourierovog reda, V = L?([—n, 7]),

lim (cos(nx), f(z)) = lim 1 /7T cos(nz)f(z)der =0

n—00 n—oo T J__

nh_}lr;o (sin(nz), f(x)) = nh_}n;o % /_7T sin(nz) f(z)dz =0

Definicija 5.35. Neka je V unitaran prostor i {ex}ren C V (beskonacan) orto-
normiran skup vektora. Kazemo da je skup vektora {eg }ren potpun ako za svaki

u € V imamo
oo
U= E (ek, u) ex,
k=1

Drugim rije¢ima, niz (ux) yen definiran s

konvergira k vektoru wu,
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Kasnije ¢emo se uvjeriti kako je skup

{%} U { cos(nx), Sin(nx)}nEN

potpun na prostoru L?([—, 7]).

Teorem 5.36. Ortonormiran skup vektora {ej }reny C V unitarnog prostora V. je
potpun akko vrijedi

lul =" 1 {ex, u) (5.19)
k=1

za svakiu € V, drugim rijecima, akko vrijedi jednakost u Besselovoj nejednakosti.

Doxkaz : Kao i kod dokaza Besselove nejednakosti imamo
2 2 2
[[ull® = [lu —un||” + [|un]]
Ako je skup vektora {eg, }ren potpun, tada imamo
0= lim [fu—uy||* = lim (|[ul|* = |lux]]*)
N — o0 N —o0
odnosno,

N e}
lull* = lim Jjun|* = lim > [(er,u) [* = [ {er,u)
N — o0 Nﬂookzl et

gdje smo koristili ortonormiranost skupa vektora {ex } ken. Obratno, pretpostavljajuéi gornju
jednakost, obratnim slijedom zaklju¢ivanja slijedi potpunost. O

Teorem 5.37. (Parsevalov teorem) Neka je V unitaran prostor i {eg}reny C V
ortonormiran potpun skup vektora. Tada za sve u,v € V vrijedi

(w,0) = (u,ex) (e, v) = Y aj by, (5.20)
= k=1

k=1

gdje suay, = (ex, u) i by, = (e, v). Specijalno, vrijedi tzv. Parsevalova jednakost

o0
lull® = lax|? (5.21)
k=1

Doxkaz : Koriste¢i parcijalne sume

N N
uN = E akek , UN = E bier ,
k=1 =1

imamo
N

N N N
(un,vN) = <Zak€k7zblel> = Z ay by 0k = Zaz b
k=1 =1 =1

k=1
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Jos trebamo pokazati da (un,vn) — (u,v) kada N — oo. Koriste¢i nejednakost trokuta na
skupu C i SCB nejednakost imamo

[ (u,v) — (un,on) | = [((u,v) = (u,vn)) + ({u,on) — (un,vN))| <

< [w,v —on) [+ {u —un,on) [ < ful] - o —on || +[low]] - [l —un]] <
<Hlull - [lo —on|| + [Jo]] - [Ju = un||
Odavde, koristenjem potpunosti skupa vektora {ey, } ken slijedi tvrdnja. O
Napomena: Parsevalov teorem povezuje norme u prostorima Lo i £s.
Fizikalna interpretacija Parsevalove jednakosti: ukupna energija jednaka je sumi
energija pojedinih harmonika. Na primjer, ako je elektri¢ni uredaj otpora R spojen

na vanjski, vremenski periodi¢an napon V (t) (osnovnog perioda T'), tada je energija
koja se trosi u jednom periodu jednaka

Bt [ vwra=ve
= -

S druge strane, Parsevalova jednakost nam govori kako je ova energija jednaka zbroju
energija svih pojedinih komponenti Fourierovog razvoja napona V' (t).
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§ 5.9 Usporedba tri tipa konvergencije

Definicija5.38. Nekaje S C Ri(f,)nen niz funkcija f,, : S — R. Tadakazemo
da ovaj niz

(a) konvergira po tockama k funkciji f : S — R ako za svaki € > 0 i svaki
x € S postoji N(x,¢€) € N, takav da je

[f (@) = fa(z)] <€ (5.22)
za svakin > N(z,¢€);

(b) uniformno konvergira k funkciji f : S — R ako za svaki € > 0 postoji
N(e) € N, takav da je
[f(z) = fa(z)| <€ (5.23)

za svakin > N(e) i svaki ¢ € S. Primijetimo, ovdje je N = N(e) (jednak
za sve toCke na S);

(c) konvergira u srednjem k funkciji f : S — R ako za svaki ¢ > 0 postoji
N(e) € N, takav da je
1£(2) = fa(2)]] <e. (5.24)

za svakin > N(e) s obzirom na neku normu || . ||. Ponekad se koristi i fraza
“konvergira u normi” ili “jako konvergira”.

Slikovito govoreéi, konvergencija po to¢kama je u potpunosti “lokalna”, konver-
gencija u srednjem u potpunosti “globalna”, dok uniformna konvergencija stoji negdje
izmedu.

Iz definicije odmah slijedi da svaki niz funkcija koji konvergira uniformno nuzno
konvergira i po totkama. Takoder, pokazat ¢emo da uniformna konvergencija niza
funkcija na intervalu konaé¢ne duljine povlaci konvergenciju u srednjem. Obrati ove
dvije tvrdnje, medutim, ne vrijede, kao $to pokazuje primjer niza funkcija

fn:[0’1>_>R7 falz) =2

Naime, po tockama imamo

w35, Fn (=) =0,
a u srednjem
I g2t 1 1
n — 0 2 = — ,21’Ld = =
17 =0l 2/0 T ey o 2+ )

lim an - OH =0
n— oo
Medutim, za svaki 0 < e < 11isvaki N € N postoji z¢ € [0, 1) za koji vrijedi

|fN+1(z0) — 0] > €



PoGgrLavije 5. FOURIEROV RED 184

Konkretno, ovo vrijedi za svaki

1
ENFT <z <1

pa doti¢ni niz funkcija ne konvergira uniformno. Sli¢an primjer je i f,,(x) = z/n.

Teorem 5.39. Nekaje ( fy,)nen niz funkcija f, € L?([a,b]), p > 0, koje uniformno
konvergiraju. Tada ovaj niz konvergira i u srednjem.

DokAz : Po pretpostavci za svaki € > 0 postoji N () takav da je

|f(2) = fa(z)| <€

za svakin > N(e) i svaki z € [a, b]. Tada je

b
o= 11P = [ 1a0) — f@P do < (0 - )¢ =&
Stoga, za svaki € > 0 postoji N(€) = N(e), takav da je
lfn = fIl <€
za svakin > N(€). O

Funkcije fr,(x) = nX(0,1/n) (za n € N) konvergiraju po tockama u f(x) = 0 (za sve
x € R), ali ne konvergiraju u srednjem,

1
||fn_0||p: </nnpdx> an_%
0

Dakle, za svaki p > 1 imamo
lim —0]], =00
Tim £~ 0]l
S druge strane, imamo tzv. “typewriter sequence” (“niz pisaceg stroja”),

fn(x) = X[ﬂ 71,—2’?4—1]

ok 0 ok
gdje je k > 0 (k je samo pomoéni parametar) i 2¢ < n < 25+, Ovo je niz karakte-
risti¢nih funkcija ¢iji se nei§¢ezavajuéi intervali smanjuju u veli¢ini i “marsiraju” po
intervalu [0, 1].
k:(), n:1:X[071]
k=1, n=2,3": Xj0,1/2> X[1/2.1]
k=2, n=4,56,7": Xo,1/4 X[1/4,2/4]> X[2/4,3/4]» X[3/4,1]

Ovaj niz ne konvergira po tockama (u svakoj tocki domene f,, (z) ima dva gomilista,
01 1), ali konvergira u srednjem,

[1fn = Oll, =277, lim_||f —0ll, =0



185 §5.10. Konvergencija Fourierovog reda

§ 5.10 Konvergencija Fourierovog reda

Ono §to nas za pocetak zanima jest prikaz periodicnih funkcija f : R — R, s osnov-
nim periodom P = 27, pomocu reda trigonometrijskih funkcija cos(nz) i sin(nx).
Konvencionalno, ovakvu funkciju mozemo zadati na intervalu [—7, 7). S obzirom da
promatramo funkcije f € L?([—,7]), podrazumijevat éemo da je uvijek f(—m) =
f (). Ovo, medutim, ne znadi da je nuzno

lim f(—7+e) = h%lJrf(Tr*E),

e—0t

jer funkcija f u toj tocki moze imati prekid!

Definicija 5.40. Klasi¢an Fourierov red funkcije f € L?([—m, 7]) je funkcija
f:[-m, 7] — R, definirana s

flz) = % + i ap, cos(nz) + by, sin(nx) (5.25)

n=1

gdje su koeficijenti a,, i b,, dani s
1 ™
an = (f(x),cos(nz)) = */ f(z) cos(nx) dz
T J—rx

by, = (f(z),sin(nz)) = l/ f(z)sin(nx) dz (5.26)

za sve n € Np.

U sluéaju kada imamo funkciju ¢iji je osnovni period period P # 27 ...

{%} U{ cos(z?;n x) , sin<2j;” x> b CIA(=P2Pf2)

2 %
o= [, S i
f(a:) _— + i a,, COS <27m a:) + b, sin(m x) (5.27)
2 = P P

a, = zi/p f(2) COS(T x) de . by = ;/P (@) sin<2;n 3:) do (5.28)



PoGLAvVLJE 5. FOURIEROV RED 186

Teorem 5.41. Nekaje f € L*([—7,7]) i

N
fn(z) = % + Z ay, cos(kx) + by, sin(kz) (5.29)
k=1

Tada je fn € L?([—7, 7)) za svaki N € N, te
. _ 2 _
i 1 = Al =0

Drugim rije¢ima, razlika izmedu f = foo i f moZe postojati samo na skupu mjere
nula.

Doxkaz : (Skica): prvo dokazemo da je svaku funkciju f € L? moguée proizvoljno dobro
(uniformno) aproksimirati neprekidnom funkcijom g € L? (ovdje se koriste Fejérovi rezultati),

1f —gll <e/2

a onda iz WeierstrafBovog teorema slijedi da je funkciju g moguce proizvoljno dobro (unifor-
mno) aproksimirati trigonometrijskim polinomom Py,

llg — Pnll <e€/2

Valja uoéiti kako je svaki trigonometrijski polinom moguée prikazati kao polinom funkcija
cos(nz) isin(nx). Kako je parcijalna Fourierova suma najbolja aproksimacija, odavde slijedi
rezultat

Nf = Inl<If = Pull = 1I(f = 9) + (g = PRIl < |[f = gll + llg — Pnll <e
O

Napomena: valja uociti kako je ova tvrdnja ekvivalentna tvrdnji potpunosti ortonor-
miranog skupa trigonometrijskih funkcija cos(nx) i sin(n) na prostoru L2 ([—, 7]).

Definicija 5.42. Neka je S C R. Za funkciju f : S — R kazemo da je nepre-
kidna u tocki zy € R ako za svaki € > 0 postoji § > 0, takav da za svaki x € S
vrijedi
|z — 2ol <6 = |f(z) — flzo)| <€

Nadalje, kazemo da je funkcija f neprekidna na skupu S ako je neprekidna u
svakoj to¢ki € S, odnosno da je neprekidna po dijelovima na skupu S ako
je na svakom kona¢nom intervalu [b, ¢] C S neprekidna izuzev u kona¢no mnogo
tocaka, te ako u svakoj tocki prekida a € S postoje limesi

fl@a+0)= lim f(a+e) i f(a—0)= lim f(a—c¢).

e—0t e—0t

Alternativne oznake: f(a4) umjesto f(a + 0), te f(a—) umjesto f(a — 0).

Napomena: valja uo¢iti kako su sve neprekidne, kao i po dijelovima neprekidne funk-
cije f : [a,b] — R nuzno omedene, | f| < M, a stoga i kvadratno integrabilne.
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Definicija 5.43. Neka je S C R. Za funkciju f : S — R definiramo desnu i
lijevu derivaciju u to¢ki z € S pomocu narednih limesa,

f(x+0) = lim f(x—|—e)—f(x—|-0), f(z—0) = lim fl@—0)— f(z—¢)

e—0t € e—0+ €

Primjer:
x —rm<x<Z
_ ) e )
(@) {ﬂ'—l‘, g§m<7r
7r 7r T
F(5+0)=f(53-0=3
s —f(Z40 _ (= _
f/<z+0)zlim 2t JG )zhmﬁ 2+ 2 =
2 e—0t e—0t €
T _ ()= f(Z — T (T _
JRZC) ST LG k) Bt AC Sk ST Sk ek
2 e—0t € e—0t €

Lema 5.44. Neka je f € L*([—,]) po dijelovima neprekidna funkcija, takva da
u nekoj tocki x € (—m, ) postoje limesi f(x £0) i f'(x £0). Tada vrijedi

z\}iinoo;/oﬂ f(z+)Dn(t)dt = @
10  fe—0)
ngnoo;/iwf(z+t)DN(t)dtf ez

Doxkaz : Koristedi ¢injenicu da je Dirichletova jezgra parna funkcija, integriranjem odmah

dobivamo
l/7r1) (t)dt—l/OD (t)dt—i/ﬁD (#)dt =+
T Jo N _TrﬂrN T on ,WN T2

Za promatranu tocku z definiramo po dijelovima neprekidne funkcije

g (0] 5 R, o= L@t -J@+0)

2sin(t/2)
: _ f@=0)— f(z+1)
im0 =R, A= T iRy
lim 90+ ¢) = limg HELAZIEED e a0
i _6:1mf($_0)_f(x_€) € :—/x—
lm h(0—¢) = lim € 2sin(—¢/2) fle=0)
%/Oﬂf(x—i-t)DN(t)dt— f(wT—FO) - %/Oﬁ(f(a:—i—t) — f(z4+0)Dn(t)dt =

™

= %/OW 2sin(t/2) g(t)Dn (t) dt = L /Oﬂg(t) sin((N + %)t) dt
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Funkciju g mozemo progiriti funkcijom § : [—7, 7] — R,
o ogl®), 0<t<m
g(t)*{o, —r<t<0

Kako je ¢ po dijelovima neprekidna funkcija na intervalu [0, 7], slijedi i da je § po dijelovima
neprekidna funkcija na intervalu [—7, 7], pa je § € L?([—, 7]). Nadalje, kako je

[ laweost2as [ lawP < oo

/_ " at) sin(t/2)? dt < / a0 dt < oo

vrijedi i §(t) cos(t/2) € L*([—m,x]), te §(t)sin(t/2) € L*([—m,]). Konaéno, koristeéi
Riemann-Lebesgueovu lemu sada slijedi

.1 . 1 N Y U 1 _
1\}51100;/0 g(t)51n<(N+§)t) dthh_r)noo;/_Wg(t)sm((N—i— E)t) dt =

= lim 1 /7r a(t) (sin(Nt) cos(t/2) + cos(Nt) sin(t/2)) dt=0

N—oco T o

¢ime je dokazana prva tvrdnja. Druga tvrdnja se dokaZe potpuno analogno, koristeé¢i funkciju

h. O

Teorem 5.45. Neka je f : R — R periodic¢na, po dijelovima neprekidna funkcija,
te derivabilna s lijeva i s desna u tocki x. Tada Fourierov red funkcije f u tocki x
konvergira k vrijednosti
fl+0)+ fz—0)
2

Specijalno, ako je funkcija f, koja zadovoljava gore navedena svojstva, neprekidna u
tocki x, onda Fourierov red funkcije f u tocki x konvergira k vrijednosti f ().

Dokaz :

fn(z) = - ) fWwDnu—2)du=|t=u—z|= %/ﬁiz f(t+2)Dn(t)dt

-7 T—T

Opéenito, za svaku funkciju p(z) perioda P, te a € R vrijedi

/M (2)dz=|y=z—P| = / ()dy:/oapmdx
[ e ([ [

Kako sui f i Dy funkcije perioda 27, isto vrijedi i za njihov produkt, pa je

fu@) =2 [" s+ oy

-

Koriste¢i Lemu 5.44 odmah imamo

N — oo N—oo T

lim fn(z) = hm f/ ft+x)Dn(t)dt =

N—oco T N—oo T

= lim 7/ ft+2x)Dn(t)dt + hm —/ft+ )Dn(t) dt
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_f@+0)+ f(z-0)

Primjer: f € L?([—m,7])

Zan #0
1/ (° N

an = — ( A cos(nz) da +/ B cos(nx) dx) =
T 0

7r>:0
0

:1(Asin<mf>
7r n
1
ag=—(rA+7B)=A+B
T
1/ (" "
bn:(/ Asin(nm)dx—i—/ BSin(nl")dﬂU):
T \J_x 0

71T(A(1)n1+Bl(1)")_1(1)n(B_A)

n n ™n

0 4B sin(nx)

—T

Dakle,
. A+B X=2B-A) .
flx)= —5 + gzo 7r((2k+1)) sin((2k + 1)x)

Teorem 5.46. Ako je f € L*([—m,|) neprekidna funkcija na intervalu [—m, 7,
vrijedi

f(r—0) = f(—r +0)
te je ' po dijelovima neprekidna funkcija, tada Fourierov red funkcije f konvergira
uniformno k funkciji f na intervalu [—7, 7.

Dokaz : Kako je po pretpostavci f’ po dijelovima neprekidna funkcija, vrijedi
f e L*([~m,m)

Pronadimo sada Fourierov razvoj funkcije f,

R /_: sin(nx) f (z) dx) = nb,

-7

a, = — /_: cos(nz) f' (z) dz = % (cos(nx)f(:r)

™

-7

(sin(m) " —n /7 7; cos(nz) f () dw> — —nan

1
T
f(z) = i nby, cos(nx) — na, sin(nx)

n=1
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Parsevalov identitet,
D lanl? + 1L = 11f11? < 0
n=1

odakle slijedi da red

D n? (Janl® + [ba]?)

n=1

konvergira. Sada ¢emo dokazati da i red

D Vianl? +1baf?
n=1

konvergira. Naime, koriste¢i vektore un, vy € RN

11 1
v = (Lgegengy) s on = (VIEFFE ol + )

i SCB nejednakost, imamo

N N

1
> VIanP FToaPP = 37~ VIah P+ TBhP = | (un, ox) | < lluxl| - [lox]| =
n=1 n=1

1 1

N 1 2 N 2

(z) (zmmw)
n=1 TL n=1

1 1

oo [e o] 1 2 o 2

Z Janf? + [bn]? < (an> (Zla;|2+|b;2>
n=1

= n=1

Odavde slijedi

Nadalje, koristeéi ¢injenicu da je
lan| < Vlan|? +[0n|* 1 [bn| < Vlan|* +[bn]?,
slijedi
Z lan| + |bn] < QZ |an]? + [bn|? < 00

n=1

190

Prisjetimo se WeierstralBovog M -testa unlformne konvergencije niza {fn }nen funkcija f,, :
S — Cna S C C: ako za svaku funkciju f,, postoji realan broj M,, > 0, takav da je | fr ()| <
M, (za svaki x € S), te red Zn M, konvergira, tada red Zn frn konvergira uniformno na S.

Odavde, zbog

|an cos(nz) + by sin(nz)| < |an cos(nz)| + |bn sin(nz)| < |an| + |bn|

slijedi da Fourierov red

% + 7;1 an cos(nx) + by sin(nx)

konvergira uniformno na intervalu [—, 7].

O

Napomena: ako funkcija ima prekid, tada se u njegovoj blizini javlja Gibbsov fenomen

ion je u pozadini toga $to pripadni Fourierov red ne konvergira uniformno.
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§5.11 Sumiranje redova pomocu
Fourierovog reda

Napomena:

1 1 2
&0:<ﬁaf>:%<]—vf>a a0:<1af>7 ‘&0‘2:M

pa Parsevalova jednakost u slu¢aju Fourierovog reda glasi

1" 2 |ag|? = 2 2
— |f(z)]" do = +Z|an| + [bn

T J_r 2

n=1

Primjer: f : [—7, 7] — R, gdje je f(z) = z.

1 T
ap = — / x cos(nz)dx =0
™

—T

1 ™
by, = — / xsjn(nm) dx = {u =z, dv= Sil’l(’lll‘) da?} =
m

x ™ I
[E— _— d =
( - cos(nx) - + - /_7r cos(nz) x)

n=1
Parseval,
[, > 4
= dr = =
ﬂ/,ﬂz o ;nQ
S1 oz
n2 6

Primjer: f : [—-7, 7] = R,

Zan >0:b, =0, te

2 [T 2
apn = f/ zcos(nz)dr = — <z sin(nzx)
m™Jo ™

T 1 ™
- —/ sin(nzx) dm> =
0 nJo
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77 2
= 2 cos = 2 ((~=1)" -1
5= cos(nz) e ((-1) )
T 4 = cos((2k + 1)x)
T2 %kzzo (2k +1)2

Funkcija f(z) je neprekidna, pa je

odnosno

2 w202
. 1 4 &S (-
flx)= 3 + — nz::l = cos(nmx)

Funkcija f(z) je neprekidna, pa je

3

14 (-1
f0)=10)=0=3+5 3,

Nadalje, koriste¢i Parsevalovu jednakost

§ 5.12 Poissonova sumacijska formula

Ovdje koristimo oznaku za predfaktore Fourierovog integrala

:é/ fa)= o

192
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Tvrdimo

> fn)=w> F(2rk) (5.30)

nez kEZ

Uvedemo funkciju

gl@) =Y fla+n)

neZ

koja je periodi¢na s periodom 1. Tada je

1 . 1 .
g(k) = /0 Z flz4n)e 2k dp = Z/o flz4n)e 2k e dy =

neZ neZ

n+1 ) +o00 )
=S [ e may= [ ey = VarE b

nez e

Kompleksni Fourierov razvoj,

gx) = 3 glR)esr

kez
Uvrstavanjem « = 0 dobivamo rezultat ... Konvergentnost (za € [0, 1]),

C C
Z|f($+n)|§n§e:zm§n§e:zm

neZ

Specijalno, za f(t) = e''®
Z et =27 Z O(x — 2mn)
nez neL

Periodi¢nost u jednoj domeni povlaci diskretizaciju u drugoj ...
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Kratka kronologija analize konvergencije Fourierovog reda

1822.

1829.

1875.

1876.

1881.

1904.

1913.

1926.

1966.

1966.

1968.

Fourier postavlja hipotezu da je “sve funkcije” moguée prikazati u obliku trigo-
nometrijskog reda.

Dirichlet daje prvi strogi dokaz za ?? funkcije.

Weierstrafy daje primjer neprekidne, ali nigdje derivabilne funkcije pomocu Fo-
urierovog reda,

(o)
Z a” cos(b"x)
n=0
gdje je 0 < a < 1, a b je neparan cijeli broj, takav da vrijedi ab > 1 + (37/2).

Paul Du Bois-Reymond daje primjer neprekidne periodi¢ne funkcije (derivabil-
nost vjerojatno nije zadovoljena?) ¢iji Fourierov red divergira u jednoj tocki.

C. Jordan: konvergencija za funkcije ogranicene varijacije u

f@+0)+ fx—0)
2

Fejér: usrednjene parcijalne sume teze u vrijednost funkcije ...
Lusin postavlja hipotezu ...

Kolmogorov je konstruirao (Lebesgue integrabilnu) funkciju ¢iji Fourierov red
divergira gotovo svugdje.

Kahane i Katznelson dokazuju da za svaki skup mjere nula N C [—, 7] postoji
neprekidna funkcija ¢iji Fourierov red divergira u to¢kama skupa V.

Lennart Carleson je dokazao da Fourierov red svake funkcije f € L? gotovo
svugdje konvergira (po tockama) u vrijednost funkcije f.

Richard A. Hunt prosiruje Carlesonov rezultat na funkcije f € LP zap > 1.
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Fourierov transformat

Neformalan uvod. Po¢injemo s kompleksnim zapisom Fourierovog reda ...

n o g i bn —i
an cos(nz) + by, sin(n;z;) = % (eznz + efzn:r) + ? (eznz —e znz) _
(3
an + bn inT 4 an bn —ine
=(—4+—=]e ———e
2 21 2 21
a b a b
A, = noy n , A_, = n_n
2 + 24 2 24

Specijalno, kako je by = 0 imamo (konzistentno) Ay = ag/2.

f($> — Z Aneinx

n=—oo

1 [ 1 ("

=5 | (cos(nx) — isin(nm))f(x) dx e f(z) da

:% .

A_, = % i (cos(na;) + zsm(nx))f(x) dz = 1 /7r e f(x) dx

2 J_ .
Za Fourierov red na intervalu [— L, L] imamo
. 0 ) 1 L .
f(z) = HZOO Apemme/l A = Y /_L f(x)e /L qg

Sada nas zanima limes kada je domena cijeli R, odnosno kada imamo funkciju koja
nije nuzno periodi¢na. Uvrstavanjem koeficijenata A,, natrag u izraz za funkciju f
imamo

N S 1 L - .
— 1 - —inmk/L inmwz/L _
f(@) = lim nfz <2L /,L Jkye dk) ‘

=—00

9 1 L '
— E inm(z—k)/L
ng%o o 2L /,L f(k)e dk

195
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Sada uvodimo A\, = nw/L,te AN = A1 — A\, = 7/L,

~ _ § z)\ (x—k)
Ut Lh—I};o < 27r/ f(k dk) A
Neka je
Lot A(z—k)
Fr(\) = k)eM*F dk
LN =5 [ sy
Tada imamo

9= 3 RO

n=—oo

U limesu L — oo gornja suma prelazi u integral, A\ — d\, pa pisemo

1 “+o0 o\
iA(z—k)
Fr(\) — Qﬁ/ fk)e dk

Dakle, “na prste” smo dobili ...

flz) = 217r/+00d/\/+00dkf( YeMa—k) —

1 +o0o +oo ) )
=— ( / fk)e™Ak dk:) e dA
27T —o0 —0o0

+0o0 +oo
= \/%/7 f(k) e dk = \/%/7 flz)e " da

F 1 e iz
f(z):ﬁ/m F(\) e d\

=
>

§ 6.1 Osnovna svojstva Fourierovog
transformata

U poglavlju o Fourierovim transformatima promatrat ¢emo kompleksne, apsolutno i
kvadratno integrabilne, funkcije

LP(R) = {f R—>(C|/+OO |pdx<oo}

za p > 1. Skalarni produkt na prostoru L? definiramo s

1 +o0 .
)= = [ 1@ g
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Definicija 6.1. Fourierov transformat F' : R — C funkcije f € L*(R) je
definiran s

Flw) = \/% /_ T et at 6.1)

pri ¢emu je integral definiran kao limes

L—o0 L—oo

+o0 L
/ ft)e~™tdt = lim / ft)e ™tdt = lim Fr(w)
. =1

Obi¢no koristimo oznaku JF[f](w) = F(w).

Napomena: Iako je odabir oznaka varijabli nebitan s matematickog stanovista, on
moze posluziti kako bi se sugeriralo na fizikalnu interpretaciju varijabli. Tako, na pri-
mjer, pored para varijabli {¢,w} koji upuéuje na fizikalni par {vrijeme, frekvencija},
susreemo i par varijabli {z, k} koji upucuje na fizikalni par {prostor, impuls}. Pone-
kad se koriste i fraze “direktni” i “impulsni” prostor.

Primjer: f(t) = el Lako se provjeri da je f € L'(R).

1 L ) 1 0 ) 1 L .
FL(W) = E / . eilt‘eilwt dt = E / . Bteilwt dt + \/g/o eftefwt dt =

_ 1 2 B_L ezwL N e—iwL
T Vorl4+w? Voar \l—iw  1+4iw

. 1 2
Flo)= lim Fo(w) = =13

Primjer: Neka je f(t) funkcija nekog zaprimljenog signala (elongacije nekog meha-
nic¢kog oscilatora, izmjeni¢nog napona u strujnom krugu, zabiljeska potresa na seiz-
mografu ili inteziteta svjetlosti pulsara). Promotrimo koje je fizikalno znacenje Fouri-
erovog transformata F[f]. Za primjer ¢emo za pocetak uzeti jednostavnu funkciju:
sinusni signal kona¢nog “trajanja”,

f(t) = sin(wot) X[—1,1)

T T
; 1 1 . ) _
F(w) = T /T sin(wot)e™ ! dt = Wb /T (et — gm0ty gm0t dt =

1 1 [ eilwo—w)t T e—i(wtwo)t | T
V2r 2 (z’(wo —w) LT - —z(wwo)’T) -
i <sin((w —wp)T)  sin((w + wo)T))
\/ﬂ W —wo w + wo

1
V2r

Dva dobivena $iljka u spektru odgovaraju frekvencijama funkcija e**ot, Nadalje,
kako je signal kona¢nog trajanja, uz dva glavna §iljka imamo “nabore”. Siljci ¢e bit

[F(w)] =

sin((w —wo)T)  sin((w +wo)T) '
w — Wwo w + wo
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¢im bolje definirani, odnosno “nabori” manje izraZeni, $to je signal duljeg trajanja.
S limesom signala beskona¢nog trajanja (I" — o0) ¢emo se upoznati malo kasnije.
Usput, pojava 3iljaka “u paru” je tipi¢na kod realnih funkcija jer

Fl-w) = (F)", |[F(-w)[=|F(w)]

Primjer: Fraunhoferova difrakcija,

Y

Elektromagnetski (ravni) val, frekvencije w i valnog broja k = w/¢, opisan elektri¢nim
poljem _
E(z,t) = Ey elwt=kz)

nailazi na pukotinu Sirine 2a. Razlika u putovima i u fazi dvije zrake koje dolaze u
toc¢ku P na zastoru,

A = zsinf e—ikA _ e—ikx sin 6 — e—ikﬂ,x

Intezitet svjetla I(P) u nekoj tocki zastora P (zadanoj fiksnim kutom 6) je proporci-
onalan kvadratu amplitude elektri¢nog polja u toj tocki (preciznije, I = (|S|), gdje je
S Poyntingov vektor). Imamo stoga

‘ 2
f_a 6_1]%7; d!L" _ 27T|St'[f](kz)|2
fil dxr (2a)2

U brojniku nam se pojavio Fourierov transformat “funkcija pukotine” f(z),

1, |z|<a
f(m):X[—a,a]:{ 0, |$|>a
1 e e a 2 sin(kya)

1 oo —ikgx —
@Ik = 7= [ flae e = o

Uvrstavanjem u gornji izraz imamo

sin? (kpa) _ (sin(kad) \?
RIERE )““( kaf )I(N)

—a N vV 2 k;ﬂ

I(P) =
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Teorem 6.2. Neka je f € L'(R) po dijelovima neprekidna funkcija. Tada njen
Fourierov transformat F(w) ima sljedeca svojstva:

(a) F(w) je dobro definirana za svew € R,
(b) F(w) je neprekidna funkcija, te

(c) lim, 400 F(w) =0

Dokaz :
(a) odmah slijedi iz nejednakosti

+o0
|F(w)] < \/%/7 |£(8)]dt < oo

(b) Promotrimo razliku

F(w) — F( >|<i/+°°|f<t>\-| im0t _ | g
Wil =ar ¢

2 W — Wo

t
2

, 2
e twmwo)t _ 1‘ =2(1 — cos((w — wo)t)) = 4sin

2 Foo w — Wo
Fw) — F(w)| £ — t «’sinit’dt
1Fw) = Floo) < <= [ 170 [sin =5
Uvedimo pomoénu oznaku

J(T) =/ F@®)ldi >0

-7
Ovdje iz razmatranja izostavljamo trivijalan slu¢aj kada je f = 0, pa J(T") = 0 za sve T'. Kako
je f apsolutno integrabilna funkcija, vrijedi

J=lim J(T) < oo,

T— o0

pa za svaki € > 0 postoji T' > 0, takav da je
‘J— J(T)‘ <e¢/2,

odnosno

/‘t|>T|f(t)|dt<e/2,

Kako za svaki « € R vrijedi | sin(z)| < 1, imamo nejednakost

/‘t CE

Nadalje, za svaki z € R vrijedi i |sin(z)| < |z

w — Wo

2

sin

tfat < /sz F(8)]dE < ¢/2

, pa ako je |t| < T, imamo

|w — wol
2

sinw_zw0 t‘ < T

Za sve frekvencije w, takve da vrijedi |w — wo| < €/T'J(T), imamo

/T @] - Jsin “ 22t de < 2J§T) /T F@)ldt =3

=T -T
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Sve skupa, to znaci da za svaki € > 0 postoji 6 = ¢/T'J(T") > 0 (gdje je pomocni parametar T'
zadan brojem ), takav da |w — wo| < J povlaci

| T

T
. W—wo ) € €

= t "Sln t’dtJr/ t -‘sm t‘dt<7+7=e7

R . O fsn 4t

-T

w — Wo

2

sin

t‘dt:

¢ime je dokazana tvrdnja.
(c) Slijedi iz Riemann-Lebesgueove leme. O

Primjer: f(t) = e~ uz ¢ > 0. Koristimo trik pomo¢u deriviranja. Prvo valja
provjeriti da je moguca zamjena derivacije i integrala: F'(w) je definirana za sve w €

R, a integral
400 ) o0 )
/ —ai (e*’“’te*‘”Q) dt = / (—it) e~ tem " dt

— 00 —0o0

kovergira uniformno jer je podintegralna funkcija neprekidna. Nadalje, vrijedi

|(—it) e e | = Jtle™"
te N
/ It dt = 2/ tem ™ dt = ——e | ==
— 00 0 a 0 a
Stoga,
d IR : >
— F(w) = — —it)e” Wtem " dt
LPw == [ i
__—iwt . . —iwt —at? . o —at?
u=-e ,  du= —iwe dt, —2ate dt=dv, v=e
d 1 1 2 2| oo . 2 w
—F — v —iwt —at ‘ : —iwt ,—at dtl=—-2F
O (w) o= 2 (e e . + iw N e e 52 (w)
w? w?
ln(F(w)):—Z—i—C, Fw)=Ae 4
a

Definicija 6.3. Neka je f € L'(R) po dijelovima neprekidna funkcija, te ' =
F[f] njen Fourierov transformat. Inverzan Fourierov transformat funkcije F je
definiran izrazom

FUF|(t) = lim — [ F(w)e™!dw (6.2)
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Teorem 6.4. Neka je f € L*(R) po dijelovima neprekidna funkcija, a F' njen Fo-
urierov transformat. Tada za svakit € R u kojem postoje f’(t & 0) vrijedi

ft=0)+ f(t+0)

FFI() = .

(6.3)

Dokaz :

—1 T 1 g iwt oo N —iwt! 0
FUF](t) = lim — ™" dw f(t)e dt’ =

L—oo 27

—L —o0
T 1 too ’ ’ L iw(t—t")
= lim — f&Hde e dw
L—oo 27T oo —L
t G (t—t) g, — L=t _ gmil(t=t) _ 2sin(L(t —t))
. it —t) t—t

Koristeéi supstituciju u = ¢’ — ¢ dobivamo

FUF)() = lim l/+m f(t+u)Sin(TLu)du:

L—oo T o

_nggo;</ flt+u 51(ud+/ e+ )sm(Lu)d)

Za svaki R > 0 moZemo napraviti rastav

sin(Lu) du —
o du=

/Ooo (f(t+u)— f(t+0))

:/R (f (t+u)—f(t+0)) Md +/ flt+u )M / F(t+0) Sln(Lu)d

Ovu jednakost mozemo simbolicki zapisati kao J = J; + J2 + J3, odakle preko nejednakosti
trokuta na skupu C slijedi |J| < |J1]|4|J2]|+|J3|. Riemann-Lebeguesova lema nam govori da za
svaki e > 0 postoji L > 0, takav da je |J1| < €/3 (pri tom koristimo pretpostavljena svojstva
funkcije f, kao i kod dokaza konvergencije po tockama Fourierovog reda). Nadalje, vrijedi

92 < L / Ft+w)du, |35 <|F(t+0)] ]/ S‘“L“)‘du

Ovdje imamo dva konvergentna integrala (prvi po pretpostavci teorema, a kod drugog se u to
moZemo uvjeriti direktnim ra¢unom), pa za svaki e > 0 postoji R > 0, takav da je |J2| < ¢/31i
|93 < €/3. Sve skupa, imamo |I| < €, pa je

lim /oof(t—&-u)wmi:f(t—&-o) Jim deu:gf(t—i-O)

L—o0 0 L—o00 0 u

Analogno se pokaze

lim /_0 f(t+u)Sin(TLu)du:gf(t70)

L—o0

odakle slijedi trazena tvrdnja. O
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Teorem 6.5. Nekasu f,g € L'(R) po dijelovima neprekidne funkcije. Tada njihovi
Fourierovi transformati zadovoljavaju naredna svojstva

(a) linearnost: za sve k, A € C,

Flef + Ag] = cF[f] + A\F[g] (6.4)

(b) mnoZenje s potencijom varijable: ako je t* f(t) € L'(R) za svek < n € N
tada vrijedi

Flt" F ()] (w) = i"F[f](w) (6.5)

(c) transformat derivacije: ako jelim;_, 1o, f*)(t) = 0 za svek < n € N, tada
vrijedi

TP O)(w) = (iw)"F(f](w) (6.6)

DoxkAz : Prva tvrdnja trivijalno slijedi iz osnovnih svojstava integrala. Nadalje,

—+oo X n
TFONw) = <= [ e e = S TS Iw) = T )

+oo .
T = o= [ A -

_ L (f(n—l)(t)e_iwt oo B (_iw) /+00 dt f(n_l)(t)e—iwt) _
m - —o0
= T g D (e = = ()5 f(w)
Var o

Teorem 6.6. (Plancherel) Neka su f,g € L?(R) po dijelovima neprekidne funk-
cije, te F' = F[f] i G = F[g] njihovi Fourierovi transformati. Tada vrijedi

<F7 G> = <f7 g> (6.7)

Specijalno, za f = g vrijedi
IIE = 1111 (6.8)

Dokaz :

1 +oo * _ 1 Foo * 1 Foo —iwt
<F7G>zﬁ/—oo dw F(w) G(W)_E/—oo dw F(w) E/—oo dtg(t)e =

_ L/M dt (t)i/m dw F(w)* et —
V21 J o g 27 J — o
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r/+wdtg (r/ dw F( )”t)*:\/%/:Odtf(t)*g(t):(fm
O

Ovo je svojevrstan analogon Parsevalove jednakosti u slu¢aju Fourierovog transfor-
mata. Opet moZemo reéi kako je ukupna energija dobivena integracijom u “direktnom
prostoru” jednaka energiji dobivenoj integracijom u “frekventnom prostoru”.

§ 6.2 Princip neodredenosti

Definicija 6.7. Neka je f € L?(R), takva da je || f|| # 0. Disperzija funkcije
f oko tocke a € R je definirana izrazom

S5 = a?lf@Pdt ||t — a)f ()|
TF20f@)2 dt |11

Aof = (6.9)

Disperzija mjeri “ragirenost” funkcije (poput varijance u statistici). Za primjer mo-
zemo uzeti funkciju f : R — R, definiranu s

1
f0=ayg 020

Njenu disperziju moZemo izracunati pomoéu kompleksnog integrala

oo (Mt — a)? (A\z —a)? B
L. s = L

gdje je C polukruzna integracijska krivulja. Integral iz brojnika dobivamo za A = 1, a
integral iz nazivnika za A = 01 a = 1. Imamo polove 2. reda u z = +ib,
d (\z—a)?

Res(ib) = zlgrllb Py P = (a® + (\b)?)
T

It =a) fOIP = 55 @+ 6%, |IfB) =

T
2b° 2b°

Dakle, disperzija je dana izrazom
Aof =a®+ b2

Specijalno, za @ = 0 imamo Agf = b?. Valja uo¢iti kako je ovo kvadrat polovice
Sirine krivulje na polovici visine maksimuma krivulje (u Zymax = 0),

JO_ 1 _ 1 e JAT
2 TR e o b= VAl
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Kona¢no izra¢unajmo Fourierov transformat ove funkcije,
—iwt

_ _ 1 oo ¢ T bl
F(w) = F[f](w) o aa t2+b2dt b\/ﬂe

Disperzija Fourierovog transformata je

2 _ T 272 2 _
- )P = I (14 20287), |IFIf =
ALF = 22) | AgF = -

Primijetimo, kada povecavamo parametar b, disperzija funkcije f se povecava, a dis-
perzija transformata F' smanjuje, i obratno, kada smanjujemo parametar b disperzija
funkcije f se smanjuje, a disperzija transformata F' povetava. Drugim rije¢ima, kada
se funkcija “3iri” njen Fourierov transformat se “skuplja” i obratno. Sada ¢emo poka-
zati da je ovo opéenit fenomen.

Teorem 6.8. (Princip neodredenosti) Neka je f € L?(R), takva da je || f|| # 0
i
. 2
i tf(OF =0

Tada vrijedi

Aaf'AaF 2 (610)

] =

zasvea,a € R.

Dokaz : Prvo ¢emo dokazati da za tzv. komutator

(D, (t—a)lf(t) = D((t —a)f(t)) — (t —a)Df(t), D=

vrijedi identitet

Imamo odmah
D((t—a)f(t)) = f(t) + (t —a) f'(t) —ia(t — a) f(t)
paje
D((t —a)f(t)) = (t —a)Df(t) = f(t) + (t — a) f'(t) — ia(t — a) f(t)—
—(t—a)f'(t) +ia(t —a) f(t) = f(t)

Pomnozimo sada obje strane dobivenog identiteta skalarno s funkcijom f,
(D((t = a)f(1)), F(£)) = ((t —a)Df (1), f(1)) = || fII?
Valja primjetiti da je
(—ia(t —a)f(t), f(t)) = ((t — a) f(t),iaf (1)) ,
((t—a)Df(t), f(t)) = (Df(t), (t — a)f(t)) ,
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te da primjenom parcijalne integracije i pretpostavke u teoremu imamo

, 1 [tee Y
((t=as @) 50) = o= [ “(t=a)r" @) s =

1 2| Hoo * ’ _ —a _
— = (=P~ [ e-aroroa) = - osw.-ro)

To znaci da gornju jednakost moZemo pisati u obliku
((t = a)f (1), =Df (1)) = (D), (t = a)f(&)) = |IfII*
Primjenom nejednakosti trokuta
[((t = a)f(8), =Df () | + (DS (D), (t = a) f()) | 2 I £11*
a zatim SCB nejednakosti
2[Df@|] - ||t = a)fO]] > I£I]
Primjenom Plancherelovog teorema i svojstava Fourierovog transformata imamo jednakost
1D = ||FIDF@)]]| = || (i — i) Fw)[| = ||(w — ) F(w)]|

Dakle,
2||(w —a)FW)|] ||t —a)f@®)|| = II£II?

Ako sada ovu nejednakost kvadriramo (to mozemo napraviti jer su obje strane pozitivne),
2 2
Al[(w = ) FW)|[" - [t = a)f @) = 111",
pa uvrstimo definicije disperzije funkcije f i njenog transformata F,
2 2
(@ = a)FW|[" =IFIPAF, ||t =a)f®)]" = lIfII*Aaf

koristenjem jednakosti || F'|| = || f||, dobivamo nejednakost

ALF(w) - Aaf(t) >

AN

Za koje sve funkcije vrijedi gornja jednakost?

Primjer: Heisenbergova relacija neodredenosti u kvantnoj mehanici. Koordinata z i
impuls p u kvantnoj fizici su opisani operatorima % i p = —¢h0,, te pri tom zadovo-
ljavaju komutacijsku relaciju

(&, 5] = if
Srednja ocekivana vrijednost operatora O dana je izrazima
R . +oo N +o0 R
(0)=@lOWw)= | ¢ (@)0u()de= [ " (p)Ou(p)dp

1 Hoo -
= — x)e” P dy
== [ v
Neodredenost u koordinati i impulsu: neka je () = z¢ i (p) = po

(Ax)* = ((& = (2))*) = Do (@)
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(Ap)? = ((p— (9))*) = Ap¥b(p)

Uzimajuéi u obzir prisutnost dimenzionalnog faktora A, princip neodredenosti povlaéi

(A b@) - (o) = 2

odnosno
Az - Ap >

| St

FT u D dimenzija. Kada imamo funkciju f : R” — R, tada ...

FL ()] (k) = W [ e anr

1

FUF(K)](r) = @7 / F(k)e™rdlPk

§ 6.3 Konvolucija

Definicija 6.9. Konvolucija dvije funkcije f i g je definirana izrazom

+oo
(F+9)e) = o= [ fwgle—wau (611

Napomena: ovdje koristimo odabir normalizacije koji smanjuje koli¢inu dodatnih
predfaktora u izrazima koji slijede (dio literature u definiciji konvolucije izostavlja

faktor 1/v/27).

Teorem 6.10. Svojstva konvolucije

(a) komutiranje
frg=gxf

(b) asocijativnost

fr(gxh)=(f*g)*h

(c) distributivnost
frlg+h)=Ffxg+fxh

(d) veza s Fourierovim transformatom

Ff * g] = F(f] - Fg]
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Dokaz :
@ B
(e == [ Sl —wdu={v=r—u} =
+oo +o0
— = [ e e = - [ s - o= g i)
®)

+oo
(f + (g h))(x) = m/ ) (g )(@ — u) du =

+oo “+oo
| rwotnte - vauas

Upotrebom supstitucije 7 = u, s = u 4 v (s Jacobijanom |J| = 1) imamo

(f (g h))( %/W/M g(s — r)h(z — s)dsdr =

1 Foo
=7 | U@ s = (0 W)

(c) Slijedi iz linearnosti integrala.
(d) Imamo

+oo “+oo +oo .
FIf = gl( ﬁ/ (f % g)(t)e ™ dt = QW/ / g(t —u)e ™" dudt

Upotrebom supstitucije s = u, r = t — u (s Jacobijanom |J| = 1) imamo

~+o0 +oo
ool =g [ [ H@ame " dsdr = I1f1(w) - Tlol(w)
O

Frekvencijski filter. Pretpostavimo da zadanom signalu s(t) zelimo izdvojiti (“profiltri-
rati”) neke frekvencije prema Zeljenom “profilu” ®(w). Oznac¢imo s f(¢) tako dobiven
filtrirani signal. Oznacimo li s () = F~1[®](t), tada je

ft) =7 @ Fls[|(t) = T [Fle] - TsN(t) = (0% 5)(2)

Prednost ovakvog zapisa je taj $to za dani profil ®, jednom izracunata funkcija ¢
konvolucijom daje profiltrirani signal (¢ime izbjegavamo opetovano racunanje Fouri-
erovog transformata signala s). Uzmimo na primjer filter ® koji propusta samo frek-
vencije u pojasu [wy, ws], gdje su 0 < w; < wo neke realne konstantne frekvencije,

(I)(w) = X[wl,wz](w)

Tada je

+o0 ot 1 w2 . 1 eiwgt _ eiwlt
t — w d — w d —
o)== [ Mee@etae = o [ Cetan = 2

1 +00 Jiwau _ iwiu
f(t)zi./ R ue st —u)du

21
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Uzmemo li na primjer s(t) = exp(iwot), gdje je wo > 0 neka realna frekvencija,
koriste¢i

+oo elax
fP/ . dz = wisgn (a)

dobivamo

sgn (we — wp) — sgn (w1 — wo) iwot

7t = .

Primijetimo, brojnik u posljednjem izrazu ne i¢ezava samo kada je wy € [w1,ws]iu
kom slucaju iznosi 2. Prema tome, mozemo pisati

int

F({#) = Xiwr o) (wo)e
Napomena: kada koristimo realno zapisan signal, npr.

eiUJot + e*iwot

s(t) = cos(wpt) = 5

tada za izdvajanje frekventnog pojasa [wy, wa] valja koristiti simetri¢no zapisan profil,
é(w) = X[wl,wz](w) + X[7w2,7w1](w)

Kinematicki primjer: odredite brzinu v(t) tockaste Cestice mase m na koju djeluje sila
F(t) (u1D),
(t)

o(t) = —= = f(1)

m

Uvodimo Fourierove transformate

+oo ) 1 +oo )
o(t) = \/%/_OO Bw)e™ dw | f(t) = E/_oo Flw)et dw
odakle slijedi

I : I RPN
\/—27_/ iwd(w)e™! dw = \/—277/ flw)e™t dw

Jedan konzistentan (ali ne i jedinstven!) odabir je

o fw)
o(w) = w
Time dobivamo
1 +o0 etwt 1 +o0 o0 eiw(t—t/)
t) = — dw = — dt’' f(t dw ——
o)== [ S Feaw= g [ arse) [ ae

Uvedemo li pokratu

( ) 1 /+OO o eiw‘r
T =
g W2 J_so w

Tada je
u(t) = (f*9)()



209 §6.3. Konvolucija

Primijetimo, u slucaju kada je f(t) = 0, odavde dobivamo v(¢t) = 0. Medutim, mi
znamo kako je opCenito rjesenje u takvom slu¢aju konstantna brzina, v(t) = vg. Dru-
gim rije¢ima, ovaj postupak nam je dao samo jedno partikularno rjesenje promatrane
diferencijalne jednadzbe. Opcenito stoga imamo

v(t) = vn(t) + (f * 9)(t) = vo + (f * 9)(?)

No, $to je uopce ona funkcija g? Promatramo kompleksne integrale

AN N (N,
NIZEAN v

$ ei:T dw $ e duw § < dw

w—1€ wtie

U prvom slu¢aju promatramo Cauchyjevu glavnu vrijednost integrala, a u preostala
dva pomicemo pol iz ishodista duz imaginarne osi za neku malu vrijednost € > 0,
koju ¢emo na kraju pustiti u limes € — 0. Rezultati su (za 7 # 0)

+o0 e
fP/ dw = misgn (1)
w

— 00

+o0 eiwT
/ dw = F2mi 7€ 0(F7)

oo W EiE

Strogo govoredi, ovi integrali nisu definirani u 7 = 0, ali vrijednost funkcije g u jednoj
tocki ne utjece na konacénu vrijednost funkcije v, pa nam to ovdje nije toliko vazno.
Pripadna rjesenja glase

v1(t) = vo +% (/; f)dt — /too f(t’)dt’)

va(t) = vg +/_ fH)atr

v3(t) = vo — /too f)at

Oc¢igledno, samo drugo rjesenje postuje kauzalnost (na vrijednost funkcije v u tre-
nutku ¢ mogu utjecati samo vrijednosti funkcije f prije tog trenutka) i stoga njega
biramo kao ono fizikalno!

Elektromagnetski primjer: veza izmedu polja elektricnog pomaka i elektri¢nog polja u
linearnom dielektri¢cnom mediju. Opéenito nece vrijediti veza

D(r,t) = eE(r,t),
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ve¢ ona zapisana u frekventnom prostoru,
D(r,w) = ¢(w)E(r,w) .

Ona nam govori kako linearan medij “odgovara” pobudom jednake frekvencije kao
i vanjsko elektri¢no polje. Uvedimo elektri¢nu susceptibilnost y.(w) i njen inverzni
Fourierov transformat G(¢),

1 [ ;
@) = -1 60 =T el = = [ ).
Koristeci svojstva Fourierovog transformata i konvolucije imamo
D(r,t) = 5 [D(r,w)] = T e(w)E(r,w)] = T eo(xe(w) + DE(r,w)] =

= 0T HE(r,w)] + €T xe(W)E(r,w)] = eE(r,t) + ¢o(G + E)(r, )

Prema tome, vektor polarizacije P,

—+oo —+oo
P(r,t) = j;% G{)E(r,t —t')dt' = j;)?/ G(t — t"E(r,t) dt’

§ 6.4 Delta funkcija i distribucije

Sto je Fourierov transformat konstantne funkcije, f(¢) = 1?

F1)(w) = 1/+OO et At = i e ‘T 2
Vor J_o Vor T=oo —iw =T /91 T—oo W
Pogledajmo poblize dobiveni limes. U ishodistu, w = 0, vrijedi

lim sin(wT)
w—0 w

=T

pa gornji limes 7" — oo divergira. Za sve w # 0 limes 7' — 0o uopée ne postoji!
Nadalje, promotrimo inverzni Fourierov transformat neke proizvoljne glatke funkcije
f. Koriste¢i teorem o inverzu Fourierovog transformata imamo

1 L
0) = F'[F](0) = 1 7/ 0 F(w) dw —
JO) =5 FN0) = Jim e [ P d
1 L +too . 1 +o00 L ‘
= lim = / dw / du f(u)e™™" = lim — du f(u) / dw e~ w8 =
L—oo 2T J_p oo L—oo 2T J_ _I
1 [t 2isin(L o gin(L
L—oo 270 J_ o w L—ooo J_ ™

Ovaj rezultat moZemo interpretirati na nacin da niz funkcija (sin(nz)/7x),cy inte-
griranjem “vadi” vrijednost “probne” funkcije f u jednoj tocki (u ovom sluéaju, u 0),
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pa njihov limes formalno ima smisla pod integralom, iako van integrala nije dobro
definiran.

Heuristicka motivacija. Valja uoditi kako se s ovim poopcenim pojmom funkcije
susreéemo posvuda u fizici. Obi¢no neku fizikalnu opservablu idealizirano predstav-
ljamo funkcijom #(r, t) koja u svakoj tocki prostora i u svakom trenutku pridjeljuje
neku vrijednost. U idealnom svijetu bismo savr$eno preciznim uredajem uistinu mo-
gli savrseno precizno izmjeriti vrijednost funkcije ¥ (r, t) u svim totkama gdje je ona
definirana. Medutim, u stvarnom svijetu proces mjerenja izgleda sasvim drugadije.
Mjerni uredaji imaju kona¢nu razluéivost, pa ono §to uistinu vidimo jest vrijednost
funkcije 1 (r, t) uprosjecenu (prointegriranu) po nekom malom, ali kona¢no velikom
volumenu AV i vremenu AT. Nadalje, mjerni uredaj ima nehomogenu osjetljivost
(razli¢ito precizno mjeri u razli¢itim tockama), primjerice definiranu nekom glatkom
“test” funkcijom f(r,t).

U konac¢nici, rezultat naseg mjerenja jest integral oblika,

1 1
Tvﬁ/w(r,t)f(r,t) det

Vidimo da “matematicki objekt” 1) ne mora nuzno biti uobicajena funkcija, definirana
u svim to¢kama neke domene — dovoljno je da prointegrirana s nekom tezinskom
test funkcijom f daje suvisao rezultat. Takve primjere ¢emo susresti kada, primjerice,
zelimo opisati gustocu mase ili naboja tockastih Cestica, sile koja djeluje “u jednoj
tocki”, “trenutnu” izmjenu impulsa prilikom elasti¢nog sudara, itd.

Definicija 6.11. Neka je S C R. Neka je K C S skup toc¢aka domene na kojima
funkcija f : S — R poprima vrijednost razlic¢itu od nula,

K =f"(R-{0})={z €S| f(x) # 0}

Nosac funkcije f je zatvara¢ skupa K,

supp(f) = K

Test funkcije na skupu R su C*°(R) funkcije, ¢iji je nosa¢ kompaktan (zatvoren i
omeden) skup.

Na primjer, uo¢imo da je funkcija g : R — R

e*%7 x>0
9@) =14, <0
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glatka na cijelom R (ukljucujudi i tocku x = 0, gdje sve lijeve i desne derivacije
i8¢ezavaju). Stoga je i funkcija ¢ : R — R,

o) = g~z = gl + 0) = X 0 (5705 )

svugdje glatka, te ima kompaktan nosa¢ supp(¢) = [—a,a]. Zaklju¢ujemo da je ¢
jedan primjer test funkcije.

Ovakav izbor test funkcija je svakako prakti¢an, no je li i prerestriktivan? Ipak,
mnoge funkcije je moguce prikazati kao zbroj test funkcija ...

Definicija 6.12. Distribucija 1 je neprekidan linearan funkcional na skupu
test funkcija. Neprekidnost u ovom kontekstu znaci da za svaki niz test funkcija
(¢n)nen, takvih da im je presjek nosaca neprazan kompaktan skup, te da za svaki

k € Ny niz (¢5Lk))neN konvergira uniformno k test funkeiji, vrijedi
lim [¢p,] = 1/1[ lim (bn]
n—oo n— oo

Linearnost, kao i inace, zna¢i da za svake dvije test funkcije ¢ i x, te realne brojeve
a,b € R vrijedi
Ylag + bx] = av[¢] + b[x]

Na primjer, za svaku po dijelovima neprekidnu funkciju f € L!(R) mozemo de-
finirati distribuciju ¢, na nacin da je za svaku test funkciju ¢

+oo
wm:/ F(@)d(x) da

— 00

Ovo je primjer tzv. regularne distribucije. Postoje, medutim, i singularne distri-
bucije koje nisu povezane s nekom funkcijom ...

Definicija 6.13. Delta funkcija ¢ (ovdje rije¢ “funkcija” treba shvatiti uvjetno)
je distribucija sa svojstvom

d[¢] = ¢(0) (6.12)

za svaku test funkciju ¢. U literaturi se delta funkcija ponekad naziva Diracova
delta funkcija. Nadalje, za svaki a € R uvodimo srodnu distribuciju §(x — a), takvu
da je

5(z — a)[¢] = (a) . (613)

Tradicionalni nacin zapisivanja definicije delta funkcije je pomocu integrala

—+oo
/ 5z — a)o(x) dz = ¢(a) (6.14)

— 00
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Medutim, ovdje valja imati na umu kako “d(z)” ne predstavlja nikakvu funkciju ¢ :
R — R! S obzirom na konvoluciju, delta funkcija se ponasa poput “neutralnog ele-
menta”,

f(z)

(3 F)w) = =

Komentar 6.14. Postoji li neprekidna funkcija § : R — R sa svojstvom da je

+oo
/ 5(x)¢(x) da = 6(0)

—0o0

za svaku test funkciju ¢ : R — R? Pretpostavimo da je odgovor na ovo pitanje
afirmativan i promotrimo test funkcije s nosa¢em sadrzanim unutar segmenta [a, b] C
R, takvim da je O ¢ [a, b]. Tada je, po pretpostavci,

b “+o00
[ s@o@yde= [ o) dz = o0) =0

— 00

Nadalje, promotrimo proizvoljnu toc¢ku xg € [a,b]. Pretpostavimo da je d(xg) > 0
(analogan postupak bi proveli u slu¢aju kada je (zg) < 0). Kako je po pretpostavci
0 neprekidna funkcija, to znaéi da postoje realni brojevi e > 01ic > 0, takvi da je
d(x) > czasvex € S = [a,b] N (xg — €, 20 + €). Odaberimo sada nenegativnu test
funkciju ¢ s nosatem [p, ¢] C S, npr.

G(x) = X[p,q) €XP ((:17(;)_(5(1)) '

Tada je
b b
/ 0(z)p(x) dz > c/ ¢(z)dx >0

§to je u kontradikciji s gornjim zahtjevom i§Cezavanja promatranog integrala, odakle
slijedi kako je §(zg) = 0. S obzirom da su interval [a, b] i tocka ¢ € [a, b] bili pro-
izvoljni, zakljutujemo da je §(x) = 0 za sve x # 0. Konacno, kako je § po pretpostavci
neprekidna funkcija, slijediida je 6(0) = 0, odnosno 6(z) = 0zasve x € R, a ovakva
trivijalna funkcija sigurno ne zadovoljava svojstva delta funkcije! 1/

Komentar 6.15. U literaturi se ¢esto navodi “normalizacija” delta funkcije u obliku

/+Oo(5(:c)da:1.

— 00

Cak i kada je formalno zapisana, 6[1] = 1, strogo govoreéi nema smisla jer konstantna
funkcija ¢(x) = 1 nije test funkcija (nema kompaktan nosac). Medutim, ovakav zapis
ipak mozemo formalno interpretirati kao tvrdnju da je 6[¢] = 1 za svaku test funkciju
¢ za koju postoji segment [a, b] C supp(¢), takav da je 0 € [a,b] i ¢(z) = 1 za sve
x € [a,b)]. /!
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Reprezentacije delta funkcije. Zelimo pronaéi niz funkcija §,, : R — R koje “teze”
k delta “funkciji”,

§(z) = lim d,(x)

n—oo
gdje limes valja promatrati u smislu
+oo
lim on(z) f(x)dz = f(0)
n—oo [ o
Postoji mnostvo primjera,
n sin(nz) sin? (nx)
On(@) =5 x-2,4(2), dn(z)=———, dul2)=——3
n 1 n 9 9 1
§n(m) = ; m y (Sn(ﬂf) = ﬁ exp(—n T ) s 6n(l’) = ; Dn(x)

S drugim primjerom u nizu smo se ve¢ ranije sreli, promotrimo sad prvi, jo$ jednos-
tavniji primjer: neka je f neka test funkcija, a F' njena primitivna funkcija,

lim = On(x) f(z)dz = lim " nf@)

n—oo | n—oo | 1 2

de={u=1/n} =

o0

3

e [ f@) L Fu) - F(-u)
—hm/_uﬂdx—hm——

u—0 u—0 2u

Komentar 6.16. Neka je (0, )nen niz funkcija d,, : R — R, takvih da vrijedi

+oo
lim 0,(z) =0 Yz #0 i / op(z)dr =1 VneN.
n—oo o)

Slijedi li odavde nuzno

lim 6, (z) =d(z)?

n—0o0

Odgovor je negativan jer mozemo uzeti na primjer niz d,,(z) = X{n,n+1)() koji za-
dovoljava gore navedena svojstva, ali lim,,_, 0, (x) # d(z). Poanta je da funkcije
() moraju biti nekako “koncentrirane” oko x = 0. /!
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Teorem 6.17. Neka je f : R — R (integrabilna) funkcija koja je

(a) pozitivno semidefinitna, f(x) > 0 za svex € R,

(b) normalizirana,

(c) lokalizirana u smislu da za svaki € > 0 postoji A > 0 takav da je

/ fz)dx <e
|z|>A

Tada niz funkcija §,,(x) = nf(nx) ima svojstvo da je

lim 6, (z) = ()

n— oo

Doxkaz : Mi zelimo dokazati kako za svaku test funkciju ¢ i niz

“+oo
vz [ @) de - o(0)
vrijedi

lim A, =0

n—oo

Iz pretpostavke (b) slijedi

/M 5u(z) dz = /ﬂo nf(nz) do = /W Flz)dz =1

pa moZemo pisati
+oo
A= [ 8@ 60) - 0(0)) o
Nadalje, za bilo koju konstantu A > 0 moZemo napraviti rastav integrala na dijelove |z| < A
i|z| > A, odakle pomoéu nejednakosti trokuta slijedi

|An| < +

‘[ 5 (z) (é(x) — 6(0)) da

z|<A

‘[ () (6(2) — 6(0))

z|>A

Test funkcija ¢ je omedena, odakle slijedi da je i razlika |¢(z) — ¢(0)| omedena, npr. realnim
brojem M > 0, a mozemo uvesti i

m(A) = sup [¢(z) — ¢(0)|

lz|<A
Iz svojstva a) slijedi 0, (x) > 0za sve x € R, pa je
+oo
/ On(z)de < / Oon(z)dz =1
|z|<A —o0
Odavde slijedi
|An| <m(A)+ M On(z)dz

o> A
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Kako je test funkcija ¢ neprekidna, znamo da je lim4—,0 m(A) = 0, odnosno da za svaki e > 0
postoji (dovoljno mali) A > 0, takav da je m(A) < €/2. Konaéno, iz pretpostavke c) slijedi
kako za svaki € > 0 postoji B > 0, takav da je

L dy = =nry = 6nacd;v
5> fly)dy ={y } /‘ (z)

B
|ly|>B x>

Odaberemo li dovoljno velik N € N, takav da je NA > B, tada zbog 0, (z) > 0 zasven > N
vrijedi
/ On(z)dz > On(z) dz
le|> £ le|>A
Sve skupa, znamo da za svaki € > 0 postoji dovoljno velik N € N, takav da za sve n > N
vrijedi

€ €
nl < = — =
|A|*2+M2M €

¢ime je dokazana tvrdnja. O

Na primjer,

1 n n
fla) = 9 X[-1,1] (x), On(z)= 9 X[-1,1] (nx) = 5 X[-

sin?(z) sin?(nz)  sin®(nz)
J) = mr? On(z) =m0 n(nz)2 nmz?
Teorem 6.18. Formalna veza s 0-funkcijom
_do(x)
d(z) = el (6.15)
gdje jednakost treba shvatiti u smislu da je
oo df(x)
| G ew =00
za svaku test funkciju ¢ : R — R.
DokaAz : N N
oo do oo oo ,
[ o0 C ="~ [ S @)=
oo , ) —+oo
—— [ @ =@ =00 = [ s@i)da
0 —o00
O

Komentar 6.19.

b +oo
/_ 5z — a)de = / 5@ — a)x (o) (x) 2 = X(—oopy(@) = B(b — a)

— 00

1l
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Komentar 6.20. Valja uociti vezu s Dirichletovom jezgrom,

+oo
lim / lDN(l’*(I)f(x)dl': lim \/E(DN*f)(a)

N—oo oo T N—o0
1
Integralna reprezentacija delta funkcije,
I ; 1
5’5:—/ S(t)e™rdt = —
0] = — - (t) o
sty =9"[ 1 [(t) = L /+OC 1 e“tdw = — o et dw
V2T Vo2r ) oo V2T 2m )
1 e —iwt / 1 oo iw't /
— e dw = |0 = —w| = — et dw = 4(t)
2m J_ o 2m J_ o
1 +oo 1 +o0 )
o0(t—a) = —/ =) g = —/ e~ w(t=a) 4y (6.16)
2 J_ o 2m J_ o

Sada mozemo izracunati

+oo
?[Sin(wot)Kw) — L/ l (eit(wo—w) _ e—it(wo-‘rw)) dt =
V2r J s 21

= \/22?(5@1 —wp) — 6(w + wp))

“+o0
Fleos(wot)](w) = L/ 1 (eit(wo—w) + e—it(wo-‘rw)) dt —
V2 oo 2

= @(5(@0 —wp) + 6(w + wp))

Napomena oko delta funkcija u spektru: kod konacnog signala gledamo (relativne)
visine $iljaka, a kod neogranic¢enog signala koeficijente uz svaku od delta funkcija.

Svojstva delta funkcije. Obi¢no se u literaturi uvodi niz distribucija srodnih

“funkcija” kada bi se ponasala poput “prave funkcije”. Ovdje navodimo najvaznije
medu spomenutim distribucijama:

(a) Zasvakia € R,a # 0

0(ax) = — d(x) (6.17)

Odmabh slijedi da je 6(—z) = ().
(b) Neka je f : R — R derivabilna funkcija koja ima samo jednostruke nul-tocke
{x;}, totke u kojima vrijedi f(x;) =01 f'(x;) # 0. Tada je
0(x — xy)

6(f(x)) = Z T (6.18)
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(c) “Derivacija delta funkcije”,

+oo
[ é(x)8' (x — a)dz = —¢'(a) (6.19)
i opéenito, za svakin € N,
/ " 65 @ — a) dr = (176 (a) (6.20)

Motivacije za gornje definicije.

(a)

+oo 00-a
/_ o(x)d(ax)dx = {t = ax} = /_ . o(t/a)d(t) % =
. sgn(a) +o0 . B f(O) B 400 N i e
-0 [ owmswa =10 < [ o) b

(b) Ako je f monotona rastuca funkcija, koriste¢i supstituciju u = f(z) (tako da

jex = f~Y(u), tedz = du/f'(f7}(u))),

+o0 +oo U
| strans s = [ st ) s =

_ 9(xo) _ /+°O §(z — wo)
f'wo)  Jowo  f'(x0)
gdje je 7o = f~1(0). Ako je f monotono padajué¢a funkcija, tada u gornjem

izrazu imamo dodatni minus zbog promjene granica integracije. Stoga, za mo-
notone funkcije vrijedi

o(z)dx

5(f(x) = ‘5|(]i”,& ff)

Nadalje, valja uociti da je za € > 0

a+e 400
/ 5z — a)é(z) de = / 5z — 0)Xa—earq (1)6(z) dz = B(a)

—€ — 00

Stoga, kada imamo opcenitu (ne nuzno monotonu) funkciju f s jednostavnim
nul-tockama {z;}, tada prvo integral rastavimo na intervale oko nul-to¢aka,
na kojima je funkcija f monotona (izostavljeni dijelovi pocetnog integrala ne
doprinose, jer je na tim intervalima funkcija f razli¢ita od nule),

| T snewar= |

Tite;

U @)é() do

—00 i—€;

odakle primjenom specijalnog rezultata za monotone funkcije slijedi trazena
formula.
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(©

[ s@ieaaw = st~ [ s@st-aa - s

—o0 - —o0

gdje su u posljednjem koraku iskoristili to da je ¢(z) test funkcija, pa ima kom-
paktan nosac i stoga is¢ezava kada x — £o00. Tvrdnja se lako poop¢i na slucaj
n-te derivacije.

Primjer za (b): zaa # b

Sz = o) = 1) = g (0o — ) + bz =)
ili -
d(sinzx) = Z T(cf)sn::r Z o(x

Teorem 6.21. (Sokhotski-Plemelj) Neka je f : R — C neprekidna funkcija i
a < 0 <b. Tada je

b b

lim f(a:) dz = Fin f(0) + fP/ % dzx (6.21)

e—0+ J, x L€

gdje P oznacava Cauchyjevu glavnu vrijednost. Ova relacija je u literaturi Cesto sim-
bolicki zapisana u obliku

1
T+ i€

— Fird(z) + P % (6.22)

Dokaz : (Skica)
1 xFie
xtie a2+ €2

lim f( ) dz = lim :Fiﬂ/b(;f(m)dx—i— lim b’ de

e—ot J, x Lie =0+ m(x? + €2) e—ot J, 22+ =z

Zax #0
2

e—0t % + €

o[ Ky ([ )

Delta funkcija u vise dimenzija,

6(r —ro) = 6(z — 20) 6(y — yo) 6(2 — 20)
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/f(r)5(r —1g)dr = f(rp)

Ponekad se posebno napomene broj dimenzija, 5(¥) (r — (). Primjerice, gustoéu mase
p(r) tockaste Cestice mase m, smjestene u tocki s radijus-vektorom ry mozemo zapi-
sati pomocu delta funkcije

p(r) = m 3(x — o)
Delta funkcija u razli¢itim koordinatnim sustavima. Uzmimo prijelaz iz Kartezijevog
{z,y, z} uneki opéeniti {u, v, w},

[ @3t =royar = [ [[ 5016 - 20)éy - 90)3(z  z0) dedydz = fixo)

- /// SN (0, w)6(u — )30 — v0)d(w — wg) | (u, v, w)] dudv du

Oyt  Opr Oy
J(u,v,w) =] Oy Ovy Ouwy
Ouz Opz Opz
Ovdje moramo odabrati funkciju N (u, v, w), takvu da je konacan rezultat konzisten-
tan s onim dobivenim u bilo kojem drugom koordinatnom sustavu. To postizemo s
N =1/J, odnosno
1

O =r0) = T o))

d(u — ug)d(v —vg)d(w — wy) (6.23)

3~ x0) = — 65 — 50)0(9 — Gu)3(z — 20) =

1
= 5smd 3(r —10)d(¢ — ¢0)0(0 — o)
Integralna reprezentacija
1 ik-(r—r’) 3d

§ 6.5 Ostale integralne transformacije

Opcenito mozemo definirati integralnu transformaciju oblika,

b
F(s) :/ K(z,s)f(z)dx (6.25)

gdje je K tzv. jezgra transformata. Na primjer, Laplaceov transformat,

Clfl) = F(s) = [ e e (6.26)

1 njegov inverz

c+100
L) = () = —— / ¢t F(s)ds (6.27)
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Parcijalne diferencijalne
jednadzbe

Parcijalna diferencijalna jednadzba, ili skraceno PD], definira ponasanje funkcije u
koja ovisi o dvije ili vi$e nezavisnih varijabli, pomo¢u parcijalnih derivacija funkcije
u, ponekad same funkcije u, i funkcija nezavisnih varijabli u problemu. Opcenito
je nepoznata funkcija preslikavanje © : D — R, gdje je D C R" domena, an >
2 predstavlja broj nezavisnih varijabli o kojima ona ovisi. Red PD]J je red najvise
derivacije u jednadzbi. Na primjer, opcenita PDJ prvog reda za n = 2 ima oblik

F(x,y,u,um,uy) =0, (7.1)
a opcenita PDJ drugog reda za n = 2 oblik
G(x, Y, Uy Uy, Uy, Ugz s Ugy, Uyy) =0, (7.2)

gdje su F' i G neke funkcije neprekidne u svim svojim argumentima.

§ 7.1 Fizikalna pozadina osnovnih PD]

Jednadzba prometne guzve primjer je (1 + 1)-dimenzionalne jednadzbe kontinu-
iteta,

pe(t,z) + ¢ (t,x) =0 (7.3)
gdje je p(t, ) linearna gustoéa vozila na prometnici (dimenzije L), a ¢(t, z) njihov

tok (dimenzije 7~ !). U najjednostavnijoj aproksimaciji tok raste linearno s gustoéom,
¢ = vp, gdje je v (konstantna) brzina vozila,

Pt(t7 .’E) + ’pr(t, x) =0 (7-4)

221
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Nizozemski matematicar Jan M. Burgers je 1948. godine promatrao nesto realis-

metu nije konstantna, ve¢ ovisi o gustoci vozila,

Pm — P
Pm

v(p) = U

a tok sadrzi i dodatni difuzijski ¢lan,

o(p) =v(p)p —vpa

gdje je v kinematicka viskoznost. Time jednadzba (7.3) poprima oblik

d <Pmp

pt+ =

P vmp> — VUpPge =0

P

Uvodenjem bezdimenzionalne gustoce g = p/pm,
Pt + Um(P(1 = p))z — Vpzz =0
Nadalje, uvodenjem funkcije u = 1 — 2p, jednadzba poprima oblik
Ut + Vpp Uy = VlUgy

Konac¢no, konvencionalno je ovu PDJ zapisati u jedinicama u kojima je v,, = 1, pa
kona¢no imamo Burgersovu jednadzbu

Up + Uy = VUgy (7.5)

Poissonova jednadzba. Iz Gaussovog zakona za elektri¢no polje,

vE=" (7.6)
€0
Uvrstavanjem skalarnog potencijala, E = —V @ slijedi Poissonova jednadzba
vip =L (7.7)
€0

Specijalno, u vakuumu se ona svodi na Laplaceovu jednadzbu,
V20 =0 (7.8)

Jednadzba kontinuiteta. Ako je p gustoca neke fizikalne veli¢ine (mase, naboja,
itd.), a J pripadna gustoca struje, tada je ocuvanje doti¢ne veli¢ine unutar volumena
V omedenog kompaktnom plohom 8 = 9V dano integralnom formulom

d
— pdV—&-j{J-da:O (7.9)
dt Jy s

Pripadni diferencijalni oblik sacuvanja glasi

Idp
ap . J = 10
5tV 0 (7.10)
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Na primjer, ako je p gustoca energije, tada je upravo napisana jednadzba zakon ocu-
vanja energije. Iskoristimo li Fourierov zakon koji povezuje lokalni tok topline s gra-
dijentom temperature, J = —kVu (k je koeficijent toplinske vodljivosti), te stavimo
p = cppmu, gdje je ¢, je specifiéni toplinski kapacitet, a p,,, masena gusto¢a materijala
(pretpostavljamo da je p,,, vremenski neovisna), dobivamo toplinsku jednadzbu za
temperaturu u,

uy — a*V2u =0 (7.11)
u kojoj smo uveli konstantu termalne difuzivnosti,

9 K

a® = (7.12)
CpPm

Specijalni, vremenski neovisan sluc¢aj toplinske jednadzbe svodi se na Laplaceovu jed-
nadzbu,
Viu =0 (7.13)

Valna jednadzba. Promatranjem sila na infinitezimalni element niti

dF, = pdxuy = Toug, dx

T
U — Plige =0, =] =
P
U (1 4 3)-dimenzionalnom slucaju,
Uy — V% =0 (7.14)
Schrodingerova jednadzba.
R _, 0

Heuristi¢ki izvod slijedi uobi¢ajenom zamjenom opservabli s operatorima,

0
— —thV , E —ih—
p Y at
u nerelativistiCkom izrazu za energiju Cestice mase m s impulsom p i potencijalnom
energijom V/,
p?
E=—+V
2m
te s tako dobivenim operatorom djelujemo na valnu funkciju ¥. Ako ovu zamjenu

izvr$imo na relativistickom izrazu za energiju,
E? = p22 4 m2ct
rezultat je Klein-Gordonova jednadzba

1 02 9 m?c?

o (7.16)
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§ 7.2 Klasifikacija PD]

Za PDJ kazemo da je

« linearna ako se nepoznata funkcija u i sve njene parcijalne derivacije u jed-
nadzbi pojavljuju linearno (koeficijenti uz parcijalne derivacije funkcije u su
funkcije nezavisnih varijabli, ali ne i same funkcije w ili njenih parcijalnih deri-
vacija), npr.

f(@, y)uze + g(z, y)uy + h(z, y)u =0

- semilinearna ako se sve parcijalne derivacije funkcije u pojavljuju linearno,
ali sama funkcija © ne nuzno, npr.

Vu = f(u)
gdje je f bilo koja nelinearna funkcija.

« kvazilinearna ako se parcijalne derivacije najviseg reda u jednadzbi pojavljuju
linearno s koeficijentima koji su funkcije nezavisnih varijabli, same funkcije u i
njenih parcijanih derivacija nizeg reda, npr. neviskozna Burgersova jednadzba,

us + f(u)uy, =0,
Korteweg-de Vriesova jednadzba
ug — Uty + Ugge =0,
ili jednadzba minimalne plohe
1+ ui)um — Uty Uy + (14 u2)uy, =0
« nelinearna ako ne pripada niti jednoj od gore definiranih kategorija, npr.

(ugc)2 +ur =0

Opcenita linearna PD]J ima oblik
Llu] = f, (7.17)

gdje je L linearni diferencijalni operator, a f neka funkcija. U sluc¢aju kada je f = 0
kazemo da je posrijedi homogena PDJ. U slucaju linearne PD]J drugog reda, operator
L opcéenito je oblika

L—g:lA”a or, ZBk—+C (7.18)
gdje su A;;, B; i C neke funkcije. Ozna¢imo s {\1,..., A, } svojstvene vrijednosti

matrice A, te neka je medu njima p pozitivnih, ¢ negativnih i r svojstvenih vrijednosti
koje su nula (dakle, p + ¢ + r = n). Tada parcijalne diferencijalne jednadzbe dijelimo
na
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ELIPTICKE p=nilig=n,
PARABOLICKE p=n—lir=1lilig=n—-1ir=1,
HIPERBOLICKE p =n — 11iq = 1ili obratno,
ULTRAHIPERBOLICKE p > 1,¢>1ir=0.

Nacelno, PDJ moze biti razli¢itog tipa u razli¢itim dijelovima prostora i vremena. Pri-
mjeri:

« Laplaceova jednadzba (elektrostatika, magnetostatika u odsutnosti struja, sta-
cionarni slucaj toplinske jednadzbe)

V2u=0 (7.19)

gdje je u(r) iznos elektri¢nog potencijala, magnetskog potencijala ili stacionar-
ne temperature u tocki r. Ovo je primjer elipticke PDJ jer je A = diag (1,1, 1).

« Toplinska (difuzijska) jednadzba
u —a’Viu =0 (7.20)

gdje je u(t, r) temperatura u tocki (¢,r). Ovo je primjer parabolicke PD] jer je
A = diag (0, —a?, —a?, —a?).

« Valna jednadzba
up — AV3u =0 , ¢>0 (7.21)

gdje je u(t,r) elongacija medija od ravnoteznog poloZaja u tocki (¢,r). Ovo je

primjer hiperboli¢ke PDJ jer je A = diag (1, —c?, —c?, —c?).

« Schrédingerova jednadzba

I V32U 4V (r)¥ = ih 0 ] (7.22)
- r)V=ih— .
2m ot
gdje je W(¢,r) valna funkcija Cestice mase m s potencijalnom energijom V' (r).
Ovo je primjer parabolitke PD]J jer je A = diag (0, k, k, k) uz pokratu k =
—h?/2m. S druge strane, njen stacionarni (vremenski neovisan) slu¢aj

7 V2 +V(r)h = Eq (7.23)
2m

je primjer elipticke PDJ jer je (do na konstantan faktor) A = diag (1,1, 1).

U sluéaju kada je jedna varijabla istaknuta kao “vremenska” (tipi¢no oznadena s
t) domenu nepoznate funkcije u© moZemo pisati kao produkt D = Q x I, gdje je 2
“prostor” koji evoluira u vremenu duz vremenskog intervala I C R. Ako se sustav od
pocetnog trenutka ili nakon dovoljno dugo vremena vise ne mijenja u vremenu, tada
kazemo da je postignuto stacionarno rjesenje, u; = 0.

Pocetni uvjet je zadavanje oblika trazene funkcije w ili njenih derivacija u pocet-
nom trenutku ¢ = 3. Na primjer, otpustanje napete Zice u titranje mozemo zapisati
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pocetnim uvjetom tipa u(0,z) = f(x) (pocetni oblik niti) ili po¢etnim uvjetom tipa
u¢(0, ) = 0 (nit je mirno otpustena).

Rubni uvjeti su zadavanje vrijednosti trazene funkcije « ili njenih derivacija za-
dani na rubovima podruéja (0f2 s normalom n) na kojem trazimo rjeSenje. Razliku-

jemo sljedece tipove zadavanja rubnih uvjeta:

Dirichletov : u(t,r) % f(t,r);

npr. uévrsceni kraj titrajuce niti, u(t, xg) = 0; jedan kraj zice kojeg odrzavamo
na konstantnoj temperaturi Tp, u(t, xo) = Tp; uzemljena vodljiva sfera radijusa
a u elektrostatickom problemu, u(r = a) = 0, itd.

Neumannov : J,u(r,t) % ft,r);

npr. drzimo li jedan kraj Zice toplinski izoliranim, kako je tok topline proporci-
onalan prostornoj derivaciji u,, (toplinska difuzija je proporcionalna gradijentu
temperature), izolaciju uvodimo uvjetom u, (xo,t) = 0; ako je u elektrostatic-
kom problemu zadana povrsinska gusto¢a naboja o(x,y) u x-y ravnini, tada
imamo rubni uvjet 2 -Vu(x,y,0) = —o(x,y)/eo

Cauchyjev : na rubu su istovremeno zadani i Dirichletov i Neumannov rubni
uvjet;

mijesani : na jednom dijelu ruba imamo Dirichletov, a preostalom dijelu ruba
Neumannov tip rubnog uvjeta;

Robinov : au(t,r) + S0, u(t,r) Y f(t,r), gdjesua, B € R.

npr. dio ruba je uronjen u rezervoar promjenjive temperature f(¢,r); tok to-
pline kroz taj kraj je proporcionalan s razlikom temperature ruba i okoline,
Onpu(t,r) = —X(u(t,r) — f(t,r)), s nekom konstantom A > 0, za tocke T'(r)
na dijelu ruba koji je u kontaktu s tim rezervoarom; u primjeru sa zicom imamo
npr. Au(zo, t) + ug(zo,t) = Af(%).

Metode rjesavanja linearnih PD]J:

separacija varijabli: nepoznatu funkciju u(x, y, . . . ) napis§emo kao umnozak
zasebnih funkcija, od kojih svaka ovisi samo o jednoj varijabli,

ue,y,..) = X(@)Y(y)--

te ovaj ansatz potom uvrstimo u poéetnu PDJ. U sljedecem koraku pokusavamo
odvojiti dio koji ovisi samo o jednoj varijabli (npr. x) na jednu stranu, a ostale iz-
raze na drugu stranu jednadzbe. Takvu jednakost je moguce ispuniti samo ako
su obje strane konstantne, odnosno jednake tzv. separacijskoj konstanti. Pos-
tupak ponavljamo dok pocetna PDJ nije svedena na skup razdvojenih obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi.

superpozicija kod linearnih PD]J,
L{u +v] = L{u] 4+ L[v]

Mozemo rastaviti problem na sumu jednostavnijih (s jednostavnijim rubnim
uvjetima) ili prebaciti nehomogene rubne uvjete u homogene.
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« metoda karakteristika: orginalnu PDJ pretvorimo u ODJ koju rjesavamo duz

krivulja povezanih s orginalom PD]J.

« integralne transformacije: napravimo (npr. Fourierovu) transformaciju po-
Cetne PDJ, pri ¢emu se “rijeSavamo” dijela derivacija.

« Greenove funkcije: kao i kod obi¢nih diferencijalni jednadzbi, nehomogenu
PD]J rjesavamo pomocu funkcije G koja zadovoljava PDJ

LG(x1,xa,...;2),2h,...) = 6(x —x)

Jacques Salomon Hadamard je oko 1932. godine uveo pojam dobro postavljene
zadace (engl. well posed problem):

- egzistencija (rjeSenje postoji),
- jedinstvenost (rjesenje je jedinstveno),

« stabilnost (rjesenje neprekidno ovisi o pocetnim i rubnim uvjetima).

§ 7.3 PD]J prvog reda

Primjer: jednadzba prometne guzve
pi(t,x) +vpa(t,w) =0, zER, >0, (7.24)
s pocetnim uvjetom p(0,z) = f(x). Problem ¢emo rijesiti na nekoliko nacina.

Primjenom Fourierovog transformata,

“+o0
p(t,x) = \/LQTT/_ R(w,z)e™'dw, R(w,z)=F:[p(t,z))(w,)

pocetna PD]J prelazi u OD]
iwR+vR, =0

Uvodenjem pokrate k = w/v,
R, +ikR=0

R(w,z) = A(k)e™*®

1 [t ,
p(t,x) = E/ R(w,z)e™" dw =

I ;
= \/?/ A(k)e™*RE@=v8) 4 dk = g(x — vt)
™ J—c0
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Koriste¢i pocetni uvjet imamo

f(x) = p(0,2) = g(z)

pa je konac¢no rjesenje
p(t,x) = fz —vt)

Metoda separacije varijabli: p(t,z) = T'(t) X (x),
XT 4 vX'T=0
17 X
vT X
T—XT=0, T(t) = A"
X' +AX =0, X(z)=Be ™
pa(t,z) = C(N)e @0t

A

Opéenito rjeSenje je superpozicija svih ovakvih rjesenja p, (¢, ),
+oo
plta) = [ €O dh = gl v0).

pa opet imamo isti zakljucak kao i s transformatom.

§ 7.4 Metoda karakteristika

Promotrimo PDJ prvog reda za nepoznatu funkciju u dvije varijable

a(x, y)ugz + b(z,y)u, = f(z,y,u) (7.25)

Metoda koju ¢emo izloziti ovdje polazi od analiziranja ove PDJ duz posebno odabranih
krivulja u (z,y) ravnini, tzv. karakteristika, parametriziranih s parametrom s,

te zadanih kao rjeSenja sustava OD],

% =a(,y), =L=bxy)

Koriste¢i ovo imamo
du Ou dx Ou dy
45 o5 ds + oy ds f(z(s),y(s),u(s))

Drugim rije¢ima, pofetnu PDJ smo zamijenili s ODJ koja je zadovoljena duz karakte-
ristika.
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Primjer #1: prometna jednadzba.
dt
- 1
ds ’

dx () n
-— = (S) = vs X
ds ) 0

t(s) =s+to

odnosno
ze(t) =vt +¢

gdje je £ = xp — vtp. U ovom primjeru karakteristike su paralelni pravci. Jednadzba
dp
F_0
ds

nam govori da je p konstantna funkcija duz svakog od ovih pravaca, pa koristeci

x¢(0) = £ i pocetni uvjet PDJ imamo

p(l‘g(t),t) = p($5(0)70) = p(§70) = f(g) )
odnosno
put +§&,t) = f(§) .

Eliminiranjem varijable ¢ slijedi

p(t,x) = f(z —vt)

. L . S » ,
u slaganju s ranijim rezultatom. Ovo rjeSenje nam govori da se pocetni “profil” gustoce
prometa koherentno giba brzinom v u pozitivnhom smjeru z-osi.

Primjer #2:

Uy — Uy + Pu =0, uly=p = e P sin(x)

gdje sua, 8 > 0.
i(s)=1, y(s)=—a

r(s)=s+z0, y(s)=—as+yo

Karakteristike u ovom primjeru su pravci. Kako duZz svakog pravca moZemo pro-
izvoljno odabrati pocetnu tocku (xg, yo) radi jednostavnosti moZemo za sve pravce
odabrati yp = 0. Drugim rije¢ima, pravci se medusobno razlikuju pocetnom tockom
T na x-osi, a duz svakog pravca koristimo parametar s. Pocetna PDJ sada glasi

U+ Pu=0
Cije je rjeSenje
u(s) = u(0)e"*
Pocetni uvjet je zadan duz pravca y = x na kojem vrijedi
S+ xg = —as

Lo

S = —
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Uvrstavanjem slijedi
Zo Bo
_ = u(0
u< 1—|—a> u( )exp<1+a>
_ Bxo . Qo
_exp( B( 1+a+x0 sin T+ra

u(0) = e~ %0 sin < aro >

1+«

pa je

_ —B(s+xo) @
u(s) =e sin (1 o x0>

Na kraju preostaje prebaciti parametre x i s natrag u koordinate z i y. Kako je

s:—g, :(,’0:33—(9:364—g
a «
imamo
_ pagy (2T tY
u(r,y) =e sin
(@:y) <1+a

Potencijalni problemi s ovom metodom nastupaju kada je neka od karakteristic-
nih krivulja tangentna na krivulju ili plohu I" duz koje je zadan pocetni (rubni) uvjet.
Nadalje, zanimljiv fenomen se javlja kada se karakteristi¢ne krivulje sijeku (diskonti-
nuiteti, Sokovi). [vidi Jeffrey, 2. poglavlje]

Primjer #3: neviskozna Burgersova jednadzba.
uy + uuy, =0 (7.26)
i(s)=1, i(s)=u
Ovom supstitucijom se PD]J svodi na
=0

pa je u konstantna duz karakteristika, u(s) = wug. To opet povladi kako su u ovom
primjeru karakteristike pravci,

t(s)=s+ty, x(s)=mups+xo
Uzmimo radi jednostavnosti tg = 0, odnosno
x(t) = uot + o

Ovisno o vrijednostima wg, karakteristike se mogu sjeci, pri cemu rjesenje vise nije
jedinstveno. Pri tom se formira diskontinuitet (Sok). Kod linearnih PDJ $okovi nastaju
samo ako su prisutni u poc¢etnom uvjetu, dok se kod nelinearnih PDJ mogu formirati
i s neprekidnim pocetnim uvjetom.
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§ 7.5 Kanonska forma PDJ drugog reda

Opéenita PDJ drugog reda za funkciju u(z, y)

Augy + Bugy + Cuyy = F(x,y, U, Uy, Uy) (7.27)
Imamo matricu /
A BJ/2
M= < B2 C >
Svojstvene vrijednosti
A—X BJ)2 B? B
’ B/2 C/\‘ (A=NC =N =7 =0

32
N~ (A+C)A+AC— =0

:% (A+Ci\/(A+C)2+5) , 6=DB2—4AC

Diskriminanta je nenegativna jer
(A+CP2+6=(A-0)*+B*>>0

pa su vlastite vrijednosti realne. Imamo sljedece slucajeve,

A+C>0 A+C <0
) A+ A_  tipPDJ ) Ay A tipPDJ
>0 >0 <0 hiperbolicka >0 >0 <0 hiperbolicka
=0 >0 =0 @parabolicka =0 =0 <0 parabolicka
<0 >0 >0 elipticka <0 <0 <0 -elipticka

U slucaju kada je A + C' = 01 pod pretpostavkom da ne vrijedi A = B = C = 0,
imamo § > 0, pa je A+ = £+//2, odnosno posrijedi je nuzno hiperbolicki tip PDJ.
Zakljucak je da predznak veli¢ine § jednozna¢no odreduje tip PD]J.

Svaka od ovih tipova PD]J moZe se svesti na naredne kanonske oblike pomoc¢u prik-
ladne koordinatne transformacije £ = £(z,y) in = n(z, y),

1. kanonska forma za hiperbolicki tip PDJ

W&, n, u, ue, Uy
Ugg — Unn = \Il(f n, U, Ug, Uy
¥(

)

) 2. kanonska forma za hiperboli¢ki tip PDJ
&,m,u,ug,uy) kanonska forma za paraboli¢ki tip PDJ

)

Uge + Uny = Y(E,m, u, ug,u,) kanonska forma za elipticki tip PDJ

Kako odabrati prikladne koordinate? Promotrimo opcenitu koordinatnu transforma-
ciju
Ou  Ou 0§  Ou On

Uz:%7§§%+%%:u§§m+unnz7 Uy = ugly + Up1)y
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Uge = (Ues + UnNa)e = (Ug)ee + Ueban + (Un)aNe + UnTlee =
= Uge (&2)? + ugyNaba + Ueloa + Uneballe + Unn(12)? + UnTlae =
= e (€0)2 + Uy (02)? + 2uenEatls + Ueban + UyTla
Sli¢no se pokaze i

Uyy = “&f(fy)Q + uvm(ny)Q + 2ugnyny + uelyy + untyy

Ugy = Uge&a&y + Ugn(Eany + EyN) + UnyNaNy + Uelay + UnNay
Uvrstavanjem u PD]J (7.27) dobivamo

Auge + Bugy + Cupgy = U(€,1, 4, ug, up) (7.28)
gdje su

A = A(&,)? + B&E, + C(E,)?
B = 24,1, 4 B(Eany + Eyna) + 2CE,m,
C = A(n.)? + Brany + C(n,)?

Promotrimo sada primjer 1. kanonske forme za hiperbolicki tip PDJ, u kojem zahtije-
vamo A = 0 = C. Dakle, imamo sustav jednadzbi

A(nz)Q + Bnzny + C(ny)Q =0

Dijeljenjem jednadzbi redom s (€,)? i (1,)? dobivamo
A(fw/gy)Q + B(fw/gu) +C=0

Ay /ny)? + B(ne/ny) +C =0

Ovo su dvije identi¢ne kvadratne jednadzbe s rjeSenjem

_ —B=£W§

= B? 44
24 0 ¢

O+ (x ’ y)
Kako bismo dobili smislenu koordinatnu transformaciju moramo odabrati dva razli-
¢ita korijena za &, /&, 1 15 /ny. Time je odabir novih varijabli sveden na rjesavanje
sustava
§o—04& =0, ny—o_my=0

Ako je PDJ hiperbolickog tipa napisana u 1. kanonskoj formi,
Ugy = F',

tada u 2. kanonsku formu uvijek moZemo prije¢i jednostavnom koordinatnom tran-
sformacijom
E=r—y, n=zr+y

A=-1, B=0, C=1
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Koje je geometrijsko znacenje veli¢ina &, /&, i 1, /n,? Posrijedi su nagibi tangenti
na krivulje (karakteristike) £(z,y) = konst. in(z,y) = konst.,

by &
0=dg=&drt§dy, Po =~ = o (zy)
Y

dy U
0=dn=mn.dz+n,dy, T;=—ni=—0+(x,y)
Y

§ 7.6 Poissonova i Laplaceova jednadzba

Poissonova jednadzba za nepoznatu funkciju u : Q2 — R, Q C R", glasi
V2= f (7.29)

Specijalni, homogeni slu¢aj f = 0 je Laplaceova jednadzba. Napomena: ako na
primjer promatramo problem skalarnog elektri¢nog potencijala tockastog naboja ¢
u ishodistu tada mozemo rjesavati Poissonovu jednadzbu u cijelom prostoru R? s
f(r) = —qd(r)/eo ili Laplaceovu jednadzbu u R3 — {(0,0,0)} uz rubni uvjet koji
definira ukupan naboj smjesten u ishodiste.

Prvo ¢emo razmotriti nekoliko osnovnih svojstava Laplaceove jednadzbe. U slu-
¢aju kada je n = 1 ova PD]J se svodi na elementarnu ODJ, " (z) = 0, pa se moZemo
ograni¢iti na slu¢ajeve kada je n > 1. Promotrimo problem kada je 2 disk radijusa a
u ravnini R2,

Viu=0, r<a
u(r = a, ) = f(p)

Separacijom u polarnom koordinatnom sustavu dobivamo opéi oblik rjesenja.

9 1 0 ou 1 9%u
VS T g

Kutna jednadzba glasi
"+ X0 =0

uz naredne slucajeve
+ A=0,2(p) = aop + o

e A e Cx, B(p) ~ exp(Liryp)
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Zbog konzistentnosti rjeSenja mora vrijediti periodi¢ni uvjet
d(27m) = ¢(0)

odakle slijedi da je g = 0 te A = n € Z. Radijalna jednadzba ima formu Eulerove
diferencijalne jednadzbe i glasi

R’ +rR —n*R=0
« uslucaju kada je n € Z* rjeSenje je oblika
R(r)=ar™ +br "
« u sluc¢aju kada je n = 0 imamo radijalnu diferencijalu jednadzbu
(rR'Y =0
Cije je rjeSenje linearna kombinacija konstante i logaritamske funkcije,
R(r) = a+bln(r)

U slucaju kada je ishodiste = 0 dio domene na kojoj rjesavamo problem, tada
zbog regularnosti rjeSenja uzimamo b = 0

Uz prikladan oblik zapisa konstanti u opéem rjesenju imamo

a | .
u(r,p) = =3 z:: (r/a)" (an cos(np) + by sin(ny))

Pocetni uvjet sada glasi

flp) = ula, Z an cos(ngp) + by, sin(ny))

m\o

pa su koeficijenti dani pomocu izraza iz Fourierovog reda,
1 27 27 )
an=— [ f(@)cos(ng)de", bn=— | f(¢)sin(ng) d’
0 0

Uvrstavanjem koeficijenata natrag u razvoj funkcije imamo

1

> (1—1—22( ) cos(n(p — ap)))dg@’

u(r, ) =
Promotrimo sumu

1 ret®
» a"cos :R{§ "““"}:R{i, —1}:R{7,}:
n:1a: cos(n«) e n:13: e S G O\ roia

xeia

}: {xem((l—xcosa)—&—ixsina)}:

¢ (1 —=zcosa) —irsina 1+ 22 —2xcosa
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25in? o xcosa — x?

xcosa(l —xzcosa) —x

1+ 22 —-2xcosa T 1422 —2zcosa
Dakle,

1 27

alro) = 2 [ R (1 2

727'(' 0

(r/a)cos(p — @) — (rfa)? .,
T+ (r/a)? — 2(r/a) cos(p w) dy

Time smo izveli tzv. Poissonovu integralnu formulu za disk

v0) = 5 /Qﬂf( ) “ dg’ (7:30)
u(r,p) = — :
T on 0 )@ 112~ 2ar cos(p — ') v

Valja uoditi da je u sredistu diska (r = 0),

T o

u(0) = 2 / " f¢)dy

rjeSenje jednako srednjoj vrijednosti funkcije u na obodu diska! Ovaj zakljucak je
u principu moguce poopciti na rjesenja Laplaceove jednadzbe u bilo kojem broju di-
menzija. Primijetimo, u trivijalnom, n = 1 slucaju, rjeSenja su linearne funkcije,
u(x) = Az + B koje uvijek zadovoljavaju analogno svojstvo,

u(x) + u(—x)

u(0) = 5

Teorem 7.1. (Teorem o srednjoj vrijednosti) Neka je u regularno C? rjesenje
Laplaceove jednadzbe na otvorenom skupu @ C R™ te X C ) proizvoljna kugla.
Tada je srednja vrijednost funkcije u na sferi § = 0X jednaka vrijednosti funkcije u
u sredistu sfere S.

DoxkAz : Promotrimo prvon = 3 slucaj. Bez smanjenja opéenitosti mozemo smjestiti ishodiste
sfernog koordinatnog sustava u srediSte promatrane sfere 8 radijusa > 0. Srednja vrijednost
rjeSenja Laplaceove jednadzbe u(r) na ovoj sferi dana je izrazom

_ 1 1 T ) 27
u(r) = - 7{5“(1‘) da = — do s1n0/0 deu(r)

T ir 0

Ako sada deriviramo ovaj izraz po radijalnoj koordinati r, pa iskoristimo Gaussov teorem i
Laplaceovu jednadzbu, dobit ¢emo

du 1 [T . T Ju(r) 1 ou(r) .
a—ﬂ/o df siné ; Ee d<,0—47w2 o da =

1 R 1 > .
= Iz %sn Vu(r)da = g /va u(r)dV =0

gdje smo s K oznadili kuglu omedenu sferom 8. To znaéi da je u(r) konstantna funkcija za sve
r > 0. Nadalje, po pretpostavci je u neprekidna funkcija, odakle slijedi

lim w(r) = u(0)

r—0
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Naime, sfera 8 C R? je omeden i zatvoren pa stoga i kompaktan skup. Znamo da svaka nepre-
kidna funkcija na kompaktnom skupu poprima ekstremne vrijednosti, odakle slijedi da na sferi
8 radijusa r > 0 vrijedi

Umin (T) < u(r,0,0) < Umax(T)

Integriranjem ove nejednakosti preko sfere 8 i dijeljenjem s njenom povréinom 47 dobivamo
umin(T) S ﬂ(’f‘) S umax(r)

istoga

[@(r) = w(0)] < max {[umin(r) = u(0)], |umax(r) — u(0)[}
Konac¢no, koriste¢i opet pretpostavku da je w neprekidna funkcija znamo da za svaki e > 0
postoji § > 0 takav da za svaki |r| < § vrijedi

lu(r) —u(0)] < e
te je stoga i [u(r) — u(0)| < e

Poopéenje zakljucka na bilo koji broj dimenzija n > 3 jednostavno slijedi: ako je S(r)
(n — 1)-dimenzionalna sfera radijusa r i povréine A,_1r" "', tada je

1 1
u(r)=——— ?{ u(r)da = jé. u(r) dQn,—1
An—1rt S5 ) An-1 Jsq) (
du 1 Ou(r) 1 ?{ Ou(r)
= = Qo1 = =
dr Anfl S(1) 87‘ d ! Anfl'rnil S(r) 87’ da
_ 1 . _ 1 2 _
= AT ?i(r) i -Vu(r)da = W= . Vu(r)dV =0
O
Sada ¢emo razmotriti formalno pitanje jedinstvenosti rjeSenja.
Problem. Neka je 2 C R3 omeden otvoren skup.
Viu=f na Q (7.31)

au+ pn-Vu=g na 092,

gdjejeaf > 0,alineia = =0.

Teorem 7.2. (Jedinstvenost rjesenja) Problem (7.31) ima jedinstveno rjeSenje do
na konstantu.
Doxkaz : Neka su uj iuz dva rjeSenja problema (7.31). Tada je w = w2 — u1 rjesenje problema

VZw=0 na 0 (7.32)
aw+ i -Vw =0 na 0IN

Koristimo Greenov identitet, izveden pomoc¢u Gaussovog teorema,

[ v vaav= [ vuvaav - [ uvisav =

:/ (ngZ))-da—/QwVQgZ)dV

o0
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za ) = ¢ = w, imamo

/\Vw\QdVZ/ (wVw)-da—/wVdeV.
Q o0 Q

Drugi ¢lan s desne strane je nula jer je w rjeSenje Laplaceove PDJ. U svim totkama ruba OS2
u kojima je a = 0 ili 8 = 0 prvi ¢lan s desne strane je nula. U tockama u kojima je o # 0 i

B # 0 imamo

/ (wVw)~da:—g w’ da <0
a0 B Jaq

Zakljucak je da uvijek vrijedi
/ |Vw*dV <0.
Q

Kako je podintegralan izraz s lijeve strane pozitivno semidefinitan, slijedi | Vw| = 0, odnosno
w 2 konst.

pa je uz = w1 + konst. Napomena: u slu¢aju Dirichletovog rubnog uvjeta (« = 1, § = 0)
nema ove nedredenosti u konstanti jer je w = 0. O

Sto je sa slu¢ajem a3 < 0? U slu¢aju ovakvog rubnog uvjeta ne mora vrijediti jedins-
tvenost rjeSenja, kao $to pokazuje sljedeéi primjer. Ako za {2 odaberemo otvorenu
kuglu radijusa R, Cije je srediSte smjesteno u ishodiste koordinatnog sustava, tada su
sve tri funkcije

u=x, U=y, u3==2,

rjeSenja Laplaceove jednadzbe i zadovoljavaju Robinov rubni uvjet

u; . u;  Ou; a0
< —AVu = — - L=
R "VYYTR o
na rubu kugle 02 za i = 1,2,3. Primijetimo, ovdje imamo o« = 1/R, 8 = —1,

pa je aff < 0. Kakvim fizikalnim situacijama odgovara slu¢aj af < 0? Uzmemo
li primjer Robinovog rubnog uvjeta kod (stacionarnog rjesenja) toplinske jednadzbe,
vidimo kako on odgovara “pogresnom” predznaku izmjene topline na rubu, odnosno
narusenju drugog zakona termodinamike.

Promotrimo na kraju ovog potpoglavlja pitanje stabilnosti rjesenja Laplaceove
jednadzbe. Ako bismo medu skupom varijabli izdvojili jednu kao “vremensku” i za-
tim promatrali jednadzbu kao vremensku evoluciju, zanima nas mijenja li se rjeSenje
neprekidno prilikom mijenjanja pocetnih uvjeta. Uzmimo na primjer Laplaceovu jed-
nadzbu V2u = 0 na skupu 2 = R x (0, 00), s pocetnim uvjetima

’U,(O,.’E) = f(l') s uu(07x) = g(JJ)

pri ¢emu koordinatu y promatramo kao “vremensku koordinatu”, a pravac y = 0 kao
“pocetni trenutak”. Kao kriterij stabilnosti rjeSenja ¢emo uzeti sljede¢u definiciju: za
rjeSenje kazemo da je stabilno ako za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da

If1(z) = fo(2)| + |g1(z) — g2(z)| <5, Ve eR

povlaci
|’LL1(£L'7y) - U2($,y)| <e€
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Sada ¢emo eksplicitnim odabirom niza funkcija (f,, g,) (poCetnih uvjeta) pokazati
kako pripadna rje$enja nisu stabilna (prema doti¢nom kriteriju). Uzmimo kao refe-
rentne poletne uvjete trivijalne funkcije fo(z) = go(z) = 0, &ije je pripadno rjesenje
u(zx) = 0. Nadalje, funkcije

fn(x):()a gn(x): 5 neN

su za dovoljno veliki n proizvoljno “blizu” pocetnim uvjetima ( fo, go): za svaki § > 0
postoji N € N takav da je

[fu(@) = fo(@)] + |gn(x) — go(2)| < 6

zasve x € Risven > N. S druge strane, pripadna rjesenja,

Up(z,y) = % sin(nz) sh (ny)

zbog prisutnosti hiperbolnog sinusa nisu omedena u “vremenu” y: za svaki € > 0 i
svakin € N postoji y > 0, takav da je

|un(x7y) - UO<.'IJ,y)| > €

za neki x # 0.

§ 7.7 Toplinska jednadzba

u —a?Vu=0 (7.33)

Nehomogeni rubni uvjeti. Ovdje ¢emo se pozabaviti pitanjem kako nehomogene
rubne uvjete prebaciti u homogene, s kojima je u pravilu jednostavnije raditi. Neka
je zadan (1 + 1)-dimenzionalni problem grijane Zice duljine L s Robinovim rubnim
uvjetima

aqu(t,0) + Srus(t,0) = g1(t)

agu(t, L) + Bauy (t, L) = g2(t)

Trik se sastoji u rastavu nepoznate funkcije v na sumu v = v + s, gdje ¢e v biti nova
nepoznata funkcija s homogenim rubnim uvjetima, a s pazljivo odabrana pomo¢na
funkcija. Koristimo ansatz

s(t,x) = (1 - %) A(t) + %B(t)

Funkcije A i B ¢emo namjestiti tako da funkcija s zadovoljava gornje rubne uvjete,
a15(t,0) 4+ B152(t,0) = g1(¢)

0425(t7 L) + ﬁQSz(t7 L) = gQ(t)
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odnosno

a1 A(t) + B (
OéQB (
aAi

Ovo je linearni sustav jednadzbi za

A(t) Bt):gl(t)

2+
A4 ) — gate

B, kojeg nije tesko rijesiti,

B1 B1
ap — F T 1Bz — azf
A: L L = _—
& cw;’ M
A, = | @ & ~ g +5291—ﬁ192
A g ot B2 21—
_ B -
Ap=| Mt gl‘algﬁﬂwlﬂlgz
L g2 L
Ay Ap
A=—"—, B=—7
A A
Sada uvodimo novu funkciju
V=u—3S§

pa uvrstvanjem u = v + s pocetna toplinska PD]J prelazi u nehomogenu
—vt + @V = =8¢,

pri ¢emu su rubni uvjeti postali homogeni,

a1v(t,0) + f1u,(¢,0) =0,  av(t, L) + Bav.(t, L) =0
a pocetni uvjet se promjenio,

v(0,z) = u(0,2) — s(0,2) = f(x) — s(0,x)
Primjer s Dirichletovim rubnim uvjetima: lateralno izoliranoj zici duljine L na jednom
kraju odrzavamo temperaturu 71, a na drugom 75,
u(t,0) =Ty, wu(t,L)="T:
ar=ay=1, B1=0=0, gi=T1, g2=T, A=T1, B=T
s(x) =T (1—%) +T2% :T1+AT%, AT =T, —T)

Kako je u ovom primjeru s; = 0, PDJ je ostala nepromijenjena, ali se promijenio
pocetni uvjet, v(0, z) = f(z) — s(z).

Primjer s Robinovim rubnim uvjetima: na jednom kraju lateralno izolirane Zice du-
ljine L odrzavamo konstantnu temperaturu 7}, a drugi drzimo uronjen u spremnik
temperature 7.

uw(0,t) =Ty, wuz(L,t)=—k(u(L,t)—Ts), k>0

ap=1, =0, g=1p,
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042:ka 52:13 gZZkTs

Ty + kLT,
A=T, B==T1
B T To+kLTs v kKLAT x B
s =To(1-7)+ S =Dt AT=T-T
kLAT x

U(t,l’) = u(t7$) — T() — m Z

Vi — Ve =0, v(0,8) =0, vu(t,L)+kv(t,L)=0

Rijesimo ovaj problem separacijom, v(t, z) = T'(t) X (),
XT - a®TX" =0
X aF
X  a2T
T+MNa®T=0, X'"+XNX=0

)2

Kada je A # 0 imamo
Ti(t) = are MOt X () = by cos(Az) + ¢y sin(Ax)

azaA=0
To(t) =aop, Xo(af) = box + ¢o

Rubni uvijeti:
0=ur(t,0) = axbre M =0, by=0, wvy=Aysin(Az)e "
0= 0yux(t, L) + kup(t,L) = Ay (,\ cos(AL) + k‘Sin(/\L))efAQ‘th

A
tg (AL) = %

Ovu jednadzbu rjesavamo numericki. Slu¢aj A = 0 se zbog rubnih uvjeta svodi na
trivijalan,
0= aobo 5 bo =0

OZkCI,oCO, COZO

Superpozicijom dobivamo

u(t,z) = Z A, sin(/\nx)ef)‘i‘ft

n=1

Koeficijente A,, mozemo izra¢unati iz po¢etnog uvjeta.

(1 4 1)-dimenzionalni slu¢aj pomoéu Fourierovog transformata.

ut*azuzzzoa U(O,I):f($)7 reR

+oo
Ut k) = Folu] = \/% [ u(t, p)e= dz
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Pretpostavljajuéi da u(t, x) trne u z — 400,

U(0, k) = Fo[u(0, 2)](k) = Fu[f (2)](k) = F (k)

U +a®k*U =0, Ut k)=F(k)e "1
ult,x) = T F(R)e H (k) = £+ 5 e (1)
pri ¢emu je konvolucija s obzirom na varijablu x.
1 Foo 212 .
S_r'—l 6—a2k2t t,I _ / 670’ k“t+ikx dk’
2

N
9. 9 . o 0 . ix x
QPR iak = —at (K2 ik (2 ) ) - P =
“ e “ ( a2t * (2@275) ) 402t

2
9 .z \?2 oz
- t(k— A )_
¢ " a2t 4a?t

Imamo stoga posla s integralom oblika
too 2 co—ifs 2
Ig(a) = / e ki qk = {p =k —if} = / e P dp
— 00 —oo—1if

gdje sua > 0 (jer je t > 0) i 5 realne konstante. Pretpostavit ¢emo da je 5 > 0 jer je
analiza u slu¢aju 8 < 0 u potpunosti analogna. Promatramo kompleksan integral

2
?{ e Y% dz
e

gdje je € pravokutna integracijska krivulja,

Podintegralna funkcija nema singulariteta, pa je
2
0= 7{ e dz=1Ig(a) — Ip(a) + Ip+ I_pr
e
0 -8
In = / R g / e (~RFiv)?
-8B 0
Zadnja dva integrala u sumi daju

-8
JR _ IR 4 I,R _ e—och/ (ei2aRy _ e—i2aRy) eay2 ’Ldy _
0
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-8
— _9e—oR’ / e’ sin(2Ray) dy = {y — —y} =
0

= —2¢ R’ /Beay2 sin(2Ray) d
= y)day
0

Kako je

B 2 'B 2 ﬁ 2
‘/ e sin(2Ray) dy‘ S/ B Sin(2Ray)‘dy§/ eV dy=K < o0,
0 0 0
u limesu kada R — oo imamo
lim |Jg| < lim 2e *F K =0
R—o0 R—o0
paje
+oo )
(@) = Do) = [ e dp=

—00

BE

Koristeci ovaj rezultat imamo

Fl [t (g ) = YT L <_$2) _

1 x?
—— ex —— exp | -
avt V2r P\ a2t av/2t P ( 4a2t>

istoga

+o00 _ 2
u(t,x) = ﬁ/_ f(s)exp (—m) ds (7.34)

Problem. Neka je 2 C R® omeden otvoren skup.

u —a*Viu=f na Qx{0,7T)
u=g na Qx{0}
an-Vu+pu=h na 0Qx{(0,T) (7.35)

uz funkcije f, g, h i konstante « i 3 (takve da ne vrijedi « = 5 = 0).

Teorem 7.3. (Jedinstvenost rjeSenja) Problem (7.35) ima jedinstveno rjesenje.
Dokaz : Pretpostavimo da problem (7.35) ima dva rje$enja, u1 i uz, te definirajmo v = u1 —us.
Zelimo dokazati da problem

v —a’V?u=0 na Qx(0,T)
v=0 na Qx{0}
an-Vu+pv=0 na 9Qx(0,T)

ima jedinstveno rjeSenje v = 0. Promotrimo sljedeéu funkciju

E(t) = %/ﬂzﬂdv

Et(t):/vvth:aQ/UVQUdV:a2 (7{ U(Vv)~daf/ |Vv|2dV)
Q Q o0 Q
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Ako je o = 0 tada je prvi ¢lan nula,

aakojea # 0iaf > 0, tada je

% v(V’u)-da:fé v’ da <0
o0 @ Joa

U oba slucaja slijedi E:(t) < 01 stoga
0< E(t) < E(0)=0

Dakle, E(t) = 0 zasve t, paje ondaiv = 0.
U ostalim slu¢ajevima, kada je « # 01i af < 0, moramo p
funkcije E(t),

Bu(t) :/Q(vt)QdV—F/vitt dV:/Q(vt)QdV—i—a

Drugi ¢lan,

§7.7. Toplinska jednadzba

romotriti drugu derivaciju

2 / ’UVQUt dv
Q

/ vV20, dV = v(Vu) -da— / (Vv) - (Vo) dV =
Q a0

Q

:74 v(Vvt)-da—?{ v:(V) ~da—|—/ v, Vo dV
i) to) Q

Kako Robinov rubni uvjet

vrijedi za sve t > 0, imamo
fl . VUt = —— V¢
«

na Q x {0} i 9Q x [0, T]. Prema tome

-da — da=_" _ _
ﬁgv(Vut) da jéﬂvt(Vv) da a}({m(vvt vw)da =0

/vvtth:a2/vtV2vdV:/(vt)2
Q Q Q

Ett(t) = 2/9(vt)2dV 2 0

i stoga

Koriste¢i SCB nejednakost,

dVv

EE; — (Ey) = (% /QUQ dV> (2/9@)%1/) - (/Q vy dv)2 =

= [loll*[loell* = (v,0)* 2 0

Time smo dokazali da je i In E(t) konveksna funkcija jer

EFEw — (Ey)?
(mE)tt:”T(t)

Pretpostavimo da postoji 7' > 0, takav da je E(t) # 0, odnosno E(t) > 0zasvet € (0,T).

Tada zbog konveksnosti za svaki € € (0,T) slijedi

_ InE(e) +In B(T)

In /E(e)E(T) :

zlnE(

e+ T
2



POGLAVLJE 7. PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE 244

U limesu kada ¢ — 0 desna strana konvergira ka kona¢noj vrijednosti In E(7'/2), dok lijeva
strana divergira ka —oo (jer je E(0) = 0), $to je u kontradikeiji s nejednakoséu. Zakljucak je
kako pretpostavljen interval (0, T') ne postoji, ve¢ je E(t) = 0 za sve t. Odavde opet slijedi
v =0. O

Komentar 7.4. Zasto kod toplinske jednadzbe, za razliku od Laplaceove jednadzbe,
imamo jedinstvenost rjeSenja i u slucaju kada je a8 < 0? Razlog valja potraziti u
pocetnom uvjetu v = 0 na Q x {0}. /!

§ 7.8 Valna jednadzba

Teorem 7.5. Rjesenje (1 + 1)-dimenzionalne valne jednadzbe uy — gy = 0
uvijek je mogude napisati u obliku

u(t,z) = f(x —ct) + g(a + ct) (7.36)

DokAZ : Valnu jednadzbu je moguce jednostavno “faktorizirati”,
(0 — €02) (0 + cOz)u =0
Odnosno, uvedemo li varijable
E=x—ct, n=x+ct

yon=¢& _nté

2¢ ' 2
1 1 1
6.5 :t§8t+x§8 = —%8t+§8x = —%(&—c@x)
1 1 1
8n:tn8t+$nag; = %8t+§8x = %(at—l—c@x)

originalna PD]J se svodi na kanonsku formu
ugn =0

Ovu jednadzbu mozemo pro¢itati na dva sljedeéa nacina:

o (%)== %-re©

on \ 0¢ o€
0 [ 0Ou ou
% () =0 = 5 =cw

du = ug d§ + un dn = F(§) d€ + G(n) dn
Integriranjem dobijemo
u = f(£) + g(n) + konst.

Konstanta nastala pri integriranju ne predstavlja nikakav “problem” jer nju mozemo po volji
ukljuéiti bilo u funkciju f ili funkciju g. Time je pokazana trazena tvrdnja.
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Ovu tvrdnju moZemo dokazati i pomocu Fourierovog transformata. Neka je
U(t, k) = Folu](t, k)
Uvrstavanjem u valnu jednadzbu dobivamo ODJ
Usi(t, k) + k*CU(t, k) =0

Cije je rjeSenje oblika _ _
U(t, k) = A(k)e” ™" + B(k)e'™

+oo .
u(t,z) = \/%/ Uk, t)e™ dk =

+oo X X
_ \/%/ (A(k)ezk(zfct) + B(k)ezk(z+ct>> dk = f(x _ Ct) +g(-’L' + Ct)
T J—o00

O

Ovaj oblik nam govori da se svako rjesenje valne jednadzbe sastoji od dva dijela: jed-
nog koji se giba u smjeru pozitivne x-osi (na desno) i drugog koji se giba u smjeru
negativne z-osi (na lijevo). Pod gibanjem podrazumijevamo sljedece: promatrajmo
npr. u funkciji f(x — ct) neku konkretnu vrijednost koju je ona poprimila onda kada
je argument bio jednak nekom broju zg, z — ¢t = x¢. U nekim drugim trenucima taj
isti argument Ce se pojaviti na onim tockama s koordinatom x koja zadovoljava uvjet
T = xg + ct, dakle kako se pomi¢emo naprijed u vremenu to su tocke s rastu¢om
vrijednosti koordinate x: ona pocetna vrijednost funkcije f(zq) se pomakla na desno.
Analogan nacin zaklju¢ivanja mozemo primjeniti i kod funkcije g(z + ct).

Problem: beskonac¢na Zica u pocetnom trenutku ima oblik u(0,z) = h(z) i verti-
kalnu brzinu u(0, z) = v(z). Pronadite oblik Zice u svim kasnijim trenucima.

Prema prethodnom teoremu znamo da je rjeSenje moguce zapisati u obliku
u(t,z) = f(x —ct) + gl + ct)

hz) = u(0,2) = f(z) + g()
_df(x—ct) O(x —ct) dg(x+ct) O(x + ct)
~d(z—ct) ot d(x + ct) ot

v(x) = u(0,2) = —c(f(§) —g'(0) ,_,

Integriranjem duz koordinate z,

wy(t, ) = —cf'(§) +¢g'(n)

/Ox v(z')da’ = —c /Ox (7€) — '), da’

Uo¢imo kako prelaskom na integraciju po varijabli £, odnosno 7 (pri ¢emu varijablu
t drzimo konstantnom) imamo

EM ZL'/_ m_CtL(g) = Tr—ct)— —Ci
/0 T ‘/_ct ag =S )= i)

Tdg(n) . / wet dg(n)
—=dz’ = —~dn=g(x+ct) — g(ct
/0 dn ot dn ( )~ o)
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Odabir donje granice z = 0 je ovdje irelevantan. Uvrstavanjem ¢ = 0 i dijeljenjem s
¢ dobivamo

L “oa)de' = —f(z) +g(z) + A, A= f(0)— g(0)
0

flx) = % (h(z)+A) — 216/01 v(z') da’
g(z) = % (h(z) — A) + % /Ox (') da’

Prema tome, ukupno rjeSenje glasi

x+ct x—ct
u(t,x) = % (h(z — ct) + h(z + ct)) + 2ic (/o v(z') de’ — /O v(z") dg;/)
odnosno
x+ct
u(t,z) = % (h(z — ct) + h(z +ct)) + % /x_ct v(z') da’

Ovo je tzv. D’Alembertova formula.

Alternativni izvod pomocu Fourierovog transformata.

u(t,z) = \/% /:o eReU(t, k) dk
Poéetna PDJ svodi se na ODJ
Ut + (ck)*U =0
s pocetnim uvjetima
U(0,k) = Fo[u(0,2)] = Fz[h(x)] = H(k)
Ui(0, k) = Fa[u(0,2)] = Falo(z)] = W(k)

Rjesenje je dano s

U(t, k) = H(k)cos(ckt) + VVCE:) sin(ckt)

Rjesenje valne jednadzbe je stoga
u(t,x) = F, Ut k)] = h* F;,  cos(ckt)] + v * F;, H(sin(ckt)) /(ck)]

pri ¢emu su konvolucije s obzirom na varijablu x.

1 +oo ickt —ickt
F,. Heos(ckt)] = \/T/ ¢ —;6 et dk =
T J—oc0

(0(x+ct)+0(x—ct)) =

@ (0(x +ct) + d(x — ct))

21
2V 2w



247 §7.8. Valna jednadzba

. 1 +o0 ei(:k't —e i "
F,. " (sin(ckt))/(ck)] = W /_DO Srok e dk
Pripadni kompleksni integrali ¢e imati pol na realnoj osi, pa nam je kauzalnost vodilja.

Pokazat ¢e se kako tom fizikalnom zahtijevu odgovara pomicanje pola iznad realne
osi,

/ T i [ k= ami6a)
U e—0 J_ o k—ie
Dakle,

77 sin(ek) (k)] = Y2 (0 + ct) — 0z — ct)
Konacno,

Foo r—s+c r—s—c
u(t, z) = [ n(s) Q=8+ ”;‘X D g+
+oo
+2ic 3 v(s)(B(x —s+ct) —0(x —s—ct))ds =

- % (h(z — ct) + h(z + ct)) + 2% </g:d = /;Ct> v(s)ds

$to se svodi na D’Alembertovo rjesenje.

Napomena oko slabih rjesenja (klasi¢no vs generalizirano rjeSenje): na primjer, ako
je pocetni uvjet dan funkcijom koja nije derivabilna u nekoj tocki, tada je i formalno
rjeSenje “problemati¢no” u toj tocki. Medutim, u ovom slu¢aju mozemo govoriti kako
je PDJ ispunjena u smislu distribucije,

[otti= [ or

Promotrimo primjer Zice koja je otpustena u titranje (v(z) = 0) iz pocetnog oblika
zadanog neprekidnom funkcijom

hz)=el  a>0,
koja nije derivabilna u « = 0. Naizgled, D’Alembertovo rjesenje

1
u(t’z) — 3 (efa|xfct| + efa|x+ct|)

je “neupotrebljivo” jer u nekim toc¢kama nije derivabilno. Medutim, u smislu distribu-
cije, za svaku test funkciju ¢

00 +oo
/ dt/ dz ¢(t, 2)(07 — 20?)u(t,z) =0
0 —00

Koristeci

dé(z
dz

~

=d(z), sgn(z)=20(x)—1, ——= =26(x)
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( 7a\:v:i:ct\> (_a67a|m:tct| sgn (x + Ct)) =
a2 —a|xict|(sg (z + Ct)) e—a\xict\g(s(x + ct)
( —a|ac:i:ct|) (wce—alwictl sen (z + ct)) =

= (ac)?e 7t (sgn (x + ct))? — ac?e”Ee25 (2 £ ct)

Uvrstavanjem u valnu jednadzbu vidimo da je zadovoljena (u distribucijskom smislu)

Problem. Neka je 2 C R3 omeden otvoren skup.
uy — V2u=f na Qx{0,7T)
u=g¢g na Qx{0} i 9002 x][0,T] (7.37)
us=h na Qx{0}

Teorem 7.6. (Jedinstvenost rjesenja) Problem (7.37) ima jedinstveno rjesenje.

DoxkAz : Pretpostavimo da problem (7.37) ima dva rjeSenja, w1 i us, te definirajmo v = w1 —us.
Zelimo dokazati da problem

vt — Vi =0 na Qx (0,T)
v=0 na Qx{0} i 9Qx][0,T]
vy=0 na Qx{0}

ima jedinstveno rjeSenje v = 0. Promotrimo sljedecu veli¢inu (izbor oznake nije slu¢ajan jer
se moZe pokazati da je ona proporcionalna energiji u sustavu),

E(t) = %/ﬂ(vf+c2|Vv|2)d

Prvo ¢emo dokazati da je F(t) konstantna u vremenu.

dE
—_ = (Ut’l)tt + C2(V’U) . (VUt)) av
a /g

Drugi ¢lan moZzemo rastaviti koriste¢i Gaussov teorem (ovdje je posrijedi Greenov identitet),

/Q(VU)'(Vvt)dV:/QV(vth)de/QvtVQUdV:

= / v(Vv) - da — / v, V20 dV
a0 Q
Kako je v = 0 na 9Q za sve t € [0, T, slijedi da je i v; = 0 na 92 za sve t € (0,7T’), pa imamo

/Q(Vv)-(Vvt)dV: —/Qvtv%dv

Sve skupa, koristeci PD],

4B

T = Qvt (vtt — cQVQU) dV =0
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Nadalje, kako je (zbog v = 0 na  x {0})
/ |Voli—odV = [ (vi- Vu)i—oda — / (VV0)4—0dV =0,
Q Flo) Q

te v, = O0na Q x {0}, slijedi £(0) = 0, pajei E(t) = 0 za sve t. Podintegralni izraz u definiciji
fukcije E(t) je pozitivno semidefinitan, odakle slijedi da su v, = 01|V v| = 0 svugdje. To znaéi
da je v konstantna funkcija, a zbog rubnih uvjeta ta konstanta mora biti nula. Dakle, dokazali
smo da jev = 0. O

Napomena: u slu¢aju kada je Q2 = R3, dokaz je valjan uz pretpostavku da rjesenje
trne dovoljno brzo u beskonaénosti.

Stabilnost rjesenja. Pitanje: koliko su rjeSenja osjetljiva na pocetne uvjete? Uvo-
dimo oznake za f(x)

[|£loe = sup[f(x)]
iw(t, z) (za neko fiksno vrijeme t = 7)
[wlloo,r = sup [w(r, )|
x

Vrijede sljedece relacije

If(@ = a)llc =[f(@)|lc, VaeR

1 £ glloo < [ flloo + lglloo

[ 1w < -l

Pretpostavimo da je u (¢, z) rjeSenje valne PDJ s pocetnim uvjetima u; (0, ) = hq(x)
i(u1)¢(0,z) = v1(z). Nadalje, neka je us (¢, x) rjesenje valne PDJ s nekim drugacijim
pocetnim uvjetima u2 (0, 2) = ha(x) i (u2)+(0,2) = va(z). Tada funkcija w(t, ) =
us(t, ) — uq(t, ) rjesava valnu PDJ s pocetnim uvjetima

w(0,7) = ha(x) — h1 ()

we(0,2) = va(x) — v1(x)

D’Alembertovo rjesenje glasi

wlt, z) = % ((hate — et) — bl — ct)) + (halee + ct) — ha(ar + ) ) +

1 fL‘-‘rCt

+ (v2(s) — v1(s)) ds

2C x—ct
Promotrimo ove ¢lanove u nekom trenutku ¢ = 7,
hg(x + CT) — hl(x + CT) S ||h2 — thoo
1 x+eTr

% o (Ug(s)—vl(s))dsgr-|\v2—v1||oo
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Dakle,
lw(r,z)| < |[lhe — hilleo + 7 - [Jv2 — V1|0

odnosno
lug (7, 2) — ur(7,2)| < [lh2 — hilloo + 7 - [[v2 — V1|

Konaé¢no, kako ova nejednakost vrijedi za svaki z, vrijedi i
lluz = utfloc.r < [[h2 = Palloc + 7 - [Jv2 — v1]o0

Dakle, razlika medu rjesenjima nece rasti brze od linearne funkcije u vremenu.



8

Greenove funkcije

U ovom poglavlju ¢emo analizirati kako je upotrebom delta funkcije i Fourierovog
transformata moguce sustavno traziti partikularna rjesenja obi¢nih i parcijalnih line-
arnih diferencijalnih jednadzbi.

§ 8.1 Greenove funkcije i OD]J

Promotrimo linearnu nehomogenu OD]

Lou(x) = f(x) (5.1)

gdje je L, linearni diferencijalni operator (radi kratkoce zapisa izostavljamo uglatu
zagradu). Ideja je uvesti tzv. Greenovu funkciju G(z, y) koja je rjesenje ODJ

Tvrdimo da je jedno partikularno rjeSenje dano izrazom

+oo
up(x) = [ G(z,2') f(2') da’ (8.3)
Naime,
+o0 too
Lyuy(x) = /_ L,G(z,2')f(z')da’ = /_ Sz — ') f(2')da' = f(x)

Primijetimo kako u izboru Greenove funkcije, kao i inace izboru partikularnih rjese-
nja OD], postoji sloboda jer je za svako homogeno rjesenje uy (z) funkcija G(x, 2') +
un () opet rjesenje OD]J (8.2). Prije analize postupka nalazenja Greenovih funkcija
¢emo promotriti neka njihova opéenita svojstva. Cesto ¢emo imati posla s operato-
rima L, koji su translacijski invarijantni, u smislu da je L, = L, za svakia € R,
odnosno kada je

d d2
Ly =ag+ a1 — +a

dx @+...

251
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gdje su {ap, a1, ag, .. . } neke konstante.

U slucaju kada imamo translacijski invarijantan diferencijalni operator L, (na ci-
jelom R), tada je jedan konzistentan odabir Greenove funkcije ona koja je i sama
translacijski invarijantna, u smislu da je

G(z,2") = G(x — 2')

Naime, ako uvedemo translatiranu Greenovu funkciju G (z,2') = G(z + a, 2’ + a),
gdje je a € R, tada vrijedi

LoGo(2,2") = Lyt oGz 4 a,2' +a) = 6((z + a) — (2' + a)) = 6(z — 2')
Stoga, razlika G, (z, 2') — G(z, ') je rjesenje pripadne homogene ODJ,

L, (éa(x,w’) - G(x, x’)) =0

pa je jedan moguéi odabir G4 (z,2') = G(z,2') za svaki @ € R. Primijetimo, u
jednakosti G(z,2") = G(x+ a, 2’ 4+ a) za svaki 2’ moZemo odabrati « = —z’, odakle
slijedi G(z,2') = G(x — 2’,0). Drugim rije¢ima, G(z,z’) = G(x — z’). U ovom
slu¢aju rjesenje OD]J (8.1) moZemo pisati u obliku

+oo
u(z) = up(x) Jr/ Gz — o) f(2')da’ = un(z) + V21 (G f)(z)  (8.4)

— 00

Razmotrit ¢emo dva jednostavna fizikalna primjera u kojima su operatori pripadne
ODJ translacijski invarijantni.

Primjer # 1: oblik vise¢eg mosta

O dva stupa, razmaknuta na udaljenosti L, objeSena je nit i o nju horizontalna cesta.
Pretpostavljamo da su i nit i cesta nacinjene od homogenih materijala, te njihove line-
arne gustoCe iznose finit i flcesta- Oznacimo funkceiju elongacije niti s u(x). Dijagram

sila na element niti,
A
/T(:c +dz)

Po pretpostavci imamo stati¢nu situaciju, pa su sile na element niti izjednacene,

|
o

T, (z+ da) — Ty (x)
T, (@ + dz) - Ty(x) = F(s)
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gdje F'(z) > 0 ukupna gravitacijska sila na promatrani element. Iz prve jednadzbe
slijedi da je horizontalna komponenta napetosti konstantna,

0=T,(x+dx) — Ty(z) =dT,(z) = T.(z)=konst. =Tp
Za vertikalnu komponentu imamo
Ty(z +dz) — Ty(z) = dT,(z) = d(Tp tg b(z)) = d(Tou'(z)) = Tou" (z) dz
Ussili F'(z) se nalaze dva doprinosa,
F(2) = (ftnit A + ficesta dT)g

Pretpostavit ¢emo da je 4t = ficesta > Hnit, 0dnosno ppniy = 0 pa imamo obi¢nu
diferencijalnu jednadzbu

u'(x) = f(z) (8.5)

gdje je u nagem problemu f(x) = ug/Ty = konst. Iz diskusije u poglavlju o parcijal-
nim diferencijalnim jednadZzbama moze se vidjeti kako je ovo stacionarni (vremenski
neovisan) slu¢aj nehomogene valne jednadzbe’. Pretpostavljamo da su krajevi niti
ucdvrsceni, te koordinatni sustav postavljen tako da je

u(0) =u(L) =0 (8.6)
Rjesenje pripadne homogene diferencijalne jednadzbe glasi
up(z) = Az + B

gdje su A i B neke konstante. Partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe (8.5)
trazimo pomoéu Greenove funkcije,

92

pyel G(z,2') =6(x — ')
Direktnim integriranjem slijedi
9 Gz, 2') =0(x — 2') + a(z’)
ox

odnosno

G(z,2') = (x — 2")0(z — 2') + a(z")z + B(a)

gdje su o i B funkcije ¢iji odabir korespondira slobodi odabira Greenove funkcije,
opcenito definirane do na dodavanje rjesenja pripadne homogene diferencijalne jed-
nadzbe. Na primjer, odaberemo li

G(0,2)=G(L,2")=0, V2'e€[0,L],

imamo

Ba) =0, af)=

“u slucaju kada nema ceste, picesta = 0, nit poprima krivulju oblika lanéanice, zadanu funkcijom
ch ()
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paje

Glz,2') = (z — 2')0(z — ') + % (' — L)

Ukupno rjesenje je dano s

L
u(z) = Az + B + /0 G(z,2) f(x') da’

Kada u obzir uzmemo pocetne uvjete problema i nas odabir Greenove funkcije, dobi-
vamo A = B = 0, pa je u kona¢nici ukupno rjesenje dano pojednostavljenim izrazom

Uvrstavanjem funkcije f iz naSeg problema imamo

T L
/"Lg / ! /”tg x / /
= — — dz’ + = — —I)d =

2
(- G+ el = g (/P - /D)

Nit, dakle, poprima oblik parabole.

Na kraju ovog primjera ¢emo razmotriti na koji nacin odabir Greenove funkcije
utjele na konacni zapis rjeSenja. Kako je u diferencijalnoj jednadzbi (8.5) operator L,
translacijski invarijantan, mozemo pisati G(z,2’) = G(z — 2’). Nadalje, valja uotiti
da je

0G(x —1a')  0G(x—2') d(x—2')  OG(x —a')

ox Oz — ') or Oz —a')
0G(x —a') _ OG(x —x') d(x — ') _ _0G(x —a')
oz’ Oz — ') oz’ Oz — ')

pa vrijedi

0G(z — ) OG(x—a') O?Gx—2') 0°Gx—2a)

ox ox' ’ Ox? - Ox'?

Drugim rije¢ima, u diferencijalnoj jednadzbi za Greenovu funkciju mozemo derivaciju
po z zamjeniti s derivacijom po z’,

32
/ /
507? Gz —12')=0(x—2)
Pretpostavimo sada da je promatrani problem zadan na intervalu I = [a, b], te pro-

motrimo identitet

b 92 92 , ) d ) .
ul(¢mﬂw_w&w¢>®7:Leh%?aﬂ¢_¢mﬂ)d$_

0 0
—(¢&ywway¢)

z'=b

z'=a



255 §8.1. Greenove funkcije i ODJ

Uvrstimo li ¢ = u(z’) i = G(z — 2’), imamo
b
- / Gz —2")f(z")da’ +

+ (u(x’) 0G@ =) iy ) 8U(x’))

z'=b

ox' oz’ (8.7)

U literaturi se, ovisno o tipu zadanih pocetnih ili rubnih uvjeta, obi¢no susreéemo s
narednim konvencionalnim izborima Greenovih funkcija:

z'=a

a) Ako su zadane vrijednosti funkcije u(z) u totkama x = a i x = b, tada obi¢no
biramo tzv. Dirichletovu Greenovu funkciju

Gpx—2')=0 za 2/=a,b

U ovom sluéaju se opéeniti izraz malo pojednostavljuje,

b _
OGp(x —a') |o'=b
x) = / Gp(x —2') f(z')dz" + u(z") 9Gp(w — ) (8.8)
a a.’l}'l x'=a
b) Ako su zadane vrijednosti derivacije v/(z) u tockama x = a ix = b, tada

obi¢no biramo tzv. Neumannovu Greenovu funkciju. Naivno, alternativni
izbor glasi

OGN (z — o
% 20 za 2/ =ab
Medutim, ovo nije konzistentno sa svojstvima Greenove funkcije jer
oG —a') |@'=b 0?G —
7N(x z) :/ N(x z) /5x—x =1
oz’ z’'=a a 8$/2

Prema tome, konzistentan izbor glasi

o ’
OGN (x x): T a2 = ab

ox’ b—a

U ovom slucaju se opéeniti izraz svodi na

b
) :/ Gn(z—2')f(2")da’ +

n bu(b?) : Zu(a)

Ou(z') |='=b

ox’ x'=a

- Gy(z—12) (8.9)

Ovdje valja jo$ jednom naglasiti kako su navedeni izbori samo konvencionalni. Je-
dino $to je na kraju bitno jest da ukupno rjesenje (s kako god odabranom Greenovom
funkcijom) zadovoljava zadane pocetne uvjete.

Primjer # 2: tjerano-gu$eni harmonicki oscilator

E(t) + 203 (t) + wiz(t) = f(t)
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d2 d
L= — +2h—
T ae T bdt

LGt t)=46(t—1t)

2
+ wj

U pronalazenju Greenove funkcije posluzit cemo se Fourierovim transformatom,

1 too , ,
G(t,t/) =G(t - t’) - \/7/ G(w)ezw(t—t ) dw
T J—c0

1 too o , ,
LGt = —= [ Gl)(—w? + 2bis + )
V2T ) oo
1 [t ,
= 5(t _ t/) _ 7/ ezw(tft ) dw
2r J_

Stoga, jedan konzistentan odabir je

a 1 1 Gl v 1 [T piw(t—t) 1
(w)_\/qu —w? + 2biw + w3’ (t’t)_ﬁ/_oo —w? + 2biw + w3 n

Promatramo integral

eiz(tft’)
—22 + 2biz + w§

Imamo dva pola prvog reda u tockama

zp =ibt\Jwi—b>=ibLty

Za slabo guseni oscilator imamo wg > b, pajey € R

t>t t<t

eiz(tft') 1
Res(zy) = lim =) =-g-¢
22y —(2 — 2_ ¥

(=btiy)(t—t")

iz(t—t') 1 . ,
Res(z_) = lim D thmim(=t)
A T A
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Primijetimo, u slu¢aju kada je t < t’ integral i§¢ezava. Sve skupa, imamo

Gt ) = 2% M) (Z9) sin(y(t — )0t — t') =

1 ’
= — e P gin(y(t — )0t — t)

~y
l'p(t) _ /_t f(t/) Sln(,y(t’y_t/)) e—b(t—t’) dt’

Primijetimo kako su imaginarni dijelovi polova Greenove funkcije odgovorni za eks-
ponencijalno trnjenje rjesenja u vremenu. U slu¢aju kada bi trenje, odnosno “gusenje”
bilo odsutno (b = 0), polovi bi dosli na realnu os. Prakti¢an nacin rjesavanja ovakvog
idealiziranog slucaja jest uvodenje nekog malog trenja (b = €), ¢ime polove pomi¢emo
iznad realne osi, potom pronalazenje Greenove funkcije i partikularnog rjesenja, te na
kraju promatranje limesa b — 0.

Nadalje, valja uociti pojavu f-funkcije u Greenovoj funkciji: to znaci da rjesenje
“pazi” na kauzalnost. Tjeranje koje vanjska sila izvrsi na oscilatoru u trenutku ¢’ ne
moZe utjecati na ponaSanje oscilatora u trenutku ¢ ako je t' > ¢. Drugim rije¢ima,
uzrok prethodi uéinku.

U sluéaju kada imamo problem u kojem nije jasno §to bi “igralo ulogu” trenja
pomocu kojeg ¢emo pomaknuti polove s realne osi, moZzemo se posluziti argumentom
kauzalnosti, dodajuéi uvjet poput

Git,t')=0 za t<t (8.10)

Ovdje je t vrijeme u kojem promatramo vrijednost nepoznate funkcije u, a t’ vrijeme
u kojem je vanjska pobuda djelovala na sustav. Gornji zahtjev govori kako pobuda ne
moze djelovati na ponasanje sustava prije trenutka u kojem je djelovala.

Primjer # 3: linearna ODJ drugog reda na intervalu x € [a, b]
A(z)y" () + B(z)y (z) + C(x)y(z) = D(x)

Dijeljenjem cijele jednadzbe s A(z) i mnoZenjem s funkcijom

jednadzba se svodi na tzv. Sturm-Liouvilleov oblik

d dy
5 (0 1) - sty = 1@
Trazimo pripadnu Greenovu funkciju

9 G (z,2") ’ ’

5= (0 25 ) - s(@)6a) = o )

Prvo ¢emo dokazati da derivacija 0, G(z, z') ima prekid duz linije © = 2’. Integrira-
njem gornje jednadzbe na intervalu [2' — ¢, 2’ + €] dobivamo

9G(z, ')

z=x"+e€ z'+e , B
p(x) or - s(z)G(z, 2 )dr =1

r=x'—€

'—e
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Pustanjem limesa e — 0 dobivamo

OG (z, ")
Ox

0G(z,z') !
x=x'4+0 - 6.1? x=z'—0 o p(x’) (8.11)

Sada trazimo Greenovu funkciju oblika

/

n_ | a@)u(z), z<z
G(.’IJ,J? ) = { ﬁ(l‘l)'UJQ(IL') . T Z ’I/

gdje su u; i ug rjeSenja homogene diferencijalne jednadzbe. Imamo dva zahtjeva,
« neprekidnost Greenove funkcije G(z,2') uz = 2/,
Ba)us(z) — a(r)ui (z) =0

/

« prekid funkcije 0,G(z, 2" ) ux = 2/,

1
i) —aleh(@) = -
Rjesenje ovog sustava je
a(x) = uz(w) 5(33) = ul(x) W(z) = (x)u (x) — (x)u (m)
p(x)W(x)’ p(z)W(x)’ &)Uz 1(2)uz
paje

_ua(@) (), z<ua

G(z,2') = { p(ﬂi)g,()zf) 1(z), =

e v2(z), >

Kako iz ranijih diskusija ve¢ znamo kako je Wronskijan oblika

W(x’) = Wyexp ( /ﬂC iggdf) , Wo=W(a)

slijedi da je nazivnik u gornjim izrazima konstantan, p(z')W (z') = Wy, pa je parti-
kularno rjesenje oblika

b
ww=/mmwmwe

T s (2 b
— W /aul(x’)f(m’)dm'—i— 11/1(/0)/%. ug(z") f(2") da’
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§ 8.2 Kramers-Kronigove relacije

KK relacije nam govore kako disperzivna i apsorpcijska svojstva medija nisu neovisna.

“+o0
G(t) = \/%TT/_ dw G(w)e™!

Git<0)=0 (8.12)
jer zelimo G(t — t') ~ 6(t — t’). Promatramo kompleksni integral,

“+o0
%dw G(w)e™? :/ dw G(w)e™? +/dw G(w)e™*
r

— 00

Zahtjev kauzalnosti,

Ako je G(w) analiticka za Im(w) < 0, te trne dovoljno brzo, tada je

Res =0, =0
> /
I

+o0 )
/ dw G(w)e™" =0

zat < (. Sada promatramo integral

O:%?CW:?/JFOOG(E(i%—mRes( )

w —w W'

paje

—00

gdje je Res(w) = G(w).

Dakle,
; “+oo / . ’
G(w) = Gr(w) +iG(w) = - / Gr(w )/+ iGr(W)
™ —00 W —w
+oo ’ /
GR(w):_ly/ i) duf .19
w —w

“+o0o /
~P / Gr(W)dw (8.14)

w—w
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§ 8.3 Greenove funkcije i PD]

Ovdje ¢emo pronaci Greenove funkcije osnovnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.
U racunima ¢emo se sluziti sljedeé¢im rezultatom.

Lema 8.1. Neka je a konstantan vektor. Tada je

VesT =ae®, V2T =a?e®” (8.15)

Doxkaz :
Ve = (80, + G0y + £0.) exp(asr + ayy + azz) =
= (az® +ay§ +a.2)e" =ae®”
Ve = (92 + 9, + 92) explazz + ayy + azz) =

2, .2, 2\ a 2 a
= (ay +ay +az)e*" =a”e*”

Poissonova jednadzba.
Viu=f
Uvodimo Greenovu funkciju,

V3G —1')=6(r -1

s pripadnim Fourierovim transformatom,

/ 1 ~ ik-(r—r’
G(r—r)zw/G(k)ek( )dgk

Komentar 8.2. Kada u transformatu ra¢unamo produkt k - (r — r’), valja nekako
smjestiti vektor r — r’ u k-prostor (rezultat na kraju ne ovisi o tom odabiru). Pri
tom uvijek moZemo orijentirati koordinatni sustav k-prostora na nacin koji je nama

pogodan (npr. stavljanjem z-osi duz vektora r — r’). /!
1 ~ . ’ 1 3 /

2 ) = K)(ik 2 ik-(r—r’) 33 _ //1k~(r7r) 3
V2G(r — v') 7(%)3/2/6*( )(ik)2e k= [ e
~ 1 1
Gl = C(2m)3/2 K2

Koristeéi pokratu R = |r — r’| imamo

1 ik-(r—r’)
Gir—r')=— /e e A3k =
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1 2w S ) T eik’RcosQ
:_(27r)3/0 dcé/o dk k /0 df sin 6 12 =

1 2 o ! ; 2 (% 2sin(kR)
- d dk | dBe*R8 = — / dk
@2n)? / “’/o / Ae @7 Jo kR

Posljednji integral,

°° 2sin(kR) /°° sin(kR) 1 /°° sin(p) i
— —dk = ———dk={kR=p}=— dp=—
/0 kR o kR { ' RJ_ o p R
Sve skupa,
1 1
_ —_
Glr—r7) 47 |r — 1/
Odnosno, opcenitije
eyt _y
Gr—-r')= yra P +F(r—r')

za svaku funkciju F' koja je rjeSenje Laplaceove jednadzbe,
V2F(r—-1')=0
Napomena: V vs V',

of(r —r') _ Of(x — 1) d(z — 2') _ af(r—1r')
Ox O(x — ') Oz Oz — ')

of(r —r') _ Of(r —r') Oz — ') _ _Of(r—x')
ox’ Nz —1a") O Oz — ')

Vifr-r)=-Vfr-1), V@r-r)=Vflr-r)

Kako izgleda ukupno rjesenje? Uvrstavajuci u Greenov identitet
Jevro—ovraar = [ @9 -uve)-aa
Q o0

¢ =u(r')iy = G(r — '), imamo

/Q(u(r’)V'QG(r —1') = G(r — v )V"?u(r)) dr’

Sve skupa

u(r) = /QG(r ') f(x')dr’ + /BQ (u(r)V'G(r —r') — G(r — r')V'u(r')) - da’

Imamo slobodu u izboru Greenove funkcije G:
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a)

Dirichletova Greenova funkcija
Gp(r—1r')=0 za 1’ €9Q
Gornji izraz u ovom slucaju glasi
u(r) = / Gp(r—1')f(x")dr’ +/ w(r YA -V'Gp(r —r')dd
Q aQ

Na primjer, ako je rubni uvjet (kao §to je u slucaju uzemljenih vodljivih ploha
u elektrostatici)
u(r) =0 za r' €0Q

tada imamo jednostavan izraz

u(r) = /QGD(I‘ —r)f(x")dr’

Na ovakav slu¢aj nailazimo u elektrodinamici ili klasi¢noj gravitaciji, kada su
izvori lokalizirani, pa potencijal trne u beskona¢nosti. Promatramo li problem
na prostoru {2 = R3, tada gore dobivena Greenova funkcija zadovoljava trazeni
Dirichletov rubni uvjet,

0

1 . 1
/|:

= lim —
4T =00 |r—7

Koriste¢i uobicajene oznake iz elektrodinamike, u — V' i f — —p/e(, imamo

Vir) = — /’)(r/) dr’

Cdmey ) |r—1/|

Neumannova Greenova funkcija. Naivno, alternativan izbor glasi
?
n-VGyr-r)=0 za r' €9

Medutim, ovo nije konzistentno sa svojstvima Greenove funkcije,

/ n-V'G(r—r)dd = / V2@ —r')dr = / S(r—r)dr' =1
o0 Q Q
Prema tome, konzistentan izbor glasi
1
n-VGyr—r)= 1A r' € 00
gdje je A povrsina rubne plohe 9. U ovom slu¢aju imamo

u(r):(u>aﬂ+/QGN(r—r’)f(r’)d7"— aQGN(r—r’)ﬁ-V’u(r’)da’

gdje je konstanta
1 / /
U) gy = — u(r')dr
oo = 3 [_ulx)

prosjetna vrijednost funkcije v na rubu 9€2. Ona je nevazna jer je u slucaju
Neumannovog rubnog uvjeta rjesenje Poissonove jednadzbe odredeno (jedins-
tveno) do na konstantu.
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Nehomogena toplinska jednadzba.
uy — a®’V3u=f
0

LGt—t,r—1)=6(t—t)o(r—1), L= v —a’Vv?
Koristimo pokrate r =t —t' iR =r —r'.
d3k T dw o ilwrtke
G(T’ R) = / (27T)3/2 \/7 (W,k>€ (wrtk-R)
~  (27)? 1
. 2k2 _ ( _
(iw + a“k*)G Gmi ~ [@n)?
~ 1 1
k) = S
Glw, k) (2m)? iw + a?k?
G(r,R) = Bk / g T
’ Y iw + a?k?
A A
72>0 T<0
G(r,R) = (92(7—))3 /d3k ema K rtik R
T

. . 2 2
K7tk R= a7 (i B (LR - R
2a%T da’t

R\ R?
=—a’r(k—i— | — —
a7’< ' 2a27 da’t

Imamo stoga posla s integralom oblika

oco—1iby 00—1iby oco—ib, )
= / dt, / / de. e =
—o0o—1iby co—1by, —oo—1ib,
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oco—1by ) 00—1iby ) oco—1b, )
= / dl, e~ / dl, e~ / de, e~
oco—1iby co—1iby,

- - —oo—1b,
Is(a) = T et g
gla) = e p

—o—1if

264

gdje su a > 0 (jer je 7 > 0) i 3 realne konstante. Pretpostavit ¢emo da je 8 > 0 jer je
analiza u sluc¢aju 8 < 0 u potpunosti analogna. Promatramo kompleksan integral

2
7{ e % dz
e

gdje je C pravokutna integracijska krivulja,

Podintegralna funkcija nema singulariteta, pa je

2
0:‘%670"2 dZIIﬁ(OZ)*I@(O&)+IR+I_R
e

B
Zadnja dva integrala u sumi daju

0 . -B s
IR:/ e B+ iqy | I_Rz/ e~ (=R 4y
0

-B
JR = IR + I—R = e—aR2 / (61'204Ry — e—i2aRy) e(’yQ Zdy =
0

-8
— _9e—aR’ / ™ sin(2Ray) dy = {y — —y} =
0

R2 B 2
=—2¢“ / e sin(2Ray) dy
0
Kako je

FE s s,
‘ / e*¥ sin(2Ray) dy‘ < / |eay sin(QRay)‘ dy < / e dy=K < o0,
0 0 0

u limesu kada R — oo imamo

lim |Jg| < lim 2e *F K =0
R—o0 R—o0
paje
+oo 2
Io(e) = Do) = [ e dp—

— 00

BlE
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Koristeci ovaj rezultat imamo

/d3l<; e—alk—ib)? _ (2)3/2

Uvrstavanjem parametra o = a?7 dobivamo

- 2
G(r,R) = LW exp (—R) (8.16)

(4ma?T) da?T

Nehomogena valna jednadzba. Promotrimo tjeranu valnu jednadzbu

L = =L v
[u](r7t)_f(rat)v _w_c

LG(r,t;v' t")y =8(r —x')o(t — 1)
Kako je operator L translacijski invarijantan, vrijedi

G=GR,7), R=r—1',7=t-t

+o00 .
G(R,7) = 27T3/2/d5 W/ dw G (k, w)e! kK RFwT)

+oo
5(R)S(7) = B [ dweiteRren)

Uvrstavanjem u PDJ imamo

(iw)2G(k,w) — 2 (ik)*G(k,w) = _

Gk, w) = (2m)2 ?k? — w?

3 +OO z(kR+wT)
GR.7) = oy [ [ s

dodatni rubni uvjet za pomicanje polova. Na primjer, zahtjevajuci kauzalnost

paje

GR,7)=0, 7<0

Stoga, pomi¢emo polove iznad realne osi, +c|k| — *c|k| + i€ za neki mali pozitivan

€ > 0,
+oo ei(k-R+w7)
I(e) = dw——F7——"—
(© /,Oo YK - (w —i€)?
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T2>0 T7<0

i(kRtclklr)  i(k-R—clk|T) kR
‘ ‘ ) - sin(c|k|7)

li Res = — -
lim > _Res ( k| T —20K] K]

om
1(0) = 2mi lim >~ Res = Tli\ ™R gin(c|k|)0(r)
Koristeéi oznake k& = |k| i R = |R| imamo

G(R )_ 0(7_) /27rd¢/7rd9 . o/oodka eichosG . (k )_
,T) = (27“')3 o o Sin o 70/{ SIN(CRT ) =

e [ . L wms . 20(T) [ . B
= /0 dk:k:sm(clw)/ld,@e = CR(271')2/0 dk sin(ckT)sin(kR) =

2sin(kR)/kR

~0(7) Hoo . .
= CR(27T)2/ dk sin(ck)sin(kR)

— 00

Koriste¢i pokrate x = kR, y = ckT irastav

: Lo = i(z+y) —i(z+y) _ i(z—y) _ —i(z—y)
sinx - sy 1 (e +e e e )
imamo
1 21

Zbog f-funkcije imamo 7 > 0, a kako je i R > 0, prva §-funkcija je uvijek nula, pa

sredivanjem dobivamo konacan oblik (retardirane) Greenove funkcije za valnu PDJ
1 6(r—R/e)

47c? R

GR,7) = 0(R—cT) = (8.17)

4mcR

Sada mozemo dobiti formalan izraz za partikularno rjesenje,

Up(I‘Jf) — 1 /dg’l“/ /+oo dt’ M f(r/,t/)

47rc? v — 1’|
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gdje smo upotrijebili retardirano vrijeme

Ry

ty=t—
C

Up(rﬂf) _ 1 /dB,r/ f(r’,t,.)

42 v — r/|

Dakle,
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9

Specijalne funkcije

Promotrimo separaciju valne i toplinske jednadzbe na prostorni i vremenski dio,

Kod valne PD]J )
ATV — T =0
Vi1 Tw
v 2T

gdje je k > 0 separacijska konstanta (suprotni predznak bi dao eksponencijalnu funk-
ciju u vremenskom dijelu rjesenja).

V3 + k=0, T+*T=0

Ovdje je prakti¢no uvesti pokratu w = ck. RjeSenje vremenskog dijela mozemo napi-
sati ovisno o vrijednosti separacijske konstante k,

a) k>0
T,(t) = A, cos(wt) + By, sin(wt)

b) k=0
To (t) = agt + by

U ovom slucaju obi¢no fizikalnim zahtjevom omedenosti rjeSenja slijedi ag = 0.
Preostalu konstantnu funkciju mozemo formalno pridruziti gornjem slucaju.

Kod toplinske jednadzbe _
A>TV — T =0
Vi _ 1T,
) a2 T
gdje je k > 0 separacijska konstanta.

V3 + k=0, T+dk*>T=0

269
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Rjesenje vremenskog dijela dano je eksponencijalno trnuc¢om funkcijom

Ti(t) = Age™*F1

U oba slucaja prostorni dio funkcije zadovoljava tzv. Helmholtzovu jednadzbu
(V24 EHp =0 (9.1)

Njen specijalan slucaj je Laplaceova PD], koja se dobije za k = 0. U nekim slucajevima
se pojavljuje tzv. modificirana Helmholtzova jednadzba. Na primjer, prilikom
separacije Laplaceove jednadzbe u cilindri¢nom koordinatnom sustavu, ako je z-dio
rjeSenja oscilatoran, tada se modificirana Helmholtzova jednadzba javlja u r¢-dijelu
jednadzbe,

(V22— k=0 9.2)

gdje je V ovdje dvodimenzionalna nabla (bez derivacije po koordinati z).

Ocigledno, formalno je moguce napraviti prijelaz s rjeSenja Helmholtzove u rjesenja
modificirane Helmholtzove jednadzbe zamjenom k — k. Ovdje ¢emo razmotriti
daljnju separaciju Helmholtzove jednadzbe u sfernom i cilindricnom koordinatnom
sustavu, te funkcije koje se pri tom pojavljuju.

§ 9.1 Separacija u sfernom koordinatnom
sustavu

Nastavljamo sa separacijom jednadzbe (9.1), koriste¢i izraz za Laplasijan u sfernom
koordinatnom sustavu

10 (200 L0 (g0 L 0% o
r2 Or (7 3r>+r281n989 <81n980>+r25m296¢2+kw—0

Sada koristimo rastav funkcije ) na radijalni i kutni dio,

P(r,0,0) = R(r)Y (0, )

Uvrstavanjem u gornju diferencijalnu jednadzbu i mnoZenjem s 2/ RY” dobivamo

1 d [ ,dR 9 9 1 (1 0 (.  0Y 1 0%Y
- - N . il - T 1
R dr (’" dr) TR =y <sin9 a0 0% ) T araagr ) Y

gdje smo separacijsku konstantu zapisali na konvencionalan nacin, pomocu parame-
tra ¢ (za kojeg ¢e se poslije pokazati da je cijeli broj).

(2R + (K*r* —0({+1)R=0 (9.3)

1 9 oYy 1 0%y
N 31 P _ 1 Y = 9.4
- <51n9 )+ 5026 997 +L(L+1) 0 (9.4)
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Prvo rjesavamo kutnu jednadzbu. Funkciju Y rastavljamo prema
Y(6,¢) = 0(0)2()
Uvrétavanjem i mnoZenjem sa sin” §/Y" dobivamo

sing d d® 1 d*®
—_ 1 97 1 in? = - —— = 2
o (sm d9>+€(€+ ) sin“ 0 B 452 m

gdje je m separacijska konstanta. Azimutalni dio,
" (¢) +m*@(¢) =0

| amexp(im@) + by, exp(—imeg), m#0
q’m(@{ aod + bo m=0

Zahtjev konzistentnosti ®(¢ + 27) = P(¢) u slucaju m # 0 povlaci m € Z — {0},
a u slucaju m = 0 povladi ag = 0 (pa preostaje samo konstantna funkcija). Nadalje
rjeSavamo ©-jednadzbu

.,d /. dO .
sin @ W <sm9 d@) + (6(t+1)sin*0 —m?)© =0
upotrebom supstitucije

_ mo L _ _g2ed 2o d -
x = cosf, sm€d9— sin de—(x l)dx’ P(z) = 06(0)

123 (1 —2?)P) + (Lt +1)(1 —2*) —m?) P =0
(1—2%)?P" —22(1 - 2*)P' + ((t+1)(1 —2%) —m*) P=0

Dijeljenjem s (1 — 22),

2
(1—2*)P" —22P + (é(é +1) - . mm2> P=0 (9.5)

Ovo je pridruzena Legendreova jednadzba, ¢ija su rjesenja pridruzene Legen-
dreove funkcije prve vrste P;" i pridruzene Legendreove funkcije druge vrste
Q7. Funkcije Q7 (x) divergiraju u x = %1 (na polovima), pa se pojavljuju u rjese-
nju samo kada su ovi dijelovi prostora iskljuceni rubnim uvjetima. Ukupni kutni dio
rjeSenja Helmholtzove jednadzbe, regularan na polovima (tj. u to¢kama ¢ = 0, ) su
kugline funkcije (ili sferni harmonici) Yy,,, definirane s

Yo (0, ¢) = Nep Py (cos 0)e™? | (9.6)

uz prikladnu normalizaciju Ny,,. Kasnije ¢emo izvesti eksplicitan izraz na Ny,,, te
pokazati da za regularna rje$enja imamo

me{—L,—0+1,... -1/}, LeN

Promotrimo sada radijalni dio Helmholtzove jednadzbe.

e Ako je k # 0 mozemo se posluziti supstitucijom

x=kr, y(z)=R(z/k)
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22y 22y 4+ (22 —L(L+ 1))y =0

v ="y = Loy

3
—-1/2 v’(x)x_‘n’/Q + Z,U(x)x—5/2

2
1
x2v”+xv’+<x2—(€+2> )v:O

Ovo je Besselova diferencijalna jednadzba, ¢ija su rjeSenja Besselove funkcije

Jiot 1 (z). Prema tome, radijalni dio rjesenja je opcenito oblika
Jop 1 (kr) J_p_1(kr)
R =cCpp———— + dpy ——————

ke(r) = cre NG + de NG

Sve skupa, prostorni dio rjeSenja Helmholtzove jednadzbe u sfernom koordinatnom
sustavu, u sluéaju kada je k # 0, opéenito je oblika

L

wwm=2<2wwmmﬂmm

=0 \m=—¢

e Ako je k = 0, Helmholtzova jednadzba se svodi na Laplaceovu jednadzbu, a

radijalni dio ima nesto jednostavniji oblik (Eulerova OD]),
(r*R'Y —¢({+1)R=0
R’ +2rR —¢({+1)R=0
Uvrstavanjem ansatza R(r) ~ r* dobivamo
AMA=1)+22—-2(+1)=0
AMA+1)—L(0+1)=0

paje A = £ili —¢ — 1. RjeSenje je stoga oblika

Ry(r) = cor® + dpr=HD

Konacno, prostorni dio rjesenja Laplaceove jednadzbe u sfernom koordinatnom

sustavu opéenito je oblika

[eS) 4

60,0,0) = > > (awmr’ +bemr™ ) Vi (6,0)

=0 m=—4¢
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§ 9.2 Separacija u cilindricnom
koordinatnom sustavu

Nastavljamo sa separacijom jednadzbe (9.1), koristeéi izraz za Laplasijan u cilindri¢-
nom koordinatnom sustavu

10 [ o 1 0% 0y,
sas<sas)+sza¢z+azz+”—0

Sada koristimo rastav funkcije 1,

U(s, ¢, 2) = R(s)®(6)Z(2)

(SR/)/ (b// 9 B Z// B 9
sR +52<I>+k - 7—19

zanekip € C
Z"(2)+p*Z(2) =0

Z,(2) = ap exp(ipz) + by exp(—ipz), p#0
P apz + bo , p=0
Na primjer, u slu¢aju translacijske invarijantnosti u smjeru z-osi, imamo p = 0 = ag
slucaj. S druge strane, ako imamo cilindar s Dirichletovim rubnim uvjetima zadanima
naravninama z = 2012 = 29 + L, tadaje p € 7Z/L.
(SR/)/ (I)//

sk T 520

+/€2—p2=0

1
S 2 _‘IL 2

(sR') + (k* — p*)s® = T ="

¥ (6) + m*e(0) =0
| cmexp(imo) + dy, exp(—imeg), m#0
(bm(¢)_{ cod +dy , m =20

Zahtjev konzistentnosti (¢ + 27) = ®(¢) u slucaju m # 0 povlati m € Z — {0},
a u slucaju m = 0 povlaéi ¢y = 0 (pa preostaje samo konstantna funkcija). Dakle,
imamo (nakon preimenovanja konstanti)

=

D, () =e™?, melZ
Radijalna jednadzba,
s°R"(s) + sR'(s) + ((k* — p*)s> = m*)R(s) = 0
x u sluéaju kada je k2 > p? ovo je obi¢na Besselova jednadzba
* u sluéaju kada je k2 < p? ovo je modificirana Besselova jednadzba
* u slu¢aju kada je k2 = p? ovo je Eulerova diferencijalna jednadzba,
s2R"(s) + sR'(s) —m*R(s) = 0

Razlikujemo dva slucaja,
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a) m # 0. Uvrstavanjem ansatza R(s) ~ s* dobivamo
AMA=1)+X=—m?=0

paje A = +m, odnosno, rjeSenja su funkcije s™ i s™™.

b) m = 0. Jednadzbu je u ovom slu¢aju moguce napisati u obliku
(sR') =0

pa su rjesenja In(s) i konstantna funkcija.

§ 9.3 Legendreovi polinomi i kugline
funkcije
Prvo promatramo m = 0 slucaj pridruzene Legendreove jednadzbe, nakon cega pre-
lazimo na opéeniti slucaj.
Legendreova diferencijalna jednadzba (za m = 0).
(1 —2?)y"(z) — 2zy/(z) + £(L + L)y(z) =0

Potrazimo rjeSenja pomoc¢u Frobeniusove metode,

o0

y(x) — Zanxn-l-/\ , y’(x) _ Zan(n + )\)LCTH—)‘_l
n=0 n=0
y"'(z) = Z an(n+N)(n+ A —1)z"FA=2
n=0

an(n+N)m+A—1z" 2 —a, (n+N)(n+A—1)+
+2(n+A) — (¢ +1))z" T =0
n=0:aAA—-1)=0
n=1:aMN+1)A=0

Ako je A = 0, tada imamo dvije slobodne konstante ag i a1, a ako je A = 1, tada je
a1 = 0. Rekurzija,

(n+A)(n+A+1)—L(+1)
mtr+DmtArre "

Ap42 =

Imamo dva linearno nezavisna rjeSenja, sumu po parnim i sumu po neparnim ¢lano-
vima. Promotrimo konvergentnost dobivenih redova. Testom omjerom

n+A+2
p o™ AT

lim P

n— oo

= lim
n— oo

(n+A)(n+A+1)—l+1)| ,
n+A+1D(n+A+2) N
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Dakle, oba reda konvergiraju za || < 1. U slucaju kada je |z| = 1, moramo se pos-
luziti nekim drugim testom (npr. Gaussov test, vidi Arfken/Weber str.333.). U ovim
tockama dobiveni redovi divergiraju, osim ako nekim pazljivim izborom konstante ¢
ne “odreZzemo” red na nekom kona¢nom élanu. Konkretno, odaberemo li £ € Ny, tada
¢e, ovisno o parnosti broja ¢ jedno rjeSenje biti konac¢an polinom, a drugo i dalje di-
vergentno u x = £1. Konkretno, dobivena dva rjesenja su Legendreovi polinomi
Py i Legendreove funkcije druge vrste ()y. Promotrimo nekoliko konkretnih naj-
jednostavnijih primjera,

A1 a _(n+1)(n+2)—€(£+1)a __(é—n—l)(f+n+2)a
T i+ 2)(n+3) L NG ) I
=0 S+ —LE+1)  ({-n)(l+n+1)
— Yy Ap42 = ap = — (293

(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)

Imamo redom,

=0
3 2b ao 1+
= — 4+ —+... | =—=1 =
y1(x) = ag (m—i— 3 + 7 + ) 5 n(l—a:) apQo(x)
3 2b 1 14z
yg(x):a0x0+a1<x+3—|—5—|—...):a0+a121n<1_$>5
= aoPo(7) + a1Qo(z)
(=1

y1(z) = apxr = agPy(x)

4 1+
ya(z) = ag (1—962—9;—...)—1—(11:3:610 (1—;ln(l_i)>+a1xz

= —apQ1(v) + a1 P ()

i tako dalje ... Funkcije koje se pritom pojavljuju u rjesenjima su

Po(z) =1, Pi(z)=z, Pg(x)=%(3m2—1),
Q3w (L) aw=3u () -1,

Primijetimo kako su Legendreove funkcije druge vrste Q; divergentne u xz = =+1.
Dakle, za svaki £ € Ny imamo opcenito rjeSenje Legendreove jednadzbe oblika

y(x) = a P(x) + b Qe(x)

Teorem 9.1. (Rodriguesova formula)

1 df

— 2 2
= g gz @ =1 ©.7)

Pg(ﬂ;‘)
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Dokaz :

Dokaz #1. Promotrimo rekurziju od najviseg prema nizim ¢lanovima u A = 0 slucaju,

(n+1)(n+2)
L—=—n)l+n+1)

(20— 1) Ul=1) oo HE=D(=2)((=3) H_...>

an = — An+2

Pz)=-"—"" ("' — 2 Lz x
al 2(20— 1) 2.4- (20— 1)(2¢ —3)
gdje je faktor prije zagrade konvencionalna normalizacija. Koriste¢i opcenite relacije za N €
No,

I — oN AT 1 (2N)! _ (2N)!
@eN)I=2"N!, (2N —-1)!l (2N)I ~ 2NN
koeficijent uz ¢lan z*~2* glasi
(2¢-11r X 4 1 (20-2k-1)N _
4l (€ —2K)! 2K) (2¢—1)1
_(=DF 1 (202K (=1D)F(20—2k)!
(£ —2k)! 2kK! 26=k(0 — k)] 20KI(0 — 2k)!(£ — K)!
Dakle,
Le/2]
. 20 — 2k)! _
P _ _1)k ( -2k
() ;( ) S — o=
Nadalje,
2 ¢ - k 4 202k
(@* =1 =3 (-1) K-k
— ! !
d™ N _ _ _ N—m __ N! N—m
gl =NN-1)---(N-m+ 1)z _7(me)!$
d* oean _ (20-2K)! oo
W(E :m‘r ili 0 za £<2k§2£
Le/2]
5 PR (20— 2k)! 4oy .
G kz(_l) R—R (=2 © A2 h)
=0

Dokaz #2. Promotrimo funkciju ue(z) = (2 — 1)*. Deriviranjem odmah vidimo kako ona
zadovoljava identitet
(1 — 2®)up(x) + 2lzue(z) = 0
Ponovnim deriviranjem imamo

(1 —2*)ul (z) — 2(1 — Oaup(z) + 20ue(z) =0

Koristec¢i Leibnizovo pravilo za deriviranje produkta funkcija nastavljamo s ¢ uzastopnih deri-
vacija prethodne jednadzbe. Sredivanjem izraza dobivamo diferencijalnu jednadzbu

(1 —2?)ul™ (2) = 20u (@) + (0 + D)ulP (z) = 0.

Stoga, funkcija uy) zadovoljava Legendreovu diferencijalnu jednadzbu. Konvencionalna nor-
malizacija, P;(1) = 1 slijedi iz

uy)(l) = di:; ((iE 1)z + 1)e) {zzl =0(1+1) =02
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Prvih nekoliko:
1 1
Py(z)=1, Pi(z)=z, P(z)= 3 (32 —1), Ps(z) = 3 (52* — 3x)

Valja uoéiti kako iz oblika rekurzije odmah slijedi da su P, (ne)parni polinomi ovisno
o tome je li £ (ne)paran broj,

Py(~x) = (=1)"Pe(x)

Pomocu Rodriguesove formule mozemo pronaci vrijednost Legendreovih polinoma u
x = 1, koja ¢e nam kasnije biti od koristi. Napisemo li Rodriguesovu formulu u obliku

¢
Py(z) = 2%! % (z+ 1)z -1,

vidimo da u x = 1 i8¢ezavaju svi ¢lanovi koji nakon deriviranja i dalje sadrze faktor
(z—1). Prema tome, “prezivljava” samo ¢lan u kojem je faktor (x — 1)¢ deriviran svih
{ puta,
P(1)=i(1+1)5 & (a:—1)f’ T
‘ 200] dat e=1 200!
za svaki /. Nadalje, koriste¢i parnost Legendreovih polinoma, imamo Pp(—1) =
(1), te Py, 41(0) = 0 (3to vrijedi za sve neparne funkcije).

Teorem 9.2. Funkcija izvodnica

g(r,t)

Vg Z rPt), r<i (9.8)

Doxkaz : Promotrimo primjer toc¢kastog naboja u r’, s koordinatnim sustavom orijentiranim
tako da je naboj na pozitivnom dijelu z-osi. Ranije smo ve¢ pokazali da je
s 1
v — /|

=0

/
za sve r # r'. Takoder,
72 2 2 /
v —r'|" =7r"4+7r"" — 2rr’ cosf
Koristeci opcenito rjeSenje Laplaceove PD]J u osnosimetri¢nom slucaju,

(oo}

= Z (A,,rz + Bg?"_(l+1>)Pg(COS 0)
£=0

1

v —r/|
Promotrimo sluéaj kada je i r na pozitivnom dijelu z-osi, te r < 7/,

L1111y
[e—v/| =7 o 1—(r/r) 7

Usporedbom imamo B, =01 A, = P/ (D) Dakle,

1 =t
7|r—r’\ = Z ) Py(cos )
(=0

Upotrijebimo li oznaku ¢t = cos 6 i uvrstimo r’ = 1 dobivamo traZenu tvrdnju. O
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Teorem 9.3. Vrijede rekurzije

20+ 1 /
P[+1(5E> = mxpz(x) — m szl(x) (99)
20+ 1 14
Qey1(x) = 1 rQe(x) — 71 Qr—1(x) (9.10)
Doxkaz : 5 . .
g9 __t 2 —3/2 ) — -
or — g T S 2R =) = e e

Mnozenjem s (1 + 72 — 2rt) imamo relaciju

(1+r2—2rt)%:(t—r)g

Uvrstavanjem razvoja po Legendreovim polinomima,

Q472 =2rt) > P(t)r ™t = (t—1) > Pu(t)r’
=1 £=0
Clan uz r° nam daje P; (t) = tPy(t) = t. Clan uz r* nam daje

(( + 1)Pg+1 =+ (f — 1)Pg,1 — 2Py = tPp — Py_1

odakle slijedi trazena relacija. O

Pomocu rekurzijske relacije mozemo pronaci vrijednost parnih Legendreovih poli-
nomauz = 0,

Pof0) = 0 P 1(0) = 2T Py a(0) =
20— 1)1 20— 1)1
= (1! (%)u) Po) = (1) (2@)!!)

Postoji i niz drugih rekurzijskih relacija, poput

Py (x) = Pj_y(x) = (20 + 1) Py(x)

Teorem 9.4. (Ortogonalnost i normalizacija Legendreovih polinoma)

1
2

Doxkaz : OD]J za Legendreove polinome Py i P,,, moZemo napisati u obliku

(1 —a®)P) + Lt +1)P =0
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(1—2*P,) +m(m+1)Pn =0
Pomnozimo li prvu jednadzbu s Pp,, a drugu s Py, te ih oduzmemo i integriramo u intervalu od
—1 do 1, dobivamo

1

1
/ (Pm((l —2*)P) = P((1— 172)P,’n)/) dm+/ (£(t+1)=m(m+1)) P.Ppdz =0
—1 —1
Valja uociti kako prvi ¢lan is¢ezava,

/1 (Pm((l —2)P) = P((1— xQ)P,’n)/) dz = /

-1 _

1

!
((1 —2°) (PP — PgP,’n)) dz =
1

= (1—2%)(PiPm — Pep;n)(l =0

Odavde slijedi da je
1

Py(x)Pr(z)dz =0

—1
za sve £ # m. Sada ¢emo promotriti integral

1
Ig:/ P} (x)dx

1

Koristec¢i Rodriguesovu formulu imamo

1 Lot

— 2 £ ¢
oy | ae @ D g e
Parcijalnom integracijom dobivamo
gt o, ,odb ¢ -t o db s o]
— -1y — —1)"de = 1) — -1 -
_, dzf ( ) dazt (2 ) dz dzt-1 (@ ) dat (@ ) -1
Loger g+t ,
= (z ) e (z"—1) d=x
Kako je
d[—l 5 p -1 p p

slijedi da prvi ¢lan u gornjem izrazu isCezava u granicama & = =£1. Ponavljanjem parcijalne
integracije ¢ puta dobivamo

! d[ 2 ¥4 dé 2 L ¥4 ! 2 ¥4 dzz 2 ¥4
@) @ ) e = () /_l(x @)

Nadalje, kako je

a2, ,
ppeTs (z°—=1)" = (20)!
imamo . L
1 [ ey
Iy = ~——=— z° —1) dz
¢ 22(({1)2 71( )

Koriste¢i parcijalnu integraciju imamo

1 1
Je = / (2 —1)'dz = {u =(z* - 1), dv = dx} = —/ (o — 1) "2 - xde =
- -1

1

1
= —26/ (2 = 1) de = —20(Jr + Jo—1)
—1
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odakle slijedi rekurzija
2

Jo=————7Ji-
[ DY
Kako je Jy = 2, slijedi
o2ttt
Jo= (-1 ————
e=(=1) (20 + 1)
Ovo nam konaéno daje
2(20)! 2(20)! 2

¢ =

T2+ ) T ONRI—DI(20+1)  20+1

O

Razvoj funkcija po Legendreovim polinomima. Svaku (neprekidnu?) funkciju
f:[-1,1] = R moZzemo razviti

fl@) = APy(x) (9.12)
£=0
MnozZenjem gornjeg izraza s Py, integriranjem preko intervala [—1, 1], te koritenjem

ortogonalnosti Legendreovih polinoma, imamo

C20+1 !

A
¢ > /.,

Py(z)f(z)dx (9.13)

Pridruzene Legendreove funkcije.

Lema 9.5. (Leibniz)

(f@)g@)™ =Y

k=0

(Z) F=0) (2)g®) (z) (9.14)

n

Doxkaz : Dokaz ide pomoéu indukcije. U slu¢aju n = 1 imamo poznatu relaciju

(f(2)g(x))" = f'(2)9(2) + f(x)g' ()

Pretpostavimo da formula vrijedi za neki n > 1, te promotrimo n + 1 slucaj,

= (55 () -
k=0

_ —~ (n (n+1—k) (k) (n—k) (k+1)
f g+ g
k
k=0

Drugi ¢lan moZemo napisati u malo drugacijem obliku pomoéu zamjene indeksa r = k + 1, te
preimenovanjem indeksa r — k (slijepi indeksi!)

n n n+1 n n+1 n
(n—k) (k+1) _ (n1-r) (r) _ (n+1—k) (k)
z(k)f ; z(r_l)f ’ z(k_l)f .

k=0 r=1 k=1
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Uvrstavanjem u gornji izraz, te izdvajanjem k£ = 0 ¢lana iz prve sume i k = n + 1 iz druge
sume, imamo

(f9)"™" = (3) Frg+ <Z> Fg" Y+ ; ((Z) * (k ! 1)) flrrhg®

Uo¢imo da je

n n _ n! 1 1  (n+1)! [n41
(k>+<k—1>_(k—1)!(n—k)! <k+n—k+1)_k!(n—k+1)!_( k )

Prema tome, vracanjem dva izdvojena ¢lan natrag u sumu, imamo kona¢no

n+1
o (o1 e

k=0

¢ime je dokazana tvrdnja. O

Promotrimo $to dobijemo ako Legendreovu jednadzbu deriviramo m puta. Koristeéi
Leibnizovu formulu imamo

(1 =a?)p)™ =" @ (1= o) WP =
k=0

(m—1)

= (1— 2P (=2 Pt 4 I 5 (—2)p™

(acPé)(m) = xPZ(m—H) + mPZ(m)

Koristenjem ovih rezultata, te oznake u = Pz(m), m puta derivirana Legendreova
jednadzba glasi

(1 —2®)u” — 2mau’ —m(m — V)u — 220’ — 2mu + €L+ Du =0
(1—2*)u" —2(m+ Dau' + (((l+1) —m(m+1))u=0
Sada ¢emo upotrijebiti novu funkeciju
v=(1-2%)%u

mxv

/I _ / 2\— m
u —<U+1_$2>(1—x) 2

g / mv 2mav’  m(m + 2)2%v o\ m
= 1_
“ (v +1—3U2Jr1—302Jr (1 —22)2 (1-2%)

Uvrstavanjem dobivamo

2\, l m2x2
(1—2%)0" =2z + m—m—l—(é(ﬁ—l—l)—m(m—&—l)) v=0

odnosno

(1— 2?0 —2z0' 4+ (Ll +1) — m’ v=0
1—22
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Vidimo da je funkcija v rjeSenje pridruzene Legendreove jednadzbe, odakle zakljucu-
jemo

m d™
Pr(z)=(1-2%)%
) = (-2t

Pi(z), QF(x)=(1-2%7% - Qe(z)  (9.15)
Takoder,
P)(x) = Py(x), QY (x)=Qi(z), P/"(z)=0 za m>{

Iz dobivenih izraza izgleda kao da P;” ima smisla samo za m > 0. Medutim, upotri-
jebimo li Rodriguesovu formulu,

d€+m

m
2

Pl = grg (U= 2)* e

(z% — 1) (9.16)
vidimo da za svaki m, takav da je |m| < ¢, imamo dobro definiranu netrivijalnu
pridruZzenu Legendreovu funkciju P;”. Nadalje, valja uoditi kako je pridruzena Le-

gendreova jednadzba invarijantna na zamjenu m — —m. Prema tome, funkcije P;" i
P,;™ su proporcionalne. Koriste¢i gornji izraz moguce je dokazati narednu relaciju

Teorem 9.6.
e P (x) (9.17)

Doxkaz : Pretpostavimo, bez smanjenja opcenitosti, da je m > 0. Tada vrijedi

£+m T l+m—r
. 1 m (+m\ d d
P @) = g (0= Z( - >dwr o+ 1) gomm=r (0= 1)
r=0

U ovoj sumi “prezivljavaju” samo ¢lanovi za koje je r < £if +m — r < £, odnosno m < r.
Dakle,

4
PP@)= g (1 —a)F 3 (‘3 + m) @) @y

S druge strane

) = L maty 8 S () ey S gy

¢ T2ty o\ s )da dgt-m—s B
—m

[ RPNy W P i

~at - () e 0 e

)
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izlu¢ivanjem faktora (1 — )™ imamo kona¢no

m m - —m ! —r r—

r=m

Usporedbom dva dobivena izraza za P;" i P, () slijedi tvrdnja. O

U dijelu literature se koristi konvencija
By (a) = Pt (x) il PM(x) = (=1)™ P (x)

Faktori koji su se pojavili u relaciji (9.17) su upotrebljeni radi konzistentnosti s Rodri-
guesovom formulom.

Nadalje, odmah vidimo parnost (faktor dolazi od zamjene x — —xz u derivaciji)
PP (~2) = (~1)F " P ()

kao i vrijednost u x = £1 za m # 0,
P(£1)=0 za m#0

Rekurzije
20+1 L+m

P () — —m+l Py (z)

Pia(@) = £—m+1

Komentar: Kako se vidi divergiranje Frobeniusovog reda za pridruzenu Legen-
dreovu jednadzbu kada je |m/| > ¢€?

(1 —2%)y" —2xy’ + (Ll +1) — m’ =0
y' —2zy + -7 5 )v=

y=(L- a2y
1 =2t —2m+Dav +ru=0, w=LL+1)—m(m+1)
apA(A—=1)=0
atA(A+1)=0

m+A)(n+A+2m+1)—k
At Dt A+ 2)

Ap42 = [e7%

Za A = 1 imamo

(n+1)(n+2m+2)—«
(n+2)(n+3)

Qpt2 = ap, a =0

dok za A = 0 imamo
nn+2m+1)—k
(n+1)(n+2)

Valja uociti da se brojnici mogu faktorizirati na sljede¢i nac¢in

Ap42 = (075

m+)(n+2m+2)—c=n+m+L+2)(n+m—L+1)
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nn+2m+1)—rk=Mn+m+L+1)(n+m—1)

Stoga, ako je m — £ > 0 nece biti “rezanja” reda. Promotrimo detalje konvergentnosti
ovih redova pomoc¢u Gaussovog testa. Promatramo redove Y b, 1Y ¢, gdje sub,, =
a2, (pojavljujuseiu A = 1iu A = 0 sluéaju) i ¢;, = agp41 (pojavljujuseu A = 0
slu¢aju). Upotrebom Gaussovog testa ¢emo se susresti s izrazima oblika
n2+om—|—ﬁ_1 (a—y)n+ (8 -19) a—v B(n)

TR =1+—
n?+yn+4 n?+yn+4 + n * n?

gdje je
lim Bn)=8—-0+7(y—a) <o

n—oo

Konvergentnost vrijedi pod uvjetom oo — v > 1. Direktnim uvrstavanjem se provjeri
kako u svim slucajevima vrijedi @« — v = 1 — m. Dakle, konvergentnost imamo
samo kada je m < 0. Medutim, u takvom slucaju sva rjesenja y = u/(1 — x2)I™I/2
divergiraju u x = £1. Zakljucak: odabiremo samo m < /, tako da su funkcije u
polinomi. Sto je s negativnim vrijednostima parametra m, kako vidimo da je m > —¢?
“Na prste”, jednadzba je simetri¢na na zamjenu m — —m.

Teorem 9.7. Ortogonalnost i normalizacija pridruzenih Legendreovih funkcija

! m m 2 (L+m)
/_ PP @RI a)de = g e b (9.18)

DokAz :

o= [ (1) az =

—1

1 ! ovm AT, o dm ‘4
_W 71(1—:5) dx“’m(x -1) W(m — 1) dz

Sada primjenjujemo parcijalnu integraciju,

1 ) 2md€+m 9 1[ dé-Hn 5 1Zd _
L) G (@ 2D g (@ D e =

dé«l»mfl 1

AT e (0 ST ey
- dm€+7n71 dml+7n _1

1 l+m—1 +m
d d m d
- / | dzttm—1 (xQ - 1)[ dz ((1 - IQ) dgttm (1’2 - 1)£> dx

Rubni ¢lanovi i§¢ezavaju u & = =£1. Ponavljanjem postupka parcijalne integracije dobivamo
rubne ¢lanove oblika

d€+m7p 5 P dpfl 2 dé+m 9 P 1
g (@ =" g (0 =) g @ =0 )|

Za p < m isCezava drugi ¢lan, a za p > m prvi ¢lan (vazno je usporediti red polinoma i red
derivacije). Na kraju dobivamo izraz

I = ﬂ ' (z® — 1)fdél (1—az*H)™ e (® — 1)) da
fm = ez dzt+m dzttm
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Koriste¢i Leibnizovu formulu imamo
de+m 5 d@ +m 5 '
e (029" G =) =

+m r 20+2m—r
L4+m\ d 2\m d 2 14
= Z ( r > dxr (1 - ) dx2f+27n77' (:C - 1)

r=0

U ovoj sumi “prezivljavaju” samo ¢lanovi za koje je r < 2m i2¢+2m —r < 2/, odnosno samo
jedan ¢lan r = 2m. Dakle,

(71)Z+m (€+m)' /1 P d2m d2l

220(N)2 (2m)I(f — m)! (=" —1) (="

2 4
—-1) d
i dx2m (IE ) z

Iém =

Koriste¢i ranije izvedene rezultate

dan 1 9 P P Z!QZJrl
a &= /,1(5” D dz = (=1 G

uvrstavanjem dobivamo

(=)™ (4 m)! o 02ttt

- _ —Hm 1(20)! =
Tem = S5tz @i —my Y @egnn T @mIE0!
2 4+ m)! (20)! 2 (L4 m)!
T2+ (L—m)! 20120 - T 20+ 1 (£ —m)!
O
Je li gornji izraz konzistentan na zamjenu m — —m? Da, jer
1 2
_ 2 (£ —m)! 2 (+m) 2 (L—m)!
P dz = = =
/,1 (B (@) da ((E—i—m)!) 20+1 ((—m)  20+1 ({+m)
2 (L (=m))!
241 (6— (—m))!
Normalizacija kuglinih funkcija.
Yo (6, ¢) = Npp Py (cos 0)e™™? (9.19)
Zahtijevamo
/ntn}/f'm' dQ2 = deer brmm (9.20)
odnosno, detaljnije
2 ™
/ d(ﬁ/ dl sin @Yy, (0,0)Yer (0, 0) = 00 Sy (9.21)
0 0

Kako je

27
/ 07 A — 2 Syt
0
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koristeéi (9.18) imamo

2 (£+m) 2
2 —— — (Ngy)* =1
"1 (= m) )
odnosno
2041 (£ —m)!
Nem = o 9.22
‘ (£+m)! (0.22)
Ovaj izraz je definiran za sve cijele brojeve |m| < £. Usput,
i 2041 (04 m)! (£ —m)! _
Yo oo =Np_ P ™ im _ 22 T2 T qym 2 T pmo—im¢
“ fombe € m Y G
= (71)mNth€7n eiim(ﬁ = (71)mY;;n
Ponekad se koristi realan zapis kuglinih funkcija,
Yoo = N@oPZO(cos )
tezam # 0, N
YZ(TZ) (0,6) = N Pi" (cos 0) cos(me)
Ye(n;) 0,0) = Nem P (cos 0) sin(ma)
27 ™
/ dd)/ d9 Sin9 YZ:n (97 ¢)Y2’m’ (97 (b) = 5(6’6mm’
0 0
Kako je
2m 2m
/ cos(mae) cos(m’¢) dp = / sin(mg) sin(m’¢) d¢ = m0mm
0 0
normalizacija se razlikuje u odnosu na kompleksan zapis kuglinih funkcija,
Neo=New, New=vV2Neyn za m#0
Razvoj funkcije f : S? — C po kuglinim funkcijama.
) 14
)= amYm(0,0) (9.23)

=0 m=—¢
27 T
oin= [ $¥ina2= [ a0 [Cavsnopo.0vi0.0) 020

U sluc¢aju kada imamo razvoj funkcije po kuglinim funkcijama u realnom zapisu,

o0

£0,0)=>" <amno )+ Z ag DY (0.0) + af,) Y (0, ¢)>

£=0
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27 T
g0 = / do / A0 sin 0 £(6, 6)Yio(0, )
0 0

27 T
all) = / do [ df sind f(6, )Y (6, ¢)
0

0

Primjer: zadana je funkcija

41, 0<b<7)2
f(e’(b)_{—l , m/2<f<m

Zbog aksijalne simetrije Ay, = 0 za svaki m # 0. Nadalje

Ago = Neo2r (/ d6 sin 6 Py(cos 0) f/ do sin9Pg(c039)> -
0 ™

2

= Ny2n (/01 da Py(x) + /01 dz Pg(x)) = 47TN50/01 dz Py(x)

1 1 B . 1
/O dz Py(z) = ﬁ/o Az (Pl (x) — P_,(z)) = Pe+1(x2)£ +Jie_1( )

_ Pea(0) = Pria (0)
20+ 1

Ovaj izraz je nula za paran ¢; za neparan ¢ = 2n — 1 imamo

! 1 oy (20— 3)! R (2n— DI
/0 de Po(e) = = <(_1) TR A T )‘

(=)™ (20— 3)! (1 2n—1) i (2 =31
= =(=D)"" s

dn—-1 (2n—2)! 2n (2n)!!
stoga
dn —1 (2n —3)N
_ _1\n+1
Aanro = Amyf == (C" =
2n — 3)!!
Agy10 = (—1)"*! M dm(4n — 1)

(2n)!!
Drugim rije¢ima,

F60.0) = S0 an = ) P cost)
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§ 9.4 Besselove i Neumannove funkcije

Kod radijalnog dijela Helmholtzove jednadzbe u sfernom i cilindri¢nom koordinatnom
sustavu susreli smo tzv. Besselovu jednadzbu,

22y +ay + (2 — Py =0 (9.25)

gdje je 4 € R neki realan parametar. Kako je jednadzba invarijantna na zamjenu pt —
— i, mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti ;1 > 0. Primjenom Frobeniusove
metode,

(+ N +A=1)+ (n+A) = p?)apz™ + a2 ™2 =0
(n+N)? = p?)an2a"™ + apa™ ™2 =0
Indicijalna jednadzba (uz z*)
(A = p?)ag = 0
A2 =%

Jednadzba uz z**+!

(A +1)*=p)a; =0

Uvrstavanjem A = £ dobivamo

(Fp+1)?—p®)a; =0

(1+2u)a; =0
Konac¢no, opc¢a rekurzija glasi
Gp—2
Qp = ————— 9.26
" n(n +2u) (9.26)

Promotrimo sada razli¢ite slucajeve, imajuéi na umu da je Ay — Ay = 2p.

a) 24 ¢ Ny. Uovom slucaju je a; = 0 (a stoga i as,+1 = 0za sve n € Ny), te oba
rjeSenja dobivamo direktnim uvrstavanjem korijena indicijalne jednadzbe.

g — (_1)n
" eI Ep) 2w (nE )

ao

Konvencionalno se koristi normiranje

1
90 95T (1 £ p)
Kako je
(Ixp)@Ep)- (A +p)=T(n+1xp)
imamo

_ ="

—22nupIl(n + 1+ p)

a2n
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yi(z) = i mr(—l)”) (g)an = Ju(x)

n=0 (’I’L—|— 1 +/.l
S
)= ;Jn!r(nﬂ—u) (5) =7

Ovdje uvedene funkcije J,, i J_,, su Besselove funkcije prve vrste, reda i i
2 I

— . Koriste¢i Wronskijan, moZe se provijeriti kako su u ovom slucaju J, i J_,

linearno nezavisne funkcije.

b) © = m/2, gdje je m neparan prirodni broj. U ovom sluéaju je razlika A\; —
A2 € N, medutim, direktnim uvrstavanjem korijena indicijalne jednadzbe opet
dobivamo oba rjesenja. Kako je m neparan broj, u rekurziji

an—2

tn = “n(nEtm)

se neée dogoditi dijeljenje s nulom dok je n paran broj. Opcenito je opet a; = 0
(a stoga i agp+1 = 0 za sve n € Np), ali moramo pazljivije pogledati $to se
dogada um = 1 slucaju, gdje kod drugog rjesenja konstanta a; ne mora nuzno
biti nula. Prvo rjesenje (za A = 1/2),

1 - (_1)71 2n 1
y1($):ao$227'x = apxr? —— = ag
— (2n+1)! x Vv

U drugom rjeSenju imamo parni i neparni dio reda,

Ya(r) = aol“_% Z (=) z?n —|—a1x% Z 7( ) 2 =

n=0 n=0

cos T + sin

=a)——= +a; —

NG NG
Vidimo da je neparni dio drugog rjesenja proporcionalan prvom rjesenju (pa ga
mozemo izostaviti iz kona¢nog zapisa). Koriste¢i konvencionalnu normalizaciju

imamo
1 2
ag = =4/ —
‘T oEira+l) Vo
2 sinx 2 cosx

c) p=m € Ny. Prvo rjesenje
0 (_]_)71 T\ 2n+m 0 (_1)n T\ 2n+m
o= 5 s () - S )
(z) ;n!F(n+1+m) 2 T;)n!(n—km)! 2
Kod drugog rjesenja, u rekurziji

Gp—2

tn = ~n(n—2m)
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koeficijent ag,, formalno divergira (imamo dijeljenje s nulom). S druge strane,
ako u opcenitom izrazu pokusamo uvrstiti 4 = —m dobivamo

Primijetimo da je zan = 0,1,...,m — 1 argument gama funkcije u nazivniku
negativan cijeli broj, gdje gama funkcija divergira (preciznije, ima polove), pa
ti ¢lanovi u sumi i8¢ezavaju (ovo je ekvivalentno odabiru ag = ay = -+ =
as(m—1) = 0 kako bi se izbjeglo dijeljenje s nulom u rekurziji, te asy, # 0 kako
bi rjesenje bilo netrivijalno). Imamo stoga

Koristenjem supstitucije kK = n — m dobivamo

0 1)k+m 2k+m
kZ:O k+m'rk+1)(z> -

i —1)* z\ 2k+m
- (71)m ; (IC(-F’IT)L)']C' (5) - (71)m<]m(x)

Dakle, dobivena funkcija J_,,, proporcionalna je funkciji J,,,, pa moramo dalje
traziti drugo, linearno nezavisno rje$enje jednadzbe u ovom slucaju.

U potrazi za drugim rjeSenjem u p € Z slucaju, uvodimo tzv. Besselovu funkciju
druge vrste ili Neumannovu funkciju N, (u dijelu literature se koristi oznaka Y,,
ali mi je necemo koristiti kako bismo izbjegli zabunu s kuglinim funkcijama)

cos(mp) Ju(x) — J_p(x)
sin(mp)

W(2) = (9.27)
Ocigledno, za u ¢ Z funkcija N, je linearna kombinacija rjeSenja Besselove jed-
nadzbe, pa je i sama rjeSenje Besselove jednadzbe. Nadalje, za i« ¢ Z funkcija N, je
linearno nezavisna od Besselove funkcije prve vrste .J,,, pa opcenito rjeSenje mozemo
pisati u obliku

y(x) = aJu(x) + ON,(z) (9.28)

No, sto se dogada u i € Z slu¢aju? Uvrstavanjem cjelobrojnog parametra x u defini-
ciju funkcije INV,, dobivamo neodreden izraz 0/0, pa se valja posluziti L'Hopitalovim
pravilom,

~ tim cos(mp)Ju(x) — J_p(x) _ () 1 0J-u(z)
Non (@) = ul—>m sin(mp) ul—>m T ( o (=1) o )

Sada ¢emo dokazati da je ovo i dalje rjesenje Besselove jednadzbe. Deriviranjem Be-
sselove jednadzbe za J,, po varijabli ;1 dobivamo

0 aJ, 9 aJ, 0J
2 Y Y 2y 29k
Sl R i R G R w2
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, 0% 0J_, 9 9J_,
22
0x? Ou ¥ o ou

0
by (- ) S =,

Mnozenjem druge jednadzbe s (—1)**1, zbrajanjem s prvom jednadzbom, dijeljenjem
s 7, te promatranjem limesa p — m dobivamo

P N(@) + eV} (@) + (2® = m*) Ny (z) = 0

Teorem 9.8. Razvoji Neumannovih funkcija zam = 0,

No(z) = %(ln(:r/2)+»y)J0( ) — iz((ln)";?Hn (§)2n -
n=1 :
izam € N
Nm(il?) %(1H($/2)+’y 7%2 *Tl*l (;)211_7”7
1B nam + Hp 2n+m
7;2 n' n—tm) ) (2) (9.30)

Ovdje je vy Euler-Mascheronijeva konstanta, a H,, parcijalni harmonicki red.

DokaAz : Prilikom deriviranja imamo

0 1 z\F _ p(n+1+p) no (z/2)% In(x/2)
O T(n+1+p) (5) B F(n+1+u)( ) * P(n+1+p)

gdje je 1 digama funkcija

Koristit ¢emo razvoj

te
Yn+1l)=—y+H,, neNy

gdje je v Euler-Mascheronijeva konstanta, H,, parcijalni harmonijski red (uz Hy = 0). Za
n+1—m < 0imamo

¢(” +1-— m) _ m—n
7P(n+1—m)_(_1) (m—n-—1)!
jer je W)
TN _ (71)N+1N!

S druge strane, zan + 1 £ m > 0 imamo

Yn+1lxtm)  —v+ Hptm
F'(n+1+m) (ntm)!
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Promotrimo prvo m = 0 slucaj,

2 .
Nole) = 7 lim =5

Uvrstavanjem gore navedenih izraza imamo

2 (-1)" 2 & 2n
_;(ln(m””); e (3 )" ;T; - (3)
¢ime je dokazan prvi dio tvrdnje. Nadalje, promotrimo slu¢aj m € N. Opet, uvrstavanjem
imamo

Non(z) = + ij: (-~ (_ —Y+ Him |, In(z/2) > (§)2n+m .

n! (n+m)! (n+m)!) \2

- m__l : (7(71)m—"(m a1 %) (g)%_m +
W0y 0 (e 2B ()

Drugi ¢lan u drugoj sumi i§¢ezava jer je argument gama funkcije negativan cijeli broj. Clanove
uz Euler-Mascheronijevu konstantu -y i logaritam moZemo udruziti, pa imamo

l (m—n—l)! (E)zn m_ 72 n+m (£)2n+m_
T n! 2 n'ner 2

1 > "+mHn m (T 2n—m
;7;1 nl(n —m)! (5)

Kako je J_p(z) = (—1)™Jm(x), preostaje jos dovesti posljednju sumu u oblik iz tvrdnje.
Koristeéi supstituciju k = n — m, pa zamjenu slijepih indeksa £ — n, imamo

i n'"+mH' ( >2n ; i k+m'k' (7)%%:

n=m 0

¢ime je dokazana tvrdnja. O

Neke specijalne vrijednosti. Iz dobivenih razvoja odmah vidimo da je
Jo(0)=1 i J,(0)=0 za p>0

Kod Besselovih funkcija negativnog reda imamo J,(0) = foozap < Oip ¢ Z
(predznak beskonac¢nosti ovisi o gama funkciji), dok za 4 = —m, gdje je m € N
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imamo J,,(0) = 0 (jer je J_p,(z) = (—1)™J,,(x)). Nadalje, uzimajuéi u obzir da je
zasvakim € N

lim (2/2)" In2/2) = {y = ~ In(x/2)} = lim —ye™™ =0,

z—0t

slijedi da kod Ny divergira logaritamski ¢lan, a kod ostalih V,,, (za m € N) ¢lan uz
™, paje
Np(0) =—00 za meNg

Asimptotski razvoji. Uvritavanjem supstitucije y(z) = u(z)/v/x,

u Besselovu jednadzbu, nakon sredivanja dobivamo OD]J

" (x) + (1 - ”21; ‘1*) u(z) =0

Ovaj zapis sugerira da ¢e u limesu kada © — oo rjeSenja biti dobro aproksimirana
rjeSenjima jednadzbe

u(z) +u(z) =0, u(z)= Acos(z+J)

odnosno
cos(z + 9)

y(w) ~ z

Rigoroznijom analizom dobije se

Neka formalna svojstva. Konvergencija reda za J,(x); test omjerom (za |z| < R)

= lim |x|2 =

an+2x2(”+1)+#

anx2ntu

lim
n— oo

Uniformna konvergencija; WeierstraBov M-test,
l.2n+u
n!T(n+ 1+ p)22nte

R2n+p,
<
T nll(n+ 14 p)22nte

=M,

Suma ) M, konvergira; test omjerom,
R2
lim
n—oo 4(n+1)(n+1+ )

Mn+1
My,

lim ‘
n—oo
J(z) ili preciznije J(p, z) je neprekidna funkcija varijable y za fiksni z # 0 (uni-
formno konvergentan red neprekidnih funkcija). Za p = m € Z funkcija J,,, () je
jednozna¢na (imamo cjelobrojne potencije u redu), a za 1 ¢ Z funkcija J, () ima
toc¢ku grananja u ishodistu (algebarski rez za racionalni y, a logaritamski rez inace).
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Teorem 9.9. Wronskijan Besselovih funkcija,

Wl Jul(e) = ~220Em) (031)

W(Jyu, N (z) = 2 (9:32)

T

Doxaz : Wronskijan i njegova derivacija su po definiciji dani izrazima
Wiy, y2](z) = yr(2)ya() — y2(2)y1 (z)
W'y, y2)(x) = yr(2)ys (z) — y2(2)y1 (2)

Promotrimo Besselove jednadzbe za njena dva razliCita rjesenja, y1 i yo,
22y () + zyy (z) + (2° — @)y (x) =0

2*y5 (x) + zys(x) + (2° — p*)y2(z) = 0

Ako prvu jednadzbu pomnozimo s y2, drugu jednadzbu s y;, te ih oduzmemo, dobivamo
W (z) + aW(x) =0

Djeljenjem s z i sredivanjem

w1
W oz

C
W(x)—;

Koristeéi razvoje u okolini = 0 moZemo fiksirati integracijsku konstantu.

Ju@) = 2 (o), g = S 14 ow)

P(p+1) 2 (1)
Nu(@) = _¥ (:E/12)# (1+0(x), Nulz)= F(Hzi_ . (:E/21)u+1 (1+0()
No(w) = 2 Iz +0(1), Nie) = = +0()
Imamo
2 1 1 1 1
Wl -0 = (555 3~ arm ) O

-1 (mCem) ) 4 o) - -2 o

x T T
C, = _QSinTE,wr)
Wl Nul(@) = = +0(), C=2
23] 122 x) = T € Ll - T
O
Teorem 9.10. Funkcija izvodnica
o0
x 1
eil=t) = N L (@)t" (9.33)
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Doxkaz :
1y f ’V‘i _ S(E)St s B
e U= (Z(2) r!) <Z( b 2 s!
r=0 s=0
S ayre S (—1) (mynres
S ) - 5 g
gdje smo upotrijebili zamjenu r = n + s. O

Jedna od rekurzija

Taaa) + T () = 22 (@) (9.34)

Dokaz pomocu funkcije izvodnice:

2(p_1 dg(x,t) = 1 = _
= Q(t t) 9\x, — _ — n—1
g(.’l?,t) € ’ at 2 <1 + t2> g(x7t) n;()o 'flJn(J?)t
T4 z i Jn(2)t" = i np(2)t"
2 t2 n=-—oo ! n=-—oo "

Rezultat slijedi usporedbom koeficijenata uz t" 1.
Ortogonalnost Besselovih funkcija. Promotrimo opet radijalnu jednadzbu (u slu-
¢aju p = 0 ili s oznakom k2 — p? — k?),
s2R"(s) + sR'(s) + (k*s*> —m?)R(s) = 0
d dzx d d
ds ds dz dz’ y(@) = Rlw/F)
2y (@) + wy'(2) + (2* = mP)y(z) =0,  y(@) = AJi(2) + BNp()
R(s) = Adp(ks) + BNy, (ks)

r=ks,

Pretpostavimo da promatramo problem na intervalu [0, a] s Dirichletovim rubnim
uvjetom R(a) = 0 ili Neumannovim rubnim uvjetom R’'(a) = 0. Tadaje B =01
_ an

(67
In(ka) =0, kpp=—""ili J (ka)=0, kp,=
(ka) il (ka) -

gdje su vy, nul-tocke funkcije J,, (x), a Sy nul-tocke funkcije J, ().

2

/ / 2 m?
(s}, (kmns)) + | ks s — e Im (Emnrs) =0

MnoZenjem prve jednadzbe s J,, (ki s), druge s J, (kmn$), oduzimanjem, te inte-
griranjem na intervalu [0, a] dobivamo

/Oa (s(J;n(k:mns)Jm(k:mn/s) - Jm(kmns)J,’n(kmn/s)))/ds -

= (K2, — k2,.) / o (Kmn8) T (ks 8) s ds
0
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Lijeva strana i§¢ezava u granicama integracije (bilo da je posrijedi Dirichletov ili Ne-
umannov rubni uvjet u s = a). Dakle, u slu¢aju kada je ky,n, # kmyn imamo ortogo-

nalnost u obliku u

I (kmn8) I (kmnss) sds = 0
0

Nadalje, promotrimo integral

/ng(ns)sds: %/Ji(x)xdx
K

Parcijalnom integracijom dobivamo

2
/J%(x) rdr = % J2 (x) — /Jm(:c)J,'n(a:)x2 dz
Nadalje, koriste¢i Besselovu jednadzbu
22T (2) = m2 T (z) — aJ) () — 22T ()

imamo

2 2 2
/J,Qn(x)x dz = % J2 (x) — mT J2 () + % (J,'n(a:))2 + konst.

odnosno
/ng(ms) sds = % ((82 - %S)ng("“) + 7 (J;n("fs))2>

Koriste¢i rubne uvijete i ¢injenicu da je mJ,,(0) = 0 za sve m € Ny, imamo

2

¢ 2 S o af / 2
/0 JZ (amn 5) sds = 3 (Jm(amn))

/Oa JrQn (an f) sds = % (a2 — %;)Jgn(ﬁmn)

a

Koriste¢i jednu od rekurzija mozemo pisati

Jr/n(amn) = - m+1(0‘mn)

Razvoji po Besselovim funkcijama na intervalu [0, a]. Za svaku vrijednost parametra
> —1 imamo Fourier-Besselov red

oo s 5 “ .
fs) = ;Aunju (O‘fm g) y Aun = C%(a;m)/o f(s)Jy, (Oz,m E) sds

Neumannov red

[(2) =3 tndin(2)

n=0

Kapteyinov red (kod Keplerovog problema)

f(z) = Z anJ,qun((,“ +n)z)

n=0
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Schlémilchov red

flx) = Z and,(nz)

Napomena: Ponekad se uvode tzv. Hankelove funkcije,

ngl)(x) = Ju(x) +iNy(z) , H? (z) = Ju(x) —iN,(z) (9.35)

Promotrimo sljedeéi primjer: traZi se stacionarno rje$enje (k = 0) toplinske jednadzbe
za cilindar duljine L i radijusa r, kojem baze odrzavamo na temperaturi 0, a plast na
nekoj temperaturi ug # 0. U z-smjeru imamo

Z(z) = acos(pz) + bsin(pz)

nm

0=2Z(0)=a, 0=Z(L)="0bsin(pL), p=7, nez
Time radijalna jednadzba poprima oblik
2.2
s’R’ + sR — (M s% + m2) R=0
72
Ovo se svodi na ODJ
22y +xy — (22 + p)y =0 (9.36)

koja za rjeSenja ima modificirane Besselove funkcije prve i druge vrste, I,, i K,,,

y(x) = Al (xz) + BK,(z) (9.37)
L . T ) w I_,(z)—I,(x)
Iy(x) =i Juix) , Ky(x) = 5 HD (in) = 5 — ) (9.38)
To znaci da je radijalno rjeSenje naseg problema oblika
nmws nmws
R'rrm(s) = Apnlnm (T) + BrinKm (T)

Kako su funkcije K, (z) divergentne u = 0, ovdje otpadaju iz rjeSenja. [ostatak
rje$enja: Butkov, str.394-398]

Konac¢no, u radijalnom dijelu Helmholtzove jednadzbe u sfernom koordinatnom sus-
tavu nailazimo na OD]J

22y 4+ 22y’ + (2 — (L + 1))y =0 (9.39)
za rjeSenje ima sferne Besselove j; i sferne Neumannove funkcije ny,

y(z) = Aje(z) + Bng(x) (9.40)

o) = [ ey () male) =\ N ) = GO @)

(9.41)
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Na primjer, )
sin x cos X
Jolz) = —= mo(z) =~ .
Teorem 9.11.
fol@) = (1)t (2 2 ef () (9.42)
8= = x dz 0 '

gdje je fo(x) bilo je(x) ili ng(z).

Ostale specijalne funkcije: Laguerrovi polinomi (u radijalnom dijelu Schrédingerove
jednadzbe za vodikov atom), Hermiteovi polinomi (kod Schrédingerove jednadzbe za
kvantnomehanicki harmonicki oscilator), hipergeometrijske i konfulentne hiperge-
ometrijske funkcije, itd.

§ 9.5 Sturm-Liouvilleov problem

Ranije smo pokazali kako je OD]J
A(z)y"(x) + B(2)y'(x) + C(z)y(z) = 0
moguce prevesti u oblik
(p(@)y' (@) = f(z)y(x) =0
Ovdje ¢emo razmotriti Sturm-Liouvilleov problem
Lly)(z) = Ar(x)y(z) , Lyl = (py")" — sy (9.43)
Primjeri:

« Harmonicki oscilator

p(x) =r(z) =1,s(x) =0, = —w?
+ Legendreova jednadzba
(1= a)y(a)') + £(¢ + 1)y(x) = 0
px)=1-2%s(x)=0,r(z) =1, A= —L{+1)
+ Besselova jednadzba u obliku
?y(z) + ay'(z) + (k*2® —m?)y(z) =0

Dijeljenjem s x poprima oblik
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« Cebisevljeva jednadzba,

Teorem 9.12.  RjeSenja Sturm-Liouvilleova problema, u; i us, koja zadovoljavaju
rubne uvjete

pulu'2|z =0= pu2u'1}z

i odgovaraju razlicitim vrijednostima parametra \ su medusobno ortogonalna s obzi-
rom na skalarni produkt

b
(fq) = / r(@)f(2)g(x) dz (0.49)

Iako na prvi pogled traZeni rubni uvjeti u teoremu izgledaju “umjetni”, valja primjetiti
kako oni, izmedu ostalog, ukljucuju i slucajeve kada rjesenja promatranog problema
zadovoljavaju Dirichletov ili Neumannov rubni uvjet.

Dokaz :
Lui](z) = Ar(z)ui(x)

Lluz](2) = Aor(z)uz(z)

MnozZenjem prve s uz, druge s u1, oduzimanjem i integriranjem imamo

b , b
/ [p(2) (ua (2)us(z) — ur(2)ua(2))] do = (A — Az)/ r(z)us (z)uz(z) de

b
p() (s (2)us (2) — s (@)is ()] = (M = A) / r(@)u (2)us () do
Koristeci pretpostavku o rubnim uvjetima te pretpostavljajuéi da je A1 # Ao, slijedi
<U1, U2> =0

O

Usputna napomena: SL operator je Hermitski operator. Ako su f, g rjeSenja SL

problema, tada je
b b
| frlglde= [ oinias
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10

Varijacijski racun

Euler-Lagrangeove jednadzbe. Zadan je funkcional I pomoéu funkcije F klase C? u
svakoj od svojih argumenata,

b
Ily,y'] = / F(z,y,y)dz (10.1)
Trazimo stacionarno rjeSenje yo(x), takvo da je
dl
) —0. y@) = wle) + )

gdje je n(x) proizvoljna C? funkcija, takva da je n(a) = n(b) = 0. Koriste¢i Taylorov
teorem,

b
I(e)=/ F(z,yo(x) + en(x), yo(x) + en' (x)) do =

b b
oF oF
= [ Femade e [ (G + g @) do+0(@)

Parcijalna integracija,
b b
oF oF b d [OoF
— de = — - — | = d
S = gl - [ (5 ) o) as
Zbog rubnih uvjeta prvi ¢lan propada, pa imamo
LR R A R
dele=o  J, \ 0oy dz 0y K

Sada ¢emo dokazati vaznu lemu.

Lema 10.1. (Fundamentalna lema varijacijskog racuna) Neka je k € N i
f € C*([a, b)), takva da je

b
/ f(@)n(z)dz =0 (10.2)

za sven € C*([a,b]) funkcije, takve da je n(a) = n(b) = 0. Tada je f(z) = 0 za
svakiz € [a,b].

301
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DokAz : Pretpostavimo da postoji zo € [a, b], takav da je f(zo) # 0. MoZemo bez smanjenja
opcenitosti pretpostaviti da je f(zo) > 0 (dokaz je analogan u suprotnom slu¢aju). Kako je po
pretpostavci f neprekidna funkcija, postoji okolina

O = {xo — €,20 + €)

tocke xo, takva da je f(z) > ¢ > 0zasvex € ON|a, b]. Nadalje, koriste¢i primjer test funkcije
iz poglavlja o distribucijama, mozemo odabrati glatku funkciju

n(x) = X(p,q) €XP (%) 7

gdje je [p,q) C O N Ja,b], te vrijedi
b
/ n(z)dz = / n(z)dz >0
a o

/ " f@n(e) da = [ s> [ as>o.

u kontradikeiji s pretpostavkom leme. O

Tada imamo

Odavde odmabh slijedi Euler-Lagrangeova jednadzba

OF d 9F

Izvod pomocu funkcionalne derivacije,

= tim * (1ly(x) + eb(e — .5/ (2) +e8'(a — &)] ~ Iylx). v/ (2)])
1ly(@) + €3 — €), /(@) + ' (z — £)] =

b
- / Fle,y(x) + eb(a — €),y/(2) + 6/ (z — £)) da

F(a,y(z) +ed(x — &),y () + ed'(x — &) = F(z,y,y')+
+e (g}; 8z —&) + 275, 8 (x — f)) +O(é?)
oly,y']  OF d OF

e o ey

©)

Specijalni slucajevi.

a)
oF OF
aiy =0 = @ = konst.

Primjer #1: pronaci krivulju najkrace duljine izmedu dvije tocke u ravnini,

b
OF y
F/\/H Pdr, o= =k
" Y ay/ 1+y/2

!
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Kvadriranjem i sredivanjem

y( >:¢%ik2, y() = oz + B
odnosno
y(z) = y(a) + LY@ )

b—a
Primjer #2: Svjetlost prolazi kroz medij s nehomogenim indeksom loma, n(z). Pro-
nadite putanju zrake svjetlosti izmedu zadanih to¢aka (a, h1) i (b, ho). Prema Ferma-
tovom principu svjetlost putuje putem za koji joj treba najmanje vremena,

d 1P
U:E:jj’ T[y/]:E/ n(x)\/l—f—y’Qda:—)min

n
ny’ _k ;L k
v kdz
y(x) = h1 +

a /n(x)? —k?

Konstanta k se odredi iz preostalog uvjeta y(b) = ha.

b)
oF

dx
A (yOF\_ ,OF 4 OF _ ,OF OF dF
dx y(“)y’ Y oy’ ydmay’N oy’ yay_dx
gdje jednakost ~ naglasava kako je u tom koraku iskoristena Euler-Lagrangeova jed-
nadzba. Time smo izveli tzv. Beltramijev identitet,

0

F
—y g—y, = konst. (10.4)

§ 10.1 Brahistohrona

Valja pronaci oblik Zlijeba, takvog da kuglica koja se klize niz njega prelazi put iz-
medu dvije zadane to¢ke u minimalnom vremenu. MoZemo bez smanjenja opcenitosti
smjestiti ishodiste koordinatnog sustava u pocetnu tocku i orijentirati y-os tako da je
u smjeru gravitacijskog polja g,

y(0)=0, yla)=0b

mu? ds dz
mgy=-——, V2y= g = g V1ty?

2
1 @ 14y .
Ty:—/ dr — min
vl V29 Jo Y
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1_|_y/2
Yy

Fy,y') =

Kako F' ne ovisi eksplicitno o x, koristimo Beltramijev identitet, koji u ovom slu¢aju
glasi

142 2
Ty Y = konst.
y y(1+y")
Sredivanjem dobivamo,
k
1+y?%==, dez= Ldy
y k—y
gdje smo uveli redefiniranu konstantu k. Supstitucija,
1—
y=k %S“b = ksin(4/2)
11—
dz =k %Sgb dé

Odabirom rubnog uvjeta (0) = 0, integriranjem dobivamo

k .
#(6) = & (9~ sing)
Nadalje, Zelimo da putanja prode kroz to¢ku C(a, b),

k

a= 3 (¢pe — sing,) , bzg(l — COoS @)

odakle ¢emo dobiti vrijednost konstante k i parametra ¢ u tocki C. Konac¢no, putanja
je dana u parametarskom obliku izrazima

N |

H() = & (0 —sing), () = & (1 cosg)

Valja primjetiti da za ¢ = 7 ova krivulja prolazi kroz minimum, pa ¢e u sluc¢aju kada
je ¢ > m, odnosno za a > km /2, kuglica pro¢i kroz minimum Zlijeba prije tocke C.

§ 10.2 Opne od sapunice

Potencijalna energija opne od sapunice je proporcionalna s njenom povrsinom. Pro-
motrimo problem oblika opne izmedu dva paralelna prstena radijusa 12 na razmaku
2b. Neka je koordinatni sustav orijentiran tako da prsteni leze centrirani u z = +b

ravninama.
da = 27s(z)\/1+ (s'(2))2dz
b
Als] = 277/ sV 1+ s?2dz — min
—b
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Kako podintegralni izraz ne ovisi eksplicitno o z,

12

58
sV1+s2— — =k
V142

Sredivanjem dobivamo
s'(z):%\/m, ﬂ:dz
Supstitucija,
s(z) =kchu, ds=kshudu, kdu=dz, u:%—&—C
s(z) = kch(% + C)
Rubni uvjet,

k

b
— kchl 2
R C(k)

dok se funkcija oblika opne svodi na

s(z) = kch(%)

R = s(+b) = kch(ib + (J)

nam daje C' =01

Ima li jednadzba za preostalu konstantu k£ nuzno rjesenje? Upotrijebimo li supstituciju

& = b/k, imamo
Te—an

Ako je omjer R/b dovoljno velik, tada imamo dva rjeenja (jedno stabilno, drugo
nestabilno), za neku kriti¢nu vrijednost ovog omjera postoji samo jedno rjesenje, dok
za omjere vece od te kriti¢ne vrijednosti nema rjeSenja. U ovom potonjem slucaju film
od sapunica ¢e biti razvucen u dvije ravne plohe preko prstena (Goldschmidtovo
rjeSenje).

Koliko iznosi spomenuta kriti¢na vrijednost omjera? Pravac koji prolazi kroz is-
hodiste i tangentan je na kosinus hiperbolni,

ch 50 -0 ’ 1
——— =ch'&, — =thé&, ~ 1.19968
G-0 ¢ €o & o, &o
Odavde imamo kriti¢nu vrijednost omjera
h
(R/b)o = Cg&’ ~ 1.50888
0

Kolike su povrsine?

A:Qw/bbkchQ(Z) dz:47r/0bkch2<2) dz
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Koristedi supstituciju u = z/k, i tabli¢ni integral

h (2 2
/chQ(x) dz = W + konst.

b/k 5 5
A:47rk:2/ ch?(u) du = 7k? (sh <kb> +kb> =
0

b\ R 2b b
_ 2 _ — _
=k <2Sh(k>kz+k) 27rk<Rsh<k)+b)

Povrsina opne Goldschmidtovog rje$enja (povrsina dva kruga),

imamo

Ag = 2 R?

§ 10.3 Varijacije s ogranicenjima

Uvod o Lagrangeovim multiplikatorima. Promotrimo jednostavan primjer: visina to-
¢aka na nekom brdu zadana je funkcijom h(z,y). Ako trazimo lokalne ektreme na
ovom brdu, tada ¢emo promatrati skup jednadzbi 0,h = 0 = Jyh. Medutim, problem
moze biti i sloZniji ako je npr. ako je nase gibanje po ovom brdu ograniceno na neki
put zadan (implicitnom) jednadzbom g(z,y) = 0. Tada nas zanimaju tocke u kojima
su tangente na krivulju g(z,y) = 0 (koje definiraju nas “smjer gibanja” po tom putu)
kolinearne s tangentama na izohipse h(x, y) = konst. Drugim rije¢ima trazimo tocke

u kojima su pripadne normale proporcionalne, Vi = —AVg. Promotrimo nesto op-
Cenitiji problem: Zelimo pronaéi ograni¢enja funkcije F'(z1,...,2,) s IV ogranienja
Gj(x1,...,x,) = 0. Tada uvodimo pomoénu funkciju

N
H(.Z'l,...,$n;)\17...,)\]\]) :F((I}l,,.’lﬁn)—f—Z)\JGj(l‘h,fn)
j=1

kojoj trazimo ekstreme bez ogranicenja,

YT NTe. Y
O:dH:Z <8%+2)\km> d$¢+Zdo)\j
i=1 k=1 Jj=1
Odavde slijedi
N
VF+Y MVGr=0, G;=0
k=1

Promotrimo sada analogni problem u rac¢unu varijacija. Trazimo funkciju yo(x)
koja zadovoljava zadane rubne uvjete u x = a i x = b, te za koju funkcional

b
Iy, y] = / F(z,y,y")dz
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poprima stacionarnu vrijednost uz ogranicenje oblika

b
Jly,y'] :/ G(z,y,y)dz =0

Tvrdimo da je ovaj problem ekvivalentan pronalaZenju funkcije yo () koja zadovo-
ljava iste rubne uvjete u x = a i x = b, te za koju funkcional

b
K[y,y’]=/ H(z,y,y)de, H(z,y,y')=F(z,y,y)+ AG(x,y,9)

poprima stacionarnu vrijednost bez ograni¢enja (uz neke tehnicke zahtjeve). Kons-
tantu A na kraju odredujemo iz jednadzbe ogranicenja. [nedovrseno]

§10.4 Lancanica

Pronadite oblik homogene niti (lanca) linearne gustoce p i duljine ¢, objesene o dvije
zadane tocke, (—a, h1) i (a, hz), koja slobodno visi u homogenom gravitacijskom po-
lju s akceleracijom g (eng. catenary curve). Ukupna potencijalna energija i duljina

niti
a a
e .
F(yay'):pgy\/me\(efW):
= M+ (pgy + WV1+y?
A
(pgy + /T 1 g2 — LI oy,
V1ity?
_1
by 2 A 2 2
g2 = (POVEAN PIYFAN 1) dy = de
k k
Supstitucija
k
pgy+A=kchz, dy=-—shzdz
pg
k A
Chl(/’gy<@+>_m+c
P9 k

Tri preostale konstante, A, k i C, odredene su poloZajem rubnih toc¢aka i zadanom
duljinom niti. Ako je npr. h; = he = h, tada je C = 0, pa imamo

y(z) = =2+ %ch(%)

Nadalje, iz rubnog uvjeta y(a) = h slijedi

h=—\+ %ch(%) , ylx) =h+ [Tkg (Ch(%) B Ch(%))
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Uvjet na duljinu niti nam daje jednadzbu za preostalu konstantu k,

= [ () - Zan ().

a

Napomena: ova jednadzba nema uvijek rjesenje; stavimo £ = pga/k,

4
%525115

Kako je sh’(0) = 1, to zna¢i da za £/2a > 1 nema rjesenja (razmak medu upori§nim
tockama je veci od duljine niti)!

§ 10.5 Izoperimetrijski problem

Koja krivulja y = y(x) zadane duljine ¢ povezuje totke A(a,0) i B(b,0), tako da je
povrsina izmedu krivulje i 2-osi maksimalna.

= | (@) de = mas

)= ([ ViEas) o= [ (i )

y(a) =y(b) =0
H(y,y') = y(x) + A <\/1 +y2(z) -y f a)

Kako H ne ovisi eksplicitno o varijabli 2 mozemo koristiti Beltramijev identitet,

A /2
y+AV/1+y?— Y = konst. = yq

i

MnozZenjem s korjenom i sredivanjem imamo

yV1+y2 A1 +9?) = M2 = yo /1 +y2
)\2

1+y/2 —

(¥ —v0)?

A2 — (y —yo)?

Y (r) =
Y—%
Y—%o

A2 —(y —yo)?

Sada integriramo obje strane,

dy = dx

Y—7Yo

NocET T

y=xc+A
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Koristenjem supstitucije u = y — yo,

u 1 d(w?) I B \/ﬁ

Sredivanjem i preimenovanjem konstanti moZemo rjeSenje zapisati u implicitnom
obliku
2 2 2
(@—20)"+ (y—yo)” = A
Ocigledno, posrijedi je jednadzba kruznice radijusa A. Vrijednosti konstanti z¢ 1 yo
odredene su pocetnim uvjetima,

(=) +y5 = (b—0)* +y5 = N
Odavde slijedi a—x¢g = £(b—x¢) (gornji predznak daje kontradikciju @ = b), odnosno

(b—ay

Ioi(a+b)/2 i y():A 1-— N2

Konacno, uvjet iz ograni¢enja

b
/ V1+y2de =4

nam daje konstantu A pomocu zadane duljine ¢ i konstanti a i b. Postoji geometrijski
precac u izvrjednjavanju ovog izraza: ako je « sredis$nji kut luka kruznice, tada je
¢ = a\, odnosno o = ¢/, pa iz transcendentne jednadzbe (vidi osjencan pravokutni
trokut AC'S na crtezu),
b—a

2A

nacelno (u praksi, numerickim postupkom) mozemo pronadi vrijednost konstante A.

sin(¢/2\) =

<Y
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§ 10.6 Problem maksimalnog polja

Pronadite (povezanu) homogenu raspodjelu materije, dane ukupne mase M (ili na-
boja Q)), takvu da je klasi¢no gravitacijsko (ili elektri¢no) polje maksimalno u danoj
tocki. Ishodiste koordinatnog sustava mozemo, bez smanjenja opcenitosti, smjestiti u
zadanu tocku.

Pretpostavit ¢emo da je tijelo aksijalno simetri¢no, te da mu je oblik (profil) zadan
funkcijom s(z). Prvo ¢emo izratunati pomo¢ni rezultat, gravitacijsko polje homoge-
nog diska, radijsa R i mase m, duz njegove osi aksijalne simetrije.

ocosf R sds m
E(Z):k/md&:Qﬂ'kO’Z/o m, U:ﬁ

2m 1
E(z) = kﬁ <1 - W)

Sada ¢emo napisati izraz za gravitacijsko polje opcenitog aksijalno simetri¢nog ho-
mogeno tijela (gustoce p) u ishodistu koordinatnog sustava,

2d 1
dE =k 2m<1 ), dm = ps’rdz
s

(2) 14 (s(2)/2)?
Kako se doprinosi polju u ishodistu koordinatnog sustava iznad i ispod z-y ravnine
doprinose sa suprotnim predznakom, a cilj je postici ¢im vece polje, pretpostavit éemo
da je sva materija s jedne strane, npr. iznad x-y ravnine (Sto znaci da otpada dio inte-

grala po negativnoj z-osi),

e 1
Els(z)] = 27rkp/0 (1 - 1+(S(Z)/Z)2> dz

Ogranicenje u ovom problemu je ukupna masa,

M:,mr/ s%(z)dz
0

K[s] = E[s] + A <M — pm /OOO s%(z) dz)

Odavde imamo jednadzbu
3
1 2\ 22
2mkp — 1+S— jprl')\QS:O
2 22 z

Sredivanjem,



§10.7. Varijacijski problemi s vise funkcija i vie varijabli

Preostalu konstantu A ¢emo dobiti uz uvjeta na ukupnu masu,

VE/A kz 8 4 k H
M = or hhiad _ 2 = —or | =
P /0 ((A) z)dz 15/) (A)

2
4pm \3
A=k (15M)

Dakle, kona¢no imamo

§ 10.7 Varijacijski problemi s vise funkcija i

vise varijabli

Vi$e nepoznatih funkcija, y;(x) (svaka zadovoljava zadan Dirichletov rubni uvjet u

r=aix =0"),

I[ylv'-'ayn] :/F(xayhy/hayn»y;)dx

F:F(x’ylayiw'wynay;)a yZ:yz(m)
ol
yi(z) = yo, () + emi(z) e 0
€
oF d oF 1
- — = i=1,....n
dy;  dz 0y ’ e

Funkcija vise varijabli, y(x1, ..., zp)

I[y]:/.../F(xl,...,xn,y,aly,...,any)dxl ... dzy,

OF <~ d OF
By 2 90w
Vise derivacije, F = F(z,y,vy,y",...,y™),

- , df OF

OF
oy 2V gy =

(10.5)
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§ 10.8 Geodezici

Zadana je ploha
f(x,y,2) =0
Trazi se krivulja (z(t),y(t), 2(t)), takva da joj je duljina izmedu dvije zadane tocke

minimalna,
t
/ Va2 + 92 + 22 dt — min
to

s ograni¢enjem
t
| rato.u),2(0) de =0
to
Ovo daje jednadzbu

dt \ F

ianalogno za y i z. U slucaju sfere radijusa R,

f(z,y,2) =2 +y* + 2* — R?

Py
(x>—)\fw:0, F=\/i2+ % + 22

imamo jednadzbe geodezika

DA fEN_1d(gy_1d(z)_,
20 dt \F) 2y dt\F) 2z:dt\F)

Promotrimo prvu jednakost,

iF —&#F  §jF —yF

20F2 2yF?
Odavde slijedi
YT —wy F
yk —xy F
i analogno
2§ —yZ F
2 —ys F

Izjednacavanjem lijevih strana zadnje dvije jednakosti imamo

Gi —ag) 5=y —yh)

Yyt —xy 2y — Yz
odakle integriranjem dobivamo

yi —xy = A(zy — y2)

T+ Az g

r+ Az y
Kona¢no, integriranjem imamo

x+ Az = By

Ovo je jednadzba ravnine kroz ishodiste koordinatnog sustava, koja presjeca sferu u
velikim kruZnicama (“ekvatorima”).
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§ 10.9 Maxwell-Boltzmannova raspodjela

Vjerojatnost pronalazenja Cestice (klasicnog 3D neinteragirajuceg) plina u dijelu faz-
nog prostora brzina W dan je pomoéu funkcije gustoce vjerojatnosti p : R?* — R
izrazom

P(W) = / p(v)d3v
w
Pri tom pretpostavljamo da je funkcija p normirana,

/p(v) v =1 (10.6)

Zelimo pronaéi funkciju p koja zadovoljava ogranicenje (10.6), kao i ograni¢enje ukup-
ne (prosjecne) energije promatranog plina,

/ m2V2 p(v)d®v = E (10.7)

tako da funkcional entropije poprima stacionarnu (maksimalnu) vrijednost,

Slp] = —/p(v) In p(v) d3v — max (10.8)
Konac¢no rjesenje,
3
3m \? 3mv?
= - 10.
p(v) (ME) eXP( 1B ) (10.9)
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Dodaci
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A

Konvencije i ostalo

Kroneckerov delta simbol,

RNy
5”{0, iy

Levi-Civita simbol. U n dimenzija,

+1, {i1,...,i,} je parna permutacija skupa {1,...,n}
€,.4, =4 —1, {i1,...,in} je neparna permutacija skupa {1,...,n}

1eeiiin

0, inace

0-funkcija (engl. step function, Heaviside step function) 8 : R — R,

1, z>0
9(“"):{ 0, <0

Ponekad koristimo varijantu ove funkcije,

. 1, z >0
O(z)=1< 1/2, z=
0, z <0

k=1

Za parcijalne derivacije koristimo nekoliko ekvivalentnih oznaka,

of
% - 8acf - f:v
0% f 0% f 5
8:1:8y - arayf - fa:y ) ﬁ - axf - fr'c
Derivacija funkcije f : § — R (za neki S C R?) u smjeru vektora A,

317

(A.1)

(A.2)

(A3)

(A.4)

(A.5)
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Kada smo u potrazi za objektima koji bi trebali zadovoljiti neku jednakost, tada iznad
znaka jednakosti stavljamo uskli¢nik. Na primjer, trazimo li veli¢inu = za koju je
ispunjena jednakost a + x = b, tada to napomenemo s

a+xéb

Izbor oznaka (slova) koje koristimo za indekse u sumama, kao i varijable u integraci-
jama, nisu od esencijalne vaznosti za sam racun i stoga ih slobodno mozemo mijenjati,
bez da time utjeCemo na rezultat racuna,

i_v:ai:ij:aj7 /abf(a:)dx:/abf(y)dy.

Iz ovog razloga ove oznake ponekad zovemo slijepi (jo$ i gluhi ili nijemi) indeksi i
varijable.

Grcki alfabet
A « alfa N v ni
B § beta = ¢ ksi
I v gama O o omikron
A6 delta I wmw pi
E €¢e epsilon P po ro
Z (¢ zeta Y o,¢ sigma
H n eta T 7 tau
O 6,9 theta T w ipsilon
I jota ® o, fi
K & kapa X x hi
A A lambda vy psi
M pu mi Q w omega




B

Testovi konvergencije

Teorem B.1. Kummerov test. Neka je Y a,, red pozitivnih realnih brojeva a,, >
0, a (pn) niz pozitivnih realnih brojeva te vrijedi

« = lim inf (pn

n—oo

) i
= pn+1) < limsup (pn — = pn+1) =5 (B.I)

an+1 n—o00 an+1

Ako je o > 0 tada ) ay, konvergira. Ako ) 1/py divergirai 3 < 0 tada ) ay
divergira.

DoxAz : Oznatimo s s, = »_,_, ax. Pretpostavimo da je o > 0 te odaberimo r € (0, o).
Tada postoji prirodan broj N > 2 takav da za sve n > N vrijedi

Gn

Pn — Pn+1 >r

An+1
odnosno
Pnln — Pnt1Gnt+1 > TGpt1 -

Odavde, za svaki prirodan broj M > N imamo

M M
g (Pnan — Pnt1an41) > g Tlnt1
n=N n=N

odnosno
PNAN — PM+1aM+1 > T(Sm — SN—1)

PNAN + TSN-1
T

> SMm

Kako je N fiksan, lijeva strana ove nejednakosti predstavlja gornju medu za niz (sas) odakle
slijedi da > a,, konvergira.

Pretpostavimo sada da Y 1/p,, divergirai 8 < 0. Tada postoji N € N takav da za svaki
n > N vrijedi
a

DPn - — Pnt1 < 0
An+1

odnosno

PnlGn < Pn+10n+1
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Stoga za sve n > N vrijedi pran > pyan i

1
ap > — PNGN
Pn
Kako je N fiksan, a > 1/p, po pretpostavci divergira, testom usporedbe slijedi da > a,, di-
vergira. =

Moze se dokazati kako za svaki red pozitivnih realnih brojeva postoji niz (p,,)
pomocu kojih je moguce ustvrditi konvergentnost danog reda [Tong: Kummer’s Test
Gives ...]. Medutim, pronalazenje takvog pomoénog niza je Cesto netrivijalno. Na
primjer, izbor p,, = 1 za sve n svodi Kummerov test na test omjerom. Nadalje, izbor
pn = n daje

Teorem B.2. Raabeov test. Neka je Y a,, red pozitivnih realnih brojeva a,, > 0
i vrijedi

a:liminf( n —1>n§1imsup< an —1)n:6 (B.2)

n—o0 Ap+1 n—00 An+41

Ako je v > 1 tada 'y a,, konvergira. Ako je 8 < 1 tada ) a,, divergira.

Teorem B.3. Gaussov test.

gdje je B(n) omeden. Tada ) a,, konvergira akko je A > 1.

Dokaz :
B(n)

n—oo nT—1

>1

lim inf (A + B(n)) = A+ liminf

n— oo nr—1

za A > 1. O

Upotreba p,, = nlnn daje tzv. Bertrandov test.



C
Nejednakosti

Ovdje ¢emo razmotriti nekoliko elementarnih nejednakosti.

Teorem C.1. (Youngova nejednakost) Neka sua, b, p, q > 0 realni brojevi, takvi
da je
1 1
-+-=1 (C.1)
p q
Tada vrijedi
a?  bd
ab < — 4 — (C.2)
p q

Dokaz :

ab = exp(In(ab)) = exp(lna + Inb) = exp (plﬂ + M)

q
Koriste¢i jednakost (C.1) i konveksnost funkcije exp odavde slijedi

p e
b < exp(plna) n exp(qlnb) a b

p ¢  p q

Teorem C.2. (Holderova nejednakost) Neka su p,q > 0 realni brojevi koji za-

dovoljavaju jednakost (C.1). Tada za sve integrabilne funkcije f, g : [a, b] — R vrijedi

b 1/p b 1/q
< ( / If(x)l”dw> ( / |g<z>|qu> (€3)

Dokaz : U Youngovu nejednakost uvrstimo

/a ’ fe)a(e) d

e U@L @l
(frrwpa)”™ (ol dy)
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|f(@)[g(x)] <1 _@FF 1 lg@)
(F1s@lran) " (flowleay) " P L V@I dy 9 [ lgtw)ledy

Integriranjem ove nejednakosti u intervalu [a, b] dobivamo

J2 11 @)l |g(x)| do L1
(1w dy)l/p (S 19w dy)l/q P

odakle slijedi Holderova nejednakost.

+-=1

1
q



D

Jordanova forma matrice

Nije moguce sve matrice dijagonalizirati, ali ih je barem uvijek moguce svesti na di-
rektnu sumu Jordanovih blokova, gdje je temeljni Jordanov blok J,,(\) € M, (C)
kvadratna matrica ¢iji su svi dijagonalni elementi A, na gornjoj dijagonali ima jedi-
nice, a svi ostali elementi su nule,

A1 0
A =0 B = () mw= oA 1),

Jn(A) =ML+ N, Nij =6is1;
Algoritam za svodenje matrice A € M,,(C) na pripadnu Jordanovu formu J 4.
1. Pronadite svojstvene vrijednosti preko
det(A=AL)=A=X)™ - (A=X,)™ =0 (D.1)

Svaka svojstvena vrijednost A\; € C ima svoju algebarsku kratnost r; < m.
Algebarska kratnost je veli¢ina pripadnog bloka B,, (};), odnosno svaka svoj-
stvena vrijednost A; se na dijagonali pripadnog bloka pojavljuje to¢no r; puta,

Ja=EP B, (N) (D.2)
=1

2. Za svaku svojstvenu vrijednost \; pronadite ker(A — \;1). Dimenzija g; =
dimker(A — \;1) je geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti \;. Ge-
ometrijska kratnost nam govori koliki je broj Jordanovih blokova unutar bloka
B, (Ai),

7

9gi
B, (\i) = @ Tins, ) (Ni) (D.3)
j=1

gdje tek treba odrediti veli¢inu k(\;, j) pojedinih Jordanovih blokova.

3. Uvijek vrijedi g; < r;. Ako je g; = r;, tada svojstvenoj vrijednosti \; pripada
dijagonalni blok diag(A;, A;, - . ., A;) veli€ine r; X r; i za nju je postupak gotov.
U protivnom treba provesti naredne korake. Primjetite, ¢ak i ako znamo da je
za neku svojstvenu vrijednost A npr. » = 51 g = 2, jo$ ne znamo je li B5(\) =

Ja(N) @ Ji(A) ili Bs(\) = J5(\) & Jo (V).
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4. Pronadite ker(A — \;1)¢ za ¢ € N. Pripadne dimenzije dim ker(A — \;1)* ¢ine
strogo rastudi niz koji se u jednom trenutku po¢ne ponavljati, kada se zaustav-
ljamo s postupkom. Odavde izvrijednjujemo razlike

§(N\i,p) = dimker(A — \;1)P — dim ker(A — \;1)P~? (D.4)
koji nam kona¢no daju

Time je odredena J4 do na permutaciju Jordanovih blokova.

Praktican savjet pri ratunanju brojeva k(\;, j): neka su za svojstvenu vrijednost A
npr.
r=12, g=4, dimker(A—\)*=4,710,11,12,12,...

Tada razlike §(\, p)
4-0=4,7-4=310-7=311-10=1,12-11=1

mozemo zapisati kao redove tocaka,

TraZene veli¢ine Jordanovih blokova su visine stupaca na ovom prikazu, redom 5, 3,

311, paje Bia(A) = Js(\) @ J3s(N) @ J3(N\) @ J1(N).

Odredivanje matrice S za transformaciju J4 = S~ AS. Za svaku svojstvenu vri-
jednost \; i svaki pripadni Jordanov blok J();), redom od najveteg prema manjem:

1. Odaberite vektor u € ker(A — \;1)* koji nije element vektorskog prostora
razapet vektorima iz ker(A — \;1)*~! te vektorima koji su ranije odabrani u
ovom postupku.

2. Izracunajte vektore

vy) = (A= \1)F 1y, véi) =(A-NDF 2, ..., v,(:) =u

Stupce matrice S formiramo pomocu dobivenih vektora (pazeti na njihov poredak),

S = (v%l),vél),...,vl(i),vf),...,vl(;),vifﬁ),...) (D.6)



E

Eksponenciranje matrica

Definicija E.1. Neka je A € M,,(C). Eksponenciranje matrice A je definirano s

[e%S) An
A _ E
CA— -~ F (El)

gdje je A = 1.

Za pocetak nas zanima konvergentnost gornje sume, pa nam je potreban pojam “uda-
ljenosti” medu matricama, odnosno norma. Lako se provjeri kako preslikavanje

(,): M,(C)x M,(C)—=C, (A B)=Tr(A'B)
zadovoljava svojstva skalarnog produkta. Naime, valja uoditi da je
(A, A) = > |A5P >0
i,j=1
te
(B,A) =Tr(BTA) =Tr (ATB*)") = Tr (A"B*) = (Tr(ATB))* = (A, B)* .

Pripadna norma poznata je kao Frobeniusova ili Hilbert-Schmidtova norma,

1417 = (4,4) = > 1A, (E.2)

i,j=1
Nadalje, koriste¢i SCB nejednakost za skalarni produkt i normu na R",
(a-b)* < [[a]|?||b||*

promatrajudi retke matrice A i stupce matrice B kao vektore,

(aw))j = 4ij, (b)) =Bi;

325



EXSPONENCIRANJE MATRICA 326

imamo
IAB||* = (a@) -b))? <> llag|lPlby)lI* =
0] 0.
= (Dt l®) (X2 I 12) = ll41211BI
i J
odnosno
|ABI| < [|A[| || BI] (E.3)
i stoga, indukcijom slijedi
A" < [l Af"

Koriste¢i ove nejednakosti i nejednakost trokuta mozemo vidjeti kako suma (E.1) ko-
nvergira s obzirom na Frobeniusovu normu za sve matrice A € M, (C): za svaki
N € N vrijedi

N N N o
3 A" 3 1A 3 [Al" 3 A" )

n! = n! = n! = Y
n=0 n=0 n=0 n=0

Lema E.2. Ako matrice A i B komutiraju, [A, Bl = AB — BA = 0, tada vrijedi

AeP =eBA (E.4)

Dokaz : Tvrdnja je posljedica komutiranja matrice A i potencija matrice B,

AB™ = BAB™" ' = B?AB"?=...=B"A

Teorem E.3. Ako matrice A i B komutiraju, [A, Bl = AB— BA = 0, tada vrijedi

eAtE — 4B (E.5)
Doxkaz :
A+B AmBrT™ B - ” AmB" m

Zamjenom poretka sumacije, pa zamjenom varijable £ = n — m ovu dvostruku sumu mozemo
pisati u obliku

ATBTT SN AMB (S A (B
oy A s A (A ()

m=0

Zamjenu poretka sumacije moZemo lakse predociti pomocu dijagrama,
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m A
[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

n
O
Komentar E.4. Jednakost eAtB = e4eP opéenito ne vrijedi! 1
Korolar E.5. Za svaku matricu A i kompleksne brojeve s,t € C vrijedi
p(sH)A _ sAtA ’ (E.6)
a matrica e? uvijek ima inverz,
(eA)_l =e 4 (E.7)
Teorem E.6. d
tA tA
— e = Ae E.8
v (E.8)

Doxaz : Koriste¢i konvergentnost reda u eksponenciranju matrice, tvrdnju mozemo dokazati
zamjenom limesa sa sumom,

1 1
— e = lim - (e(t+5)A - etA) = e lim - (eEA - IL) =
dt e—0 €

ili deriviranjem ¢lan po ¢lan,

4y d S wAr SontAn S (i ASS A"

n=1 n=1 n=1

Teorem E.7.
dete? = T4 (E.9)

g
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Valja uotiti kako je matrica e uvijek regularna (jer det e # 0), pa ima inverz, iako

matrica A ne mora biti regularna.

Prakti¢no racunanje matrice e. Ako je D dijagonalna matrica, tada je

a e

e~ =exp = (E.10)

Ako je A dijagonalizabilna matrica, tada postoji regularna matrica S, takva da je
S~1AS = D dijagonalna matrica. Tada vrijedi

A" = (SDS™H" = (SDS™Y)(SDS™!)---(SDS™!) = SD"S !
pa je
ed = SPS™ = geP g1 (E.11)

Ako A nije dijagonalizabilna, tada se barem moze svesti na blok dijagonalnu (Jor-
danovu) formu, tj. postoji regularna matrica S, takva da je S~1AS = J, gdje je J
Jordanova matrica.

Lema E.8.
eAPB — 4 @ B (E.12)

Lema E.9. Neka je Ji.(\) Jordanov blok,

Jk()\) =AM+ N, Nij = 6i+17j (E.13)
Tada je
2 k—1
1 ¢ %I - (Zﬁ T
0 1 U
et TN — ot S (k—'2)< (E.14)
0 0 O 1

Dokaz : Kako matrice A1 i N komutiraju, vrijedi

tJ (A ENI+EN AL tN tAq tN A tN
el RN = AN IAL N B ot N th

Koriste¢i ¢injenicu da je (vizualno, potenciranjem matrice N dijagonalni red jedinica se pomice
“gore udesno”)

(N™)ij = itn,j s
te N = 0 za sve n > k, uvr§tavanjem u definiciju eksponenciranja matrice dobivamo trazeni
oblik matrice iz tvrdnje. O
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Na primjer, ako je J4 = ST1AS = J5(7) & Jo(5), tada je

1t t?2)2 Lt
eA=S5(etl 0 1 t @ e ( 0 1 ) St
0 0 1

Prakti¢no racunanje matrice eAv bez ra¢unanja matrice e?. Ako je v vlastiti vek-
tor matrice A, tada imamo

Ako je A dijagonalizabilna, tada je vektor v mogucée prikazati kao linearnu kombina-
ciju vlastitih vektora matrice A,
V=W + o oWy,

Ao = a16A1w1 + -+ ane)‘"wn

Ako je v generalizirani svojstveni vektor, v € ker(A — A1)™ tada je

v

Ay _ o mz (HA — AD)"

n!

[nedovrseno]
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F

Bernoullijevi brojevi i
polinomi

Bernoullijevi brojevi By, pojavljuju se u razvojima nekih funkcija. Na primjer,

b(z) = Z i' " (F.1)

Funkcija b(z) ima uklonjiv sigularitet u z = 0, te polove prvog reda u z = 2k7i za
sve k € Z*. Gore naveden Taylorov razvoj funkcije b(z) oko totke z = 0 stoga
konvergira stoga za |z| < 27 te na ovu funkciju moZemo gledati kao na funkciju
izvodnicu Bernoullijevih brojeva u smislu da je

B, = lim b™(z) (F.2)

z—0
Vrijednosti nekoliko prvih Bernoullijevih brojeva,

1 1 1 1 1
B():1731:_§7B2:*734:_%7B6:E>BSZ_%»'~

Lema F.1. Izuzev By, svi ostali neparni Bernoullijevi brojevi is¢ezavaju, Bapy1 =

0.

Doxkaz : Ako je f funkcija s dobro definiranom parnoséu, odnosno ako je f(—z) = (—1)? f(2)
zaneki p € {0, 1}, tada se deriviranjem njena parnost mijenja u suprotnu,

F=2)= (D" f(2).

Odavde odmabh slijedi da koeficijenti uz neparne ¢lanove u Taylorovom razvoju parne funkcije
oko nule i$¢ezavaju. Uo¢imo li kako je funkcija

b(z) *1+*:i% "

parna, odmah slijedi tvrdnja. O
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U literaturi se ponekad upotrebljava alternativa definicija,

~

oo
Bn 2n

z
b(z)=1-2 —1)n+t F.3
() =15+ D1 e #3)
n=1
Ovdje su
~ 1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 ~ 5
By = - By = — By = — B, = — B = —
1 6 ) 2 30 ) 3 49 ) 4 30 ) 5 66 )
Veza medu definicijama,
B, = (=1)""'B,,, neN (F.4)
Lema F.2. -
N/2
N -1 N+1
-2 ( o ) e (£3)
DoxkAz :

N

Tvrdnja slijedi jer koeficijenti uz 2 moraju i§Cezavati. O

Koriste¢i ovu lemu i ¢injenicu da je Bap 1 = 0zan > 1 imamo

N+1
N+1 N -1
1+Z< m )Bm:1+2+(N+1)31+Bn+123n+1

m=1

Zamjenimo li u sumi na desnoj strani svaki B,, s B™, potencijom neodredene po-
mocne konstante B # 0, mozemo kompaktno zapisati rekurzivnu formulu za Berno-

ullijeve brojeve,
Boii=(B+1)"", neN (F.6)

Odavde imamo na primjer,

1
BQZBQ+2B1—|—1 = Bl:_§

1
B3 =B3+3By+3B1 +1 = B2:6

By=B4+4Bs+6B;+4B1+1 = DB3=0
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i tako dalje.

Neke sume gdje se pojavljuju,

2(2n)!
B n = —1 ntl 2207 2 F.7
Takoder, B
2n
1-2n)=——+ N F.8
(A-2m)=-—"", ne€ (F.8)
Dokaz: integracijom po krivulji s dvije kruZnice imamo
Rh_r)réo D dz = 2mi @n)n ¢(2n) = /F—i-/7 =0—2mi n)!

Asimptotski razvoji i relacije,

2n
Bop ~ (—1)""4\/mn (%) kada n — oo (F.9)

2(2n)!
B S C(2n
lim 2n — Jim &R T2 @) _

P R () Ay ()

|
= lim_ (Q’L)ﬁ% ¢(2n) = lim ((2n) =1

Bernoullijevi polinomi,

— = Z (F.10)

n=1
Bo(t)=1, B (t)=nB,_1(t), Bn(0)=B,=(-1)"B,(1)
..orginalno definirani na [0, 1], pa pro8ireni periodi¢no

Bo(t) = Bu(t — |t]), Bn(m)=DB.(0)=B, YmeZ

n  Bp(z)
1
]. .’E—i
2
2 —r+ 5
3 x3—%x2+%m
4 zt—223 42 L

Euler-Maclaurinova sumacijska formula
Neka su a,b € Z, takvidaje a < b, te f : [a,b] — R. Tada za svaki k € Ny, ako
je fe C'““([a,b]),

/f dt+z L (00 = 1) +

n= a+1
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—1)* b
i | B @0 ar (®.1)

/nilf(t)dt:/n:%(t—n-s-%) F)dt =
= <tfn+%) f@) :_1*/7:1 (tfn+%) F)dt =

DokaAz :

e e AL
fo = [ s+ LD 0 [ s ar

b b b
> = [ @yt (1) - f@) B+ [ Bof O
n=a+1 a a
Ovo je E-M formula za k = 0. Koristeé¢i B}, 1 (t) = (k + 1)B(t), te ¢injenicu da je By (m) =
By za svaki m € 7Z, imamo

/ bf‘k(t)f““)(t) dt= / b By ()P (2) dt =

a Ck+1

- f’j:i (f(b) B f(a)) - %H/a BIH—l(t)f(kJrU(lf) dt

Odavde indukcijom slijedi E-M formula za sve k € N. O



G

Potpunost prostora L”

Promotrimo Cauchyjev niz { f } ren. Za svaki € > 0 postoji N € N, takav da je
Vm,n >N : ||fm — ful] <€

To zna¢i da za svaki k € N mozemo odabrati e = 27%, za kojeg postoji Nk € N, takav
da je _

Vm,n > Nk : Hfm - fn” < 2_k
MozZemo fiksirati n = Nk + 1= N, paje

Vm > Ny : ||fm - kaH < 27k

Odavde, usporednim testom, zalju¢ujemo da red

WSl + 1w = Il A+ vy = sl

konvergira. Neka je suma ovog reda realan broj M > 0. Sada tvrdimo da niz funkcija
{gn}, gdje je op¢i ¢lan dan s

gn = il + e = Il 1 Ne = fal 4+ v, = Il
konvergira u LP. Kao posljedicu nejednakosti trokuta imamo

lgnll < M

/gZSM”

Koriste¢i “Monotone Convergence Theorem” znamo da niz {g2} konvergira gotovo
svugdje u pozitivnu funkciju b € L', takvu da je

/thp

Dakle, niz {g, } konvergira gotovo svugdje u pozitivnu (mjerljivu) funkciju g, takvu
dajeh =gP,pajeg € LPi||g|| < M. To znaci daired

odnosno

le +(fN2 _fN1)+(fN3 _fN2)+...
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konvergira u funkciju f € LP: konvergencija slijedi usporednim testom, a inkluzija

zbog
oo>/g>/f

Drugim rijec¢ima, za svaki € > 0 postoji k € N, takav da je
1w = fll<e i 277 <e
Dakle, za svaki € > 0 imamo

W fm = FIL < Wfm = el + e — fIl < 27F +e< 2¢

za sve m > Ny istoga { fi }ren konvergirau f € LP.



H

Nabla i sve to

Linearnost derivacija

V(if+9)=Vf+Vg, V(A+B)=VA+VB

Derivacije produkata

V(fg) =9V f+fVyg

V(fA)=A -Vf+fVA, Vx(fA)=(VfIxA+FfVxA

V(A -B)=Ax(VxB)+Bx (VxA)+(A-V)B+(B:-V)A

V. (AxB)=B (VxA)—A-(VxB)
Vx(AxB)=(B-V)A—(A-V)B+A(V-B)-B(V-A)

(C-V)(A-B)=A-(C-V)B+B-(C-V)A
(CxV)A-B)=Ax (C-V)B+Bx (C-V)A

(AxB)-(VxC)=B-(A-V)C-A-(B-V)C
(AxV)xB=(A-V)B+Ax (VxB)—-A(V:-B)
Vise derivacije
Vx(Vf)=0, V- (VxA)=0

Vx (VxA)=V(V-A) - VA
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Koordinatni sustavi

Sferni
x =rsinfcos¢ % =sinfcos¢ 4+ cosfcosgp O —sing ¢
y = rsinfsin ¢ 5/‘:sin@sin¢f‘—|—c0s9sin¢>é—l—cosd)q{)

= cosff —sinf

N>

z=rcosb
r= VRt Rt 2

0=tg (/22 +y2/z) | O =cosfcosp X+ cosfsing § —sinf 2

=sinfcos¢p X +sinfsing y + cosb z

L33

¢ =tg Hy/x) ¢=—sindpR+cospy
Cilindri¢ni

T = SCos ¢ )‘(:cosgﬁé—sind)qg
Yy = §sin ¢ y:singbé—&—cos¢q2>
z=2z z2=12

s=+/x2+ 12 §=cosgpX+singy

¢ =tg ' (y/x) ¢=—singR+cossy
z=2z Z2=12

Laméovi koeficijenti

Kao referentni koordinatni sustav ¢emo uzeti Kartezijev, {x1, 22,23} s pripad-
nim jedini¢nim vektorima {5((1), X(2),X(3) }. Promatramo opcenit koordinatni sustav
{41,492, 43} s pripadnom koordinatnom bazom vektora {e(1), €(2),€(s) },

_Or _ a 0
°i) = 5o M=lewl, &p =77
Motivacija: )
r =X+ yy+ 22 =z X
o0 _0dz; 9 9
_ ‘/I’.Ji:ir-VEe(i)'V
dq;  Oq; Ox; O

Konkretno za
« Kartezijev koordinatni sustav
e(r)Z)A(, e(y)zy, e(z)=i7 hIZhyZhZ=1
« sferni koordinatni sustav,

e) =sinfcosp X +sinfsingy +cosfz=-==%, h.=1

el ]

ey =rcosffcospX+rcosfsingy —rsinfz, hg=r

ep) = —rsinfsing X +rsinfcos¢py, hg =rsind
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« cilindri¢ni koordinatni sustav
€ =cospX+singy =8, hs=1

€p) = —ssingX+scosdpy, hy=s
e(z):i, hz:]-

Jacobijan. Linijski element

dézg—rdqife()dql

Volumni element je dan izrazom

dr = le(s) - (eq1) X e(2y)| dg1 dgz dgs
U Kartezijevom koordinatnom sustavu imamo

dr =2 - (¥ xy)dedydz =dzdydz

Potrazimo vezu volumnog elementa u op¢enitom koordinatnom sustavu s onim u Kar-

tezijevom,
O0x; 4
°® = 5611 Z dg; U

dr = |J| dq1 dgs dgs

gdje je Jacobijan determinanta

J(qlanaQ?)) = aqu 8q2y 8(]32]

Nadalje, koriste¢i Laméove koeficijente,
J = hihah3 &) - (é(l) X é(g)) = hihah3 &3y - &3y = hihahs
U sfernom i cilindri¢cnom koordinatnom sustavu imamo

Js =r?sinf, Jo=s

Nabla. Promotrimo vezu s Kartezijevim koordinatnim vektorima {X;)},

Xy =%, X=¥, X =2

1o 10 %) O
80 = T ur 0 2= TRO T 2 oy,

Obratno,

Ry = > wiy8()
7
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8xk Z Oir Ok _ i ox;
h aqj hj (9qj

Primjerice,

vi=y w9 (H.13)

Teorem H.1. Vrijedi

1
VA =—— (01(hah3A1) 4 02(h1h3As) + 95(h1haA3)) (H.14)

hihahs
VxA= h1h2h3 > eireq 0 (hiAr) (H.15)
1,5,k
1 hah hih hih
V2f = — (al( 2 361f> +ag( ! 362f> +83< ! 283f>>
(H.16)

Doxkaz : Prvo valja uod¢iti kako je
&) Oq; é é
D
7 j 04

Pri razmatranju biramo “desnu” bazu (dokazi su u potpunosti analogni za “lijeve” baze),

&) = &) X &@)
Pogledajmo za pocetak prvi ¢lan divergencije vektorskog polja A = A;&(;),
V- (A1é1)) = V- (A1€(3) X &(3)) = V - (A1h2h3V g2 x Vg3) =
= V(A1h2h3) - (Vg2 x Vg3) + A1hahaV - (Vg2 x Vgz)
S obzirom da drugi ¢lan iS¢ezava,
V (Vg2 x Vg3) = (Vg3) - (VX Vg2) = (Vg2) - (VxVqg3) =0

imamo

e(g) X e( 3
hahs

Kompletan izraz za divergenciju vektorskog polja dobije se dodavanjem dva preostala, analog-

no izvedena ¢lana. Laplasijan skalarne funkcije odmah slijedi uvritavanjem A; = (0;f)/hi.

Za rotor vektorskog polja opet postupamo na sli¢an nacin,

01(A1hahs)

1
Aihah
e(1) V( 12 3) h1h2h3

1
V. (Aign)) = V(Aihahg) = 5

V x (Alé(l)) =V x (A1h1VQ1) = V(A1h1) X Vq1 + A1hVV X Vql =
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é
= (Vq1) x V(A1hy) = —h<—” X V(Arhi) =
1

1 1 . R 1 . ~

= —h—l (hiz €(1) X 6(2)82(A1h1) + h73 €(1) X 6(3)83(A1h1)> =
. 1
"~ hih2hs

i analogno za preostale komponente. O

(e(2)03(A1h1) — e(3)02(A1h1))

Operator V u razli¢itim koordinatnim sustavima

Kartezijev
Vi = R0, +§ 00+ 2 0.9 (H.17)
V2 = 920+ o+ 920 (H.18)
Sferni ) .
Vi) =10, + 0 = 9gt) + ¢ ——— Dytp (H.19)
r rsin 6
_ i 9 1 . 1
V- A= 2 6T(7“ AT) + 7 sind 89(Sln 9149) + 77‘ Snd 8¢A¢ (H.ZO)
o . ~ 1 1
Vx A=t nd (Op(sinfAg) — 0pAg) + 6 - (m DpAr — 0,(rAg))+
~ 1
+¢ - ((1»(7’149) — 8914,«) (H.21)
V%—ia(?aww#a(' aa¢)+;62¢ (H.22)
_r2 e\ T O r2sin¢9 o (S1N 0 r2sin20 & .
Cilindricni 1
VU =803+ ¢ 0yt +20.9 (H.23)
1 1
V- A= 3 0s(sAs) + 5 O0pAp + 0 A, (H.24)

VA= (D04 - 0. A8+ (04, — 0.4+ L (0,(540) — 0,4.)2 (H25)

Vi) = %as(sas V) + S%a§¢+a§¢ (H.26)
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Simetricni polinomi

Definicijal.1. Nekaje n € N, a R komutativan prsten. Za polinom

fGR[xl,...,xn]

kazemo da je simetrican polinom ako za sve permutacije o,, € S,, vrijedi

f(xo(l)a"'axa'(n)) = f(xla""xn)

Elementarni simetri¢ni polinomi

80(1‘1,...,.%”) =1
n
81(5131,...,l’n) = sz
i=1
n
$2(T1, ..oy Tp) = Zmixj
1<j
STy, Xy) =21 Xy

Sume potencija

n
Pr(@1,. ) =Y af
=1

Teorem 1.2 (Fundamentalni teorem simetricnih polinoma (Newton)). Neka je R
komutativan prsten. Tada se svaki simetrican polinom nad R moZe prikazati kao
polinom elementarnih simetricnih polinoma i to na jedinstven nacin. Drugim rijeCima
za svaki polinom [ € R[x1,...,x,] postoji jedinstven polinom g € R[xq,...,%,],
takav da je

f(xla"'vxn) 29(517.-.,8n)
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Doxkaz : Indukcijom. Za n = 1 imamo

x) = Zakmk = Zak(sl(x))k

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1 i promotrimo n. Sada opet primjenjujemo indukciju
s obzirom na stupanj p polinoma f. Tvrdnja ocigledno vrijedi za p = 0 (polinom je samo
konstantna funkcija), pa pretpostavimo da vrijedi za p — 1 i promotrimo polinom f stupnja p.
Primjetimo sada kako je

f(xla e 7xn71) = f(xly .. 7-7:7L7170) S R[fL‘l, e 7xn71]
simetri¢an polinom, pa po pretpostavkama postoji g € R[z1, ..., Zn—1], takav da je
flxi, .., 2n=1,0) = g(s1,.. -, 8n—1)|zn=0
Nadalje, polinom
flzr, ... xn) = f(@1, ..., 2n) — g(s1,...,8n_1) € R[z1,..., 2]
je simetrican, te vrijedi f~(:r1, ey Tp— 1,0) = 0. Kako opcenito mozemo pisati f = xnf1
fo, gdje je f2 dio pohnoma k0]1 ne sadrzi faktor x,, iz prethodnih jednakosti slijedi f2 =
0, donosno x| f. Nadal]e fi je simetri¢an polinom, pa isto vrijedi i za bilo koji x;, odnosno
sn\f Drugim rije¢ima f = s,h, gdje je h simetri¢an polinom. Kako je degh < deg f, po

pretpostavci je h polinom elementarnih simetri¢nih polinoma s;, pa isto vrijediiza f. Valja jo$
dokazati jedinstvenost. O

Teorem 1.3. Newtonovi identiteti.

n

ns, = Z(_l)k_lsnfkpk 1)

k=1

DokaAz : Lako se vidi

so+ sttt sp=0+z)(1+z2) - (1+z0)

i analogno

t"so +t" s 4 A0 = (t+x1)(t+a2) - (E+ )
Uvrstavajuéi redom ¢t = —z1,t = —z2, ..., t = —zy, i zbrajanjem svih ovih jednakosti
dobivamo

(=1)"pnso + (—1)n_1pn7181 + -+ posn =0

gdje je po = n. O
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Teorem 1.4.

pp 1 0 0 --- 0

p2 pr 2 0 -~ 0

nls,=|P3 P2 ;1 3 -~ 0

Pn D1

S1 1 0 0 0

252 S1 1 0 0

Dp = 353 S92 S1 1 0

NSn S1

Doxkaz : Koristanjem Newtonovih identiteta dobivamo sustav
S1=Dp1

p1S1 — 282 = P2
p2s1 — p1S2 + 353 = p3
itd.

DZ: izrazite Z#j zzxg pomocu sy, (suma je jednaka pips — ps).

Korolar 1.5.

{1,y A}

imamo

det A=s,(A1,..., ), Tr(A%) = pr(A1,. ..\ An)

pa je determinantu moguce prikazati preko tragova koristenjem relacije (1.2).

Na primjer,
Lip 1 1 2 2
Ay == =—((TrA)* — Tr(A
det As 3| 2 py 2(( rA) r(A%))
B N R
detAgzg pa p1 2 :6((TrA)3—3Tr(A)Tr(A2)+2Tr(A3))
| p3 P2 ;1

§ Simetri¢ni polinomi

(L2)

(L3)

Za svaku kvadratnu n X n matricu A, sa svojstvenim vrijednostima
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Lambertova W funkcija

Definicija J.1.
W(z)eW® = 2 (J.1)

Primjer(i) J.2. Oznaka, z* = 2z, z = 2("""2). Promotrimo dvije funkcije,
f(z) ="z, g¢g(z) =exp (z exp (zexp(. .. )))
Tada je zf = £, odnosno fz=7 = 1te
fe~fmz_1
Mnozenjem s — In z dobivamo
—f(z)Inz=W(—Inz)
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odnosno W(—1n2)
1) == Inz
Sliéno tako imamo e*9 = g, odnosno
ge *9 =1
odakle, mnoZenjem s —z dobivamo
W(—z
o) = V12

/!

Primjer(i) J.3. Kosi hitac (s horizontalne podloge) u mediju s trenjem linearno pro-
porcionalnim brzini.
mr = —gmy — kv

r=t (C LW (_060/9»
k\g g

k
K=—, C:vosinﬁ—i—g
m K

Vrijeme leta je dano s

gdje su

1

Lema J.4 (Lagrangeov inverzijski teorem). Ako je f : Q@ — C analiticka funkcija
na okolini tocke a € C i f'(a) # 0, tada problem f(w) = z ima rjeSenje w = g(z)
dano redom

oo
g(x)=a+ lm

n! dwn—1
n=1

(z = f(a))" d " ( w—@(@)”

Primjer(i) J.5. Razvoj W okoa =0

n—1

Radijus konvergencije

1 nnt L/n n n
R V|a"|:nll>néo( | ) = im W:nh—{r;o%:e

/!
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