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Ovo su radne, nedovrsene biljeske s vjezbi iz kolegija Fizikalna kozmologija
koji se odrazava na 4. godini fizike (istrazivacki smjer).



Poglavlje 1

Global Positioning System

ZAD 1. GPS sastoji se od 24 satelita u orbiti oko Zemlje, rasporedena u 6 or-
bitalnih ravnina, s periodom od 12h. Svaki satelit nosi precizan atomski sat i pe-
riodicki odasilje svoje prostornovremenske koordinate (mikrovalnim) signalom.
U nacelu, 4 satelita su dovoljna za odredivanje koordinata tocke (opaza¢a) na
Zemlji, a ostali su tu zbog preciznosti, te zbog toga jer ¢ée dio satelita uvijek
biti zaklonjen samom Zemljom. Odredite korekcije u vremenu koje je potrebno
izvrsiti zbog specijalnorelativistickih i opcerelativistickih efekata!

R. Promotrimo prvo pojednostavljen, (141)-dimenzionalan sustav: dva satelita
(A i B) gibaju se konstantnom brzinom v duz pozitivnog smjera x-osi na kon-
stantnom razmaku, a izmedu njih se nalazi opazac¢ O.

Opaza¢ O prima u jednom trenutku prostor-
novremenske koordinate sa satelita, (cta, za)
i (ctg,zp). Na koji na¢in on moze izracunati

svoje koordinate (cto,zo) iz ovog skupa in- ct
formacija?
xo —xa = (to —ta)c
xg —xo = (tg — to)c
Zbrajanjem i oduzimanjem ovih jednadzbi do-
bivamo
1
cto = 3 ((JcB —xa)+ (cts + ctA))
1
ro = 5 ((Z‘B + xA) + (CtB — CtA)>

Na analogan nacin postupamo u slucaju (1 + 3)-dimenzionalnog prostora ko-
risteéi, primjerice, sferni koordinatni sustav (ovdje to neéemo ekspicitno raspi-
sivati). Sada ¢emo razmotriti koji sve doprinose mozemo ocekivati u korekeiji
vremena. Okvirno,

STR : O vidi kako vrijeme na satelitu protjece sporije (jer satelit se giba u
odnosu na njega nekom brzinom v)

OTR : O vidi kako vrijeme na satelitu protjece brze (jer je opaza¢ dublje u
gravitacijskom potencijalu od satelita)
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Upotrebom zadanih parametara mozemo kvalitativno procjeniti veli¢inu ovih
korekcija. Vrijeme ophoda satelita je

Ty, = 12h = 4.32- 10" s
Izjednacavanjem centripetalne i gravitacijske sile,

msvg _G mgM, 2w

v
) s
Ts 7"3 15

dobivamo radijus putanje satelita,

GM.T?
re = {5 =266-10"m=4.17R,
472

Brzina satelita jednaka je

vs = 3.87-102ms™!

a) STR dilatacija vremena

1

VR

Ato = FYSAtS ) (11)

Faktor relativne ispravke dan je s

Ato — At Aty _
Js1R = —> Pel- =l =182 =
Ato Ato

2 2
=1- (1 _ B + 0(5;‘)) ~ (1.2)
2 2
i u nasem slucaju on iznosi
dsTr ~ 0.83 - 10710
b) OTR dilatacija vremena. Pretpostavljajuéi da je Zemlja sfernog oblika, te

da rotira zanemarivom (nerelativistickom) kutnom brzinom, prostorvrijeme u
njenoj okolici mozemo opisati Schwarzschildovom metrikom,

ds? = — f(r)dt? + % + r?(d6? + sin 0°d¢?) (1.3)
2M.G b
fry=1-2C =12

gdje je b tzv. Schwarzschildov radijus. Konkretno, za Zemlju on iznosi
b, =88-10°m < R,

Vlastito vrijeme (vrijeme izmjereno u sustavu mirovanja danog promatraca) u
Schwarzschildovom prostorvremenu dana je s

AT =+/f(r)cAt



POGLAVLJE 1. GLOBAL POSITIONING SYSTEM 4

Valja uociti da rs > ro povladi f(rs) > f(ro). Faktor relativne ispravke je sada

AT = Ao /()
doTR = Aro = o) (1.4)

Promotrimo omjer

L b b,
f(rs) _ Ts :1+TO Ts :1+bz <11>(1+bz+0(b3)>

f(ro) 1—,% 1—5—; ro Ts ro
1 1
1+bz<>+(9(b§)
To Ts

Stoga,

~ _ —9
5OTRN5 = - —67—0.52-10

bz<1 1>_GMZ GM., A¢

ro Ts roc? reC2

gdje smo s A¢ oznadili razliku u gravitacijskom potencijalu izmedu satelita i
tocke na povrsini Zemlje. Uocimo, u slucaju GPS satelita opcéerelativisticka
popravka je veéa od specijalnorelativisticke, doTr > dsTR!

Da 1i su nam uoce bitne ovako male korekcije? Pretpostavimo da zelimo
preciznost od 1 m. Tome odgovara preciznost u vremenu od

1m 1m -8
o T3 st 703 107 s =3ns

Medutim, ako ne bismo uzimali u obzir gore procjenjene korekcije, pogreska od
nekoliko nanosekundi bi se nagomilala u vremenu manjem od jedne minute!
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Olbersov paradoks

Njemacki astronom Heinrich Wilhelm Mathias Olbers je 1826. godine primjetio
kako bi u staticnom, beskonacno starom i beskonacno velikom svemiru noéno
nebo bilo iznimno sjajno. Pitanje je stoga zasto je noéno nebo (uglavnom)
tamno? Olbers je pokusSao razrijesiti paradoks pretpostavljajuéi da je svemir
ispunjen meduzvjezdanom materijom koja apsorbira svjetlost sa zvijezda. Me-
dutim, ovo objasnjenje “ne drzi vodu” jer bi se ta materija apsorpcijom fotona
zagrijavala do temperature zvijezda.

Uobic¢ajeno je s L oznaliti luminozitet (izracena snaga), a s I intezitet
(izracena snaga po povrsini) nekog nebeskog tijela. Primjerice, luminozitet
Sunca je Ly = 3.8 - 10w, a nase galaksije Lga = 3.6 - 10'9Ls. Promot-
rimo sada Olbersov model svemira, homogeno ispunjen svjetle¢im nebeskim ti-
jelima koncetracije n (broj po jediniénom volumenu) i prosje¢nog luminoziteta
L. Nadalje, postavimo promatraca u ishodiste sfernog koordinatnog sustava.
Tada je intezitet izracen sa sferne ljuske debljine dr jednak

(47r2dr)nL

dI(r) = o

=nlLdr

Realisti¢no je za pretpostaviti da promatra¢/ica opaza samo jedan dio noénog
neba, pa je dio inteziteta koji dopire do njega/nje jednak dI’ = BnL dr, gdje je
0 < B8 < 1. Odavde integracijom slijedi ukupni intezitet zracenja svih tijela u
promatranom svemiru,

I':BnL/ dr = oo
0

Potrebno je razmotriti i ostale pretpostavke u ovom izvodu: da li se nebeska
tijela medusobno zaklanjaju, da li je umnozak nL konstantan u cijelom svemiru,
da li je svemir beskonacno velik i beskonac¢ano star, te da li uistinu tok zracenja
opada s kvadratom udaljenosti (vidi diskusiju u Ryden: Introduction to Cos-
mology, str. 7.-8.).

ZAD 2. Pretpostavite da se nalazite u ravnom (Euklidskom), beskona¢no
velikom, beskona¢no starom svemiru u kojem je srednja gustoca zvijezda n, =
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10° Mpc~3, a prosjecni radijus zvijezde jednak radijusu Sunca, Rs = 7 - 10%
m. Koliko je prosjeku udaljena najbliza zvijezda od proizvoljno postavljenog
promatraca? Kako se mijenja odgovor ako su zvijezde okupljene u galaksije
prosjecne veli¢ine R, = 2000 pc, s gustotom n, = 1 Mpc™3? Naputak: parsek
(pc) je kozmoloska jedinica za udaljenost koja iznosi 3.26 svjetlosnih godina.

R. Promotrimo cilindar duz pravca naseg gledanja. Ako je radijus njegove baze
Ry, a visina jednaka prosjectnoj udaljenosti najblize zvijezde, ¢, tada se unutar
tog valjka u prosjeku nalazi jedna zvijezda,

1= (REml)n
Izrazeno u Mpc,
Ro =2.3-10" Mpc ,
pa je
= ——=62-10'"M
R%ﬂn be

Ova udaljenost je mnogo veca od udaljenosti koju je svijetlost mogla prije¢i u
10 godina (red veli¢ine 10* Mpc), §to “na prste” objasnjava zasto je noéno
nebo tamno.

U slucaju zvijezda okupljenih u galaksije, imamo

— _ 4

Nacelno, ovaj rezultat sugerira da bi no¢no nebo sjalo prosjecnim sjajem galak-
sije (ipak, potrebno je uzeti u obzir OTR, &irenje svemira, ... ).
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Dopplerov ucinak

Za pocetak ¢emo, radi jednostavnosti, promotriti (1 4+ 1)-dimenzionalan prob-
lem. Pretpostavimo da imamo mirujuc¢eg opazaca O i emitera £ koji se odmice
konstantnom brzinom v duz x-osi od opazaca i odasilje monokromatske elektro-
magnetske valove (fotone) prema njemu. Promotrimo dva uzastopna “brijega”
elektromagnetskog vala (nazovimo ih A i B) odaslana u vremenskom razmaku
Ate = 1/ve (Ate 1 ve oznacavaju, redom, vrijeme i frekvenciju izmjerene u sus-
tavu mirovanja emitera £). Do trenutka kada je brijeg B krenuo s &, brijeg A je
presao udaljenost cAt,, a sam & udaljio se od opazaca O za dodatnu udaljenost
vAt.. Prema tome, prostorni razmak medu uzastopnim brijegovima A i B je

A = cAt, + vAt, = (¢ + v)At,

odakle zaklju¢ujemo da oni dolaze do O u vremenskom razmaku
A
AT == = (1+B)AL ,8:%

Potpuno analognim postupkom dobije se vremenski razmak u slucaju emitera
koji se priblizava opazacu,

AT = % = (1 - B)At,

Na kraju moramo uzeti u obzir relativisticku dilataciju vremena: vrijeme At,
izmjereno u sustavu mirovanja emitera £ odgovara vremenu

At, = vAt,

izmjerenom u sustavu mirovanja opazaca O. Koristeéi sve ove formule mozemo
izraziti frekvenciju v, koju mjeri opazac,

1 V1=p [1F 8
Vo = E = Wl/e: ﬁyﬁ (31)

Konvencionalno, Dopplerov pomak izrazava se pomocu veli¢ine z,

AN A=A A Ve
= —=——=—-—-1=—-1 2
? Ae Ae Ae Vo (3 )
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Za slucaj relativistickog Dopplerovog pomaka imamo

NEEY
c= 175! (3.3)

Podsjetnik: gornji predznak odnosi se na sluc¢aj emitera koji se udaljava, a donji
predznak na slucaj emitera koji se priblizava opazacu. Specijalno, ako funkciju
z(B) razvijemo u Taylorov red,

2 =46+ 0(B?
mozemo is¢itati pribliznu, nerelativisticku formulu za Dopplerov pomak,

NR = 18

ZAD 3. Zracenje s nekog kvazara je usljed Dopplerovog ucinka pomaknuto za
z = 1.95. Kojom se brzinom kvazar udaljava od nas? Koliko je kvazar udaljen
od nas?

R.
a) Ocigledno, nerelativisticki izraz nam daje besmislen rezultat 5 > 1. S druge
strane, koristenjem relativistickog izraza imamo

(z+1)2-1

~ 0.79
(z4+1)2+41

/8 =
b) Hubbleov zakon povezuje brzine v i udaljenosti d kozmoloskih objekata,
v = HO -d
gdje je Hubbleova konstanta
Hy=100h km s~ ' Mpc™, h=~~0.72

Imamo stoga

) 0.79-3-10%ms~!
Yo ~ 3300 Mpc ~ 109 s.g.
Hy  72-10°ms—! Mpc ! P 8




Poglavlje 4

Kozmolosko prostorvrijeme

4.1 Simetrije i Killingovi vektori

Ako su komponente metrike g,,,, u nekom koordinatnom sustavu neovisne o jed-
noj od koordinata, recimo w, tada pripadno vektorsko polje &# = §*,, zovemo
Killingovo vektorsko polje. Za takav koordinatni sustav kazemo da je adap-
tiran na vektorsko polje £. Promotrimo nadalje kovarijantnu derivaciju

Valp = 0y8Val” = g75(0a€7 +13,E7)

S obzirom da je koordinatni sustav adaptiran na vektorsko polje &, vrijedi
0,£" = 0. Nadalje, imamo

2Vaép = 29810, = 948 97" (9pa,o + Gpo,a = Gao,p) §7 =

= 5gp<gpa,o + 9po,a — gaa,p) 50 = (gﬁoz,o + 980,00 — gao’ﬁ) ga =
= Gap,o gg + (goﬁ,a - gaa,,@) §U = Gap,o £J + 290[,8,04] 50

Sada simetriziramo indekse a i 8 s obje strane,

aga,@ _

ow 0

2V(aép) = Gap,o &7 =

S obzirom da je posrijedi tenzorska jednadzba, ona ostaje valjana u svim koor-
dinatnim sustavima i poznata je kao Killingova jednadzba,

Vaég+Vsén =0 (4.1)

Killingovi vektori generiraju koordinatne transformacije koje ne mjenjaju formu
metrike. Takve koordinatne transformacije poznate su kao izometrije. Prostor
dimenzije D moze imati najvise D(D + 1)/2 Killingovih vektora i takvi prostori
se onda nazivaju maksimalno simetriéni prostori (nadalje u tekstu MSP).
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Primjeri:

e Euklidska ravnina R2, s metrikom
ds* = da® + dy?

ima tri linearno nezavisna Killingova vektora, (1,0), (0,1) i (x,—y), pa
je stoga primjer MSP-a. Prva dva Killingova vektora u ovom primjeru
generiraju translacije (u z i y smjeru), a treéi rotacije u ravnini. Opéenito,
svaki D-dimenzionalni Euklidski prostor R” (za D > 1) je MSP jer ima
D(D + 1)/2 Killingovih vektora (generatora translacija i rotacija).

e 4-dimenzionalni prostor Minkowskog ima 4 + 6 = 10 Killingovih vek-
tora (generatori prostornovremenskih translacija i rotacija). Opdenito,
D-dimenzionalni Minkowski (za D > 2) ima D(D + 1)/2 Killingovih vek-
tora (D translacija + (g) rotacija/potisaka), pa je svaki od njih MSP.

e D-dimenzionalna sfera S (za D > 1) ima D(D+1)/2 Killingovih vektora,
pa je svaka od njih MSP.

e 4-dimenzionalno Schwarzschildovo prostorvrijeme ima 4 Killingova vek-
tora: generator vremenske translacije (1,0,0,0) i tri Killingova vektora
sfere S2.

4.2 Homogenost i izotropnost

Za prostorvrijeme (., gqp) kazemo da je

a) homogeno ako u svakoj tocki “izgleda isto”, odnosno
b) izotropno u tocki p € .# ako u svakom smjeru “izgleda isto”.

Preciznije, koristeéi fizikalne opservable,

a) homogeno ako kroz svaku tocku (dogadaj) mozemo provuéi hiperplohu
homogenosti (takvu da su fizikalni uvjeti u svakoj od njenih tocaka identi¢ni)
prostornog tipa.

b) izotropno ako u svakoj tocki sugibajuéi promatra¢ (onaj koji se giba s
kozmoloskim fluidom) ne moze razlikovati prostorne smjerove pomocu lokalnog
eksperimenta.

Apstraktnim, matematickim rije¢nikom, za prostorvrijeme (A, gq;) kazemo da
je

a) homogeno ako postoje infinitezimalne izometrije 2 — z# + e/, koje
svaku tocku p € .# pomicu u bilo koju tocku u njegovoj okolini. Drugim
rije¢ima, metrika dopusta postojanje Killingovih vektora koji u danoj tocki p
poprimaju sve moguce vrijednosti.

b) izotropno ako postoje infinitezimalne izometrije z# — a* + €£f;, koje
ostavljaju neku tocku p € .# fiksnom (tako da je &/ (p) = 0) i za koje prve
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derivacije V, & (p) poprimaju sve moguée vrijednosti, ogranicene samo simetri-
jama Killingovih vektora.

Neki korisni teoremi:

e Prostor izotropan oko svake tocke je nuzno i homogen.

e Prostor je maksimalno simetrican ako i samo ako je homogen i izotropan
oko barem jedne tocke (zbog homogenosti odmah slijedi da je izotropan
oko svake tocke).

e Riemannov tenzor maksimalno simetri¢nog prostora dimenzije D > 2
moguce je napisati u obliku

R
Ropuy = m (Qaugﬁu - gaz/gﬂu)

e Riccijev skalar maksimalno simetri¢nog prostora je konstantan.

ZAD 4. Metriku homogene izotropne trodimenzionalne hiperplohe prostornog
tipa moguce je u odgovaraju¢em koordinatnom sustavu zapisati u obliku

cw?:f(ﬂwmﬁ+wﬂw2+ﬁﬁomﬁ0
gdje je a neka neis¢ezavajuéa konstanta. Pokazite da f2(r) oblika (1 — kr?)~1

gdje je k = £1ili 0.

R. )
for : T , rsin® 0

P bez—ﬁv Fdxb—_T

1
ry = Fir = quﬁ = —sinfcosd Fge = ctgl

T
Prr -

2 ®R, 1
(3)RT’I‘ = T"];-T y (S)RQG = . 2¢; =1- ﬁ + rffér
Sin

, 2f 2 1 rf,
G p : R .
R ra2f3 + a27’2 (1 + )

Sada koristimo ¢injenicu da je za maksimalno simetri¢ne prostore R konstantan,

2f 2 1 rf, _
ra2fs T <1 - F + 7 ) = konst. = A
2rf., 1 a?A ,
) 1 T
f3 f? 2
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Uzimajuéi u obzir da zbog regularnosti metrike u ishodistu (r = 0) imamo
f(0) # 0, integriranjem dobivamo

1
r(l—]@) =Bri+C
Uvrstavanjem r = 0 dobivamo C' = 0, pa je

1
e
Ako je B =0, tvrdnja je dokazana; pretpostavimo stoga da je B # 0. Uvedemo
li k& = sgn(B), mozemo napraviti reskaliranje

a
F=VEBr, i=-——
VkB

1
1 = Br? 2r)= ——
e P =T

1 dr? 72 9 . .9 9
1—k52@+@(d9 +sin® 6 d¢?)) =

do® = kBa*(

L (0 + sin” 0 dg?)
1 — k7?2

Drugim rije¢ima, relevantan je samo predznak konstante B. Na kraju, valja
uociti kako je k ujedno predznak Riccijevog skalara ¥ R (zakrivljenosti) doti¢ne
hiperplohe.

4.3 Robertson-Walkerova metrika

Opazanja nam sugeriraju da je svemir na najveé¢im (kozmoloskim) skalama ho-
mogen i izotropan, pa ga mozemo opisati prostorvremenom topologije R x X,
gdje R predstavlja vremenski smjer, a > maksimalno simetri¢an trodimenzion-
alan potprostor. Metrika ovog prostora dana je stoga s

ds* = —c2dt* + a(t)*do”?
odnosno, koristeé¢i prethodan rezultat,

dr?
1 — kr2

ds* = —c*dt* + a(t)Q( + 72(dh* + sin? 0 d¢2)) (4.2)
Ovo je tzv. Robertson-Walkerova metrika (RW metrika)®, izvedena samo
na osnovi simetrija (Einsteinova jednadzba ée nam dati ponasanje funkcije a(t)).
Koordinate hiperplohe 3, {r,0, ¢}, poznate su kao sugibajuce koordinate (en-
gleski, comoving coordinates). Za opazaca koji se giba na putanji s konstant-
nim sugibajué¢im koordinatama kazemo da je sugibajuci promatraé. Samo sug-
ibajuéi promatraci vide svemir izotropnim. Ocito, zbog dipolne anizotropije u

1Ponekad se ova metrika oslovljava i slozenijim imenom kao Friedmann-Lemaitre-Robert-
son-Walkerova metrika (FLRW metrika)
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pozadinskom mikrovalnim zracenju Zemlja nije sugibajuéi opazac. Robertson-
Walkerovu metriku ponekad zapisujemo i u drugom koordinatnom sustavu,

dr sin(y), k=41
dy = ——, r=S(x)=1 x, k=0
V1—kr? sh(x), k=-1

do? = dx® + Sk(x)?(df? + sin® 0 dp?)

Napomena: u dijelu literature koristi se konvencija a(tg) = 1. U ovom slucaju
je faktor skale a(t) bezdimenzionalan, a koordinata r ima dimenziju duljine, te
stoga konstanta & u RW metrici stoga ima dimenziju L~2 i ne poprima iskljucivo
vrijednosti iz skupa {0, £1}.

Ovisno o tipu hiperplohe X, govorimo o zatvorenom (pozitivno zakrivl-
jenom), ravnom ili otvorenom (negativno zakrivljenom) slucaju,

+1 zatvoren
k= 0 ravan
—1 otvoren

Medutim, valja biti oprezan oko znacenja ovih rije¢i s obzirom da, primjerice, u
matematici pojam zatvorene mnogostrukosti oznacava kompaktnu mnogostru-
kost bez ruba. Pretpostavimo li da svemir nema ruba gore navedene lokalne
geometrije mogu imati razli¢itu globalnu strukturu: pozitivno zakrivljena hiper-
ploha ima nuzno kompaktnu topologiju, dok ravna i negativno zakrivljena hiper-
ploha moze i ne mora imati kompaktnu topologiju. Na primjer,

kompaktna k=-1 k=20 k=+1

da | Seifert-Weber S!' x St x 81 83 RP3
ne H3 R3
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Tenzor energije 1 impulsa

Mi ¢emo materiju i energiju u svemiru opisati pomo¢u idealni fluid (kolokvijalno,
“kozmicki fluid”). Klasi¢no, idealni fluid izgleda izotropno u sustavu mirovanja
elementa fluida. Operativno nam je vazno da je idealni fluid u potpunosti opisan
tlakom i gustoéom. Tenzor energije i impulsa idealnog fluida ima oblik (vidi
npr. Carroll, str. 333.)

™ = (p+ p)uru” + pg"” (5.1)

gdje su p i p gustoca i tlak fluida (kako je rije¢ o homogenom svemiru, ovo
su funkcije samo vremenske koordinate t), a u* 4-vektor brzine opazaca koji
fluid vidi izotropnim. Napomena: ¢lan pg,, ima suprotan predznak u slucaju
“Cesticarske” signature (+,—, —, —).

Jednadzba stanja je jednadzba koja povezuje p i p. Pokazat ¢emo da je ta
veza linearna u slucaju nerelativisticke materije (prasine), elektromagnetskog

polja i doprinosa kozmoloske konstante (“tamne energije”),

p=wp (5.2)

Promotrimo ¢emu je jednaka konstanta w u spomenutim slucajevima,
e Nerelativisticka materija (Fyin < Ey): p = 0 povlaci wng = 0

e Elektromagnetsko polje (ujedno i UR materija, Fyxi, > Fo)

LV 1 g 14 1 v [e3
Th = i (F“ F'y = 59" F 5Fa5>
v 1 o 1 a3
T = == \F""Fup = 5 - 4FFag | =0

S druge strane, trag tenzora energije i impulsa idelanog fluida jednak je

T = —(p+p)+4p=3p—p

14
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Odakle zaklju¢ujemo da za EM polje vrijedi

1 1
= — s w = —
p 3 p EM = 3
Ista jednadzba stanja opisuje i ultrarelativisticku materiju (utoliko $to
se masivne Cestice ultrarelativistickih brzina kinematicki ne razlikuju od
fotona).

e Kozmoloska konstanta. Einsteinovu jednadzbu mozemo napisati u ob-
liku u kojem je kozmologki ¢lan na desnoj strani,

G/LV = 871—GT‘/W - Ag,ul/

Stoga,
A
A _
Tiw = =5
Promotrimo pripadni tenzor energije i impulsa idealnog fluida,
(p+pluu” +pg = ~ 2
8rG M

A
MoV oV
(p+ p)utu g <p+87TG>

Kontrahiramo li obje strane s g,,, dobivamo

—(p+p)=—4 (p+ &TAG)

Kontrahiramo li obje strane s u,u, imamo sustav,

fp=p+
pTp=Pp Ry

¢ijim rjeSavanjem dobivamo

A
p=gm=-p, wr=-1

Napomena: u nekim kozmoloskim modelima se promatraju i slozeniji oblici jed-
nadzbi stanja; najpoznatiji primjer je tzv. Capljiginov plin (engleski, Chaplygin
gas) kod kojeg je jednadzba stanja dana s p = —Ap~ za neke konstante A > 0
i0<a<l.

ZAD 5. Koristedi kovarijantan zakon sacuvanja energije i impulsa, V, T#" = 0,
ilinearnu jednadzbu stanja p = wp, pronadite kako se gustoca energije p mijenja
sa skalom a. Nadalje, pokazite da vrijedi analogon prvog zakona termodinamike,

d. . d
S (p) = —p 2 d® (5.3)
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R.
V,I" = 8,T" + Tt T + T", T =0

Promotrit éemo v = t komponentu jednadzbe,
t t t _
0, T + 1, T°" + T, ) T" =0

Nadalje sve promatramo u sustavu mirovanja elementa fluida u kojem je tenzor
TH dijagonalan,

2
wy o s rr 00 dP\ _ 73: p(l_k’r) p p
T = diag (p,pg™", pg®’,pg??) = diag (p, T gt BTy
pa vrijedi

8, TH = 8T = p, TH T =THT" =3 % p

Za tredi ¢lan koristimo sljedeé¢e komponente Christoffelovog simbola,

aa

Fit:O’ FiT:m B

Thy = aar? Fqub = aar?sin® 0

I‘Z M =3 g D
Sve skupa imamo ) )
p+3gp+3gp:0 (5.4)
Uvrstimo li u ovu jednadzbu linearnu jednadzbu stanja p = wp, dobivamo

Lo 3201 +w)
P a

odakle integriranjem slijedi

a —3(1+w)
= — 5.9
p=po <a0> (5.5)
S druge strane, pomnozimo li (5.4) s a3, imamo

pa’ + 3pa2d = —3pa’a

odnosno J
@(PQ?’) =-pba



Poglavlje 6

Friedmannove jednadzbe

Prvo ¢emo Einsteinovu jednadzbu napisati u drugacijem obliku. Polazimo od
zapisa,

1
R, — 3 Ry, = 87GT,,
gdje se podrazumjeva da su svi doprinosi tenzoru energije i impulsa, ulju¢jujuéi
onaj kozmoloske konstante, na desnoj strani jednakosti. Kontrahiranjem s g"*”
dobivamo “trag” jednadzbe,

R—2R =87GT , odnosno R =-8rGT

gdje je T' = g, T*¥. Uvrstavanjam natrag u pocetnu jednadzbu dobivamo

1
R/LV =81G (Tllw - 5 g/wT) (61)

Konkretno, za tenzor energije i impulsa idealnog fluida jednadzba poprima oblik
1
Ry = 87G | (p+ p)upuw + 5 (p = P)gu (6.2)
U sustavu mirovanja elementa fluida imamo
ut = (1707070) y  Up :guuuy = (—1,0,0,0)

tt komponenta

39 _grg P3P
a 2
a 4G
- =" 3 6.3
" 3 (p+3p) (6.3)

rr, 80 1 ¢ komponente jednadzbe su ekvivalentne; konkretno, za rr imamo

(aii + 24 + 2k)(1 — kr®) " = 87Ggr, LoF = 4nGa®(1 - kr®) "} (p — p)

2
i a\®  k
+2<) +2— =4rG(p —p)
a a a

17
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Koristenjem tt jednadzbe kako bi smo eliminirali d ¢lan dobivamo

4G a\? k
it 2(= 2 =4 -
5 (P +3p) + <a) +2 5 =4nG(p—p)

N
a k 4p

a
Odnosno,

.\ 2

a 81 k

() R (64)

Jednadzbe (6.3) i (6.4) poznate su kao Friedmannove jednadzbe.

ZAD 6. Razmotrite ponasanje skale a(t) u vremenu za ravan svemir (k = 0)
ispunjen nerelativistickom materijom ili elektromagnetskim zracenjem.
R. Ranije smo izveli ovisnost

P~ a73(1+w)

Friedmannove jednadzbe nam daju (do na konstantne faktore)

i ~ a—2—3w , d2 ~ a—1—3w

Upotrebom ansatza a(t) = t" imamo

2

n—2=(-2-3wn, 2mn-1)=(-1-3wn = n:m

Konkretno, za nerelativisticku materiju w = 0 imamo n = 2/3, za elektromag-
netsko zracenje w = 1/3 imamo n = 1/2.

ZAD 7. Razmotrite vakuumska rjesenja Friedmannovih jednadzbi s kozmolos-
kom konstantom A.

R. Za kozmoloski ¢lan vrijedi

——A = + 3pa = —A
pA_SWG_ PA s PA DA = G

pa Friedmannove jednadzbe poprimaju oblik

A A
ia=—a, d2:§a2—k

Pretpostavimo za pocetak da je A > 0. Opce rjesenje prve diferencijalne jed-

nadzbe ima oblik
[A
a(t) = Aefl' 4 Be~Ht | H = 3
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Uvrstavanjem u drugu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
H2(Ae™t — Be )2 = H2(Ae 4 Be 1) —

odnosno 5 3k
AB= — = —
4H?  4A
Ako pretpostavimo da smo u pocetnom trenutku imali @ > 0, tada slijedi A —
B > 0, odnosno A > B. Imamo nekoliko posebnih slucajeva,

a)k=0: AB =0, paje B=0, a A> 0; imamo eksponencijalno rjesenje

a(t) = Aeflt

b) k=41, B =+1/(4AH?)

1
— AQH? —Ht
a(t) = Ae”" £ TAL? e

U svakom slucaju, u kasnijem periodu razvoja ovakvog svemira dominira ekspo-

nencijalno Sirenje.

Razmotrimo sada slu¢aj negativne kozmoloske konstante, A < 0. RjeSenje
prve diferencijalne jednadzbe je sada oblika

A
a(t) = Asin(Ht) + Beos(Ht) , H = %

Uvrstavanjem u drugu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
H?(Asin(Ht) — Bcos(Ht))* = —H?(Asin(Ht) + Bcos(Ht))” — k
odnosno

k

2 2
A+ B =g

Opet imamo nekoliko slucajeva,
a) k=0: A= B =0, trivijalno rjesenje
b) k = +1 : ne postoji konzistentno rjesenje

c)k=-1: B? = H=2 — A?: oscilatorno rjeSenje

ZAD 8. Pokazite da u de Sitterovom svemiru (p,, = 0 = p,, A > 0, k =
0) postoje podrucja koja ne mogu medusobno kauzalno komunicirati (drugim
rije¢ima, u ovakvom svemiru postoji kozmoloski horizont).

R. Koristenjem rezultata iz prethodnog zadatka znamo da je rjesenje Friedman-
novih jednadzbi za ovaj kozmoloski model dano s eksponencijalnom funkcijom,

a(t) = apef | ag = alty)



POGLAVLJE 6. FRIEDMANNOVE JEDNADZBE 20

Dakle, imamo metriku
ds® = —dt* + aZe* ' (dr? + r?d0?)

Promotrimo sada fotone koji se gibaju radijalno iz ishodista koordinatnog sus-
tava,
0=ds* = —dt* + a2e*"'dr? | apdr = £e Hlat

Biramo predznak + jer se fotoni gibaju radijalno prema vani, pa integracijom

imamo
R T
ao/ dr:/ e Higt
0 0

1—e 8T
H

Zanima nas koliku radijalnu udaljenost proputuju fotoni u beskonaéno mnogo
vremena,

CL()R =

1
li = —
i aoft = 7 < oc

Prema tome, postoje dijelovi de Sitterovog svemira izmedu kojih fotoni ne mogu
doputovati, ¢ak niti u beskona¢nom vremenu ...

ZAD 9. Albert Einstein je pokusao dati model staticnog svemira uravno-
tezenjem privlacnog djelovanja materije sa suprotnim djelovanjem kozmoloske
konstante. Pretpostavljajuéi da je zadana konstantna gustoca (energije) mater-
ije u svemiru, p,, > 0, pronadite odgovarajucu vrijednost kozmoloske konstante
A s kojom je doti¢ni svemir statican. Nadalje, razmotrite da li je takvo rjesenje
stabilno?

R. Imamo
P=pPM+tPr, DP=DA=—pPA

Stati¢nost znadi da je svemir nepromjenjiv u vremenu,
a=0=a

Uvrstavanjem ovog uvjeta u Friedmannove jednadzbe dobivamo sustav

ArG
5 (oM —2pa) =0
81G k
o A
3 (pM + PA) a2
Iz prve jednadzbe isc¢itavamo
A M
= === A=14
e 2 7 TG

§to uvrstavanjem u drugu jednadzbu daje

9 k k
an = = —
Y7 4nGpn A




POGLAVLJE 6. FRIEDMANNOVE JEDNADZBE 21

Kako je py > 0, zaklju¢ujemo da je A > 0, a onda i k > 0, dakle k = +1,

1
ag = —
0 \/K
Stabilnost:
a=ag+da, pm=2pr-+0pm
. 4G
@=""3" (pv — 2pa)a
4G 4G
§i = —”T Spa(ag + da) = _WT aodpy + O(52)
Za gustoéu materije vrijedi pya® = konst., pa je
5PM -3 5£
oy a
4rG
5 = —”T (—3pnda) = Ada + O(5?)

da(0)=¢, 6a(0)=0
da(t) = AetVAt | Be—VAt
A+B=¢, A-B=0 = A:B:g

da(t) = e ch(V/At)

Dakle, apsolutna vrijednost vrijednost perturbacije eksponencijanlo divergira u
vremenu — rjeSenje je nestabilno!



Poglavlje 7

Mjerenje prostornih i
vremenskih udaljenosti u
kozmologiji

7.1 Prije koliko vremena?

Na pocetku uvodimo niz konvencionalnih kozmologkih parametara. Kod svih
parametara indeks “0” oznacava vrijednost tog parametra u sadasnjem trenutku
(trenutnoj “epohi”) ty.

Hubbleov parametar,

H =2 (7.1)

Hubbleova konstanta, Hy = H({p). Drugu Friedmannovu jednadzbu (6.4)
sada mozemo napisati u obliku
8rG k
H?=""p— —
3 7T a2
Izvrijednimo li ovu jednadzbu u sadasnjem trenutku (¢o) i podijelimo obje strane
s HZ, imamo

1= 871G k
“3m T |
Nadalje, uvodimo kritiénu gustoéu p. i parametar gustoce (2,
Pe = 73H§ , Q= 2o
81G Pe
k
VD—1=—= 7.2
alH? (7.2)

Odmah uoc¢avamo da postoje sljedeci slucajevi,

22
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p>p. QA>1 k=41
p=p. Q=1 k=0
p<p. Q<1 k=-1

Sada rastavljamo parametar gustoce {2 na doprinose,
(Py)o + (pat)o + (pa)o
Pe

381G 381G A
Q'y = 3Hg (p'y)O 5 QM = 3H§ (PM)O ; QA = 3H§

Q: :QV*"QM‘FQA

Uvrstavanjem u drugu Friedmannovu jednadzbu (6.4) dobivamo

2 k
H2:H2(P'V 0. +-"™M g 10 _|_(a0>Q>7 Ow = —
"Nl 7 lom)e T e T KT a2

Vazno je uociti kako iz ove jednadzbe odmah slijedi (izvrijednjavanjem u tg)
QW+QM+QA+QK:1 (73)
U daljnjem raspisivanju ¢emo koristiti relaciju

ao We )\0
= _"2_1 4
a(te)  wo A +z (7:4)

Jedan nacin da se uvjerimo u njenu valjanost jest promatranjem promatranjem
fotona koji radijalno putuju prema opazacu u ishodistu koordinatnog sustava,

a(t)?dr? /to dat /” dr

1—kr2 " J, alt)  Jo VI—Fkr?

Desna strana jednakosti je konstantna ako su izvor i opaza¢ na konstantnim
sugibaju¢im koordinatama, pa vrijedi

/1"0 at /t°+‘”0 dt
t a(t) te+0te a(t)

e

0=ds® = —dt* +

za dva fotona odaslana u vremenskom intervalu dt. i opaZena u vremenskom
intervalu dty. Odavde slijedi

/te+5te dt /to+6to dt
te at) Ji, a(t)

a ako je unutar promatranih vremenskih intervala skala a(t) priblizno kon-
stantna funkcija, tada imamo

6t0 an

5t.  alte)

odakle slijedi trazena tvrdnja'.

Imatematicki precizniji izvod moze se pronaé¢i u Wald: General Relativity, str. 102.-104.
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Koristeéi ovu relaciju imamo nadalje

pylte) _ ((t)) g, ) _ (a(@))g C (142

(Py)o Qo (pm)o ao

pa je
H? :Hg((1+z)4§27+(1+z)3 Om + (1+ 2)? QK+QA) (7.5)

Sada zelimo odgovoriti na pitanje: koliko je vremena proslo izmedu dogadaja s
crvenim pomakom z i sadasnje epohe 47
1 z

a d d
a dt n(a/ao) dt n1+z 1+ 2

dt 1

dz  (14+2)H
Promotrimo izraz pod korijenom u Hubbleovom parametru,
(1+2)' Q0+ 1+ 2+ (1+2)2Qx +Qp =
=142+ 1420+ (1+2)*1—Q —Qu— Q) +Qp =
= (142)((1+2)* =)y +(1+2)*(1+2) = 1)+ (1+2%) + (1 - (1+2)*) Q0 =
=2(z+2)1+2)2Q +2(1+2)*Qu + (1 +2)* — 2(2 + 2)Q% = f(2)
Dakle,

1 Ze dz
fo — t, = F0/0 TS (7.6)

ZAD 10. Izracunajte starost svemira pretpostavljajuéi da je opisan Einstein-de
Sitterovim modelom (0 =1, Qy =0=Q,, k =0).

R.

T_L/oo dz —i/oo(1+z)—5/2dz— 2
Hy Jo (1+2)/1+2)3 Ho Jo 3Hy

Koristenjem izmjerene vrijednosti Hy = 72kms~'Mpc~—!, dobivamo

7/9-10°god.

ZAD 11. Pronadite kako se mijenja crveni pomak z nekog dogadaja iz per-
spektive opaZaca u ravnom svemiru ispunjenom samo jednom vrstom energije.

R. Crveni pomak z promatramo kao funkciju vremena opazanja . ..

_ a(to)
) =2y~
dz _alto)  alto)alte) dte _ alto)Ho  a(to)H(t.) dt. _
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Iz druge Friedmannove jednadzbe slijedi

H(te)2 _ p(te) _ (a(te))3(1+w) _ (1 +Z)3(1+w)

HE  po a(to)

Dakle,
d
2 = Ho(1+2) — Ho(1 + 2)°1+2)/?

dto

Valja uociti kako za w < —1/3 mjereni crveni pomak raste, a za w > —1/3 pada

u vremenu.

7.2 Koliko daleko?

Definicija prostorne, fizikalno mjerljive udaljenosti medu objektima u svemiru
koji se siri donekle je problemati¢no. Primjerice, ako stavimo ¢ = t; u RW
metriku, te mjerimo radijalnu udaljenost izmedu opazaca u ishodistu i nekog
opazenog objekta imamo

T d/
d:/ds:ao/é
0 1—](57“/2

Problem je, medutim, sto je bi nacelno mjerenje ove udaljenosti trebalo zamrz-
nuti svemir u trenutnoj velic¢ini ili, alternativno, izvrsiti mjerenje beskonacno
brzo. Iz prakticnih razloga definiramo luminozitetnu udaljenost (luminosity
distance),

L

dL=\15 (7.7)

gdje je L luminozitet promatranog izvora (energija izracena u jedinici vremena),
a @ opazeni tok fotona (izraCena energija po jedinici povrsine u jedinici vre-
mena). Nadalje, omjer L/® jednak je povrsini sfere sa srediStem u izvoru, na
kojoj se nalazi opaza¢. U ravnom svemiru (k = 0) vrijedi A = 4wd? = 4x(agr)?.
U ostalim sluéajevima ova relacija je slozenija (za k = +1 vrijedi A < 4m(agr)?,
aza k= —1 vrijedi A > 47m(agr)?). Konkretno, tok fotona ® bit ée “korigiran”
s 2 faktora (14 z): jedan dolazi od kozmoloskog crvenog pomaka, a drugi dolazi
od toga Sto u Sire¢em svemiru fotoni rijede udaraju u promatranu sferu (fotoni
odaslani u vremenskom intervalu At dolaze na sferu u vremenskom razmaku
(14 2)At)
1
L 4madr2(1+2)2 "’

Promatramo jednadzbu

to dt r dr/ .
KIJEZA‘Ti@E:&%ﬂ:r+aﬁ)

Zanima nas razvo]j integrala s lijeve strane ...

dr, = apr(1+ 2)

alt) = a0 + alto)(t — to) + oy (to) (¢ — t0)? + O((t — 0)*) =



POGLAVLJE 7. MJERENJE PROSTORNIH I VREMENSKIH ... 26

= ap (1 + Hy(t — tg) — %qug(t —t0)?+O((t— t0)3)>

gdje smo uveli parametar deceleracije qq,

Nas zanima recipro¢na vrijednost, 1/a(t;), i u tu svrhu éemo iskoristiti Taylorov
razvoj
(1+azx+p2?)=1—ax+ (a® - B)a? + O(z?)
Kod nas su 1
Oé:Ho, 5:7§QOH3

pa je
% - aio (1 — Ho(t —to) + (Hg + %(JOHS)@ — )2+ O((t— t0)3)> —
= aio (1 — Ho(t — to) +H§(1 + %qo)(t —t0)> + O((t — t0)3)>

Koristenjem supstitucije u =t — ty imamo

to gt 1 [0 1 ,
— = — 1 — Hyu+HZ(1+ = 2 3 ) du =
/t a0 ao/t ( ou + 0( +2q0)u +O(u )) u

1 1—1o

0
1 u? IR

=~ (u-HE H2(1 - )— Ol
a0<u 05 +Hy +2q03+ (u®)

t1—to
1 H, H} 1
= ((to—t1) + 5> (to —t1)* + > (1 + 5 QO) (to —t1)* + O((to — t1)*)
aop 2 3 2
Konacno, zelimo (9 — t1) zamjeniti s crvenim pomakom z. U tu svrhu éemo
iskoristiti relaciju
ao
z =
a(tl)

koju je potrebno invertirati. Opéenito, ako imamo razvoj

~ 1= Hy(ty—t) + H? (1 n %qo)(to —11)2 4+ O((to — t1)?)

z = ax + Ba® + O(2®)
tada trazimo invertirani razvoj
r=uaz+bz2 + 0, 2 =a?2%+ 2ab2® + O(2?)
Uvrstavanjem dobivamo
z = aaz + (ab+ Ba*)z* + O(z%)
odakle usporedbom slijedi

aa=1, ab+pBa®>=0
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odnosno

Konkretno, u nasem slu¢aju imamo

1
a=Hy, #=H(1+35a0)
pa je

to—t1 = Hio (z— (1 + %O>Z2 +O(z3)>

To znac¢i da imamo

o aio (bllo (z — (1 + 612—0)22 + 0(23)> + Hy 22 + 0(23)>

2

o 1 _1+q0 2 3
= ol <z 5 ? + 0(z7) (7.8)

1
drp =agr(142) = —

iR (1+2) <z - % (1+qo)2° + (9(23)> =
= Hio (z - % (14 qo)2* + 2% + (’)(23)> =
= Hio (z + % (1—qo)2% + (9(23))

7.3 Problem horizonta

Promotrimo fotone koji se gibaju radijalno,

dr?
— 2 _ 2 2

/ dt +dr
a(t) V1—kr?
Ako trazimo fizikalnu udaljenost koju su fotoni presli u vremenu izmedu ¢; i to,

izmjerenu u sadasnjem trenutku g,

T2

+dr 2 gt
Vo o
T1 — RT t a’(t)

1

d= a(tg)

Razlikujemo dvije vrste horizonata,
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Cestiéni horizont: maksimalna udaljenost do koje su mogle doéi cestice (fo-
toni) od “najranijeg” trenutka do sadasnjeg trenutka t,

déest = a(to)/o i aji) (710)

horizont dogadaja: maksimalna udaljenost u svemiru do koje estice (fotoni)
nacelno mogu doéi (od trenutka tg do tyax, koje je beskonaéno ako svemir nema
trenutak Velikog sazimanja)

o gy
dpor = a(t — 7.11
ho: ( 0) \/t0 a(t) ( )

S tockama (dogadajima) unutar ove udaljenosti nac¢elno mozemo komunicirati.

ZAD 12. Izracunajte veli¢inu kauzalnih domena u pozadinskom mikrovalnom
zracenju, pretpostavljajuéi jednostavan model evolucije svemira, koji se satoji
od ere dominacije zra¢enja i ere dominacije materije.

ct,

A’ C’ B

" | fff

Ctodv J;;;

o dﬁz

Na dijagramu iznad prikazane su svjetske linije relevantnih ¢estica u problemu:
todv je vrijeme odvezivanja fotona od materije (rekombinacija), to trenutno vri-
jeme, a x-os predstavlja pocetno vrijeme (Veliki prasak). U periodu do toqy
imamo eru dominacije zracenja, a od t,qy do tg eru dominacije materije. Lin-
ija OAA’ predstavlja svjetsku liniju opazaca/ice. Fotoni (valovite linije) su do
vremena togy stigli prevaliti udaljenost |AC| i ona predstavlja veli¢inu Gesti¢nog
horizonta u trenutku t,4,. Zbog Sirenja svemira, ta udaljenost je u danasnjem
trenutku to narasla na |A’C’| (veli¢ina kauzalno povezanih domena koje danas
vidimo u pozadinskom mikrovalnom zracenju). S druge strane, od trenutka
odvezivanja toqv, kada su fotoni poceli slobodno putovati prostorvremenom, oni
su do danasnjeg trenutka t( stigli prevaliti udaljenost |A'B| > |A'C’|.
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Mi nacelno znamo temperaturu termalne kupke u vremenu odvezivanja fo-
tona (Thay), kao i temperaturu fotona u danasnjem pozadinskom zracenja (Tp),

Togv = 3000K , Tp=273K

Koristedi ¢injenicu da temperatura opada obrnuto proporcionalno s faktorom
skale a(t) (vidi naredno poglavlje), te ono $to znamo o eri dominacije materije,

CZ-‘() o a(todv) _ <todv >2/3

Toav ag to
slijedi
2.73\7% 2 [/273\®
toav =t [ o | = (222} ~ 183000~ god.
d 0(3000) 3H, (3000) 80
Nadalje,

2/3
t 2 i
(0) cdt =cty 3th| T =

J /to cdt /fo
= Q, —_— =
P e aty )\t

odv odv

1
todv 3 2c 351
=3t 1-— ~3tpc=—=6-10°h"" M
3()0( <t0>> 3toc i 6-10 pc

U razdoblju do t,qy imamo eru dominacije zracenja,

todv 1/2
t 1
dzZ/ ( o;") cdt:ct(deQt%
0

Ov udaljenost je do danasnjeg trenutka narasla na

tod

" = 2toqve ~ 0.112 2 Mpe

0

3000
d. = __ % dy — =
2 27 973

dy ~ 1098 dy = 123 h =1 Mpc
a(todv)

Odavde mozemo zakljuciti kolika je kutna veli¢ina kauzalno povezanih domena
u pozadinskom mirkovalnom zracenju,

0 ~ 0.021rad ~ 1.2°

!
-2
=4
Ovaj rezultat je u koliziji s opazenom pribliznom izotropijom svemira na ve-
likim (kozmoloskim) skalama. Naime, u ovako pojednostavljenom modelu, di-
jelovi svemira u disjunktnim domenama se ne bi stigli termalizirati do vre-
mena trenutne epohe. Jedno rjesenje je uvodenje ranije epohe ubrzanog Sirenja,
tzv. inflacije ...



Poglavlje 8

Termodinamika ranog
svemira

8.1 Efektivni broj stupnjeva slobode

Razmotrit ¢emo posljedice modela vruéeg Velikog praska, opisanog RW metri-
kom. Neka je I' broj interakcija u jedinici vremena po Cestici, konkretno

I' =nov (8.1)

gdje je v prosjecna (“tipicna”) relativna brzina medu ¢esticama, o udarni pres-
jek (za danu interakciju u modelu), a n koncentracija cestica (broj Cestica po
jediniénom volumenu). Kazemo da je uspostavljena termodinamicka ravnoteza
ako vrijedi

I'>H (8.2)

odnosno, ako se “interakcije dogadaju brze od Sirenja svemira” (ovu frazu, nar-
avno, treba uzeti cum grano salis). Tijekom evolucije svemira okolnosti ée se
mijenjati, pa ¢e neke vrste Cestica izadi iz termodinamicke ravnoteze s ostalim
Cesticama. Nas zanimaju detalji na koji nacin se odvijaju ovi procesi, te mozemo
li opaziti njihove posljedice i iz njih zakljuciti nesto o ranom svemiru.

Ovdje ¢emo opcenito razmatrati slabo interagirajuéi plin Cestica u svemiru
koji se §iri. Najvaznije statisticke raspodjele dane su s

1 0 Maxwell-Boltzmann
filp) = 55—, k=S +1 Fermi-Dirac (8.3)
B(E:—ps ’
ePFmim) + —1 Bose-Einstein

gdje je indeks i oznacava vrstu Cestice, F; energiju svake Cestice,

E; = \/p?c + m2c*

w; kemijski potencijal, te 8 = 1/(kgT), gdje je T temperatura. Mi émo ovdje
pretpostaviti da je u veoma ranom stadiju razvoja svemira kemijski potencijal
zanemariv, p; =~ 0.

30
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Jos jedna vazna veli¢ina je broj (internih) stupnjeva slobode svake vrste
cestica g;. U tablici ispod prebrajamo stupnjeve slobode elementarnih ¢estica u
Standardnom modelu (SM),

¢./antic. spin  boja | ukupno

bozoni 28
5 1 2 1 2
w 2 3 1 6
Z 1 3 1 3

gluoni 1 2 8 16
Higgs 1 1 1 1

fermioni 3x30

e 2 2 1 4
Ve 2 1 1 2

U 2 2 3 12

d 2 2 3 12

SM 28490

Pomocu g; mozemo zapisati gustoéu broja Cestica n; i gusto¢u energije p;,

n= s [ B = Gl [ B A d

ZAD 13. Pronadite nerelativisticki (kg7 < mc?) i relativisticki (kgT > mc?)
limes koncentracije ¢estica n i gustoce energije p.

R. Radi jednostavnijeg zapisa u narednom rac¢unu izostavljamo indeks i. Pro-
motrimo prvo nerelativisticki limes,
p?
Exmc*+-—, f(p)=~ e E/ksT
2m

Uvodenjem integracijske varijable r = |p| imamo

[e%} 2 r?
g me Tt am | 2 ‘ r
INR oy /0 xp ( kT ) T ke T

2 oS}
g me 3/2 9 _u2
=—— ——— | 2mkpT d
5278 exp( kBT) (2mkgT) /0 u‘e u

i 1 > 1
/ we du = |v=u? ' = - / w27V dy = ~ I'3/2) = ﬁ
0

2 Jo 2 4
Stoga,
mkgT 3/2 me?
mn = (o) o (- 1)
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Nadalje,

—Lex —m—CQ /OO ch—Fl;2 exp | — i 22 dr =
PNR = 50203 P\ T ) om ) “P\ " 2mkpT -

2
oy me , ST(3/2) 1 sT(5/2)\
=2 eXp( kBT> <mc (@mkpT)? ===+ 5 @mksT)? —5— ) =
2 3
= g o0 (g ) @ity (m 3t 5

Drugi ¢lan je u nerelativistickom limesu zanemariv u odnosu na prvi, pa je
_ 2
PNR = TMC” - NINR
Promotrimo sada ultrarelativisticki limes,

E ~ |ple

g /°° E?dE g /°° F*dE
nR_27r2(hc)3 o eB/ksT 417 pR_QWZ(hc)B o eB/ksT 11

Potrebni integrali,

et —1 et +1
o
ray=2=2, rr4)=3=6, §(4)—%
1 3 1 7
_ol-3 _q_+_7° _ol-4a_ 4 _+ _ 1
1-2 1 1= 1 1-2 1 S 3

Uvrstavanjem imamo

¢(3)

_ 3. BE
nr = 71'2(710)3 (kBT) 9i {

_ 4.
; FD PR = 30(56)3 (kBT) i { 7 FD

B =

S obzirom da su nerelativisticki izrazi nNg i pngr potisnuti s eksponencijalnim
faktorom, prilikom zbrajanja doprinosa razli¢itih vrsta Cestica, zanemarit ¢emo
one Cija je temperatura nerelativisticka. Pisemo stoga

2

PR = W 9*(T)(kBT)4 (8.4)
Ovdje smo uveli g.(T), efektivni broj stupnjeva slobode koji broji ukupni
broj internih stupnjeva slobode Cestica koje su relativisticke (m; < T) i u
termickoj ravnotezi pri temperaturi 7T'; pri tome je u definiciju implicitno uklju-
¢en i faktor 7/8 ako su posrijedi fermioni. Tijekom evolucije svemira dio Cestica
s relativistickim energijama ¢e imati razli¢itu temperaturu od ostatka kupelji
(na primjer, usljed Sirenja svemira ¢e neutrini imati nizu temperaturu od fo-
tona). Ovo obi¢no pratimo uvodenjem specificne temperature T; za svaku vrstu
(relativistickih) Cestica, pa piSemo

g(T)= > gi (1;)4 +g > g (?)4 (8.5)

i=boz j=fer
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ZAD 14. [Izracunajte efektivni broj stupnjeva slobode termalne kupke na
1TeV, u kojoj su prisutne sve standardnomodelske Cestice (i njihova energija je
relativisticka). Nadalje, pronadite vezu izmedu starosti svemira i temperature
u eri dominacije zracenja.

R. Koristeci gore pobrojane stupnjeve slobode imamo

7
9+(1TeV) = 28+ ¢ 90 = 106.75

Izraz za Hubbleov parametar iz Friedmannovih jednadzbi, s eksplicitnim

c-faktorima,
81G 8rG 72

32 P* 7 32 30(he)

U eri dominacije zracenja imamo

H? =

3 g*(kBT)4

1
~Vt, H=—
a~ Vi, 2t

pa je

,_ L1 foorle 1 (ks T)~? = 3V5 (mp\? tp
“2H 2V 8mG o o) amym \keT ) Jo.

gdje smo uveli Plackovu masu mp i Planckovo vrijeme tp,

| |Gh
mp = émlOQQMeV, tp = %%5~10744S

Uvrstavajuéi ove velicine, dobivamo pojednostavljen lako pamtljiv izraz

IMeV >
t = ( T ) s (8.6)

8.2 Entropija i odvezivanje cestica

Promjena unutrasnje energije U opcenito je dana izrazom
dU =d(pV) =TdS —pdV (8.7)

odakle slijedi .
AS(V,T) = = (d(p(T)V) + p(T)aV') =

% (o) + p(T))aV + Vdp(T)) (8.8)

Kako je opéenito
oS(V,T) av 4 oS(V,T) J

ov oT T

dS(V,T) =
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zakljucujemo
oSV, T) p+p OS(V,T) V dp

ov T oT T dr
Iz jednakosti mijeSanih derivacija,
028 _ %S
ovor — 9ToV

slijedi

Ldp _ _pip 1(dp dp
Tdr T2 T \dl' dT
Odavde mnozenjem s T i sredivanjem dobivamo
dp(T) _ p(T) + p(T)

ar T (89)

Iskoristimo li dobiveni izraz u daljnjem raspisivanju jednadzbe (8.8) dobivamo

1
as = = ((p £ p)dV + Vdp + Vdp — Vdp) -

= l(cl((p+1o)V) Y (p+p)dT) =

T T
= %d((p +p)V) - % (p+p)dT =d (WT;;)‘/)
Integriranjem slijedi
S(V.T) = 7 (o(T) +p(T) (8.10)

Nadalje, znamo od ranije da vrijedi

4 pa®) +p L a)

0=% dt

Dodamo li a®p s obje strane jednakosti imamo

3dp_ d

a* L= 2 (o) + p(T)))

Lijevu stranu ove jednakosti mozemo uz pomo¢ jednadzbe (8.9) raspisati u
sljededi oblik,
ol _ s dpdl _ ptpdl
dt dr dt T dt

pa sve skupa imamo

& (50+n) -0 (.11)

Stavimo li a¢® = V dobivamo

dS(a®,T)

= .12
pn 0 (8.12)



POGLAVLJE 8. TERMODINAMIKA RANOG SVEMIRA 35

Drugim rije¢ima, entropija je konstantna unutar volumena a3(t) koji se, opée-
nito, mijenja u vremenu. Konvencionalno se uvodi gustoc¢a entropije s,
SWV,T) _ p(T)+p(T)

s(T) = v = T

pi+pi 14 1 47'('2 _2772 S
S(T):Z T; :Zifpi: . igﬁgiﬂ‘l:igiT?’

Ovdje smo uveli entropijski efektivni broj stupnjeva slobode g,

wn= ¥ o (L) + 150 (%)

i=boz j=fer
Zakljucak je stoga da vrijedi

d .
2 (g2 = 1
= (92@n)?) =0 (8.13)
Odavde odmah zaklju¢ujemo kako se temperatura mijenja s promjenom faktora
skale a(t),

1

ETPE

Promotrimo primjer neutrina koji s ostalim ¢esticama u standardnom modelu
interagiraju samo putem slabe sile. Na nekim dovoljno visokim temperaturama
(kgT > 1MeV) neutrini su u termodinamickoj ravnotezi s “kupelji” koju ¢ine
ostale Cestice poput fotona, elektrona i pozitrona. Ravnoteza je ostvarena kroz
procese poput

veel & IJ/LuJr , Ve & iuuT e"et o vr., itd

Sirenjem se svemir hladi, konkretno, relativisticke Gestice gube energiju koz-
mologkim crvenim pomakom. U jednom “trenutku” (kozmoloskoj epohi) ta
energija postaje toliko mala da su neki procesi

o prerijetki, ako je I' <« H: cCestice koje su termodinamicku ravnotezu s
ostatkom kupelji odrzavale kroz dotitne procese se odvezuju, odnosno,
prestaju pratiti daljnje temperaturne promjene u termalnoj kupelji;

ili

o kinematicki zabranjeni, npr. ako je tipicna energija fotona u termalnoj ku-
pelji kgT postala manja od energije mirovanja mc? neke cestice A, proces
vy — AA ée postati kinematicki zabranjen, pa ée parovi A i A izanihili-
rati kroz proces AA — ~v. Pri tome Gestice A ulaze u nerelativisticki
rezim (njihov broj je umanjen eksponencijalnim faktorom), a entropija
se raspodjeljuje u ostatku kupelji (ovaj proces se obi¢no naziva podgri-
javanje, engleski reheating, iako se pri tome ne dogada nikakav porast
temperature, veé¢ samo usporavanje brzine njenog pada).



POGLAVLJE 8. TERMODINAMIKA RANOG SVEMIRA 36

Procijenimo sada energiju na kojoj se dogada odvezivanje neutrina. Udarni
presjek za tipicnoj reakciji sa slabom interakcijom, poput vee™ — v,u™ dan je

(za E < mw) sa
9 8
ST
gdje je s Mandelstamova varijabla (kvadrat ukupne energije u sustavu centra
mase). S obzirom da promatramo Cestice relativistickih energija, imamo v = ¢
in~ (kgT)3, paje
Oé?N(k'BT)5
Do~ —
My

Znamo od ranije
(ksT)*
m% tp

~

pa je
Fl N oz%v(kBT)Sm%tp

1
H myy

Odvezivanje nastupa pri I'y, ~ H, pa je

4 1/3 4 \1/3
kgToay ~ <2mV2V ) ~ ( ;nW ) ~ 1MeV
agmptp asmp

gdje je koristeno an, = 1/29, te myy ~ 80 GeV. Preciznije, elektronski neutrino
v, odvezuje se na na 2.3 MeV, a mionski i tau neutrino, v, i v-, na 3.5 MeV.
Nakon odvezivanja neutrini ostaju na istoj temperaturi kao i fotoni sve dok se
efektivni broj stupnjeva slobode ¢§ ne promjeni. Naime, pri energijama od ~1
MeV neutrini i dalje imaju relativisticke energije, pa se njihova temperatura,
usljed &irenja svemira, mijenja kao i temperatura fotona, T ~ a~'. Sljedeéi
prijelaz u kojem dolazi do promjene g; dogada se na neSto nizoj temperaturi od
oko 1MeV, ispod koje postaje kinematicki zabranjen proces vy — e~ et (Eime
elektroni i pozitroni ulaze u nerelativisticki rezim). Promotrimo koja se pri tom
promjena dogodi u efektivnom broju stupnjeva slobode,

7 11

(gi)31Mev =22 §+\2,./: 5 (gi)glMeV =2

Koristenjem gore izvedenog sa¢uvanja gustoce entropije,
3 3
(93(aT) )21Mev = (g:(aT) )51Mev
mozemo povezati temperaturu fotona prije i nakon ovog prijelaza (ovdje se pod-

razumijeva kako je faktor skale a(t) priblizno konstantan jer je posrijedi relativno
kratak vremenski interval),

11
= (aT)? = (2(a1,)?)
<2 (aT) >T>1MeV (eT) TSIMeV

Tz = (17) e (5.14)
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- . ‘o igadli i . . v 5 . .
Neutrini, koji su ranije izasli iz termodinamicke ravnoteze, do ove promjene su
jos bili na istoj temperaturi kao i fotoni,

(TV)ZlMeV = (T’Y)leeV ’

ali sada vise “ne prate” novu promjenu u termalnoj kupelji,

(o) <imev = (1) >1Mev

odakle slijedi veza

(Ty) <imev = (141>3 (1)) <1mev (8.15)

Konkretno, danas opazamo fotone u pozadinskom mikrovalnom zracenju na
temperaturi od T, = 2.73 K, pa je T, = 1.95 K.

ZAD 15. Procjenite koncentraciju pozadinskih neutrina u svemiru.

R. Koristeci ranije izvedene formule za koncentraciju cestica s relativistickim
energijama,

L3 (LY 34 3
Yoa\r,) 7 411 1Y
Za fotone imamo

Ny =

¢(3) 3 -3
———— (k- 2.73K)° -2 =~ 41
2 (hc)? (kg -2.73K) 0cm

odakle zakljuéujemo da za svaku familiju neutrina imamo n, = 110 cm 3.



Dodatak A

Kovarijantan izraz za
Dopplerov pomak

Zanima nas kako poopd¢iti ranije izveden izraz za Dopplerov pomak u slucaju
kada se i opazac¢ i emiter gibaju u proizvoljnim smjerovima, te ako prostor nije
ravan (Minkowski), veé zakrivljen. Pretpostavimo da opaza¢ ima 4-brzinu u?,
a emiter 4-brzinu w®, te neka je valni 4-vektor fotona k. Tada je frekvencija w
koju mjeri svaki od njih moguce zapisati u manifestno kovarijantnom obliku,

We = _(kawa)e y Wo = _(kaua)o (Al)
a odavde slijedi trazeni kovarijantni, poopéen izraz za Dopplerov pomak

- (kawa)e _
z= i)y 1 (A.2)

Uzmimo za primjer foton odaslanog u smjeru jedini¢nog vektora § u prostoru
Minkowskog,
= (w,8w), k*=-w’4w?=0
U sustavu mirovanja opazaca imamo
u = (c,0), w" = (ye,yw)
Uvrstavanjem u opéu formulu (A.2) dobivamo

po TNCTIWES 1 Bw)-8) -1, Bw)=

w
—wc C

Dva slucaja su posebno zanimljivi,

e [ongitudinalni Dopplerov uc¢inak: foton je odaslan duz pravca gibanja emit-
era, § = Fw (gornji predznak odgovara slucaju kada se emiter udaljava od
opazaca, te odasilje foton suprotno od svog smjera gibanja; donji predznak
odgovara suprotnom slucaju), pa je

1+ B(w)?

1F B(w)? !

z=7y(w)(1£p(w)?) 1=

38
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u slaganju s ranije izvedenom relacijom.

e transverzalni Dopplerov ucinak: foton je odaslan okomito smjer gibanja
emitera. Na primjer, ako emiter kruzi konstantnom brzinom na konstant-
nom radijusu r oko opazaca, imamo §-w = 0, pa je

z="(v)—1 (A.3)

Napomena: u sluc¢aju kada opaza¢ kruzi konstantnom brzinom na kon-
stantnom radijusu r oko emitera, imamo §-u = 0, pa je

z2=———1 (A4)

Promotrimo primjer gravitacijskog crvenog pomaka u Schwarzschildovom pros-
torvremenu,

dr? 9 2M
—— +r%(d0? +r*sin® 0dp?) , f(r)=1-"—
f(r) ( ) r

Neka su emiter i opazac stati¢ni, s istim kutnim, ali razli¢itim radijalnim ko-
ordinatama (r. i 7). Tada su njihove 4-brzine (normirane tako da vrijedi

w? = —1 =u?), dane s

ds* = —f(r) dt* +

. & . &

gdje je £€* vremenski Killingov vektor,

5#:(1507070) ’ 752:]‘-

Te

Imamo stoga
(kaf®)e V/ f(1o)
(ka€)o /f(re)
S obzirom da je produkt geodetskog vektora (fotoni u slobodnom padu slijede

geodetsku trajektoriju u prostorvremenu) i Killingovog vektora konstantan duz
geodetske putanje,

kW (K2€,) = EakOVipk® + Kk ViE, = 0 (A.5)

slijedi (ka€%)e = (ka&%)o, pa je




Dodatak B

Raste 1i Sirenjem svemira i
de Broglieva valna duljina?

U dosadasnjim razmatranjima promatrali smo kozmoloski crveni pomak bez-
masenih cestica, primjerice fotona: ako se svemir $iri, njihova valna duljina se
poveéava i obratno, u svemiru koji se skuplja, njihova valna duljina se smanjuje.
Isti zakljucak je donekle primjenjiv za ultrarelativisticke cestice, ako je njihova
energija mirovanja zanamariva spram kineticke energije. No, $to se dogada s
masivnim Cesticama ako ne vrijedi ovakva aproksimacija, odnosno, §to se toéno
dogada s masivnim ¢esticama na svim, malim ili velikim energijama?

Svakoj Cestici s impulsom iznosa p mozemo definirati tzv. de Broglievu valnu
duljinu,

A=l (B.1)
p

Pitanje koje nas zanima jest $to se dogada s A kada se svemir §iri ili skuplja?
Diskusija o ovom pitanju se moze pronac¢i u Weinbergovom udzbeniku Cosmol-
ogy (str. 5.-6.), kao i ¢lanku

H. Zhang: Note on the thermal history of decoupled massive particles, Class.
Quant.Grav. 25 (2008) 208001 [arXiv:0808.1552]

Pretpostavimo da se Cestica mase m, s 4-brzinom u®, giba po geodetskoj
putanji,
WWVut =0, ur=-1

Neka je dana familija stacionarnih promatraca/ica O s 4-brzinama w®: u RW
prostorvremenu imamo

w! = (1,0,0,0)
Energija cestice koju mjeri O dana je s
dt
E = —muw, = m — (B.2)
dr
Promotrimo sada kako se mijenja ova energija duz putanje Cestice,
dE
e —mu®V, (uPwy) = —muu’V,wy, (B.3)
-

40
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Direktnim ra¢unom se provjeri da vrijede sljedec¢e jednakosti,
a
VaU}b = ngwc = a (gab + wawb) (B4)

Koristeéi u®w, = E/m, odavde je

dE a E?2—m? 4
= m (=1 V) =" = B.
I ma( +(uwa)) — - (B.5)

odakle, koristenjem disperzijske relacije E? = p? + m?2, slijedi

da _dt dE EdE  1d(E*>-m?) dp

o drE2-m? E2-m? 2 EZ_-m? P

(B.6)

Stoga, iznos impulsa masivne Cestice koja slobodno putuje prostorvremenom,
obratno je proporcionalan faktoru skale,

1
~ = B.7
P~ (B.7)
$to znaci da se de Broglieva valna duljina ponaSa poput valne duljine fotona: u
svemiru koji se $iri ona se produljuje, a u svemiru koji se skuplja ona se skracuje.

Utjece li ikako ovaj zakljucak na sva prethodna razmatranja o termodinamici
svemira? U principu ne jer materiju promatramo u nerelativistickom limesu
(kada je kineticki dio zanemariv u odnosu na energiju mirovanja, pa je promjena
impulsa sa skalom a nevazna) ili ultrarelativistickom limesu (kada se energija
Cestice priblizno proporcionalna impulsu, pa se stoga ponaSa poput energije
bezmasene ¢estice).



Dodatak C

Pregled gradiva

Robertson-Walkerova metrika

2 _ _ 2 2
ds® = —dt* + a(t) <1—kr2

+r2(d92+sin29d¢2)) , ke{-1,0,+1}

Komponente Christoffelovog simbola,

aa
r, =2
™ol —kr?2’

kr
1—kr2’

Thy = aar? Ffbab = aar?sin® 0

I, = ro = —r(1—kr?) v = —T(1— kr?)sin? 0

: a 1
F;r:Ff9:Ff¢:a, F£9:Ff¢:;, Fi¢:—sin90089, I‘fd):ctgﬁ

Friedmannove jednadzbe

i ArG a\> 8rG k
—=——1(p+3p), (-] =—Fr— =
a 3 a

Tenzor energije i impulsa idealnog fluida
T;uz = (p + p)uuuu +pg;u/

Ponasanje faktora skale a(t) (za ravan svemir, k = 0) i gustoce energije p(t) (za
opéeniti k) za tipicne jednadzbe stanja (p = wp),

w a p

M| 0 ~ 123~ g A2

~ t1/2 ~ a74 ~ t72

-2
J—

~
w

A| =1 ~etHt konst.
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Hubbleova konstanta (h ~ 0.72)

Hy=100h km s~ Mpc ™!
Reciproctna Hubbleova konstanta

1/Hy =9.778 -10° h~* god.
Konverzija energija-temperatura,

MeV/kp =~ 1.1605 - 10'°K

‘ NR BE FD

m 3/2 mc? : é
n | o (555 en (~25) 0w (nD)? g4 e (knT)?

Pi me’n; 9i 3o(Re)® (ksT)*  gi % sothey® (kBT)




