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Abstract

Predstavljene su definicije paralelnog transporta, grupe holonomije i
restringirane holonomije, te neke poveznice s diferencijalnom geometri-
jom, topologijom, i povijesti fizike. Pokazani su geometrijski izvodi kuta
rotacije Foucaultovog njihala i Thomasove precesije pomoc¢u metode tan-
gencijalnih stozaca. Iznesen je kvantni adijabatski teorem i objasnjeno
porijeklo Berryjeve faze, te njena uloga u Aharonov-Bohm efektu.

1. Uvod

U geometriji (poglavito Riemannovoj geometriji) je poznat problem opisa par-
alelnog prijenosa vektora po zakrivljenim mnogostrukostima, ilustriran na Slici
1. Do kraja 19. stoljeca je problem veéim dijelom ostao Cisto fenomenoloske,
heuristicke prirode.

Slika 1: Prikaz skretanja vektora paralelnim prijenosom duz sfere po tockama
A — N — B — A, te razlika pocetnog i zavrsnog stanja.

Usporednim razvitkom alata diferencijalne geometrije i teorije grupa, narocito
teorije Liejevih grupa i algebarske topologije, otvoren je put preciznoj definiciji
holonomije, opisa paralelnog prijenosa i povezivanjem s lokalnim i globalnim svo-
jstvima mnogostrukosti, od ¢ega je najpoznatiji rezultat Ambrose-Singer teorem
iz 1953., medutim, za nabrojati njegove fizikalne primjene u teoriji struna i LQG
ovdje nema mnogo mjesta.



U klasi¢noj fizici je uloga holonomije u opisu pojava manje zastupljena nego
u modernoj fizici, uglavnom zato $to je E.Cartan definirao holonomiju tek 1926.
godine iz apstraktnih motivacija, zeljevsi dublje prouciti i klasificirati simetri¢ne
mnogostrukosti. Uloga joj prominentno raste u teorijskoj fizici tek Sezdesetih i
sedamdesetih godina, gdje joj po¢inje primjena u ”teorijama svega” i bazdarnim
teorijama izraslih iz QFT-a. Uloga u opisu klasi¢ne i nerelativisticke kvantne
fizike postaje ocita kasnije, pocevsi s [2] koji prepoznaje vaznost geometrijske
faze u adijabatskom procesu iz [8], §to je opisano u jednom od iduéih poglavlja.
No, za precizan opis holonomije u tim fenomenima potrebno je shvatiti o cemu
je uopce rijec. Stoga je u nastavku izlozeno nekoliko osnovnih definicija.

Neka je (E,m, M, F,G) glatki vektorski svezanj nad diferencijabilnom mno-
gostrukosti M, te neka je U C M otvoreni skup, a I = [a,b] C R inter-
val. Oznacimo s I'(E,U) skup prereza u totalnom prostoru E nad podru¢jem
U C M, asT'(F) skup prereza u E nad ¢itavim baznim prostorom M.

Def. 1. Neka je v : I — M po dijelovima gladak put. Za o € T(E,U)
definiramo

(0= 570 =50 (5 | eran

Gornja definicija se moze shvatiti kao rastav pune derivacije d/dt na linearnu
kombinaciju parcijalnih derivacija (vektora baze u tangentnom prostoru).

Def. 2. (Paralelni transport [1]): Prerez o(t) € I'(E) je paralelan duz y(t) ako
vrijedi
Vimo(t) =0,Vt € I. (1)
Paralelni transport vektora vy € E,, iz tocke P = y(a) € M u tocku ~y(t) je
preslikavange
Ty(t) * Eyay = By

dano rjeSenjem sustava (1) s pocetnim uwvjetom o(a) = vg.

Gornja definicija, u osnovi, kaze da paralelni transport kao ulaz uzima pocetni
vektor vg 1 izbacuje taj vektor pomaknut po krivulji do proizvoljne tocke ~(¢).

U iducoj definiciji se podrazumijeva da je definirana koneksija V, medutim
ona nece biti eksplicitno potrebna za primjene koje ¢e do¢i kasnije, a sve tehnicke
detalje zapravo sreduje kovarijantna derivacija V x, tako da ¢e se koneksija V
pojavljivati samo kao formalna, ”knjigovodstvena” oznaka.

Prije same definicije, valja primjetiti da je 7, linearno i invertibilno preslika-
vanje. Linearnost je nasljedena iz vektorske strukture prostora E, a invertibil-
nost je posljedica jedinstvenosti rjesenja sustava (1) s poCetnim uvjetom, koja
pak (skupa s egzistencijom rjeSenja) proizlazi iz Picard-Lindelof teorema (poz-
natog i pod imenom Cauchy-Lipschitz teorem). Stoga je 7, € GL(E,), odnosno

mogucée je definirati (7.,) 1.

Def. 3. (Grupa holonomije [1]) Grupa holonomije u tocéki x € M definirana je
kao skup paralelnih pomaka nad svim zatvorenim krivuljama koje prolaze kroz
tu tocku, odnosno

Hol,(V) = {7y € GL(E.)|y(a) = ~(b) A 3to € I,7(to) = =} (2)

Restringirana grupa holonomije je podgrupa Hol%(V) C Hol,(V) sastavljena
od paralelnih pomaka nad krivuljama v koje su kontraktibilne, odnosno u istoj
klasi homotopije kao tocka.



Lako je uvjeriti se kako obje holonomije doista zadovoljavaju svojstva grupe [1]:

e Grupa je zatvorena obzirom na konkatenaciju paralelnih prijenosa duz
zatvorenih krivulja (t) i +/(¢), jer se od njih moze konstruirati nova

krivulja
d(t) = ~v(2t), 0<t<1/2
Tl Y @t-1), 1/2<t<1

e Grupa je asocijativna (o¢ito iz gornje konstrukcije i iz 7, € GL(E,))
e Neutralni element je trivijalna petlja v(t) = zg € M

e Inverzni element preslikavanja duz petlje je preslikavanje duz iste petlje u
suprotnom smjeru, odnosno

(v@®) ' =1 —1).

Pomoéu ovih grupa moguée je konstruirati i fundamentalnu grupu pojedine
mnogostrukosti:

71 (M) = Hol,(V)/Hol2(V).

Ocigledno, ako je mnogostrukost jednostavno povezana, tada su ove dvije
grupe holonomije izomorfne i fundamentalna grupa je trivijalna. Takoder, uko-
liko je mnogostrukost M ravna (odnosno Riemannov tenzor R%, , iSCezava),
tada je grupa holonomije trivijalna. Opce poznata je i ¢injenica da je paralelni
transport duz geodezika mnogostrukosti takoder identiteta [1].

2. Foucaultovo njihalo

Opis rotacije ravnine njihanja Foucaultovog njihala se u klasi¢noj mehanici
obi¢no dobiva iz djelovanja Coriolisove sile, dane formulom [3]

Fo =2mv x Q (3)

gdje je v brzina tijela na Zemljinoj povrsini, a €2 kutna brzina Zemljine rotacije.
Takav pristup daje formulu zakretanja ravnine njihanja nakon jednog siderickog

dana, odnosno jedne rotacije Zemlje oko svoje osi u odnosu na daleke zvijezde,

u adijabatskoj aproksimaciji, odnosno gdje je kut njihanja malen, a period nji-

hanja mnogo manji od perioda rotacije Zemlje (vidi npr.[7], str 132; ondje je

dan Q, = ¢g):

wp = —2mcos by (4)

gdje je g kut za koji se ravnina zakrene nakon jednog dana, a 6y polarni
kut, povezan s geografskom Sirinom « preko 6y = 7/2 — a. Medutim, takvo je
ponasanje mogude izvesti geometrijski, pomocu paralelnog transporta [3].

Oznacimo s M sferu koja predstavlja idealiziranu Zemljinu povrsinu. Prvo
valja primjetiti kako je v € T'M, te je za neku odabranu geografsku sirinu 6,
mogucée konstruirati podsvezanj na sferu u obliku stosca, $to je prikazano na
Slici 2.

Uzmimo da je radijus Zemlje jedinican, te ispisujemo vektore:



Slika 2: Geometrijski prikaz podsveznja na sferi za odabrani 6, = Z(COA).
Ovdje je A proizvoljna pocetna tocka na kruznici, dok je C' srediste te kruznice.
Figura je orijentirana tako da je B iznad sjevernog pola, no analogna analiza se
moze napraviti i za juzni pol.

OA = (nsin f, cos 6y) (5)

CA = (nsinfy,0) (6)
- . sin? 6,

BA = (nsml%, . ) , (7)

gdje je n = (cosp,sin ) jedini¢an vektor u ravnini kruznice. Komponenta z
vektora (7) je dobivena iz zahtjeva ortogonalnosti tangentnog vektora na sferu,
odnosno

BA-OA=0. (8)

Nadalje, inducirana metrika na stoscu je Euklidska, i moguée je odabrati
koordinatni sustav (p, ¢), gdje je p udaljenost tocke na stoscu od tocke B, a ¢
azimutalni kut definiran u odnosu na to¢ku A na sferi. Metrika na stoscu tada
postaje

g=dp®dp+ p?cos®Opdp @ dip (9)

Reskaliranjem varijabli ¢ — ¢/ cosfy (Sto je moguée jer je 0y konstantan)
metrika stosca prelazi u metriku polarnog sustava u ravnini.

Ovim postupkom je efektivno uspostavljen difeomorfizam izmedu polarne
ravnine R? i stosca kao tangencijalne mnogostrukosti na sferu u R3, §to omoguéuje
analizu paralelnog transporta. U uvodu je ve¢ naglaseno da je grupa holonomije
trivijalna za mnogostrukosti s i3¢ezavajué¢im Riemmanovim tenzorom (odnosno
ravnim mnogostrukostima), $to znaci da paralelni transport po bilo kojoj zatvorenoj
krivulji ne mijenja vektor (u uobi¢ajenom Euklidskom smislu), kao sto je prikazano
na Slici 3 za slu¢aj pomicanja vektora po dodirnoj kruznici stosca i sfere. Drugim
rije¢ima, vektor je invarijantan na djelovanje elemenata holonomije [1].



Slika 3: Stozac iz Slike 2 izrezan duz linije BA i izravnat (¢uvajuéi udaljenosti)
u ravninu. Tocke B i A su iste kao sa Slike 2, dok se toctka A’ pojavila kao
posljedica rezanja stosca, te ona u izvornoj slici koincidira s A.

U tocki A’ su za usporedbu prikazani pocetni vektor i vektor dobiven par-
alelnim pomakom duz dodirne kruznice stosca i sfere, te je evidentno kako ta
dva vektora nisu identicna. Stovise, moguée je mentalno konstruirati rotaciju
vektora u smjeru kazaljke na satu dok se sam vektor transportira u smjeru
suprotnom od kazaljke na satu. Ukoliko se uzme da vektor pokazuje duz rav-
nine rotacije, vidljiv je geometrijski argument za rotaciju ravnine njihanja Fou-
caultovog njihala. [3]

Ostaje jo$ pitanje dobivanja formule (4) geometrijskim argumentom. Kut
g uradijanima je moguée dobiti iz omjera duljine kruznog luka |AA’| = 27r|C_;4|
(u smjeru suprotnom od kazaljke na satu) i radijusa |BA|:

Op = —27T|9A‘ = —2mcos O (10)

|BA|
Negativni predznak u formuli dolazi od ¢injenice da je rotacija vektora u
smjeru kazaljke na satu. Iz formule je vidljivo da najveéu dnevnu precesiju
(pp = —2m, odnosno ¢g/24h = —15°) imaju polovi (geometrijski, za njih je
slika 2 puni krug). Ravnina njihanja se ne rotira na ekvatoru (za nju slika 2

¢injenicom da je ekvator geodezik sfere. [7]
Za usporedbu, uvrStavanjem geografske Sirine Zagreba (o = 90° — 6y =
45°50") dobije se g /24h ~ —10.76°/h.

3. Thomasova precesija

U specijalnoj teoriji relativnosti, kompozicija dva nekolinearna Lorentzova po-
tiska opéenito rezultira Lorentzovom transformacijom koja nije Cisti potisak,
ve¢ kombinacija potiska i prostorne rotacije (5to je mogudée vidjeti iz algebre
Poincaréove grupe, o ¢emu je par crtica moguée naéi u Dodatku B), poznate
kao Wignerova rotacija ili Thomasova precesija, dana formulom: [3]

o = =271, (11)



gdje je v standardan Lorentzov faktor, a ¢p kut precesije nakon jednog pe-
rioda jednolikog kruznog gibanja. Taj je rezultat moguée dobiti na nekoliko
nac¢ina (npr. [6]), no ovdje ¢e fokus biti na sli¢noj geometrijskoj metodi kao za
Foucaultovo njihalo.

Za pocetak, uzimamo da je metrika Minkowskog definirana sa

G = diag(1,—-1,—-1,-1),

pa ¢etverobrzina u* = (y,yv) zadovoljava u? = 1 (koristimo konvenciju ¢ = 1).
Ove relacije definiraju prostor brzina kao hiperboloid na suprotnim stranama
svjetlosnog stosca, od kojih je onaj u buduénosti prikazan na Slici 4. [3]

Slika 4: Trodimenzionalna projekcija 4D prostora brzina. Prikazan je hiper-
boloid skupa sa svjetlosnim stoScem i stoScem s apeksom u B tangentnim na
hiperboloid u svim tockama s istim v kao A.

Cestica moze zakretanjem u prostoru poprimiti bilo koju od brzina s kruznice

s centrom u tocki C.
Vektori koji opisuju hiperboloid i odnose medu oznac¢enim tockamas:

—

OA = (v,nyv) (12)
CA = (0,ny) (13)
BA = (y0?, ny), (14)

gdje je, opet, n = (cos ¢, sin ¢, 0) jedini¢ni vektor u ravnini xy, odnosno kruznice
sa sredistem u C, a prva komponenta vektora BA dobivena iz uvjeta da je taj
vektor ortogonalan na hiperbolu u metrici Minkowskog, odnosno

BA-OA=0. (15)

Gornje jednadzbe su sli¢ne onima dobivenima za sferu, tj. (5)-(8).
Dobivanje inducirane metrike na stoScu zahtijeva malo vise posla nego u
slucaju sfere. Proizvoljna totka X na stoScu je opisana radijvektorom iz B:

BX = p(v,n). (16)

Variranjem BX po p i ¢, odnosno raspisivanjem diferencijalne 1-forme po
komponentama, dobiva se



- 0BX  0BX
dBX = ——dp+ ——d 17
a5 + 56 ¢ (17)
= dp(v,n) + p(0, dn), (18)
gdje je dn = (—sin ¢, cos ¢, 0)d¢. Primjetimo da vrijedi n - dn = 0.
Metrika na stoscu dobiva se kontrahiranjem dvije 1-forme iz (18) metrikom
Minkowskog:

1
g= ;dp@dp+p2d¢®d¢7 (19)
odnosno reskaliranjem varijabli ¢ — ¢/~ i p — vp dobiva se

g=dp®dp+ p’do @ do, (20)

odnosno ponovno je dobivena euklidska metrika u polarnom sustavu. Stoga se,
analogno kao sa sferom, stozac moze razrezati duz linije BA, razmotati tako da
se sacuvaju udaljenosti i kutevi i poloziti na ravninu, kao na Slici 5.

Slika 5: Stozac iz Slike 4, izrezan duz linije BA i izravnat (¢uvajuéi udaljenosti
i kuteve) u ravninu. Tocke B i A su iste kao sa Slike 4, dok se tocka A’ pojavila
kao posljedica rezanja stosca, te ona u izvornoj slici koincidira s A.

Postupak dobivanja kuta Thomasove precesije je slican kao za dobivanje
kuta rotacije Foucaultovog njihala [3]: potrebno je podijeliti duljinu luka |AA’|
s radijusom kruznice |BA|, odnosno u konaénici se dobije

or|CA|
| BA]
Kao i prije, negativan predznak dolazi od ¢injenice da Cestica precesira u

smjeru kazaljke na satu dok se u u prostoru njezina brzina rotira suprotno od
kazaljke na satu, Sto je vidljivo na Slici 5.

bp =

—277y. (21)

4. Berryjeva faza

Berryjeva faza je, kao i rotacija ravnine njihanja Foucaultovog njihanja i Thomasova
precesija, primjer neholonomne pojave. To znaci da, tijekom nekog zatvorenog



ciklusa, gdje je zavrsna tocka jednaka pocetnoj, rezultantno stanje nije jednako
pocetnom (vidjeti npr. [4], str 333 i [1], str. 369). U slucaju Foucaultovog
njihala i Thomasove precesije radilo se o jednostavnoj cikli¢noj promjeni nekog
realnog parametra u prostoru. Za matematicki opis Berryjeve faze potrebno je,
pak, poznavati kvantni adijabatski teorem [2].

Tm. 1. (Kvantni adijabatski teorem) Neka je H(t),0 < t < 1 glatki Hamil-
tonijan, i neka je E(t) € C izolirana nedegenerirana svojstvena vrijednost
Hamiltonijana za svaki t. Neka je v¥p(s) rjesenje Schrédingerove jednadzbe

W) — s/ Ty (s) (22)

s pocetnim uvjetom 1 (0) = ¢o, gdje vrigedi H(0)dg = E(0)¢g. Tada vrijedi

ih

A ¢r(T) = ¢, (23)

gdje je ¢1 svojstveno stanje Hamiltonijana H(1), odnosno

H(1)¢1 = E(1)¢1. (24)

Dokaz teorema se moze naéi npr. u [4], str. 327.

Sliéno kao u klasi¢noj mehanici, adijabatska promjena je promjena vanjskih
uvjeta sustava koja se dogada veoma polako. To je ovdje oznaceno limesom
T — oo, gdje je T omjer vremenskih skala adijabatske promjene i dinamike
sustava (tzv. karakteristicnih vremena).

Teorem kaze da, u adijabatskoj aproksimaciji, sustav koji se nalazi u os-
novnom svojstvenom stanju Hamiltonijana i nakon promjene ostaje u tom os-
novnom stanju, iako na kraju procesa Hamiltonijan i svojstvena stanja mogu
izgledati sasvim drugacije od pocetnog (vidi npr. [4], str. 324).

Uzmimo sad opéeniti hermitski operator /l(x) ovisan o skupu parametara x,
s izoliranom nedegeneriranom svojstvenom vrijednosti F(x). Tada pridruzeni
svojstveni vektor definira vlakno sveznja nad parametarskim prostorom [2], tj.

F = {(x,9)|A(x)¢ = E(x)¢}. (25)

Neka je C(t) zatvorena krivulja u tom parametarskom prostoru, takva da je
A(C(t)) = H(t) te da zadovoljava uvjete adijabatskog teorema. Tada proizlazi
da su ¢; 1 ¢¢ vezani do na fazni faktor. [8]

M.V .Berry je 1984. godine uvidio da ta faza, uz uobi¢ajenu dinamicku fazu,
sadrzi i dodatan ¢lan, odnosno da je cijeli izraz oblika

$1 = exp exp [17(C)] ¢o, (26)

i (T
fﬁ/o E(s/T)ds

gdje je v(C) tzv. geometrijska ili Berryjeva faza, ovisna o obliku putanje u
parametarskom prostoru. Drugim rje¢ima, iako se Hamiltonijan vratio u pocetni
oblik, stanje sustava nije potpuno identi¢no poc¢etnom. Dobivenu geometrijsku
fazu je moguce ¢ak i eksperimentalno izmjeriti (za detalje vidjeti [8]).

Ukoliko se oblik valne funkcije iz (26) ubaci u Schrodingerovu jednadzbu
(22), dobije se jednadzba evolucije geometrijske faze:



M . dyn
gdje indeks n oznacava n-to svojstveno stanje Hamiltonijana H. Uz razumnu
pretpostavku da su stanja ortonormirana, uzimanjem skalarnog produkta gornje
jednadzbe dobiva se

AV ., Oy
g = W W>' (28)

Parcijalnu derivaciju funkcije je moguée rastaviti po lan¢anom pravilu na
iduéu sumu:

Oy o W dR; dR
ot 2o At Y

(29)

gdje su R; parametri Hamiltonijana koji prolaze kroz adijabatsku promjenu.
Uvrstavanjem u jednadzbu (28) slijedi

dvn dR

% = Z<wn|van> : ﬁa

odnosno integracijom jednadzbe dobiva se

(30)

) R dR. ) R

W) =i [l Tata) G =i [ Vi) dR (3)
Rl Rl

Kako nas zanimaju zatvoreni neholonomni procesi, gornja i donja granica

integracije su iste, pa je Berryjeva (geometrijska) faza dana kruznim integralom

Tn (T) = Z%<¢n|vR¢n> -dR. (32)

koji je opéenito razlicit od nule.

Kako je 7, (T) realan (jer se pojavljuje kao fazni faktor u (26)), (¢, |Vrtn)
je nuzno imaginaran. Ukoliko su svojstvene funkcije Hamiltonijana realne, tada
je gornji izraz istovremeno realan i imaginaran, tj. jednak nuli, pa Berryjeva
faza u tom slucaju iscezava.

5. Aharonov-Bohm efekt

Iz teorije polja je poznat princip lokalne bazdarne invarijantnosti jednadzbi na
izbor potencijala [5]:

Ay = Al = A, + 9,A, (33)

gdje je A proizvoljna funkcija vremenske i prostornih koordinata. Taj se prin-
cip obilato koristi i u klasi¢noj elektrodinamici (za primjere vidjeti [9], str.
419). Zanimljivost kvantnomehanicke prirode se pojavljuje u vidu toga Ssto
Schrodingerova jednadzba ne barata s poljima, veé s potencijalima, pa u ovom
slu¢éaju Hamiltonijan poprima oblik ([4], str. 343)

1 2
H=— A 4



gdje je ¢ = A% i A = (A, A%, A). Kvantna teorija je i dalje bazdarno invar-
ijantna, no Aharonov i Bohm su 1959. pokazali da,cak i kad je vanjsko polje
E = B = 0, kvantna Cestica osjeéa utjecaj potencijala. [10]
Neka se Cestica s nabojem ¢ giba kroz prostor gdje je B = 0, ali A # 0.
Vremenski ovisna Schrédingerova jednadzba tada glasi
1 . 2 0¥
<2m (thV + qA)” + V) ¥ = ih TR (35)

gdje potencijal V' moze i ne mora sadrzavati ovisnost o elektricnom potencijalu
qo-
Pretpostavimo da A ne ovisi o t. Moguée je provesti transformaciju iz [10],
danu sa
U =9y, (36)
gdje je (za VX A =B =0)

g(r) = ;{L/O A(r) - dr, (37)

a izbor donje granice integracije je proizvoljan. Uvrstavanjem u (35) se moze
dobiti da ¥’ zadovoljava standardnu Schrodingerovu jednadzbu:

ov’
ot

Aharonov i Bohm su u [10] predlozili nekoliko eksperimenata kojima bi izm-
jerili g. Postav jednog od njih je dan na slici 6.

FLQ
—%VQ\I/’ + VU =ih (38)

4

Beam
recombined

Solenoid

Slika 6: FEksperimentalni postav Aharonov-Bohm efekta. Snop elektrona se
rascijepi na dva i rekombinira nakon prolaska oko zavojnice.

Neka su elektroni dovoljno daleko od zavojnice da je B = 0. Potencijal je

dan sa A = %q{;, gdje je ® tok magnetskog polja unutar zavojnice, pa fazna
transformacije glasi

g:%/A-dr:% (f)~(rq§d¢)zi£ (39)

10



Suprotni predznaci dolaze od toga $to elektroni mogu putovati paralelno
ili antiparalelno u odnosu na A oko zavojnice. Stoga snopovi dolaze na cilj s
ukupnom faznom razlikom %, koju je moguée izmjeriti kao interferenciju.

Iznenadujuce je sto se Aharonov-Bohm efekt moze opisati geometrijski kao
primjer Berryjeve faze, i to ¢ak van adijabatskog rezima. To se moglo naslutiti iz
(36) i (37): valna funkcija uz dinamicku fazu opet dobije dodatan fazni faktor
ovisan o opisanom putu u konfiguracijskom prostoru, koji se u ovom sluc¢aju
uzima kao parametarski prostor. Berry je tu vezu pokazao u [8] slijededim
izvodom.

Neka je dana cestica naboja ¢ zatocena u kutiji centriranoj u tocki R izvan
zavojnice, pa je vrijednost potencijala ograni¢ena na skup vrijednosti V(r — R),
gdje je r radijvektor Cestice. Situacija je prikazana na slici 7.

~——
Particle confined to a box, by a potential ¥ (r — R).

Slika 7: Skica uz izvod veze izmedu Aharonov-Bohm efekta i Berryjeve faze

Svojstvene funkcije Hamiltonijana su u tom slu¢aju dane Schrédingerovom
jednadzbom:

(21171 (ihV + qA(r)) + V(r — R)) U = Epthy, (40)

Uz uvodenje supstitucija analognih s (36) i (37) mogude je dobiti Schrédingerovu
jednadzbu za ) :

2
(-5 V> + V= R)) 01 = B (a)
Bitno je napomenuti kako je ovim postupkom dobiven 1)/, kao funkcija razlike
(r — R), za razliku od v, koji je funkcija zasebnog r i R.
Kako bi se dobio globalan rezultat koristan za integraciju, potrebno je ”kutiju
s Cesticom” pomicati oko zavojnice. Za usporedbu s Berryjevom fazom potrebno
je dobiti podintegralni skalarni produkt iz (32), sa skupom parametara x — R.
Kako je

Vit = Va(e i, (r — R)) = ~LA(R) + Vsl (r - R),  (42)

tako je skalarni produkt (definiran u L? prostoru) dan sa
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(0ol Vi) = [ €104 = Ry e (- AR, (xR + Vot~ ) r

iq 1% /
— AR - [ RVYL @ - R

(43)

gdje je iskoriStena ¢injenica da je Vg = —V, te da posljednji integral iScezava
jer je to oc¢ekivana vrijednost impulsa u svojstvenom stanju Hamiltonijana H =
—h%/2mV? + V. Ubacivanjem u (32) i koristenjem Stokesovog teorema dobije
se

yn(T):%j[A(RydR:%/(VxA)-da:%, (44)

§to je upravo razlika u fazi medu elektronima kod rekombinacije snopa pred-
videna jednadzbom (39).

6. Zakljucak

U ovom je seminaru izlozen novi pogled na nekoliko tema iz fizike koje na prvi
pogled nemaju gotovo nista zajednicko. Nakon uvodenja osnovnih definicija
paralelnog transporta i grupa holonomije, pokazano je kako je pomoc¢u njih
moguce sistematizirati neka geometrijska opazanja koja su zajednicka medu
danim sustavima i ukazati na zajednicko svojstvo - neholonomnost.

U opisu Foucaultovog njihala i Thomasove precesije iskoriStena je metoda
stoSca tangentnog na sferu koja predstavlja Zemlju, odnosno na hiperboloid
relativistickih brzina, te je pokazano da paralelan prijenos vektora duz krivulja
koje nisu geodezici opéenito ne vraca vektore u pocetno stanje, vec ih rotira pod
nekim kutom, ovisnim o parametru koji se gleda: u klasicnom sluc¢aju je to bila
geografska Sirina 6, dok je u relativistickom to bio Lorentzov faktor «. U oba
slucaja se krucijalnom pokazala metoda prikazivanja zakrivljene mnogostrukosti
Euklidskom, odakle je intuitivno poznat paralelni transport prenesen natrag na
mnogostrukost.

Iduéa poglavlja, nakon iznoSenja kvantnog adijabatskog teorema, opisuju
Berryjevu fazu kao geometrijsku posljedicu mijenjanja skupa parametara nekog
operatora po zatvorenoj krivulji u parametarskom prostoru. Jednadzba (25),
koja definira vlakno sveznja nad parametarskom mmnogostrukosti, je zanimljiv
materijal za daljnja razmatranja. Kao primjer pojavljivanja Berryjeve faze
navodi se Aharonov-Bohm efekt, koji proizlazi iz bazdarne slobode EM poten-
cijala i opisuje EM pojave bez prisutstva ikakvih polja, ve¢ samo potencijala,
koji su do tog predvidanja smatrani ¢isto matematickim konstruktom.

Za kraj je u Dodatku A naveden primjer Hamiltonijana sustava s dva nede-
generirana stanja u kojem se uvede perturbativna smetnja, te je objasnjeno
kako takav sustav moze objasniti porijeklo kvantizacije energije kao potpuno
geometrijski problem brojanja listova Riemannove plohe kompleksnog perturba-
tivnog parametra e. Navedena je i moguca poveznica takvog sustava s holonomi-
jom.
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Dodatak A: Primjer s perturbiranim Hamiltoni-
janom

Neka je dan perturbirani Hamiltonijan dvostanjskog sustava s nedijagonalnom
smetnjom (interakcijom) u obliku

i=(o5) (0 0) @

Ozna¢imo svojstvena stanja neperturbiranog sustava sa

v =(g): Wor=(9). (16)

sa svojstvenim energijama F; = a i F_ = b. Ukljuc¢ivanjem smetnje se mi-
jenjaju svojstvena stanja i energije. U ovom slu¢aju nas zanima samo ovisnost
svojstvenih energija o parametru e. Ta se ovisnost jednostavno moze dobiti
rjesavanjem Schrodingerove jednadzbe H|y) = E|).

Karakteristi¢na jednadzba:

det(H—-E-I)=FE?*—(a+b)E +ab— e =0, (47)

Cija su rjesenja dana s

Eai(e) = % (a+b+ Va—0p T4, (48)

Ukoliko se dozvoli da € poprima vrijednosti u kompleksnoj ravnini, vidi se da
tada razvoj u red izraza za energije dobije konacan radijus konvergencije, zbog
povecanja domene parametra e na Riemannovu plohu za drugi korijen (Slika

i(a—b)

8), odnosno ¢injenice da su €5 = £=5~ tocke grananja. Na Slici 9 iscrtkana

linija izmedu te dvije tocke (oznacenih crveno) predstavlja moguéi odabir reza.

=,

Slika 8: Riemannova ploha za odabrani rez funkcije energije

1z slika je vidljivo i da se zatvorene krivulje koje prolaze kroz neku tocku
(oznagenom plavom bojom) mogu podijeliti, za pocetak, u dvije vrste krivulja
(oznagene s 11 2): one koje prolaze neparan broj rezova i zavrse u istoj tocki
ali na drugom listu, stoga uvjetno re¢eno nisu ni zatvorene (osim ako se ne
dodefinira svojevrsni "most” izmedu listova koji se ne broji kao prolazak kroz
rez), i one koje prolaze kroz paran broj rezova (uklju¢ujuéi 0) i zavrse u istoj
tocki na listu od kojeg su krenuli.

Mogucée je intuitivno izvesti nekoliko zakljucaka o topoloskim svojstvima
razlicitih tipova krivulja:
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Slika 9: Prikaz dvije moguée krivulje na kompaktno prikazanoj Riemannovoj
plohi, odnosno kompleksnoj e ravnini.

e Nijedna krivulja tipa 1 nije kontraktibilna
e Korolar: sve kontraktibilne krivulje su nuzno tipa 2

e Sve krivulje oba tipa su involutorne: dvostruki prolaz krivuljama vraca na
izvorni list, odnosno po efektu je ekvivalentan krivulji tipa 2. To je zato
Sto se konkatenacijom dvije krivulje s n prolaza kroz rez efektivno dobiva
djelovanje krivulje s 2n prolaza, koja je tipa 2.

No, $to se uopée dogada prilikom prolaza kroz rez? Tijekom tog prolaza
energija F mijenja predznak ispred korijena, tako da prolaskom kroz rez zapravo
dobivamo kontinuiran prijelaz iz jedne svojstvene energije u drugu - funkcija
energije je jedinstvena u analitickom produljenju za € i iznosi

Be) = % (a0t Via o7 T 422) (49)

U tom smislu, energija uopcée nije kvantizirana u izvornom smislu rijeci -
kvantizacija koja se dogada sustavu je samo posljedica prolaza (glatkog, dapace
analitickog!) kroz rez na dvolisnoj Riemannovoj plohi, obilazeé¢i tocke grananja.
U tom prijelazu funkcija energije mijenja predznak ispred korijena.

Drugim rjec¢ima, kvantizacija energetskih stanja dolazi od brojanja listova
Riemannovih ploha perturbacijskog parametra e. Slican efekt se vidi i kod sus-
tava s n energijskih nivoa, jer je kod njih Hamiltonijan dan n X n matricom,
koja daje algebarsku jednadzbu n-tog reda za energiju, pa se shodno tome €
pojavljuje pod n-tim korjenom, bilo u eksplicitnim formulama za rjesenje jed-
nadzbe (za n < 4), bilo tijekom perturbativnog rjesavanja.

Ovdje je, naravno, "pod tepih podmeten” uvjet da Hamiltonijan mora biti
hermitski operator, $to je zadovoljeno za realni € i C', no ne vrijedi nuzno za kom-
pleksni € i C| te se kao posljedica javljaju kompleksne energije s kompliciranijim
fizikalnim znacenjem.

14



Eksperimentalna realizacija i opravdanje ovakvog postupka dano je u [12],
dok u [13] 1 [14], uz buduée pazljivo istrazivanje, postoji moguénost povezivanja
holonomije s tim fenomenom preko ondje iznesenih formalizma. Kao dobra
opcija se ¢ini navedenu pojavu proucavati i alatima monodromije.

Dodatak B: Poincaréova grupa

Poincaréova, odnosno nehomogena Loretzova grupa, je semidirektan produkt
Lorentzove grupe SO(1,3) i grupe translacija u prostor-vremenu. Djelovanje el-
emenata grupe se na vektore u 4-dimenzionalnom prostor-vremenu Minkowskog
moze zapisati kao

aH — AP ¥ + at, (50)

gdje su A*, Lorentzove matrice, a a* Cetiri parametra translacija u prostor-
vremenu. Grupa je 10-parametarska (6 parametara iz Lorenztove grupe i 4
parametra translacije), te osim generatora rotacija J* i generatora potisaka K*,
nasljedenih iz Lorentzove grupe, postoje i impulsi kao generatori translacija u
prostoru, P?, i Hamiltonijan kao generator translacija u vremenu, H.

Komutacijske relacije algebre koje opisuju odnos Hamiltonijana, prostornih
rotacija, potisaka i impulsa dane su sa:

[H, P =[P, P]=[H,J]=0 (51)
[K Z, H] =iP" (52)
[ P7) = et pF (53)
[K* J]:ZH(W (54)
[J,, J;| = i€ijidr (55)
[Ki, K] = —i€ijidy (56)
[Ji, K] = i€iju Kk (57)

U 3. poglavlju je posebno od interesa komutator (56), kojeg je mogule
protumaciti kao pojavljivanje prostorne rotacije u ravnini kombiniranjem dva
Lorentzova potiska, te je ta rotacija usmjerena u obrnutom smjeru od pravila
desne ruke (negativan predznak ispred strukturne konstante), u skladu s pred-
vidanjima ponasanja Thomasove precesije iz 3. poglavlja. (vidi npr.[11], str.
208)
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