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Sazetak

Prvii veéi dio seminara je geometrijski - konstrukcija kompleksifikacije vektorskih
prostora pa kompleksnih mnogostrukosti, te analiziranje njihovih svojstava. Drugi
dio je primjena dijela uvedenih alata na promatranje Newman-Janisovog trika - ge-
neriranja Kerrove metrike kompleksnom transformacijom Schwarzschildove metrike
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Za dani vektorski prostor (V,R) nad poljem realnih brojeva (realni vektorski prostor),
definiramo kompleksni vektorski prostor (VC, C) koji je kompleksifikacija realnog vektor-

skog prostora na nacin:

e Neka su X, Y € V vektori realnog vektorskog prostora. Tada je kompleksifikacija

vektorskog prostora V' dana vektorima Z = X +¢Y, odnosno

VE={Z|Z=X+iV;X,Y €V}

Kompleksifikacija V' je vektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva. Zbrajanje

vektora i mnoZenje skalarom definira se prirodno:

o /1 + Zy= (Xl +iY1) + (X2 +ZY§) = (Xl +X2) +Z(Y1 +Y2)
VXY, eV

e (a+if)(X+iY)=(aX —BY)+i(BX +aY)
Za vektore iz VC definira se kompleksna konjugacija na nacin

e 7=X+iY=X—-iY

Ako je (realna) dimenzija realnog vektorskog prostora dimg V' = m, tada je kompleksna

dimenzija kompleksifikacije dimc VC = m



1.2 Kompleksna struktura

Definicija 1. Kompleksna struktura na konacéno-dimenzionalnom vektorskom prostoru
je endomorizam J : V — V takav da je J(J(X)) = —X, odnosno J? = —id

Realni vektorski prostor sa zadanom kompleksnom strukturom oznac¢avamo (V,R; J)
Teorem 1. Dimenzija (V,R;J) je parna
Dokaz: J? = —id promotrimo kao matri¢nu jednadzbu pa uzmemo determinantu.
det(J?) = det(J)? = det(—1,) = (—=1)"

Pa kako je sa lijeve strane kvadrat (pozitivan broj), n mora biti paran. O
Prethodni teorem nam daje osnovu za kreiranje zapisa. Ako je dimenzija (V,RR;.J)
jednaka 2m = n:

e malim latinskim slovima (a, b, ¢, ...) oznacavamo vrijednosti indeksa i njihovu su-
maciju u rasponu 1,2, .....,n = 2m

Za kasniju uporabu veé¢ uvodimo

e malim grékim slovima (o, 8,7, ...) ozna¢avamo vrijednosti indeksa i njihovu suma-
ciju u rasponu 1,2, ...,m

e malim grékim slovima sa potezom (@, 3,7, ...) oznacavamo vrijednosti indeksa i
njihovu sumaciju u rasponu m+ 1,m + 2, ...,2m
1.3 Veza izmedu kompleksne strukture i kompleksifikacije

Kako bismo vidjeli na koji su na¢in kompleksna struktura J i kompleksifikacija VC vek-
torskog prostora povezani, za dani realni vektorski prostor sa kompleksnom strukturom
(V,R; J) kompleksifikaciju V€ dijelimo u dva podskupa:

e W(N)={Z|Z=X-iJ(X);X €V}
e W(N)={Z|Z=X+iJ(X); X €V}

Kompleksna struktura J je endomorfizam na vektorskom prostoru V', pa je J(X) takoder
vektor u V. Dva definirana skupa tada sigurno su podskupovi kompleksifikacije VC, a
pokazat ¢emo i da je njihova unija upravo cijeli VC. Takoder, vektori Z € W (.J) upravo
su kompleksno konjugirani parovi vektorima Z € W(J)

Teorem 2. Za (V,R;J) realni vektorski prostor sa kompleksnom strukturom vrijedi da
je njegova kompleksifikacija VC = W (J) @ W(J)

Dokaz Trebamo pokazati da je W (J) N W (J) = {0} i da je bilo koji vektor element
kompleksifikacije sa¢injen od vektora elemenata navedenih skupova.



Promotrimo dva vektora; X1 —iJ(X1) € W (J) i Xa+iJ(X3) € W(J). Pretpostavimo
suprotno: ako presjek gore navedenih skupova nije prazan skup, tada bi bilo moguée da

X1 — ZJ(Xl) = X9+ ZJ(XQ)

no kako je J linearno preslikavanje, izjednaCavanje realne i imaginarne komponente pov-
laci da je X1 — Xo = J(X1 + X2) =0, odnosno X; = X9 =0
Uzmemo i neki vektor Z € VC, Z = X| 4+ iX, gdje su X1, Xy € V, postoje takvi
vektori 1
Y = §(X1 + J(XQ) — iJ(Xl + J(XQ))) S W(J)

Y, = %(X1 —J(Xo) —iJ(X1 — J(X32))) €e W(J)

koji zbrojeni daju upravo Z. Bududi da je konstrukcija opéenita, tvrdnja je zadovoljena.

O]

Korolar 1. Vrijedi i obrat, za dani (V,R) i kompleksifikaciju VC podijeljenu na kom-
pleksno konjigirane podskupove V€ = U @ U postoji kompleksna struktura J ua V takva
daje W(J)=UiW(J)=U.

Prethodni podskupovi kompleksifikacije omoguéuju nam prirodno klasificiranje vek-
tora Z € V& = W(J) @ W(J); vektori Z € W(J) su tipa (1,0), vektori Z € W(J) su
tipa (0,1).

Jedan koristan nacin provjere kojem tipu odgovara pojedini vektor dobijemo prosi-
rimo li djelovanje endomorfizma J na kompleksifikaciju, J : VC — V| na nacin da

J(X +iY) = J(X) +iJ(Y)

Tada se W (J) sastoji od onih vektora za koje vrijedi J(Z) = iZ, a kompleksno konjugi-
rani skup W (J) od onih vektora za koje vrijedi J(Z) = —iZ gdje crta samo naglasava
razliku pripadnosti skupu.

1.4 Kompleksifikacija dualnog vektorskog prostora

Dualni (vektorski) prostor V* prostoru (V,RR; J) sastoji se od svih linearnih preslikavanja
w : V — R. Kompleksifikacija dualnog vektorskog prostora V*C je kompleksni vektorski
prostor svih linearnih funkcija w + 40 : V' — C zadanih da vrijedi (w +i0)(X) = w(X) +
i0(X). Postoji jednostavan izomorfizam izmedu kompleksifikacije dualnog vektorskog
prostora i dualnog prostora kompleksifikaciji.

Kompleksna stuktura J na V prirodno inducira kompleksnu strukturu J* na V*. Za
svaki w € V* definiramo J*(w) € V* na na¢in

JH(w)(X) = w(J (X))

za svaki X € V. MoZzemo jednostavno provjeriti da J* zadovoljava svojstva kompleksne
strukture

(T (@)(X) = J*(W)(J (X)) = (@) J*(X) = w(-X) = —w(X)



Analogno podjeli kompleksifikacije vektorskog prostora V', kompleksifikaciju dualnog
vektorskog prostora V* mozemo podijeliti na kompleksno konjugirane podskupove
V€ =W (J*) @ W(J*) , odnosno koridtenjem konjugirane kompleksne strukture, djelo-
vanja progirenog na V*C mozemo klasificirati dualne vektore u tipove:

J*(w) =iw = (1,0)

J*(n) = —in=(0,1)

1.5 Baze vektorskih prostora

Neka je {e1,....,e,} baza vektorskog prostora V i neka je {e*!,....,e*"} baza dualnog
vektorskog prostora V*
Kompleksnu strukturu tada mozemo zapisati kao realnu matricu:

J(eq) = Jabeb

pa i definiciju kompleksne strukture Jabec = —0¢ koristiti da bi nasli svojstvene vrijed-
nosti njene matrice
J, 020 = 20
J 0T 020 = —2¢ = \J,2b
=A== A=+

Buduéi da je J,° realna (inace ne bi bila endomorfizam) 2m x 2m matrica, sastoji se od
m svojstvenih vrijednosti 4, te m svojstvenih vrijednosti —i.

Odmah uocavamo da su po prethodnoj klasifikaciji kompleksni vektori z¢ za koje je
svojstvena vrijednost +i tipa (1,0), dok su oni ¢ja je svojstvena vrijednost —i tipa (0, 1)

Za zadanu bazu {e*!, ..., e*"} definiramo elemente A € V*C. Ovakva nova konstruk-
cija posluzit ¢e za definiranje dobre baze kasnije. Pamtimo da je A: V — C

M (X) =e"(J(X)) +ie"(X)

Takav je element tipa (1,0), a definiramo i njegov kompleksno konjugirani par

A(X) =e"(J(X)) —ie™(X)

koji je tipa (0,1). Kada ove izraze u potpunosti raspiSemo po bazama vidjet ¢emo zasto
je ovakav A\ dobar odabir.

AY(X) = e*(J(xbep)) + ie*(xPep)
= 2be* J, %, + izPe e,
= 2(J, %02 + io)
= 2(J,* +id%)



Budud¢i da je m svojstvenih vrijednosti matrice J,* upravo jednako i, posljdeica toga je
da je rang 2m x 2m matrice (J,* +4dy) jednak m, odnosno to¢no m od ukupno n = 2m
definiranih X je C linearno nezavisno. Kako su ti dualni vektori tipa (1,0), A!, ..., \™ &ine
dobru bazu za potprostor W (J*). Analogno tome, Xl, N Eine bazu za W (J*)

Objedinjeno, objekt koji pripada kompleksifikaciji dualnog vektorskog prostora pi-
Semo

A& = ua + i'ua

Gdje koristimo prethodno uvedenu notaciju indeksa. Objekti u%, u® takoder su linearno
nezavisni. MoZemo odabrati dualni prostor dualnom prostoru (Sto u konac¢nici vodi na
originalni prostor), takav da je njegova baza E,, Eg ortogonalna na elemente baze dane
sa u%, . Moze se pokazati da takva baza ima svojstva

J(E) = Ex;  J(Ex) = —Ep (1)

2  Kompleksne mnogostrukosti

Mnogostrukost je Hausdorffov topoloski prostor u kojem svaka toc¢ka ima otvorenu oko-
linu homeomorfnu sa R™. Za kompleksne mnogostrukosti koristit ¢emo homeomorfizam
na C". Kako bismo mogli iskoristiti ¢im viSe alata znanih za realne mnogostrukosti,
za konstrukciju kompleksnih mnogostrukosti trazit ¢emo realne mnogostrukosti parne
realne dimenzije n = 2m. Taj korak moZzemo dodatno motivirati ¢injenicom da je R?
homeomorfan sa C.

Neka je M mnogostrukost realne dimenzije n = 2m. U danoj karti, tocka p € M
preslikava se u (ima koordinate):

z(p) = (z!,...,2") € R"

merl’ Qm).

Buduéi da je n paran broj, realne koordinate mozemo podijeliti u (z!, ..., 2™) i (
Definiramo kompleksne koordinate 2z, ..., 2™ tocke p na nadin

ey &

2% =% 4+ it = 2 4 iz

Gdje u prvi plan dolazi konvencija o notaciji navedena ranije: « su indeksi u rangu
(1,...,m); @ su indeksi u rangu (m + 1,...,n = 2m). Ovim korakom na mnogostrukost
nije uvedena nikakva dodatna struktura niti restrikcija. Samo je promijenjena notacija.
Informacija koja je do sada bila upisana u 2m realnih brojeva, sada je upisana u m
kompleksnih brojeva.

Pogledajmo sto se dogada pri prelasku sa jedne koordinatne karte na drugu. Neka
jep € UNU', tako da je karta x : U — R™, a 2/ : U’ — R", a zbog jednostavnosti,
ograni¢imo domene karti z i 2’ na podrudje presjeka UNU’. Neka je W = z(UNU"), W' =
2(UNU’). Tada je

dox bW W

homeomorfizam.



Prema tome, postoji bijekcija izmedu koordinata tocke p.
2 = 2% (2?)
= ﬂza(xb/)

Kako smo ranije uveli kompleksne koordinate samo kao alternativno zapisane realne
koordinate, vrijedit ¢e i bijekcije izmedu njih.

2 = 228, 2P)
2% = 2227 2P

Gornja je bijekcija sasvim opcenito zapisana, a u notaciji treba pripaziti da je drugi ¢lan
u zagradi sa crtom preko kompleksno konjugiran prvome, odnosno da se crta ne odnosi
na brojanje indeksa.

2.1 Kompleksna struktura

U prethodnom poglavlju na mnogostrukost nismo postavili nikakve zahtjeve ili ogra-
ni¢enja. Struktura na mnogostrukosti je zahtjev na funkcije prijelaza izmedu karata.
Diferencijalna struktura je zahtjev u kojem su prijelazne funkcije C*°. Ime strukture
prelazi na mnogostrukost u pitanju, pa se mnopgostrukosti sa takvim ograni¢enjem zovu
diferencijalne mnogostrukosti.

Kompleksna sturktura je zahtjev u kojem mnogostrukost koju mozemo prekriti sku-
povima U, U’, ..., na svakom presjeku U N U’ ima holomorfne prijelazne funkcije

2% = ¢ (Z’B)

Definicija 2. Kompleksna mnogostrukost (mnogostrukost sa kompleksnom strukturom)
je takva mmnogostrukost koju moZemo prekriti otvorenim skupovima U,U’, ... homeomor-
fnim sa R™ n = 2m, takva da za svaki par kompleksnih koordinata z, 2 povezane sa
otvorenim okolinama U, U’ U N U’ # O vrijedi

a/

2 = 2% (%) je holomorfna funkcija

02"
det(ﬁ) %0, odnosno, lokalno postoje inverzne funkcije
z
Buduéi da smo ranije definirali kompleksne koordinate kao z& = % + iz®, moZemo
iskoristiti Cauchy-Riemannove uvjete za holomorfne funkcije iskazane na realnim koor-

dinatama, odnosno funckijama prijelaza

7 =P (2%, 2%) ; 2 = 2 (2, %)
pa za njih vrijedi

oz” oz? oz’ oz

dr®  9x® ' dx®  Qav

7



Konsktrukciju kompleksnih mnogostrukosti mogli smo zapoceti i tako da smo odmah
trazili da su lokalne okoline homeomorfne sa C™, pa nametanjem uvjeta holomorfnosti
na prijelazne funkcije. Buduéi da je C™ homeomorfno sa R?™, dvije su konstrukcije
ekvivalentne. Prednost gornjeg postupka je oslanjanje na poznata svojstva realnih mno-
gostrukosti.

Teorem 3. Kompleksne mnogostrukosti su orjentabilne
Dokaz: Za orjentabilnu mnogostrukost, realne koordinate mnogostrukosti zadovolja-

vaju uvjet det %"371 > 0. Ako primjenimo notaciju indeksa definiranu gore kako bismo

prosirili matricu Jacobiana, i potom iskoristimo Cauchy-Riemann uvjete:

4 8:1:0‘/ ox®
det (('“)x“) =det | 922 027

oxb Oz oz
0xP 9xB
oz’ oz’
6 B
=det | 9 Ox
_ 9z 9a®

>0

2.2 Primjeri kompleksnih mnogostrukosti

Najjednostavniji primjer kompleksne mnogostrukosti je naravno R>™. Bududi da je R*™
moguce prekriti ve¢ samo jednim otvorenim skupom homeomorfnim sa R?”™, mozemo
uzeti standardne koordinate z',..., 2™, 2™+, ..., 2?™ preko cijele mnogostrukosti. Kom-
pleksne koordinate tada su z* = z*+ix®. Takav koordinatni sustav (i prijelazne funkcije
koje su trivijalne) definira kanonsku kompleksnu strukturu nad R?™, pa se ta mnogos-
trukost sa tom kompleksnom strukturom oznacava kao C™.

Sljedeéi primjer su kompleksni projektivni prostori CP™. Njih definiramo na nacin da
uzmemo C™*! odstranimo tocku (0, ..., 0), i identificiramo tocke koje su proporcionalne
(2%, ..., 2™ ~ (k2! ..., k2™, kK # 0. Dobiveni prostor na sljedeé¢i na¢in mozemo
prekriti lokalnim koordinatnim kartama:

Za one tocke za koje vrijedi da je z# # 0 (u-ta koordinata razli¢ita od nule), formiramo

lokalne koordinate N
z
wy = prilei Loop—1Lpu+1...om+1
Tocke za koje su te koordinate dobro definirane éine otvoreni skup homeomorfan sa R?™.
Familija svih m 4 1 takvih otvorenih skupova prekriva CP™. Na presjeku dva takva

skupa vrijedi

o

a A o3
a_z _z”_wﬂ
w, = = =—
viooor 2 Y
zH K

wy, je po konstrukciji na presjeku razlicit od nule, pa su prijelazne funkcije holomortne,
odnosno ¢ine kompleksnu strukturu za CP™.



2.3 Konjugirane mnogostrukosti

Definicija 3. Za danu mnogostrukost sa kompleksnom strukturom {(U, z%), (U, zﬁl), -t

konjugirana kompleksna struktura je {(U, z%), (U’,27"), ...}
Teorem 4. Konjugirana kompleksna struktura je kompleksna struktura

Dokaz: Moramo pokazati kako su prijelazne funkcije 28" = 28'(2%) holomorfne funk-
cije svojih argumenata.

Kako znamo da su prijelazne funkcije 27" = zﬁ/(za) kompleksne strukture holomorfne,
kreéemo odatle, i razvijamo u red:

Zﬁ/ — Z Rni,..nm (zl _ Zl|0)n1 . (Zm . Zm‘o)nm

Prethodni izraz mozemo kompleksno konjugirati, pa dobiti
=Y gy (B = 2™ (7 )

pa je vidljivo da su 2% holomorfne funkcije svojih argumenata. ]

Mnogostrukost sa konjugiranom kompleksnom strukturom mozemo promatrati i kao
razli¢itu mnogostrukost od pocetne, i nazvati ju konjugirana mnogostrukost. Korisnost
konjugirane mnogostrukosti otkrit ¢e se kasnije pri promatranju funkcija i njihovih deri-
vacija.

Definicija 4. Za danu kompleksnu mnogostrukost M, konjugirana mnogostrukost M je
takva mnogostrukost tako da

e postoji homeomorfizam * : M — M

e Ako je (U,2%) karta na M; x(U) =V tada je (V,w®) karta na M

o Vrijedi da je w*(x(p)) = z%(p) za svakip € U

Buduéi da ¢emo kompleksnu mnogostrukost i konjugiranu mnogostrukost promatrati
u paru, sukladno sa prijasnjom notacijom indeksa oznacavat ¢emo kooridate konjugirane
mnogostrukosti w®(*(p)) kao produzetak koordinata pocetne kompleksne mnogostru-
kosti.

w(x(p)) = 2%(x(p))
Po definiciji znamo da je 2%(x(p)) = 2%(p). Indeksi a su u rasponu od 1, ...,m, dok su
indeksi @ u rasponu od m + 1, ..., 2m.




2.4 Produktna mnogostrukost

Kompleksnu mnogostrukost M i njen konjugirani par M promatrat ¢emo zajedno u
objektu koji zovemo produktna mnogostrukost M x M. Kompleksnu strukturu za pro-
duktnu mnogostrukost definiramo na prirodan nacin: Ako M ima kompleksnu strukturu
(karte i holomorfne prijelazne funkeije) {(U, 2%), (U’,2%"),...}, a M kompleksnu struk-
turu {(V,2%), (V’,2%),...}, produktna mnogostrukost je prekrivena otvorenim skupo-
vima {U x V,U’ x V', ...}, a totkama poput p € U x V pripada n = 2m kompleksnih
koordinata 2%, 2%, zajedno oznacenih kao 2. Klju¢na informacija za strukturu nalazi se
u prijelaznim funkcijama.

Na presjeku (U x V) N (U’ x V') definiramo holomorfne koordinatne transformacije
za 2%.
2% = fa/(zﬂ ) « Postoji jer je M kompleksna mnogostrukost

2% = fo(28) + Nova funkcija
o se definira preko fo (w?) = fo'(wP) = fo'(z8). To jest, bududi da je promjena

koordinata originalne kompleksne mnogostrukosti holomorfna funkcija po definiciji:

2 =3 Rnp (2 = 2 o)™ (2™ = 2 o)

a koordinate koje pripadaju konjugiranoj mnogostrukosti su po konstrukciji kompleksno
konjugirane koordinatama originalne mnogostrukosti:

2 =3 g (27 = 2T o)™ - (27 = 2oy

Sigurni smo da je novokonstruirana funkcija f® holomorfna funkcija svojih argume-
nata. Ovakve koordinatne transformacije ne mijeSaju koordinate sa i bez crte. Opéenito,
moguce je definirati holomorfne prijelazne funkcije i bez tog zahtjeva, no kasnije ¢e nam
trebati potprostori za koje ée ovo svojstvo biti vazno.

2.5 Realni podprostor

U primjeni na kompleksne koordinatne transformacije na prostor-vremenu, trebat e
nam realni podprostor produktne mnogostrukosti. Kao podmnogostrukost odabiremo
one tocke za koje vrijedi svojstvo

M ={(p,q) € M x M|z%(q) = 2%(p)} C M x M
Primjer C x C se sastoji od tocaka (z,w), gdje su z = x + iy, w = u + iv. Podprostor

odabiremo kao one tocke za koje je w = Z, odnosno tocke (2,z) = (z,y,x, —y), §to ¢ini
C=R2

10



2.6 Funkcije i analiticko produljenje

Zelimo promotriti funkcije na kompleksnoj mnogostrukosti f : M — C, s tim da ¢emo
funkcije koje poprimaju realne vrijednosti f : M — R gledati samo kao poseban slucaj
funkcija koje poprimaju kompleksne vrijednosti.

Za zadanu realnu analiticku funkciju f(z®, %), funkcija f(2%, 2%) neée opcéenito biti
analiticka, a upravo takve funkcije éemo dobiti nakon kompleksne koordinatne transfor-
macije. Ipak, jednostavno moZemo konstruirati kompleksnu analiticku funkciju F (2%, 2%)
koju zovemo analit¢ko produljenje: f(z®, %) je analiticka pa je razvijemo u red, potom
napravimo supstituciju

—_

1

% = —(2%+29) xazi

(= — 29)

[\

Kona¢no, zamijenimo 2% sa z% ¢ime smo dobili kompleksnu analiticku funkciju F (2%, 2%)
nad M x M. Dobitak nakon ovog postupka je moguénost definiranja derivacija.

Definicija 5. Za danu realnu analiticku funkciju f(x®, z%), i dobivenu funkciju f(2%,2%)
definiramo
If (2%, 2%) _ IF(2%,2%)
0zP 0zP

=20

Of (2%, 2%)  OF(z%,2%)
028 028

&=z

Kolokvijalno receno, pravimo se da su z% i z® nezavisni, preselimo se u produktnu
mnogostrukost, promjenimo notaciju, odnosno napravimo analiticko produljenje (z& =
2%), deriviramo po argumentu koji nam treba, pa se kona¢no vratimo u realni podprostor
identifikacijom z% = 2.

3 Tenzori na kompleksnoj mnogostrukosti

Bez referiranja na kompleksnu strukturu mnogostrukosti, vektor koji pripada tangentnom
prostoru nad to¢kom p € M moZemo zapisati u bazi n vektora {%}, gdjejea=1,...,n =
2m, ili u bazi m + m vektora {a%, a%} kao

0 5 0 -
X = 50‘8? + §O‘ﬁ — £4,£% € R, baza nad realnim koordinatama

Za kotangentni prostor takoder moZemo odabrati bazu podijeljenu u dva dijela {dz®, dx®}
pa dualne vektore zapisati sa realnim komponentama kao

w = wadz™ + wgdz®
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3.1 Kompleksifikacija tangentnog prostora

Kao u prvom poglavlju, tangentni vektorski prostor mozemo kompleksificirati: ako su
X,Y € T,M, kompleksifikacija T, M C su svi vektori oblika X + ¢Y. Zapisano u bazi

o) o)
{geas gom}
X4+iY = (€% +in") s + (€7 + 1) -
ox™ ox™
Vektori baze i dalje su definirani nad realnom koordinatnom bazom, samo su kom-
ponentne vektora sada kompleksni brojevi.

3.2 Kompleksna struktura na tangetnom vektorskom prostoru

Definicija 6. Kanonska kompleksna struktura za T, M kompleksne mnogostrukosti M je
kompleksna struktura za koju vrijeds

0 0
J(—)=—=
( ox® ) or®
0 0
(52) =~ 5o
ox ox
Iz definicije je vidljivo da je J 2= —1d, pa je konstrukcija dobra kompleksna struktura

za vektorski prostor.
Vektore iz kompleksifikacije tangentnog prostora dijelimo u dvije vrste:

tip (1,0) za koje vrijedi J(V) =iV — V =¢v52. — g2
tip (0,1) za koje vrijedi J(V) = =iV — V = 5% + it 50

Prema teoremu 2 znamo da ova podjela prekriva cijeli tangentni prostor.

3.3 Kompleksna struktura na kotangentnom prostoru

Kompleksna struktura na tangentnom prostoru J prirodno generira kompleksnu struk-
turu na kotangentnom prostoru J* na na¢in da J*(w)(X) = w(J(X)), pa vrijedi (u

svakoj koordinatnoj bazi) B
Jrdx™ = —dx®

J*dx® = dx®
Bazu kotangentog prostora moZzemo podijeliti prema tipovima 1-formi:
tip (1,0) za koje vrijedi J*(w) = iw baza su dualni vektori oblika A% = i(dz® + idz®)

tip (0,1) za koje vrijedi J*(w) = —iw baza su dualni vektori oblika ™ = —i(dz® — idz®)
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3.4 Veza kanonske kompleksne sturukture i kompleksne strukture mnogostrukosti

U ovom trenutku se pocinju povezivati svi uvedeni koncepti. Umjesto realnih koordinata
%, % sada iskoristimo kompleksne koordinate z® = z% + iz®, 2% = % — iz®, pa bazu
kotangentnog prostora mozemo pisati na nacin

A =i-d(z® +i-2%) =idz”
A= —i-d(z® —i2%) = —idz® = idz™
To znadi da umjesto A%, A% kao bazu za kompleksificirani kotangentni prostor mozemo
uzeti dz®, dz®. Dakle, kompleksna struktura mnogostrukosti (odabir kompleksnih koor-
dinata i holomorfnih prijelaznih funkcija) omoguéila nam je identifikaciju baze komplek-
sifikacije kontangentnog prostora sa bazom kotangentnog prostora kompleksne mnogos-
trukosti. Isti mehanizam mozemo iskoristiti na tangentnom prostoru.

Dvostruko dualni prostor je opet originalni prostor. Baza dualna bazi dz®,dz® je
a%, 8%. Koriste¢i vezu sa realnim koordinatama i bazom kompleksifikacije dualnog
prostora iskazanom preko realnih koordinata, mozemo zakljuciti vezu izmedu "realne" i
"kompleksne" baze (pojmovi su pod navodnicima jer pridjevi realna ili kompleksna ne
odgovaraju bazama, veé¢ koordinatama nad kojima je baza sagradena).

0 1,0 .0

920~ 25 g (2)
0 1 0 0
557 = 2\ 9ga T igg) (3)

3.5 Tenzori

Tenzore definiramo uobic¢ajeno, kao multilinearna preslikavanja sa tangentnog i kotan-
gentnog prostora u kompleksne brojeve. Zapisano u navedenim bazama, primjer tenzora
ranga (1,1) je

T=t/ds*® — 0 +tﬁda a,+t Bz @ 87+tﬁd s

dxP oxf OxP daP )
_ 7P O 5+ T A 9 irtime l iriare L ()
8 82/8 @ aZ’B @ azﬁ

Gdje malim slovima oznac¢avamo komponentne tenzora vezane uz realnu bazu, a velikim
uz kompleksnu bazu. Notaciju indeksa mozemo objediniti, pa tako latinskim indeksima
oznacavati sve indekse od 1, ...,2m, a kompleksnim koordinatama pridjeliti: z* = 2% za
a=1,...m, 2°=zzaa=m+1,...,2m.

Kao u prvom poglavlju, kanonsku kompleksnu strukturu iz definicije 6 proSirimo na
domenu kompleksifikacije tangentnog prostora, pa se po 2 i 3 zakljuCuje da je njeno
djelovanje opisano sa

0 .0 0 .0
J(@) =iy J(ﬁ) = l5a (6)
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Teorem 5. Ako kanonska kompleksna struktura ima oblik dan izrazima 6 u dvije presje-
cajuce karte, tada je kompleksna koordinatna transformacija analiticka.

Dokaz: Jednostavnim koriStenjem promjene koordinata i djelovanja kompleksne struk-
ture dobije se rezultat kako su sve transformacije analiticke.
3.6 Realni tenzori

Definicija 7. Realni tenzor je takav tenzor cije kompleksne komponentne zadovoljavaju
uvjet
b... _ ab..
A cd... =T cd..

Primjer Neka je V' vektor zapisan u realnoj bazi V = £¢ aia + 556%. Uvjet real-

nosti komponenti vektora je V =V, §to povladi & = 57“,756 =¢@ (Komponentne su

realni brojevi). U kompleksnoj bazi taj uvjet glasi V® = V@, V@ = V& ypravo kao u
prethodnoj definiciji.

3.7 Podjela na tipove vektora i dualnih vektora

Po definiciji, vektori tipa (1,0) su oni za koje vrijedi J(V') = iV. To daje uvjet na realne
komponente vektora £¥ = —if%, pa se iz pravila za transformaciju komponentni tenzora
moZe dobiti da su svi vektori tipa (1,0) oblika

o 0
V—V@

i analogno:
Vektori (0,1) — V = VoL
1-forme (1,0) — w = Qadz®

1-forme (0,1) — w = Qgdz®

3.8 Kompleksni tenzori na kompleksnoj mnogostrukosti

Moze se pokazata da, ako su prijelazne funkcije holomorfne, odnosno ako za njih vrijede
Cauchy-Riemann uvjeti, zakon transformacije tenzora ne mijeSa indekse sa i bez crte
(svojstvo koje je sepicificna za kompleksifikaciju tangentnog i kontangentnog prostora
samo na kompleksnoj mnogostrukosti):

;5 92 028 ozt 0zV x
B ... _ Ko X
gz = () g (o) T (7)
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4 Zamalo kompleksne mnogostrukosti

Definicija 8. Zamalo kompleksna struktura na diferencijalnoj mnogostrukosti M je re-
alno vektorsko polje ranga (1,1) za koje vrijedi

za, svako glatko vektorsko polje €. Mnogostrukost na kojoj postoji takva struktura zove se
zamalo kompleksna mnogostrukost.

Zapisano u komponentama, zamalo kompleksna struktura je realno tenzorsko polje
4P ¢je realne komponente zadovoljavaju

jajs" = =6, (8)

Nad svakom toc¢kom p € M skoro kompleksna struktura inducira kompleksnu strukturu
za tangentni vektorski prostor 1), M.

Teorem 6. Kompleksna mnogostrukost dopusta zamalo kompleksnu strukturu.

Dokaz: Budud¢i da je kanonska kompleksna struktura za 7, M na kompleksnoj mno-
gostrukosti dobro definirana nad svakom to¢kom p € M, ona generira zamalo kompleksnu
strukturu kao realno vektorsko polje nad M. O

Takva zamalo kompleksna struktura, inducirana kanonskom kompleksnom struktu-
rom, zove se integrabilna.

Pitanje je mozemo li za danu zamalo kompleksnu strukturu otkriti je li integrabilna.

4.1 Nijenhuisov tenzor

U svrhu nalaska algoritma kojim bismo provjerili dopusta li mnogostrukost kompleksnu
strukturu, ili zamalo kompleksna struktura nije integrabilna (veé¢ definirana sama za sebe)
definira se Nijenhuisov tenzor.

Definicija 9. Nijenhuisov tenzor N mnogostrukosti sa zamalo kompleksnom struktu-
rom J je tenzor cije su realne komponentne (komponente vezane uz bazu definiranu nad
realnim koordinatama) dane sa:

nabc = .jas(.jbc,s - jsc,b) - jbs(.jac,s - jsc,a) (9)
Pri cemu su j,° realne komponente tenzorskog polja J.

Teorem 7. Iscezavanje Nijenuhisovog tenzora nuZan je i dovoljan uvjet da bi zamalo
kompleksna struktura bila integrabilna

Dokaz je izravan, no poprilicno dug. Veoma dobar postupak nalazi se u [1].
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5 Hermitske i Kdhlerove mnogostrukosti

Kada je uz kompleksnu strukturu na mnogostrukost postavljena i Riemannova struktura,
postavjla se pitanje njihove komplatibilnosti. Uvjeti Hermitske strukture daju odgovor,
a Kéhlerove mnogostrukosti najogranicenije su od objekata sa Hermitskom strukturom.

5.1 Hermitska struktura na vektorskom prostoru

Definicija 10. Hermitska struktura na realnom vektorskom prostoru V sa kompleksno-
nom strukturom J je preslikavanje H : V x V. — C takvo da:

(i) H(aX; + X2,Y)=aH(X1,Y)+ SH(Xs,Y)
(i) H(X,Y) = H(Y, X)
(isi) H(J(X),Y)=iH(X,Y)
Za o, ER, X1,X0, X, Y €V.
Podijelimo li Hermitsku strukturu na realni i imaginarni dio
H(X,)Y)=F(X,Y)+iG(X,Y) (10)
i primjenimo svojstvo (ii), mozemo o¢itati simetrijska svojstva

F(X,Y) —iG(X,Y) = F(Y, X) +iG(X,Y)
= F(X,Y)je simetri¢an
= G(X,Y)je antisimetri¢an

H(X,Y) je pozitivno definitna ako je F'(X,Y") pozitivno definitno preslikavanje

Definicija 11. H = —%G(X, Y) je jedinstvena 2-forma, koju zovemo Kdhlerova forma
Hermitske strukture H.

5.2  Hermitske mnogostrukosti

Definicija 12. Neka je M mnogostrukost sa Riemmanovom metrikom g i zamalo kom-
pleksnom strukturom J. M je zamalo Hermitska mnogostrukost (dopusta zamalo Her-
mitsku strukturu) ako i samo ako

g(JX,JY)=g(X,Y)
Zapisano po komponentama
" Iy Gmn = Gab
Tenzor zamalo Hermitske strukture je definiran kao
Hap = gab — iJap

gd.]e je Jab = Jamgmb~
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Teorem 8. Tangentni prostor nad tockom zamalo Hermitske mmnogostrukosti dopusta
Hermitsku strukturu.

Dokaz: Trazena Hermitska struktura za tangentni prostor je (zapisano u komponen-
tama) upravo zamalo Hermitska struktura mnogostrukosti.

Hab = Gab — Z‘Jab (11)

Zadovoljava sve uvjete iz definicije 10, pa ¢ini Hermitsku strukturu na tangentnom pros-
toru. O
Ranije definirana Ké&hlerova forma tada moZze biti izraZena kao

J = %Jabdxa A dab (12)

Definicija 13. Hermitska mnogostrukost je zamalo Hermitska mnogostrukost za koju je
kompleksna struktura integrabilna.

Teorem 9. Neka su 2%, z% kompleksne koordinate na Hermitskoj mnogostrukosti. Tada
je metrika "hibridna":

oit = 835 = 9" = 47 =0 (13)

Dokaz: 1z 6 je vidljivo da u kompleksnom koordinatnom sustavu J,® ima komponente
I =0r =0 J,0=is,0 10 =i (14)

Tada iz definicije 12 slijedi:
9ap = Jo""J5" gmn = Jo " J" 9w = (10,")(105") g = —gap = 0 (15)

Analogno za ostale komponente. ODa
smo poceli sa ravnom realnom Riemannovom metrikom ds? = da? + dy? + ... i napravili
zamjenu koordinata u z = x + iy, Z = x — iy, metrika bi izgledala poput ds®> = dzdz + ....
Hermitska mnogostrukost imat ¢e metriku koja ¢e biti generalizacija ovog oblika (nema
¢lanova zajedno sa crtom ili bez crte preko).

5.3 K&hlerove mnogostrukosti

Definicija 14. Zamalo Kdihlerova mnogostrukost je zamalo Hermitska mnogostrukost za
koju tenzorsko polje zamalo kompleksne strukture zadovoljava

d(Japdz® A dzb) = 0 (16)

Kao i u prethodnim situacijama, gubitak pridjeva opisne rijeci zamalo dolazi sa inte-
grabilnosti kompleksne strukture.

Definicija 15. Kdhlerova mnogostrukost je zamalo Kdhlerova mnogostrukost sa integra-
bilnom zamalo kompleksnom strukturom
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6 Diferencijalna geometrija na Kihlerovim i Hermitskim mnogostrukos-
tima

U traZenju afine koneksije, Hermitska struktura vodi na odabir koji nije nuzno kompa-
tibilan sa Riemmanovom koneksijom. Zanimljiv je rezultat da u slu¢aju ograni¢avanja
na Kahlerovu strukturu, koneksija postaje kompatibilna sa Riemannovom koneksijom
(u smislu da bi isti izrazi bili dobiveni direktnim uvrSsavanjem u uobicajene izraze za
Riemannove Christoffelove simbole).

6.1 Kovarijantna derivacija

Pogledajmo §to se sa parcijalnom derivacijom nekog vektora dogada pri promjeni kom-
pleksnih koordinata 2%, 28 u 2%, 2%’

.8 [0 o (97 925
/ B = m = — 'u' M =
OV 0z (82’” v ) 0z ( OzH v ) ( OzZF 0)

ERNCE
0z% 9zv \ Ozt

02 2P ( 0 V“) N 9z¥ 9228

m

02 9z \ 9z 0z Ozv Ozt

Analogni nekovarijantni ¢lan pojavljuje se u sluc¢aju %Vﬁ. Zanimljivo je kako je parci-
jalna derivacija sa mijeSanim indeksima automatski kovarijantna.

9zFF O 05
B _ 9 v
OtV <aza’az#> ((%VV )

_0ZF 95
929 02

v

. 3 . oo . . .

I analogno u slucaju 0, V?. Bududi da metrika ima samo mijeSane ¢lanove, njome mo-
zemo Clanove sa crtom preseliti u ¢lanove bez crte i obrnuto. Uz tu motivaciju definiramo
novu kovarijantnu derivaciju.

Definicija 16. Na Hermitskoj mnogostrukosti Hermitska kovarijantna derivacija D de-
finirana je na nadcin:

,D)\Toz..ﬂ...V . _ (gﬁa N PR ) 8)\ (TP--ﬂmU 3 Gppp* gaﬁ .. ) (17)

DT = (gﬂﬂ,..gyg...>ai(T‘X~~'ﬁ~~7“3wgﬁu...g‘”‘...) (18)

Kolokvijalno receno, najprije promijnimo vrstu indeksa, deriviramo a potom vra-
timo na staru vrstu indeksa. Kao i kod Riemmanove geometrije, kovarijantnu derivaciju
mozemo zapisati kao parcijalnu derivaciju sa "poprvakama" za kovarijantnost.
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Teorem 10.

a...(... _ a...(... o p...03...
DT 5. T AR Y A
T 5 - (1)
.S _ a...0... 3 Q...p...
D)\ b Cf&T 5...9... + )TPT 5...0... +
,YJETQ...B..;YWUW o (2())

Gdje su ’yo‘)\p = 9" O\gpp 1 75/\7 = 95“(%\95“

Izrazi u prethodnom teoremu formalno su jednaki izrazima za Riemmanovu kovari-
jantnu derivaciju (ako zanemarimo komplikaciju precrtanih indeksa). v%,. nisu opcéenito
simetri¢ni u donjim indeksima, $to ih ¢ini razli¢itima od Christofellovih simbola, no moze
se pokazati da su kompatibilni sa Hermitskom metrikom, $to ih ¢ini dobrim odabirom za
Hermitske mnogostrukosti:

Dagpy = Dagsy =0 (21)

No, upravo ta (ne)simetrija u indeksima pokazuje vazno svojstvo:

Teorem 11. Hermitska mnogostrukost je Kdhlerova ako i samo ako %, = v,

Dokaz: Po definiciji, znamo da je Hermitska struktura Hg, = gap —1Jap Kéhlerova ako
i samo ako vrijedi d(Jpdz® A dz?) = 0. Taj uvjet iskazan preko kompleksnih koordinata
glasi:

d(Japdz® A d2") = d(J 5dz" A daP + Jgpdz® A dzP) (22)
Iz teorema 9 znamo da je JaE = 19,5 Jap = —igap. Djelovanjem vanjske derivacije:
9B 27 N dz% N =P + ga/gﬁdzjdzo‘dziﬂ =0 (23)

Iz teorema 10 znamo da su v, o= gFONgpm 1 ’Yﬂ/\—ﬂ = gB“ Ox9pu> P2 je

gavVQﬁy = 5§ﬁ359ﬁ7 = 9vv,8 = 9,8 (24)
957 5 = 0,05 = 93 = 9upx (25)

Uvrsteno u prvi uvjet, glasi:

guﬁryuavdzw Adz® A dziﬁ + gaﬁ’yﬁﬂf’ydzi'y Adz® A dZiB (26)
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Uzmimo samo prvi ¢lan, preselimo ¢lanove iz A produkta i primjenimo trik preime-
novanja nekih ponavljajué¢ih indeksa

9y an @27 A d2¥ Nd2P ] x 2 (27)
957V an Az Nz A dzB — 95,7 aydz® NdzT A dzB (28)
9,5V 'ay = 1a)d2Y A dz® A d=8 (29)
Pa je rezultat
7Mory - ’Yu’yoa (30)
Analogno za drugi ¢lan B B
B _ B
"5 =755 (31)
Odnosno, sa latinskim indeksima ™, =", O

Ako je metrika Kahlerova, tada izrazi za koneksiju odgovaraju izrazima za Christofel-
love simbole (jer je koneksija bez torzije koja je kompatibilna sa metrikom jedinstvena).
Mogucée je provjeriti direktnim uvrstavanjem u izraz za Christofellove simbole.

Teorem 12. Za Hermitsku mnogostrukost, Hermitska struktura gqp — 1Jap je Kdhlerova
ako 1 samo ako V. Jg = 0.

Dokaz: Ako je struktura Kéhlerova, Riemannova i Hermitska koneksija su iste, a bu-
duéi da je J 0B = WYap Jap = —igap, a metrika kompatibilna sa kovarijantnom derivaci-
jom, rezultat vrijedi. Obrat vrijedi, $to je vidljivo raspisivanjem Riemannove kovarijantne
derivacije sa Christofellovim simbolima. O

6.2 Svojstva tenzora zakrivljenosti na Kdhlerovim mnogostrukostima

Kahlerove mnogostrukosti imaju lijepa svojstva, od kojih neka navodimo u nastavku bez
dokaza:

® g,5= OQ%K , gdje je K realna skalarna funkcija

e Jedine komponente Riemann()yog tenzora razli¢ite od nule (do na simetriju u iildek—
sima) su: Bys = 0775, B = 0677550 B.5 = 057" B35 = 077

® Rapys = 0a0pdy05K — " (0p0305 K )(0-0505K)

* Rop=Ry5=0

e R 5= 0.05(ng)

L Ca575 = CTB’Y(s = Caﬁ—yé = CEE% = Cm = 0; Caﬁ%’ 0@75 ne iééezavaju nuzno.

7 Newman-Janisov trik

Sljededi je algoritam veoma brz za dobivanje rotiraju¢ih rjeSenja Einsteinovih jednadzbi
iz statickih rjesenja.

20



7.1 Originalni algoritam

Pocinjemo sa Schwarzschildovom metrikom u Eddington-Finklestein koordinatama:
2
ds® = <1 — m) du® + 2dudr — r*(d6? + sin® 0d¢?) (32)
r

Metriku mozemo izraziti i koriste¢i metodu null-tetrada (tetrada kompleksnih vektora
svjetlosnog tipa)
Gab = lanb -+ nalb — MgMp — Mgy (33)
ab — 19 4 n® — momb — mm?® (34)
Za Schwarzschildovo rjesenje u Eddington-Finklestein koordinatama kovarijantni vektori
tetrade su:

1* =0, (35)

nt = 0, — % (1 - 2’") o, (36)
ko

m = Tor (8 ma ) (38)

Algoritam pocinje puStanjem varijable r da poprimi kompleksne vrijednosti. Kljucan i
neobican korak sastoji se u tome Sto se neki ¢lanovi sa r kompleksno konjugiraju, dok
neki ostaju isti.

1% =9, (39)
a 1 m m

L1 i

m _\@F <60+Sin98¢> (41)

L1 L
m' = (ae — ea¢> (42)

Sada dopustimo i varijabli u da poprimi kompleksne vrijednosti i napravimo kompleksnu
koordinatnu transformaciju:

ur—u =u—iacosf
r—=1r =r+iacosf
0—0 =0 o¢—¢ =09

Vektori baze transformiraju se tada kao:

Oy = Oy
Or = Oy
0p = Ogr +iasin (0 — Opr)
8¢ - a¢/
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pa tada prije definirana null tetrada postaje:

Iy (43)
"= (1 - 7«2+2;n2zos29) O (44)
= :m — <89/ +iasin® By — ) + Sh&,@) (45)
= —1m -y <ag, ~iasing(9y — 8y — Sh{i'e,ad,,) (46)

Ogranic¢imo li sada koordinate natrag na realne vrijednosti i invertiramo li inverz metrike
definiran gornjom null tetradom kovarijantnih vektora, rezultat je

2mr dmrasin® 0
2 2 )
)
2 2 2 2 . 2 2 . 2 2 2 2\2 sin” ¢ 2
—((r + a“ cos 9)@ sin® 6 4+ 2mra“ sin 9—1—(7“ + a* cos 0) )m
(48)
— (% + a® cos® 0)db? (49)

Sto je upravo Kerrova metrika!

7.2 Modificirana Hermitska struktura

U definiciji zamalo Hermitske strukture trazeno je da metrika bude Riemannovog tipa,
Sto nije korisno za metrike Lorentzovog tipa. Iz tog razloga modificira se definicija zamalo
kompleksne strukture.

Metrika Lorentzovog tipa moze biti zapisana kao:

Gab = lanb -+ nalb — MgMp — MMy (50)

, pa zamalo kompleksna strukutra glasi

Jab = —lanp + ngly — imgmy + imgmy (51)
jer zadovoljava uvjet J, *J,% = —§,%. Uz takvu definiciju zamalo kompleksne strukutre
metrika ne moZe biti Hermitska:

Jamangmn = _lanb - nalb — MgMp — MMy 7é Yab (52)

Modifikacija definicije zamalo Hermitske strukture dopusta da tenzorsko polje zamalo
kompleksne strukutre moze biti i kompleksno. Za metrike Lorentzovog tipa, dano je sa:

Jab = ilgnp — ngly — Mgy + 1mgmy, (53)
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7.3 Ka objasnjenju Newman-Janisovog trika

Postupak kojim je rotirajuée rjeSenje dobiveno iz statickog jos je uvijek bez pravog objas-
njenja. Postoji naznaka da je ne-analiticka koordinatna transformacija upravo klju¢na,
jer bi analiti¢ka koordinatna transformacija "¢uvala" sve Killingove vektore. Sljedece je
objasnjenje pokusaj otkrivanja fundamentalnije strukture koja daje dva navedena rjese-
nja kao dva realna lista veée kompleksne mnogostrukosti.

Neka je CM kompleksna ekstenzija mnogostrukosti M tako da ako su 2% = (u,r,0, ¢)
koordinate na M, sve koordinate mogu poprimiti kompleksne vrijednosti 2% — 2 =
(u,7,0,¢). Kompleksna dimenzija ekstenzije je 4.

Na CM postavimo Hermitsku metriku (po kriteriju modificirane Hermitske struk-
ture), dakle metriku oblika

(ZZZ §ZZ> - <gﬁbél,z) g“b&f’z)> (54)

Trazena metrika jednostavnije je prikazana preko svog inverza i kontravarijantnih vektora:

o\? m m 1

<%)—&%+m&—@—r—ra&)—w%%
1 29

e 9,0: __0y0

rsinOFsing ¢+TF(sin9+sin9) i

2
— —0y05 95
T7(sin @ + sin 0) i (55)

gdje je m realna konstanta. Ograni¢enjem na realni list M zadan sa u = u,r = 7,0 =
0, ¢ = ¢, metrika postaje Schwarzschildova.

0\? om 1 1

Primjenom kompleksne analiticke koordinatne transformacije (a je realna konstanta):

v = u —iacosf W =7u+iacosd
r' =r +iacosd 7 —iacosf

0 =0 0 =0

¢ =0 ¢ =9

23



Hermitska metrika na CM postaje (sa potisnutom ')

0\? m m
<) 0,0, + 0,0 — (1 - ) 0,0,

Os r—iacosf T+ iacosf

e 9)1( — [(0p + iasin 00, — iasin60,) (35 — iasin 00 + iasin 00;)]
r — 1a COS r 1a COS

- , , 1, ——————0405
(r —iacosf)sin (7 + ia cos 0) sin f
29

— — X
(r —iacosf)(T + iacosf)(sinf + sin #)
[(8@ + ta sin 09, — ia sin 987)85 — 0y(0f — iasin 00y + iasin 58,7)]
(57)
Ograni¢enjem na realni list M’ zadan sa v = u,r = 7,0 = 0,¢ = ¢, metrika postaje
Kerrova.

i 2_ —a?sin? 6 2 2(r? + a?) 5.9 — 1_2mr—a281n20 9
Os) r2+a2cos20 “ r2+a2cos2h " 2 + a2 cos? 0 T
1 1 2a
_ Sl 9?2 0r-0p — 0y 0 58
r2+a2c0329[9+sin29 ¢:|+T2+CLQC0829[T¢ u0g) (58)

Ovaj je postupak moguce generalizirati na Siru klasu Kerr-Schild metrika. Tako ne daje
objaSnjenje zasto Newman-Janisov trik funkcionira, postavlja algoritam na jasniju ma-
tematicku pozadinu i daje naznaku da postoji povezanost izmedu Schwarzschildovog i
Kerrovog rjesenja iskazana u veéoj strukturi - 4-kompleksno dimenzionalnoj Hermitskoj
kompleksnoj mnogostrukosti.
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