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Sazetak

U ovom je radu opisana prilagodba podataka primjenjujué¢i metode diferencijalne geometrije. Takoder,

opisana je metoda kako do¢i do Fisherove informacijske metrike na prostoru parametara. Navedeno je kako

prilagoditi podatake pomocu dva razli¢ita na¢ina. Prvi je nacin koriStenje Levenberg-Marquardt metode

koju se moze generalizirati, a drugi pristup jest aproksimacijska metoda mnogostrukosti s rubom.

1 Uvod

Kompleksni modeli koji se koriste u razlic¢itim gra-
nama znanosti za opis slozenih problema ukljuc¢uju
odredeni broj slobodnih parametara koje moramo
prilagoditi empirijskim podacima. Pritom c¢esto ne-
mamo jasnu predodzbu koji su parametri nuzni za
precizan opis problema. Takoder, metode prilagodbe
podataka imaju problema s modelima koji u prostoru

podataka razapinju mnogostrukost s rubom.

U poglavlju Fisherova informacijska metrika
(FIM) izvodimo metriku na prostoru parametara, u
poglavlju Prilagodba podataka pomocu nje opisujemo
prilagodbu podataka, u poglavlju Sloppy problemi de-
finiramo opceniti statisticki problem modela ¢ija Fi-

sherova informacijska metrika ima svojstvene vrijed-

nosti koje se medusobno razlikuju za mnogo redova

veli¢ine, u poglavlju Geodezijska jednadzba opisujemo
metodu nalazenja geodezika za statisticke probleme
te ju u poglavlju Primjena na sloppy probleme pri-

mjenjujemo.

2 Fisherova informacijska me-
trika

Za model opisan parametrima p, mjerenja,

{1, -+ ,znN,}, su opisana distribucijom vjerojatnosti
mjerenja uz dane parametre p, p(z1,---,Zn,|p).
Ako su mjerenja nezavisna, nju mozemo izraziti kao
produkt vjerojatnosti svakog pojedinog x; za dani

model opisan parametrima p

Ng
P(xl;"' s Ljy ot 71'Nd|p) = Hp(xl|p) (1)
i=1



Buduéi daje ovaj izraz dan produktom, korisnije je
gledati log-vjerojatnost, Inp(z|p) jer je ona aditivna
PO T;

Z In p(z;|p)
TNy |p) =ei= .

p(m1,---,x¢,-~- (2)

Negativno ocekivanje log-vjerojatnosti zovemo Shan-
nonovom entropijom,

Ng

S(p) = = > plailp) np(x;|p),

i=1

(3)

a ako promatramo dva modela, p; i p2, mozemo pro-
matrati o¢ekivanje log-vjerojatnosti modela 2 za mo-
del 1, odnosno mozemo promatrati meduentropiju

Ng

— > p(ilp1) Inp(a;|ps).

i=1

(4)

S(p1llp2) =

Razliku meduentropija modela 1 i 2 zovemo

Kullback-Leiblerovom divergencijom, D r(p1|lp2) =
S(p1), odnosno

Zp zi|p1) In

Promotrimo sada njezina svojstva. Za svaki z > 0

S(p1llp2) —

I1|p1)

|102> )

D r(p1l|p2)

vrijedi Inz < (z — 1), stoga vrijedi

Dir(pilps) = - z plailp) In 22422 (6)
> & p(zi|p2) -1 7
= ; p(ilpy) (Gaton) (7)
Na
= ¥ plailps) — plaidp)  (9)
-(1-1) =0, (9)
odnosno K-L  divergencija je nenegativna,

Dir(pillp2) > 0. Ovo svojstvo nam govori

kako bi K-L divergencija mogla posluziti kao me-

trika u prostoru parametara. Za p; = po vrijedi

Dkr(p1]lp1) = 0, a takoder vrijedi i obrat ove tvrd-
— Inp(zilps) =
0 = p(xilp1) = p(xilp2) = p1 = p2. Medutim, K-L-

nje, Drr(p1llp2) = 0 = Inp(z;|p1)

divergencija ne moze biti metrika jer nije simetri¢na,

Sto se vidi iz razlike |Dg 1, (p1]lp2) — Drr(p2|lp1)l,
|Drcr(p1llp2) — Drcr(p2llp1)| = (10)
= | 3 (p(ailpr) + plailpe)) In B (11)
i=1

i | p(e|p2)
> | p(ilp) + plailp2)) Gl

1)‘ (12)
p(”L‘7|p)
- ]

Buduéi da ovaj izraz nije uvijek jednak nuli, K-L-

(13)

divergencija nije simetri¢na. Takoder, ona ne zadovo-

ljava niti nejednakost trokuta, sto vidimo iz sljedeceg

razmatranja
Dk r(p1llp2) + Drr(p2llps) — Dxr(pillps)  (14)
= S(p1llp2) — S(p1) + S(p2llps)  (15)
—=S(p2) — S(p1llps) + S(p1)  (16)
2)  (17)

= S(p1llp2) + S(p2llps) — S(p:rllps) — S(p

Opcenito, ova razlika entropija nije nula, $to vidimo
uzimajuéi sluéaj samo jednog mjerenja s p(x1|p1) <
p(z1|p2) < p(z1|ps). Tada vrijedi S(p1]lp2) < S(p1) i
S(p2|lps) < S(p2). U tom slucaju vrijedi

D1 (p1llp2) + Drr(p2llps) = Drr(pillps) — (18)
< S(p1) + S(p2) — S(p1llps) — S(p2)  (19)

= —Dxr(p1llps)  (20)

<0. (21)



Dakle, Dkr(p1l|lp2) +

Dk (p2|lps) > Dkr(p1]|ps). 1z ovoga vidimo da KL-

ne vrijedi uvijek izraz
divergencija nije dobro definirana metrika jer, iako je
nenegativna i jednaka je nuli akko su dva modela ista,
nije simetri¢na na zamjenu modela te ne zadovoljava
nejednakost trokuta.

S druge strane, mozemo pogledati kako se ponasaju
mala odstupanja p§ = p§ + d% od minimuma vjero-

jatnosti, p1,

Dir(pillp2) = Dkr(pillp1) + Drr,ad®  (22)
+3DkL.apd"6" + 0(6%),  (23)
gdje smo koristili pokratu 9/9p® =,. Prvi ¢lan,

Dk (p1]|p1), jednak je nuli, a drugi ¢lan je oc¢ekivanje
derivacije log-vjerojatnosti

Ng
Dkro= ZP(Ile)(lHP(Ii\pz)),a = E[(Inp) o).
i=1
(24)
Bududi da je minimum u py, i ocekivanje ove logari-

tamske derivacije je nula

El(tnp).a] = 0. (25)
Ostao je samo ¢lan
1

gop = =5 Y_p(@ilp)(Inp(xilp2) s, (26)

i=1
kojeg zovemo Fisherovom informacijskom metrikom

(nadalje, FIM). Pisemo

OapInp = 0n(pds Inp) — pOy In pdg Inp. (27)

Koristedi jednadzbu (25), dolazimo do ekvivalentnog

izraza

Na
gos = 5 D p(ailps) (mp(ilpa)) o pilp2) 5.

i=1

(28)

Ako s J oznacimo logaritamski Jakobijan, J =

VInp(zi|p), vidimo da je metricki tenzor ocekivana
vrijednost

1
Gap = §E[JQJ5]. (29)

Bududéi da je ovaj izraz simetrican na zamjenu in-
deksa, gog = 98a, za male pomake 6, KL-divergencija

jest metrika u prostoru parametara.

3 Prilagodba podataka

Za dati model koji ima N, parametara promatra se
N,p-dimenzionalni vektorski prostor pri ¢emu svaki
parametar p® predstavnja jednu dimenziju tog vek-
torskog prostora. Taj prostor opéenito nije ravan, veé
je snabdjeven metrikom koja ukljucuje i parametre
modela i rezultate koristenih mjerenja.

Promotrimo sada skup od Ny mjerenja opserva-
ble O sa gdje su izmjerene vrijednosti oznacene s
{07} icq1,... nay- Pretpostavljamo da je prava vri-
jednost opservable u i-tom mjerenju O; samo pomak-

exp

nuta za gausijanski distribuiran sum, §; od O;

O = 0; + &, (30)

gdje Ssum &; predstavljamo slucajnom varijablom &
distribucije

p(E) x e €2, (31)



Slika 1: Shema ovisnosti funkcije x*(#) o jednodimen-
zionalnom parametru 6. Tocka najbolje prilagodbe je
oznacena s 6p. Crvenom je linijom prikazan interval s
prihvatljivom vrijednosti parametra 6, x(6o) < x*(9) <

x2(00) + 1. Slika prilagodena iz [1].

Razliku eksperimentalno odredene vrijednosti opser-
vable i teorijskog modela, O;"" — O;, zovemo rezidual.
Nadalje, pomoc¢u reziduala mozemo konstruirati

funkciju procjene kvalitete modela:

=30 O - Oy’

e (3

pri ¢emu je O; teorijski predvidena vrijednost, O;"”
eksperimentalno odredena vrijednost, a AQ? =
(AOP)2 + (AOPY™)2 + (AO)? je rezultantna
nepouzdanost uzrokovana eksperimentalnom, nu-
merickom i teorijskom nepouzdanosti. Kako bi pros-
toru parametara pridijelili metriku, koja je simetri¢ni
tenzor reda dva, koristimo Taylorov razvoj x? oko
njezinog minimuma, odnosno tocke najbolje prila-
godbe.

Okolina u kojoj funkcija procjene ima pri-

hvatljivu vrijednost odreduje se uvjetom

X2 (p) < X*(po) + 1. (33)

Potom razvijemo x? do drugog reda, koristeéi Eins-

teinovu konvenciju o sumaciji:

X2(p) — X*(po) = 9ax*(po) (P — PY) (34)

+ %«%Mz(po)(p“ ) —py)
(35)

+0(°), (36)

iz ¢ega dobivamo Hessijan od x u tocki najbolje pri-
lagodbe

Jap = %8a,8X2(p0)~ (37)
Metriku mozemo pojednostaviti ako x? zapiSemo
pomocu reziduala

Oi(p) = O™

fin) = = (39)
U tom je slucaju metrika dana s
Na
Gap = Z (aafiaﬁfi + fiaaﬂfi) ) (39)

K2
gdje su parcijalne derivacije derivacije po parame-

trima, 0, = Uzimajuéi u obzir da f; izvrjed-

9
op> *

njujemo u pg, dobivamo izraz

Ng
gw:§:%ﬂ%ﬁ- (40)

Vidimo da smo dobili simetri¢ni tenzor reda 2 koji je
odreden mjerenjima i teorijskim predvidanjima op-
servabli. Pomoéu nje mozemo odrediti udaljenost
izmedu dviju infinitezimalno bliskih tocaka u pros-

toru parametara

ds? = gagdpadpﬁ, (41)



Slika 2: Model s dvije eksponencijale izvrijednjen u

tockama ¢t = 1/3,1, 3 za razli¢ite kombinacije parametara

01,2. Slika preuzeta iz clanka [2].

iz ¢ega vidimo da prostor parametara mozemo snab-

djeti Fisherovom metrikom.

4 Sloppy problemi

Promotrimo problem s dva pozitivna parametra,

f(t)
{titie1, Na}s

e~ %t 4 e7%t izyrijednjen u tockama

f=fi=f(t). (42)

Vidimo da mozemo promatrati ovaj model izvrijed-
njen u tockama kao visedimenzionalni prostor. Ako
mjerenja opisujemo tockama y, x? mozemo zapisati
kao

X2(0") = (y — £(0") " (y — £(6").  (43)

Sa slike 2 vidimo da model obuhva¢a samo dio
cijelog prostora dimenzije Ng. Naime, u slucaju
01 = 0, model daje f(t[0,02) = 1+ e%!  Svaki
61 > 0 ¢ée dati manji f, odnosno f(t,00,05) <

f(t,01,02) < (t,0,02). Usporedimo takoder slucaj

01 = 63, f(t,02,02) = 2f(t,00,63). Ovim razlicitim
kombinacijama varijabli, omedili smo se na samo dio
prostora, odnosno mnogostrukost posjeduje rub.
Klasicna metoda minimizacije je Levenberg-
Marquardt metoda koja se temelji na minimizaciji
x? funkcije. U svakom koraku ona bira korak, 6% u
prostoru parametara.

Korak se izvodi pomocéu ra-

zvoja funkcije f,

£ =)+ J,6% (44)

gdje je J, Jakobijan, definiran po komponentama,

Jo = Jia = 0f(t =t;). S ovim pomakom x? postaje

2 =rTr — 2375 + 3523567, (45)

gdje smo koristili pokratu za rezidual, r = y —fy. Mi-

nimiziranjem izraza (45) po 6% dobivamo jednadzbu

T v _ 1T
373,68 = J7r. (46)

U ovom izrazu mozemo prepoznati FIM, g, = J ZJ Vs

a mnozenjem s g“* dobivamo

0% = ga“Jfr. (47)

Problem koji postoji u ovom slucaju je da postoji ve-
liki raspon u veli¢ini svojstvenih vrijednosti metrike,
§to se moze vidjeti i iz jednostavnog eksponencijal-
nog modela. Uzmimo tri vrijednosti parametra ¢,

t = {1/3,1,3}, tada je metrika u prostoru parame-

tara razapetom s 61 o dana s

3 3
2 ,—201t; 2 ,—(01+62)t;
thie 1 thie (61402)
g(61,62) = | 37 T
2, —(01+62)t; 2 ,—205t;
> tie (627+62) > tie
i=1 i=1

(48)
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Slika 3: Svojstvene vrijednosti metrike za slucajeve 6; =

O, o0, 92.

Svojstvene vrijednosti ove metrike prikazane su na
slici 3. Vidimo da se dvije svojstvene vrijednosti,
A+, za odredene vrijednosti parametara medusobno
razlikuju i za viSe redova velicine.

To znaci da ¢e inverz metrike imati jako velike vri-
jednosti, t.j. biti numeric¢ki nestabilan. Levenberg-
Marquardt metoda ovaj problem rjeSava izabirudi
najmanju vrijednost svojstvene vrijednosti za svaki

pojedini korak, \* i definirajué¢i novu metriku, g,

g;u/ = Guv + )\*5[LV' (49)

Vidimo da ova promjena samo globalno pomice svoj-
stvene vrijednosti jer svojstvene vrijednosti tada

rac¢unamo iz jednadzbe

det(§ — AI) = det(g — (A — A)I).  (50)

Nedostatak ove metode je da ne uspijeva uvijek
pronaci zadovoljavajuce rjeSenje, stoga je korisno ge-

neralizirati ovu metodu kako bi se ukljucilo gibanje

po geodeziku, §to je opisano u sljedec¢em poglavlju.

5 Geodezijska jednadzba

Uocavamo da ¢ée za sloppy problem distribucija svoj-
stvenih vrijednosti Fisherove metrike biti eksponen-
cijalna. Odredi se najmanja svojstvena vrijednost jer
ona ima najveéu nepouzdanost kako bi se odredio ge-
odezik u smjeru njezinog svojstvenog vektora. Ge-

odezik odredujemo rjesavajuci geodezijsku jednadzbu

0%V ,0° =0, (51)

gdje je V kovarijantna derivacija, a tocka oznacava
derivaciju po parametru 7 kojim opisujemo geode-
zijsku krivulju. Treba napomenuti kako se 7 ne od-
nosi se na vremensku ovisnost, koju fizikalni model
moze imati. Jednadzba (51) nam govori o tome da
je tangentni vektor 0° konstantno duz tangentnog
vektora 6%, odnosno da je tangentni vektor trans-
portiran paralelno sebi samom [3]. Kako bismo na-
pravili paralelni transport u zakrivljenom prostoru,
potrebni su nam Christoffelovi simboli, objekti po
formi sli¢ni tenzoru sa¢injeni od prvih derivacija me-
trike. Gibanje po geodeziku opisujemo geodezijskom
jednadzbom (51), a nju mozemo transformirati u po-

godan oblik raspisujuéi kovarijatnu derivaciju
0% (06" +T%,6M) = 0. (52)
Primjecujuéi da je

0°0,0° = 6", (53)



uz zamjenu imena indeksa, dobivamo koordinatni

oblik geodezijske jednadzbe

6 + 10,010 = 0. (54)

U sljede¢em potpoglavlju pokazujemo kako za gore
diskutiranu metriku najbrze integrirati jednadzbu ge-

odezika.

5.1 Optimalno racunanje Christoffelo-

vih simbola

Buduéi da rjesavanje geodezijske jednadzbe znacajno
opterecuje racunalne resurse, prvo moramo nadi opti-
malni na¢in ra¢unanja Christoffelovih simbola, I‘ﬁy,
za metriku danu jednadzbom (40). Definicijski izraz

za Christoffelove simbole glasi

1 (e}
I8, = -9°% (0uGua + Ouva (55)

D) - aaguu) .

Ovaj generalni izraz mozemo pojednostaviti ko-

ristedi izraz (40) i notaciju prethodnog poglavlja

T = 39°7 (0,(0aE7 9,8) (56)
+0,(0afT0,£) — 8a(8ufT8yf)>
=397 [aanTauf + 0 fTof  (57)

00,10 + 0, £T 00t
_aa,ufTauf - aayfTauf:| s
iz Cega slijedi
I8, =g 0.f70,,f (58)

Ovaj izraz mozemo jednostavnije napisati koristeci

pokrate J,, = 0,f i Hy, = 0,,,f

I, =g"ITH,,. (59)

Buduéi da ovdje izvedeni oblik Fisherove metrike
sadrzi Jakobijan, O, f;, 1 Hessijan, 0, f;, valja primi-
jetiti da je on jednostavniji za racunalnu implementa-
ciju od sekvencijalne primjene prvih derivacija koje bi
se racunale ako bismo koristili definicijski oblik Chris-

toffelovih simbola dan izrazom (55).

6 Primjena diferencijalne ge-

ometrije na sloppy probleme

U ovome poglavlju opisujemo primjene diferencijalne
geometrije u analizi sloppy problema. U prvom
potpoglavlju opisujemo generalizaciju Levenberg-
Marquardt metode koja ukljucuje gibanje po geode-
ziku kako bi se izbjegao rub mnogostrukosti, a u sli-

jede¢em poglavlju opisujemo MBAM metodu koja

pomaze u redukciji kompliciranih modela.

6.1 Generalizacija Levenberg-
Marquardt metode
Najjednostavnija  primjena  je  generalizacija

Levenberg-Marquardt metode koristenjem jednadzbe
geodezika kako bi se izbjegao rub mmnogostrukosti.
Naime, vidimo da izraz (54) opisuje akceleraciju u
prostoru parametara, a® = [9‘&7 koja bolje opisuje
gibanje po geodeziku, dok pomak Levenberg-
Marquardt metode dan jednadzbom (47) mozemo

shvatiti kao brzinu.  Kombiniranjem ovih dviju



jednadzbi, dobivamo generalizirani pomak

1
3 = v™ + ifijv“v”, (60)

[e3

gdje je brzina dana jednadzbom (47), t.j. v* =
g*HJ Zr. Ovaj izraz mozemo opravdati prosirujuéi ra-
zvoj u jednadzbi (44) do drugog reda £ = f+J,0% +
%Hagdaéﬁ. Uz pretpostavku da je H,g malen, dobi-

vamo jednadzbu

v 1 «@
Jur = gud” + 53, Ho ", (61)

Uzimajuéi u obzir da je § malena, priblizno vrijedi
§H = g"JITr, Sto uvrstavamo u izraz (61) gdje uz

definiciju v* = §* dobivamo

v 1 «@
Jur = gud” + 53 Hogv . (62)

Mnozenjem s g"? dobivamo trazeni izraz. U ¢lanku
[2], autori su testirali efikasnost izbjegavanja ruba
mnogostrukosti, gdje su pokazali da je ovaj modifi-
cirani oblik Levenberg-Marquardt metode efikasniji

od tradicionalne Levenberg-Marquardt metode.

6.2 MBAM Metoda

Aproksimacijska metoda mnogostrukosti s rubom’
(MBAM) [4] koristi se za razdvajanje onih parame-
tara koji su doista potrebni u modelu? od onih pa-
rametara koji ne utjeéu bitno na konaéne rezultate?.
Model s manjim brojem parametara opcéenito ¢e biti
nam i

pogodniji za numericke proracune, a dat Ce

bolji uvid u danu problematiku.

1 The Manifold Boundary Approzimation Method.
2tzv. stiff parameters.
3tzv. soft parameters.

Model, P(&, 0) opisujemo kao funkciju dva seta pa-
rametara, £ su parametri koji su bitni za opis sustava,
tkzv. interesantne veli¢ine (Qol*) dok su @ svi ostali
parametri. Ne postoji generalna podjela parametara,
ali ¢esto se za Qol uzimaju parametri za koja postoje
mjerenja [5]. Postupak metode je sljedeéi.

Prvi korak je nalazenje prve procjene parametara,
0y i pripadne Fisherove informacijske metrike, kao i
njezinih svojstvenih vrijednosti.

Drugi korak ukljucuje integraciju geodezijske jed-
nadzbe. Vidimo da je geodezijska jednadzba jed-
nadzba drugog reda u 7, ali je mozemo rastaviti u

sustav 2/V,, diferencijalnih jednadzbi prvog reda

0~ = y© (63)

(xe?

Y

_quyuyy7 (64)

s pocetnim uvjetima izabranim prema tocki najbolje

prilagodbe i smjeru zadanom pomocu (normiranog)

[e3
min

svojstvenog vektora, v koji odgovara najmanjoj

svojstvenoj vrijednosti Fisherove metrike, odnosno

0°(r=0)= 65 (65)

Yy (r=0)= vy (66)

min*

Buduéi da nas zanima samo kvalitativno ponaSanje
na rubu mnogostrukosti, visoka preciznost nije
od presudne vaznosti. Manja preciznost olakSava
rjesavanje ovog sustava diferencijalnih jednadzbi jer
se vrijeme izmedu dva koraka integracije povetava
kako dolazimo blize rubu mnogostrukosti. Po ge-

odeziku se gibamo sve dok metrika izvrijednjena u

4 Quantities of Interest



tockama geodezika ne postane singularna. Singular-
nost metrike nam ukazuje na to da je geodezik dosao
do ruba mnogostrukosti.

U tre¢em koraku iz ponaSanja parametara na rubu
mnogostrukosti zaklju¢uje se kako reducirati model,
$to moze ukljucivati izbacivanje kombinacije parame-
tara koji se pokazu nepotrebnima na rubu mnogos-
trukosti, te se pomocéu tog uvjeta konstruira novi,
jednostavniji model.

U cetvrtom se koraku kalibriraju parametri no-
vog modela, ¢, minimizirajuéi informacijsku uda-
ljenost izmedu dva modela, tj. minimizira se KL-

divergencija

min Dy (6. 0§, ¢) = min E[ln P(E.6) ~ In P(€. 0)).

(67)
Buduéi da pocetni model ne ovisi o ¢, ova minimiza-
cija se svodi na maksimizaciju log-vjerojatnosti redu-
ciranog modela. Ovaj postupak se moze ponavljati
sve dok model ne postane zadovoljavajuée jednosta-
van. Jednostavan primjer primjene ove metode je
problem bioloske adaptacije koji ukljucuje dvije di-
namicke varijable A i B i dva parametra, ki i ko

opisan jednadzbama

dA

— =(1-A)—kAB

dt ( ) 2

dB

& =hA1-B), (68)

s pocetnim uvjetima A(0) = B(0) = 0. Prilagodba
modela mjerenjima za razli¢ite kombinacije parame-
tara dana je u gornjem okviru slike 4, njezin x? kao

funkcija parametara ki o prikazan je u srednjem ok-

(L.

log ky

Slika 4: Primjer problema bioloske adaptacije opisan
jednadzbama (68). Prilagodba modela mjerenjima za
razli¢ite kombinacije parametara dana je u gornjem ok-
viru slike 4, gdje crvene tocke oznacuju mjerenja. Njezin
x> kao funkcija parametara k; » prikazan je u srednjem
okviru, a na donjem okviru je prikazana mnogostrukost u

prostoru triju mjerenja s pripadnim geodezicima prikaza-

nim crvenom linijama. Slika posudena iz [5].



viru, a na donjem okviru je prikazana mnogostrukost
u prostoru triju mjerenja s pripadnim geodezicima.
Sa srednjeg okvira se vidi da geodezici prate vrijed-
nosti x2 funkcije, ali prelaze preko cijele mnogostru-
kosti, Sto je vidljivo s donjeg okvira.

Odaberemo li rub mnogostrukosti za koji je ky —
0, k2 — oo, vidimo da bi zbog divergencije jednadzbe
za A bilo korisno uvesti novu varijablu B = k2B, te

sustav postaje

dA -
— =(1-A)—-AB
" ( )
dB -
Vidimo da mozemo uvesti varijablu k = kiks. U
limesu ko — 00, k = const dobivamo
dA -
— =(1-A)—-AB
g” ( )
dB -
— =kA. 70
7 (70)

Iz jednadzbe (70) vidimo da smo parametar k elimi-
nirali reskaliranjem dinamicke varijable B. Sustav
opisan s ki B zadrzava ponaSanje na rubu mnogos-
trukosti kakvu je imao i pocetni model, ali je opisan

s parametrom manje.

7 Zakljucak

Opisali smo Fisherovu informacijsku metriku na pros-
toru parametara modela pomoc¢u Kullback-Leibler
divergencije izmedu modela opisanih infinitezimalno
bliskim parametrima kao i njezinu realizaciju na pri-

lagodbu podataka. Nadalje, opisali smo opceniti
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sloppy problem i obrazlozili neke primjene Fisherove
informacijske metrike u prilagodbi podataka. Opi-
sali smo kako generalizirati standardnu Levenberg-
Marquardt metodu prilagodbe podataka u slucaju
mnogostrukosti s rubom. Na kraju smo opisali aprok-

simacijsku metodu mnogostrukosti s rubom koja se

koristi u redukciji kompleksnih modela.
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