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Sazetak

Tema ovog seminara su instantonska rjeSenja u ¢istoj bazdarnoj teoriji. U
prvom djelu uvode se instantoni u 1D kvantnoj mehanici. U drugom (glavnom)
djelu rada, prelazi se s Cestice u 1D na neabelovo bazdarno polje. Pritom
su u fokusu razmatranja globalna (topoloska) svojstva ¢iste bazdarne teorije,
posebice svojstva instantonskih rjesenja (rjesenja konacne akcije).
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1 Uvod

Kvantna teorija polja nasa je trenutno najkompletnija eksperimentalno potvrdena
teorija materije i interakcije. Ipak, ona pati od konceptualnih i prakti¢nih (racunskih)
problema. Kako je standardno formulirana (Feynmanovi dijagrami), ona je rac¢un
smetnje, tj. razvoj po potencijama konstante vezanja. Osnovni konceptualni problem
koji se javlja je pitanje konvergencije takvog reda. Ispada da je konvergencija reda
"samo” asimptotska - konvergira do nekog ¢lana u razvoju, nakon ¢ega nas dodavanje
visih clanova udaljava od rjeSenja. Prakti¢ni problem s perturbativnom formulacijom
jest sto je na nekim energijama interakcija jaka, tj. konstanta vezanja je veca od
jedinice, pa je perturbativni razvoj nemogué¢. Primjer za to je interakcija kvarkova u
hadronima i mezonima.
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Postoji i alternativna formulacija teorije polja koja proizlazi iz Feynmanove formu-
lacije kvantne mehanike preko integrala po stazama ili funkcionalnih integrala (engl.
path integral, functional integral)[2]. lako i ona pati od konceptualnih problema
(jos uvijek ne postoji korektna matematicka formulacija funkcionalnih integrala) i
racunskih problema (za svega nekoliko potencijala mogucée je eksplicitno izvrijedniti
amplitudu), uz mali ”trik” prelaska na euklidsko prostor-vrijeme (Wickova rotacija)
moguc¢ je razvoj u red po potencijama h, Sto omogucuje tretiranje problema s jakim
vezanjem, npr. tuneliranje. Nulti red razvoja odgovara poluklasi¢noj aproksimaciji,
pa je razvoj po h u nekom smislu i fizikalniji od razvoja po konstanti vezanja.

U kontekstu ovog kolegija zanimljivo je da se radi o integralnoj (globalnoj) formu-
laciji teorije. To nam omogucuje da koristimo topologiju. Kako to ¢esto u topologiji
biva, mo¢i éemo bez pravog racuna ”na prste” napipati (mnoga svojstva) rjesenja. U
ovom seminaru bavimo se instantonskim rjesenjima.

Plan seminara je sljede¢i. U 2. poglavlju razmatra se cesticu u 1D potencijalu
preko integrala po stazama, u euklidskom prostoru u aproksimaciji stacionarne faze
(poluklasi¢énoj aproksimaciji). Pronalaze se instantonska rjesenja. U 3. poglavlju
prelazi se na kvantnu teoriju polja. Iznose se najosnovnije ¢injenice o bazdarnoj teoriji
polja. Definiraju se klase homotopije bazdarnih transformacija, prvo na primjeru
U(1), a zatim na SU(n). Eksplicitno se konstruiraju instantoni kao rjesenja konacne
akcije euklidske bazdarne teorije polja za klasu homotopije danu jednim namotajem.

2 Instantoni u 1D kvantnoj mehanici

U Feynmanovoj formulaciji, amplituda vjerojatnosti da cestica koja se nalazila u
tocki z; u trenutku t; = —7'/2 dospije u tocku x; u trenutku ¢y = 7/2 jednaka je
zbroju amplituda vjerojatnosti po svim moguéim putevima po kojima je cestica mogla
dospjeti iz pocetne u konacnu tocku (generalizacija eksperimenta s dvije pukotine na
kontinuum). Pri tome najveéi doprinos amplitudi dolazi od klasi¢nog puta minimuma
akcije, a doprinosi puteva koji sve vise odstupaju od klasicnog puta potisnuti su sa
sve viSim potencijama h. PiSemo

(sle M) = N / (da]e=ST" 1)

S lijeve strane imamo amplitudu vjerojatnosti da ¢e vlastito stanje polozaja |z;) pre¢i
u neko drugo stanje |zy) pod djelovanjem operatora evolucije, gdje je hamiltonijan
H = p?/2+ V(z) (cestica jedinitne mase) i gdje je napravljeno analiticko produljenje
vremenske koordinate ¢ — —it (Wickova rotacija, prelazak na euklidski prostor). S
desne strane imamo normalizacijsku konstantu N, euklidsku akciju (—i puta akcija u

prostoru Minkowskog),
T/2 1 /da\?
5_ / dt |~ (—x> LV
1 |2\ dt

dok simbol [dz] oznacava integral po svim putevima z(t) koji vode od z; ut = —T/2
do x5 ut = T/2. Konkretno, neka je Z(t) jedan takav put. Tada opéi put u principu
mozemo zapisati kao

(2)

2(t) = 2(t) + ) camnlt) (3)



gdje je x,(t) potpuni skup ortonormiranih funkcija koje is¢ezavaju na rubovima,

/ R e (Oan(®) = S wn(LT/2) = 0 ()
~T/2

Tada je mjera [dz]

(da] = [[(2wh)~/?de,. (5)
n

Ako akcija ima stacionarnu tocku (ili vise njih), tada ta tocka iscrpljuje integral zbog
male vrijednosti parametra i (aproksimacija stacionarne faze). Recimo da imamo
jednu stacionarnu tocku, tj. klasiéni put minimuma (ekstrema) akcije z(t), zadanu
kao

6S &’k

6% dt?
gdje crtica oznacava derivaciju s obzirom na x. Tada akciju razvijemo (u smislu
varijacije) oko te tocke i zadrzimo se na vodeéem ¢lanu,

+ V(%) =0, (6)

. 1828 .
S(:c)%S(x)+§ﬁ(x—x) : (7)
Sto odgovara razvoju do prvog reda po h. Nadalje, puteve parametriziramo preko

vlastitih funkcija druge varijacijske derivacije akcije u stacionarnoj tocki

+ V"(Z)xn = Ay (8)
sto nam za amplitudu daje umnozak Gaussovih integrala, koje znamo racunati,
(sl TMa;) = NemS@M A2+ O(h)] (9)

= Ne 5@/Mdet(—0? + V" (2))] V%1 + O(h)] (10)

gdje smo pretpostavili da su sve svojstvene vrijednosti pozitivne i gdje je koristeno

/ " dpee 2 — (27 /a)'/2. (11)

—00

U slucaju da akcija ima vise stacionarnih tocaka, ukupna amplituda je suma tih
doprinosa.
Uocimo kako jednadzba za stacionarnu tocku (6) daje oc¢uvanu veli¢inu

E= % (gy — V(&) (12)

koja odgovara energiji klasi¢ne cestice koja se giba u potencijalu —V'.

2.1 Uvod u poluklasiécnu metodu: potencijal s lokalnim mi-
nimumom

Zamislimo da imamo Cesticu u potencijalu kao na slici (a) dolje. Ne moramo zadati
tocan izraz potencijala, dovoljno je da potencijal u nuli ima lokalni minimum. Slika (b)
predstavlja potencijal —V, koji osjeca klasi¢na cestica prema analogiji iz prethodnog
poglavlja.
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Cestica se u pocetnom trenutku (t = —7'/2) nalazi u ; = 0 i zanima nas amplituda

vjerojatnosti da ¢e se u trenutku ¢ = 7'/2 nalaziti u y = 0. Uz takve rubne uvjete,
jedino rjesenje (6) (jedina stacionarna tocka) je

z(t) =0,
Sto daje
S(z) = 0.
Imamo
(0e=710) = N{det(d] + w?)] 7, (13)
gdje je
w? =V"(0),

koeficijent uz kvadratni ¢lan u razvoju potencijala oko nule. Uz pogodan odabir
normalizacijske konstante, dobije se za velike T'

1/2
N[det (92 + w?)] "2 = (ih) T2, (14)
T

Ako razvijemo pocetno i konacno stanje po vlastitim stanjima hamiltonijana
0) = > In)(n0) (15)

tada je
(Ole /M0y =y " e FT7(0[n) (n|0). (16)

Zbog velikog T' (i malog h) gornja je suma iscrpljena vode¢im doprinosom, tj. ener-
gijom osnovnog stanja. Usporedbom sa (15) dolazimo do energije osnovnog stanja

By = Swhll + O(h) (17)

Sto odgovara energiji osnovnog stanja harmonickog oscilatora.

Bez obzira na tocan oblik potencijala, potencijal s minimumom mozemo u vode¢em
redu aproksimirati harmonickim oscilatorom. Za re¢i nesto vise, potrebno je zadati
potencijal izvan lokalnog minimuma.



2.2 Dvostruka jama i instantoni

Sada promatramo manje trivijalan primjer dvostruke potencijalne jame, na slici.

A A

% -V
T
x
—a a
Zanimat ¢ée nas
(ale "M a) = (—ale” "/ — a) (18)
i
(ale™ "M — a) = (—ale”"T/"|a) (19)

U analogiji s klasicnom cesticom, ta rjeSenja odgovaraju cestici koja samo sjedi na
jednom vrhu potencijala, odnosno cestici koja ide iz stanja mirovanja na jednom vrhu
u stanje mirovanja na drugom vrhu. Za drugi slucaj, klasi¢no to zna¢i T' — oo, a nas
¢e zanimati bas taj limes. Tada energija iSCezava,

fl—f = (2V)'/? (20)

odnosno

t:t1+/ da'(2V)71/2 (21)
0

gdje je t; trenutak u kojem se Cestica nalazi u x = 0. Ovo rjeSenje naziva se instanton
(antiinstanton), slika,

A\ ASS

sa centrom u t;. Akcija (anti)instantona je dana s

Sp = / " da(2v )2 (22)

—a



sto odgovara integralu koji se javlja u poluklasi¢noj (WKB) aproksimaciji. Naziv
instanton dolazi od toga §to je to rjeSenje lokalizirano u vremenu (analogija sa so-
litonom). Blizu rubova, potencijal mozemo zamijeniti kvadratnom funkcijom, pa
jednadzba (21) daje za velike ¢

dx

dt
, gdje 1/w predstavlja girinu instantona. U slici klasi¢ne Gestice
u "obrnutom” potencijalu to je rjeSenje kad ¢estica sporo putuje s jednog vrha poten-
cijala, polako nakuplja brzinu i zatim brzo prelazi kroz sredisnji dio te se opet sporo
(dugo) penje prema drugom vrhu.

U ukupnoj amplitudi (19) odnosno (20) moramo urac¢unati doprinos arbitrarnog
broja (anti)instantona, medusobno razmaknutih puno vise od Sirine pojedinih instan-
tonal.

1) Za n medusobno jako udaljenih (anti)instantona, akcija je n puta (23).

2) Osim tokom kratkih intervala instantona, druga derivacija potencijala je w?. Kada
ne bi bilo instantona, determinanta bi bila (15), pa otekujemo da ¢e korekcija koju
¢e davati (anti)instantoni determinanti biti oblika

() e (21)

Nece nam biti potreban eksplicitan izraz za K.
3) Potrebno je integrirati po razli¢itim centrima instantona,

T/2 T/2 T/2
[ /“ H/ dty = T ! (25)
T/2 -1

4)Sveukupno, amplituda (19) je

<a|6—HT/h|a> _ <7T_>1 —wT/2 Z

parni n

=w(r —a) (23)

odnosno x —a ~ e~

(KeM)" 3  om) (26)

dok je (20) isti izraz, samo se sumira po neparnim 7n, odnosno
w \1/2 1

tLale—HT/M gy — < ) —wT/2
(fale |a) —) e 5

Ako opet raspisemo stanja | + a) po vlastitim stanjima hamiltonijana, vidimo da
imamo dva stanja koja daju najve¢i doprinos, sa energijama

[exp(K e /") F exp(—Ke /")) (27)

1
By = Shw ¥ hI e~ 50/M, (28)

lako je drugi ¢lan zanemariv u odnosu na korekcije reda A2, on je jednak polovici
razlike energija E, i E_. U [1] je pronaden K kao

K So \/?|  det(—0%+w? |7

B (27rh) det’ (=07 + V"(2))|
gdje crtica oznacava da je u determinanti izuzeta vlastita vrijednost osnovnog stanja,
te je eksplicitno pronaden i pokazano je da se dobija ista vrijednost amplitude kao
WKB metodom.

No i bez tog faktora, dobili smo ocekivani poluklasi¢ni rezultat. Energija osnovnog
stanja odgovara energiji harmonickog oscilatora i dvostruko je degenerirana (Cestica
sjedi u lijevom, odnosno desnom minimumu), a degeneraciju razbija penetracija ba-
rijere, proporcionalno e=%/" gadje je Sy dano s (23), isto kao u WKB metodi.

(29)

!To se naziva aproksimacija rijetkog plina.



3 Instantoni u Yang-Millsovoj teoriji

3.1 SU(n) bazdarna teorija

Ideja ovog podpoglavlja je uvodenje konvencija i osnova bazdarne teorije.

Bazdarna polja su skup vektorskih polja Af (), gdje je up = 1, ..., 4 indeks 4D Euklid-
skog prostor-vremena, a a = 1,...,n* — 1 predstavlja indeks bazdarne SU(n) grupe.
Generatori grupe su n? — 1 antihermitskih matrica T koje ¢ine Liejevu algebru

79, 7% = cobere (30)
gdje su ¢®¢ strukturne konstante. Za slucaj SU(2) grupe,
[T, 7% = eabere (31)
generatori su 1T = —ic®/2, gdje su 0, Paulijeve matrice.
Definiramo matri¢na polja A, (z)
Ay = gALT?,

gdje je g bazdarna konstanta vezanja (jakost samointerakcije polja). Tenzor polja
Fu(z) je

F.,=0,A, —0,A,+ A, A) (32)
a akcija (Euklidska) je
1
5= 1 / A2 Tr(Foy Fo) (33)

Lokalna bazdarna transformacija je preslikavanje sa 4D Fuklidskog prostora u bazdarnu
grupu,
g(x) = exp A (2)T" (34)
gdje su A\%(z) proizvoljne funkcije. Polja se transformiraju kao
Fu — gFug™" (35)
odnosno
A, — gAug_1 + gaug_l. (36)

Ocito smo odabrali akciju (34) upravo na nacin da ona bude bazdarno invarijantna.

3.2 Bazdarne transformacije i klase homotopije

Definicija

Homotopija izmedu dva kontinuirana preslikavanja f i g s topoloskog prostora X na
topoloski prostor Y je definirana kao kontinuirano preslikavanje h : X x[0,1] — Y t.d.
za v € X h(xz,0) = f(z) i h(z,1) = g(x). Kontinuirane funkcije f i g su homotopno
ekvivalentne ako i samo ako postoji funkcija h sa gore navedenim svojstvima.



U(1) grupa

Odredimo prvo klase homotopije u jednostavnom sluc¢aju U(1) bazdarne grupe (elek-
tromagnetizam) u dvodimenzionalnom prostor-vremenu. Taj sluc¢aj mozemo vizuali-
zirati, a SU(2) teorija na 4D prostor-vremenu ¢e slijediti po analogiji.

Grupa U(1) je grupa kompleksnih brojeva modula jedan, odnosno ”topoloski gledano”
S1. U dvije prostornovremenske dimenzije umjesto hipersfere imamo kruznicu, S*.
Dakle trazimo klase homotopije preslikavanja sa S na S!.

One su dane kao

g"(0) = "’ (37)

gdje je v cijeli broj kojeg zovemo broj namotaja (engl. winding number) ili Pontrya-
ginov indeks.? Svako preslikavanje sa S na S! je homotopno jednom od preslikavanja
g™ . Premda to ovdje ne¢emo egzaktno dokazivati, mozemo se uvijeriti u to na sljedeéi
nacin. Zamislimo elasticnu traku na kojoj imamo ucrtanu skalu od 0 do 27, te ci-
lindar, takoder jednako skaliran. Elasti¢nu traku namotavamo oko cilindra. Traku
mozemo namotati nula puta (v = 0), Sto odgovara trivijalnom preslikavanju kad traku
stisnemo u tocku i stavimo uz jedinicu na valjku,

g96) = 1.

Klasa homotopije ovaga je pomicanje tocke (trake) uokolo valjka. Zatim traku mozemo
namotati jedan puta (v = 1) tako da se skale na traci i na valjku poklapaju,

g(l) (9) — 61‘0’

sto odgovara identiteti. Klasa homotopije identitete jesu sva preslikavanja koja se
mogu dobiti kontinuiranom deformacijom (rastezanjem i okretanjem, bez da se traka
odljepljuje ili skida s cilindra). Zatim traku mozemo namotati dva puta (v = 2) itd.
Ako je v negativan broj, tada traku namotavamo u suprotnom smjeru.

Svakom preslikavanju sa S* na S! pridruZen je broj namotaja. Taj broj je jedinstveno
zadan kao:

. 2m —1
7 dg
= — do . 38
YT on /O 9748 (38)
Direktnim ra¢unom se mozemo uvjeriti da g zadan u (40) daje ispravan rezultat

kad se uvrsti u (41). Takoder, pokazuje se kako je (41) invarijantno na deformacije.
Infinitezimalna deformacija ¢ — g + dg dana je s

dg = i(6N)g,

gdje je O\ proizvoljna infinitezimalna realna funkcija na krugu. Deformacija inte-
granda u (41) je onda

dg=',  d(oN)
@)=

Sto iscezava prilikom integracije po cijeloj kruznici, pa v ostaje nepromijenjen prilikom
infinitezimalnih deformacija. Isto slijedi i za konacne deformacije, koje su kompozicija

o(g (39)

2Postoje razlicite (ekvivalentne) definicije za broj namotaja u razli¢itim granama matematike,
no sve se svode na intuitivnu definiciju "na prste” koju dajemo ovdje. U topologiji, broj namotaja
je poseban slucaj stupnja preslikavanja, gdje toéna definicija ukljuc¢uje grupu homologije. Vidi [4].



infinitezimalnih.

Prema tome, sva standardna preslikavanja S na S! pripadaju nekoj od klasa homo-
topije, a broj namotaja je jedinstveno definirana veli¢ina za svaku klasu. Bazdarne
funkcije ¢ine klase homotopije, tj. klasificirane su prema broju namotaja. Bazdarne
transformacije mijenjaju polje, no uvijek ga ostavljaju u istoj klasi homotopije.

SU(2) grupa

Sada se vra¢amo u 4D (Euklidski) prostor, a bazdarna grupa je SU(2). To je grupa
unitarnih unimodularnih 2 x 2 matrica. Svaka takva matrica moze se zapisati kao
linearna kombinacija jedini¢ne matrice i Paulijevih matrica

g=al+ib-o

gdje vrijedi a® + b* = 1. Topoloski gledano, SU(2) je S3, isto kao i hipersfera u 4D
Euklidskom prostorvremenu. Stoga nas zanimaju preslikavanja sa S* na S3.

Kao i u slucaju S! i ovdje su klase homotopije dane brojem namotaja hipershere oko
hipersfere. Imamo trivijalno preslikavanje,

9°a) =1,
zatim preslikavanje identitete,
gY(z) = (x40 +ix-o)/r (40)
te analogno ostala preslikavanja
g¥(x) = [¢W ()" (41)

Da se svako preslikavanje S% na S moze kontinuirano deformirati u jedno od pres-
likavanja (44) vidi se "na prste” namatanjem elasticnih hipersfera jedne na druge,
samo $to je to sad teze vizualizirati od primjera kruznice. Da je pridruzivanje klasi
homotopije i jedinstveno, opet pokazujemo tako da pokazemo da je broj namotaja,
dan kao

1
2472
homotopno invarijantna veli¢ina (ne mijenja se pri kontinuiranim deformacijama), te

da je (44) konzistentno s (45).
Dovoljno je pokazati da je (45) invarijantno na infinitezimalne varijacije,

vV =

/d91d92d93Tr[eijkg(9@-g1gajg1g8kg1], (42)

dg = go\*(x)T* = goT (43)

odnosno
6(90kg™") = —g(0k6T)g " (44)

Sve tri derivacije u (44) daju jednaki doprinos varijaciji,
v ~ /d91d92d93Tr[eijkgﬁig_lgﬁjg_lg(f)kéT)g_l]. (45)

Uz pomoc¢ identiteta
9i(99™") = 909~ + (Dig)g ™" (46)



to postaje
S ~ / d,d0ydf3Tr[e9% 0,971 0;g04)0T, (47)

Sto iscezava kod parcijalne integracije zbog antisimetrije €7%. Sto se tice konzistent-
nosti relacija (44) i (45), najlakse ju pokazemo za v = 1. Integrand je u tom slucaju
kostantan, pa ga mozemo evaluirati u sjevernom polu sfere, x4 = 1, z; = 0. Mozemo
odabrati takve kutne varijable 8; da u toj tocki budu jednake x;. To nam daje

0,97 = —io; (48)

tj.

Tr[e7*g0ig~ " 9059~ gOkg™"] = —12. (49)
Ako uzmemo u obzir povrsinu sfere 272, relacija (45) egzaktno je zadovoljena za v = 1.
Za vise v-eve, dokaz slijedi iz

9= 0192 = V =11+ Vs (50)

Umyjesto preko bazdarne funkcije koja definira polja u beskonacnosti, broj namotaja
mozemo i definirati preko integrala polja. Bez izvoda (vidi [1]) moze se pokazati

1 4 ~
v =g / AT (FuEy), (51)

gdje je tzv. dualni tenzor definiran na nacin

F

2z

Eu,j)\o-F)\o-. (52)

DN | —

lako ¢emo se mi zadrzati na SU(2), u kontekstu ovog kolegija zanimljivo je spome-
nuti kako izraz za broj namotaja ovisi o bazdarnoj grupi. Ako je bazdarna grupa
U(1), sva preslikavanja sa S® na U(1) mogu se kontinuirano deformirati u trivijalno
preslikavanje. To znad¢i da za ne-Abelovo polje ne postoji ekvivalent broja namotaja
u 4 prostornovremenske dimenzije. Ako je bazdarna grupa proizvoljna Lieva grupa
G, tada zahvaljujué¢i Bottovom teoremu, koji kaZe da se svako preslikavanje sa S na
G moze kontinuirano deformirati u preslikavanje na SU(2) podgrupu od G, vrijedi
sve §to smo pronasli za SU(2), posebno integralni izrazi (45) i (54).

3.3 60 vakuumi

Sada zelimo generalizirati Faynmanov koncept integrala po putovima na teoriju polja.
U principu nas zanima polje u beskona¢nom prostor-vremenu, no biti ¢e korisno prvo
zapoceti u konacnom volumenu V' i vremenu 7. Za razliku od kvantne (Cesti¢ne)
mehanike, gdje je zahtjev za iS¢ezavanjem varijacije akcije trazio definiciju rubnih
uvjeta z(t;) i x(ty), ovdje to nije slucaj. Varijacija akcije je

1 12
dS = 7 /dBan“FW(SA + - (53)

gdje je d®a element povrsine 4D kutije, a n* jediniéni vektor okomit na povr§inu
kutije. Iz antisimetrije F),,-a slijedi da je dovoljno zadati tangencijalne komponente
polja da is¢ezne povrsinski ¢lan. Normalne komponente onda mogu biti proizvoljne,
no u skladu s odabranim bazdaranjem (mi A3z = 0) i sa uvjetom konaé¢nosti akcije, i to
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cak kad pustimo granice kutije u beskonacnost. To znaci da bismo morali integrirati
i po svim tim slobodnim konfiguracijama, $to je komplicirano.

U proslom poglavlju smo iz topoloskih razmatranja dosli do bazdarno oc¢uvane
veli¢ine, broja namotaja. To znaci da svaka slobodna konfiguracija odgovara nekom
odredenom broju namotaja. Ako pustamo kutiju sa nasim poljem i rubnim uvjetima u
beskonacnost, a pritom zahtjevamo konacnost akcije, to mozemo jedino kontinuiranim
transformacijama, tj. rastezanjem i deformiranjem kutije s poljem u beskonacnost.
Time se ne mijenja broj namotaja. Argument (hand-waving) za ovo je da je broj
namotaja jedina bazdarno invarijantna veli¢ina, i prema tome je jedina informacija
koja mora "prezivieti” kad kutiju pustimo u beskonaé¢nost.?

Prema tome, za velike kutije mozemo zaboraviti na rubne uvjete. Ne moramo
integrirati po slobodnim konfiguracijama polja, jer je ekvivalentno integrirati po kon-
figuracijama odredenog broja namotaja n. Velicina koja nam treba je

F(V,T,n)=N / [dA]e 56, (54)

gdje [dA] oznacava integraciju po svim konfiguracijama polja, uz zadane rubne uvjete,
i uz fiksan broj namotaja n. Ova velicina onda odgovara amplitudi vjerojatnosti
prelaska iz nekog u neko stanje, dana rubnim uvjetima. Sto su toéno ta stanja ovdje
nije toliko vazno. Vaznije je uociti kako za jako velike 77 1 T,

F(V, Ty 4+ Ty,n) = Z F(V,Ty,n)F(V, T3, ns). (55)

ni+nz2=n

Ova relacija zapravo slijedi iz (53), koja daje broj namotaja kao integral gustoce polja.
Time sugerira kako "ugurati” odredeni broj namotaja u kutiju: tako da se dio ispuni
konfiguracijom polja broja namotaja ni, a drugi dio kutije konfiguracijom polja ns.
Ovo naravno ne broji one konfiguracije koje imaju znacajnu gustoéu na granicama
dvaju djelova kutije, ali njihov doprinos ionako opada kako kutija raste.

Problem kod (58) je taj Sto o¢ekujemo od amplituda vjerojatnosti dvaju dogadaja
jako razmaknutih u vremenu da budu neovisne, tj. da ukupna amplituda bude jed-
nostavan umnozak amplituda. Srec¢om, mozemo preéi sa konvolucije na mnozenje
pomocu Fourierovog transformata,

F(V,T,0)=> e¢™F(V,T,n) =N / [dA]e 5T (56)

Sto daje

F(V,Ty + T,0) = F(V,Ty,0)F(V, Ty, 0). (57)
Vidimo da F(V,T,0) mora biti proporcionalno o¢ekivanoj vrijednosti operatora evo-
lucije u vlastitom (osnovnom) stanju energije zadanom parametrom 6 € [0, 27| koje
oznacavamo s |#) i nazivamo #-vakuumom,

F(V,T,0) ~ (8le 1 T|9) = N’ / [dA]e~5+? (58)

Prema tome, bazdarna teorija ima kontinuum osnovnih stanja, parametriziranih s 6.
U svakom od njih, pravila ra¢unanja su kao i u 2. poglavlju, uz dodatak faktora e™?,
sto, prema (54), odgovara dodavanju ¢lana proporcionalnog TrFWF w U lagranzijan.
No, bududi da se TrFWﬁ w MoZe napisati kao divergencija, namece se pitanje jesu li
razliciti # vakuumi ustvari ekvivalentni. U sljede¢em poglavlju pokazati ¢emo kako

gustoca energije ovisi netrivijalno o 6.

3Konkretniji matematicki dokaz u [1].
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3.4 Instantoni

Sada konstruiramo instantone u SU(2) Yang-Millsovoj teoriji. Definiramo ih kao
rjesenja konacne akcije koja imaju broj namotaja v = 1. Analogno, antiistantoni
imaju broj namotaja ¥ = —1. Ukupnoj amplitudi onda doprinose svi moguéi brojevi
instantona n i antiinstantona n, gdje je n — n = v. Po potpunoj analogiji s drugim
poglavljem, imamo

(Ble 16y ~ D

n,n

(KefSo)nJrﬁ(VT)nJrﬁei(nJrﬁ)O

. = exp(2KVTe ¥ cosf),  (59)
n:mn.

gdje je K doprinos determinante, kao u 2. poglavlju. Odavde odmah is¢itavamo
gustocu energije # vakuuma,

E(0))V = —2K cos e, (60)

koja netrivijalno ovisi o parametru 6, Sto znaci da su svi vakuumi razliciti.

Preostaje jos pronaé¢i K i Sy. Mi ¢emo se ovdje zadovoljiti time da nademo Sy,
koji je eksponencijalan, pa prema tome dominantan doprinos.* To znaéi da ¢emo
morati pronaci konfiguraciju polja koja odgovara instantonu. Uoc¢imo prvo kako iz
Schwartzove nejednakosti slijedi

[ dts(Ep,) - { [deniEan) [ d%Tr(FWFW)] T e

= 327°|v|. (62)

> ‘ / d*zTr(F, F)

Prema tome, akcija ima apsolutni minimum u S = 89%2 v|, sto je ostvareno za konfi-
guracije polja koje zadovoljavaju

=+F

pv-

(63)

Pokazimo egzistenciju takvih konfiguracija za v = 1. Sve one su bazdarno ekviva-

lentne sa
A, = ;(](1)8“[‘(}(1)]’1 +O(1/r?), (64)

gdje je g\ jedinicna transformacija dana s (43). Buduéi da je (67) rotacijski invari-
jantna, rjeSenja trazimo u obliku

A, = f(r*)gMo.lgM] . (65)

Kada gornji Ansatz uvrstimo u (66) dobijemo

7,2

2
r) = ———— 66
%) = . (66)
gdje je p proizvoljna konstanta koju zovemo veli¢ina instantona. Pojavljivanje pro-
izvoljne konstante posljedica je invarijantnosti na skalu klasi¢ne teorije polja.
Dakle, demonstrirali smo postojanje rjeSenja definitivnog broja namotaja v = 1

koja minimiziraju akciju. To su rjesenja jednadzbi gibanja bazdarne teorije polja.

4Doduse, u eksplicitnom ra¢unu K divergira u nuli, te je potrebno uvesti cut-off. Detaljnije u [1].
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Pronasli smo izraz za minimum akcije koji odgovara tom rjesenju. Gustoca energije
0 vakuuma je .
E(0)]V = —2K cosfe 5™ /9" (67)

Za kraj, mozemo se jos pitati o egzistenciji drugih rjesenja broja namotaja v = 1,
kao i rjedenja s drugim brojem namotaja. Sto se prvog tice, teorem Atiyaha i Warda
nam jamci da ne postoje druga rjesenja v = 1. Sto se tice rjeSenja s brojem namotaja
|v| > 1, ona su potisnuta u odnosu na rjesenja s jednim namotajem eksponencijalno
s v, jer je njihova akcija v puta veca.

4 Zakljucak

U ovom seminaru konstruirali smo poluklasi¢no rjesenje ¢iste bazdarne SU(n) te-
orije, tzv. instantone. Pri tome nam je pomogao snazan topoloski aparat koji nam je
omogucio da klasificiramo klase bazdarnih funkcija preko homotopije, gdje se funkcije
unutar klase mogu dobiti jedne od drugih kontinuiranim deformacijama. Ova klasifi-
kacija dala je i generalizaciju kopncepta integrala po putevima iz kvantne mehanike
na teoriju polja kao integral po svim konfiguracijama polja koje se mogu dobiti konti-
nuiranim deformacijama od neke (zadane) konfiguracije, tj. po svim konfiguracijama
unutar klase homotopije istog broja namotaja. Slicno, u obi¢noj kvantnoj mehanici su
svi putevi po kojima se integrira opet klasa homotopije. Kona¢no, dobili smo jednos-
tavan eksplicitan izraz za konfiguraciju polja koja odgovara vodeéem poluklasi¢cnom
rjeSenju. To rjesenje je osam-parametarsko, gdje su tri parametra od invarijantnosti
na konstantne bazdarne transformacije, ¢etiri parametra od translacijske invarijant-
nosti prostor-vremena (centar instantona) i jedan parametar od invarijantnosti na
skalu (veli¢ina instantona).

Za kraj spomenimo kako je ova rjeSenja nemoguce dobiti u kanonskom (pertur-
bativnom) formalizmu, te da ona nisu samo od akademskog interesa. QCD se na
odredenim energijama moze aproksimirati kao Cista bazdarna teorija ("more glu-
ona”). Takoder, poluklasicna metoda omoguéava analizu stabilnosti SM vakuuma,
gdje je proracun tzv. "bounce” rjesenja davao najpouzdanija ograni¢enja na mase
Higgsa i top kvarka.[5]
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