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Sažetak

U ovom je radu opisana prilagodba podataka primjenjujući metode diferencijalne geometrije. Takoder,

opisana je metoda kako doći do Fisherove informacijske metrike na prostoru parametara. Navedeno je kako

prilagoditi podatake pomoću dva različita načina. Prvi je način korǐstenje Levenberg-Marquardt metode

koju se može generalizirati, a drugi pristup jest aproksimacijska metoda mnogostrukosti s rubom.

1 Uvod

Kompleksni modeli koji se koriste u različitim gra-

nama znanosti za opis složenih problema uključuju

odredeni broj slobodnih parametara koje moramo

prilagoditi empirijskim podacima. Pritom često ne-

mamo jasnu predodžbu koji su parametri nužni za

precizan opis problema. Takoder, metode prilagodbe

podataka imaju problema s modelima koji u prostoru

podataka razapinju mnogostrukost s rubom.

U poglavlju Fisherova informacijska metrika

(FIM) izvodimo metriku na prostoru parametara, u

poglavlju Prilagodba podataka pomoću nje opisujemo

prilagodbu podataka, u poglavlju Sloppy problemi de-

finiramo općeniti statistički problem modela čija Fi-

sherova informacijska metrika ima svojstvene vrijed-

nosti koje se medusobno razlikuju za mnogo redova

veličine, u poglavlju Geodezijska jednadžba opisujemo

metodu nalaženja geodezika za statističke probleme

te ju u poglavlju Primjena na sloppy probleme pri-

mjenjujemo.

2 Fisherova informacijska me-

trika

Za model opisan parametrima p, mjerenja,

{x1, · · · , xNd}, su opisana distribucijom vjerojatnosti

mjerenja uz dane parametre p, p(x1, · · · , xNd |p).

Ako su mjerenja nezavisna, nju možemo izraziti kao

produkt vjerojatnosti svakog pojedinog xi za dani

model opisan parametrima p

p(x1, · · · , xi, · · · , xNd |p) =

Nd∏
i=1

p(xi|p). (1)
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Budući daje ovaj izraz dan produktom, korisnije je

gledati log-vjerojatnost, ln p(x|p) jer je ona aditivna

po xi

p(x1, · · · , xi, · · · , xNd |p) = e

Nd∑
i=1

ln p(xi|p)
. (2)

Negativno očekivanje log-vjerojatnosti zovemo Shan-

nonovom entropijom,

S(p) = −
Nd∑
i=1

p(xi|p) ln p(xi|p), (3)

a ako promatramo dva modela, p1 i p2, možemo pro-

matrati očekivanje log-vjerojatnosti modela 2 za mo-

del 1, odnosno možemo promatrati meduentropiju

S(p1||p2) = −
Nd∑
i=1

p(xi|p1) ln p(xi|p2). (4)

Razliku meduentropija modela 1 i 2 zovemo

Kullback-Leiblerovom divergencijom, DKL(p1||p2) =

S(p1||p2)− S(p1), odnosno

DKL(p1||p2) =

Nd∑
i=1

p(xi|p1) ln
p(xi|p1)

p(xi|p2)
. (5)

Promotrimo sada njezina svojstva. Za svaki x > 0

vrijedi lnx ≤ (x− 1), stoga vrijedi

DKL(p1||p2) = −
Nd∑
i=1

p(xi|p1) ln p(xi|p2)
p(xi|p1) (6)

≥ −
Nd∑
i=1

p(xi|p1)
(
p(xi|p2)
p(xi|p1) − 1

)
(7)

=
Nd∑
i=1

p(xi|p2)− p(xi|p1) (8)

= −(1− 1) = 0, (9)

odnosno K-L divergencija je nenegativna,

DKL(p1||p2) ≥ 0. Ovo svojstvo nam govori

kako bi K-L divergencija mogla poslužiti kao me-

trika u prostoru parametara. Za p1 = p2 vrijedi

DKL(p1||p1) = 0, a takoder vrijedi i obrat ove tvrd-

nje, DKL(p1||p2) = 0 ⇒ ln p(xi|p1) − ln p(xi|p2) =

0 ⇒ p(xi|p1) = p(xi|p2) ⇒ p1 = p2. Medutim, K-L-

divergencija ne može biti metrika jer nije simetrična,

što se vidi iz razlike |DKL(p1||p2)−DKL(p2||p1)|,

|DKL(p1||p2)−DKL(p2||p1)| = (10)

=

∣∣∣∣Nd∑
i=1

(p(xi|p1) + p(xi|p2)) ln p(xi|p1)
(xi|p1)

∣∣∣∣ (11)

>

∣∣∣∣Nd∑
i=1

(p(xi|p1) + p(xi|p2))
(
p(xi|p2)
p(xi|p2) − 1

)∣∣∣∣ (12)

=

∣∣∣∣1− Nd∑
i=1

p(xi|p2)2
p(xi|p1)

∣∣∣∣ . (13)

Budući da ovaj izraz nije uvijek jednak nuli, K-L-

divergencija nije simetrična. Takoder, ona ne zadovo-

ljava niti nejednakost trokuta, što vidimo iz sljedećeg

razmatranja

DKL(p1||p2) +DKL(p2||p3)−DKL(p1||p3) (14)

= S(p1||p2)− S(p1) + S(p2||p3) (15)

−S(p2)− S(p1||p3) + S(p1) (16)

= S(p1||p2) + S(p2||p3)− S(p1||p3)− S(p2) (17)

Općenito, ova razlika entropija nije nula, što vidimo

uzimajući slučaj samo jednog mjerenja s p(x1|p1) <

p(x1|p2) < p(x1|p3). Tada vrijedi S(p1||p2) < S(p1) i

S(p2||p3) < S(p2). U tom slučaju vrijedi

DKL(p1||p2) +DKL(p2||p3)−DKL(p1||p3) (18)

< S(p1) + S(p2)− S(p1||p3)− S(p2) (19)

= −DKL(p1||p3) (20)

< 0. (21)
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Dakle, ne vrijedi uvijek izraz DKL(p1||p2) +

DKL(p2||p3) ≥ DKL(p1||p3). Iz ovoga vidimo da KL-

divergencija nije dobro definirana metrika jer, iako je

nenegativna i jednaka je nuli akko su dva modela ista,

nije simetrična na zamjenu modela te ne zadovoljava

nejednakost trokuta.

S druge strane, možemo pogledati kako se ponašaju

mala odstupanja pα2 = pα1 + δα od minimuma vjero-

jatnosti, p1,

DKL(p1||p2) = DKL(p1||p1) +DKL,αδ
α (22)

+ 1
2DKL,αβδ

αδβ +O(δ3), (23)

gdje smo koristili pokratu ∂/∂pα =,α. Prvi član,

DKL(p1||p1), jednak je nuli, a drugi član je očekivanje

derivacije log-vjerojatnosti

DKL,α =

Nd∑
i=1

p(xi|p1)(ln p(xi|p2)),α = E[(ln p),α].

(24)

Budući da je minimum u p1, i očekivanje ove logari-

tamske derivacije je nula

E[(ln p),α] = 0. (25)

Ostao je samo član

gαβ = −1

2

Nd∑
i=1

p(xi|p1)(ln p(xi|p2)),αβ , (26)

kojeg zovemo Fisherovom informacijskom metrikom

(nadalje, FIM). Pǐsemo

∂αβ ln p = ∂α(p∂β ln p)− p∂α ln p∂β ln p. (27)

Koristeći jednadžbu (25), dolazimo do ekvivalentnog

izraza

gαβ =
1

2

Nd∑
i=1

p(xi|p1)(ln p(xi|p2)),α(ln p(xi|p2)),β .

(28)

Ako s J označimo logaritamski Jakobijan, J =

∇ ln p(xi|p), vidimo da je metrički tenzor očekivana

vrijednost

gαβ =
1

2
E[JαJβ ]. (29)

Budući da je ovaj izraz simetričan na zamjenu in-

deksa, gαβ = gβα, za male pomake δ, KL-divergencija

jest metrika u prostoru parametara.

3 Prilagodba podataka

Za dati model koji ima Np parametara promatra se

Np-dimenzionalni vektorski prostor pri čemu svaki

parametar pα predstavnja jednu dimenziju tog vek-

torskog prostora. Taj prostor općenito nije ravan, već

je snabdjeven metrikom koja uključuje i parametre

modela i rezultate korǐstenih mjerenja.

Promotrimo sada skup od Nd mjerenja opserva-

ble O sa gdje su izmjerene vrijednosti označene s

{Oexpi }i∈{1,··· ,Nd}. Pretpostavljamo da je prava vri-

jednost opservable u i-tom mjerenju Oi samo pomak-

nuta za gausijanski distribuiran šum, ξi od Oexpi

Oexpi = Oi + ξi, (30)

gdje šum ξi predstavljamo slučajnom varijablom ξ

distribucije

p(ξ) ∝ e−ξ
2/2. (31)
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Slika 1: Shema ovisnosti funkcije χ2(θ) o jednodimen-

zionalnom parametru θ. Točka najbolje prilagodbe je

označena s θ0. Crvenom je linijom prikazan interval s

prihvatljivom vrijednosti parametra θ, χ2(θ0) 6 χ2(θ) 6

χ2(θ0) + 1. Slika prilagodena iz [1].

Razliku eksperimentalno odredene vrijednosti opser-

vable i teorijskog modela, Oexpi −Oi, zovemo rezidual.

Nadalje, pomoću reziduala možemo konstruirati

funkciju procjene kvalitete modela:

χ2 =

Nd∑
i

(Oi(p)−Oexpi )2

∆O2
i

, (32)

pri čemu je Oi teorijski predvidena vrijednost, Oexpi

eksperimentalno odredena vrijednost, a ∆O2
i =

(∆Oexpi )2 + (∆Onumi )2 + (∆Othei )2 je rezultantna

nepouzdanost uzrokovana eksperimentalnom, nu-

meričkom i teorijskom nepouzdanosti. Kako bi pros-

toru parametara pridijelili metriku, koja je simetrični

tenzor reda dva, koristimo Taylorov razvoj χ2 oko

njezinog minimuma, odnosno točke najbolje prila-

godbe. Okolina u kojoj funkcija procjene ima pri-

hvatljivu vrijednost odreduje se uvjetom

χ2(p) 6 χ2(p0) + 1. (33)

Potom razvijemo χ2 do drugog reda, koristeći Eins-

teinovu konvenciju o sumaciji:

χ2(p)− χ2(p0) = ∂αχ
2(p0)(pα − pα0 ) (34)

+
1

2
∂αβχ

2(p0)(pα − pα0 )(pβ − pβ0 )

(35)

+O(p3), (36)

iz čega dobivamo Hessijan od χ u točki najbolje pri-

lagodbe

gαβ =
1

2
∂αβχ

2(p0). (37)

Metriku možemo pojednostaviti ako χ2 zapǐsemo

pomoću reziduala

fi(p) =
Oi(p)−Oexpi

∆Oi
. (38)

U tom je slučaju metrika dana s

gαβ =

Nd∑
i

(∂αfi∂βfi + fi∂αβfi) , (39)

gdje su parcijalne derivacije derivacije po parame-

trima, ∂α = ∂
∂pα . Uzimajući u obzir da fi izvrjed-

njujemo u p0, dobivamo izraz

gαβ =

Nd∑
i

∂αfi∂βfi. (40)

Vidimo da smo dobili simetrični tenzor reda 2 koji je

odreden mjerenjima i teorijskim predvidanjima op-

servabli. Pomoću nje možemo odrediti udaljenost

izmedu dviju infinitezimalno bliskih točaka u pros-

toru parametara

ds2 = gαβdpαdpβ , (41)
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Slika 2: Model s dvije eksponencijale izvrijednjen u

točkama t = 1/3, 1, 3 za različite kombinacije parametara

θ1,2. Slika preuzeta iz članka [2].

iz čega vidimo da prostor parametara možemo snab-

djeti Fisherovom metrikom.

4 Sloppy problemi

Promotrimo problem s dva pozitivna parametra,

f(t) = e−θ1t + e−θ2t izvrijednjen u točkama

{ti}i∈{1,··· ,Nd},

f = fi = f(ti). (42)

Vidimo da možemo promatrati ovaj model izvrijed-

njen u točkama kao vǐsedimenzionalni prostor. Ako

mjerenja opisujemo točkama y, χ2 možemo zapisati

kao

χ2(θµ) = (y − f(θµ))T (y − f(θµ)). (43)

Sa slike 2 vidimo da model obuhvaća samo dio

cijelog prostora dimenzije Nd. Naime, u slučaju

θ1 = 0, model daje f(t|0, θ2) = 1 + e−θ2t. Svaki

θ1 > 0 će dati manji f , odnosno f(t,∞, θ2) <

f(t, θ1, θ2) < (t, 0, θ2). Usporedimo takoder slučaj

θ1 = θ2, f(t, θ2, θ2) = 2f(t,∞, θ2). Ovim različitim

kombinacijama varijabli, omedili smo se na samo dio

prostora, odnosno mnogostrukost posjeduje rub.

Klasična metoda minimizacije je Levenberg-

Marquardt metoda koja se temelji na minimizaciji

χ2 funkcije. U svakom koraku ona bira korak, δα u

prostoru parametara. Korak se izvodi pomoću ra-

zvoja funkcije f ,

f = f0 + Jαδ
α, (44)

gdje je Jα Jakobijan, definiran po komponentama,

Jα = Jiα = ∂αf(t = ti). S ovim pomakom χ2 postaje

χ2 = rT r− 2JTαδ
αr + JTαδ

αJβδ
β , (45)

gdje smo koristili pokratu za rezidual, r = y−f0. Mi-

nimiziranjem izraza (45) po δα dobivamo jednadžbu

JTµJνδ
ν = JTµ r. (46)

U ovom izrazu možemo prepoznati FIM, gµν = JTµJν ,

a množenjem s gαµ dobivamo

δα = gαµJTµ r. (47)

Problem koji postoji u ovom slučaju je da postoji ve-

liki raspon u veličini svojstvenih vrijednosti metrike,

što se može vidjeti i iz jednostavnog eksponencijal-

nog modela. Uzmimo tri vrijednosti parametra t,

t = {1/3, 1, 3}, tada je metrika u prostoru parame-

tara razapetom s θ1,2 dana s

g(θ1, θ2) =


3∑
i=1

t2i e
−2θ1ti

3∑
i=1

t2i e
−(θ1+θ2)ti

3∑
i=1

t2i e
−(θ1+θ2)ti

3∑
i=1

t2i e
−2θ2ti

 .

(48)

5



Slika 3: Svojstvene vrijednosti metrike za slučajeve θ1 =

0,∞, θ2.

Svojstvene vrijednosti ove metrike prikazane su na

slici 3. Vidimo da se dvije svojstvene vrijednosti,

λ±, za odredene vrijednosti parametara medusobno

razlikuju i za vǐse redova veličine.

To znači da će inverz metrike imati jako velike vri-

jednosti, t.j. biti numerički nestabilan. Levenberg-

Marquardt metoda ovaj problem rješava izabirući

najmanju vrijednost svojstvene vrijednosti za svaki

pojedini korak, λ∗ i definirajući novu metriku, g̃,

g̃µν = gµν + λ∗δµν . (49)

Vidimo da ova promjena samo globalno pomiče svoj-

stvene vrijednosti jer svojstvene vrijednosti tada

računamo iz jednadžbe

det(g̃ − λI) = det(g − (λ− λ∗)I). (50)

Nedostatak ove metode je da ne uspijeva uvijek

pronaći zadovoljavajuće rješenje, stoga je korisno ge-

neralizirati ovu metodu kako bi se uključilo gibanje

po geodeziku, što je opisano u sljedećem poglavlju.

5 Geodezijska jednadžba

Uočavamo da će za sloppy problem distribucija svoj-

stvenih vrijednosti Fisherove metrike biti eksponen-

cijalna. Odredi se najmanja svojstvena vrijednost jer

ona ima najveću nepouzdanost kako bi se odredio ge-

odezik u smjeru njezinog svojstvenog vektora. Ge-

odezik odredujemo rješavajući geodezijsku jednadžbu

θ̇α∇αθ̇β = 0, (51)

gdje je ∇α kovarijantna derivacija, a točka označava

derivaciju po parametru τ kojim opisujemo geode-

zijsku krivulju. Treba napomenuti kako se τ ne od-

nosi se na vremensku ovisnost, koju fizikalni model

može imati. Jednadžba (51) nam govori o tome da

je tangentni vektor θ̇β konstantno duž tangentnog

vektora θ̇α, odnosno da je tangentni vektor trans-

portiran paralelno sebi samom [3]. Kako bismo na-

pravili paralelni transport u zakrivljenom prostoru,

potrebni su nam Christoffelovi simboli, objekti po

formi slični tenzoru sačinjeni od prvih derivacija me-

trike. Gibanje po geodeziku opisujemo geodezijskom

jednadžbom (51), a nju možemo transformirati u po-

godan oblik raspisujući kovarijatnu derivaciju

θ̇α(∂αθ̇
β + Γβαµθ̇

µ) = 0. (52)

Primjećujući da je

θ̇α∂αθ̇
β = θ̈β , (53)
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uz zamjenu imena indeksa, dobivamo koordinatni

oblik geodezijske jednadžbe

θ̈α + Γαµν θ̇
µθ̇ν = 0. (54)

U sljedećem potpoglavlju pokazujemo kako za gore

diskutiranu metriku najbrže integrirati jednadžbu ge-

odezika.

5.1 Optimalno računanje Christoffelo-

vih simbola

Budući da rješavanje geodezijske jednadžbe značajno

opterećuje računalne resurse, prvo moramo naći opti-

malni način računanja Christoffelovih simbola, Γβµν ,

za metriku danu jednadžbom (40). Definicijski izraz

za Christoffelove simbole glasi

Γβµν =
1

2
gαβ (∂νgµα + ∂µgνα − ∂αgµν) . (55)

Ovaj generalni izraz možemo pojednostaviti ko-

risteći izraz (40) i notaciju prethodnog poglavlja

Γβµν = 1
2g
αβ
(
∂ν(∂αf

T∂µf) (56)

+∂µ(∂αf
T∂νf)− ∂α(∂µf

T∂νf)
)

= 1
2g
αβ
[
∂ανf

T∂µf + ∂µνf
T∂αf (57)

+∂αµf
T∂νf + ∂µνf

T∂αf

−∂αµfT∂νf − ∂ανfT∂µf
]
,

iz čega slijedi

Γβµν = gαβ∂αf
T∂µνf (58)

Ovaj izraz možemo jednostavnije napisati koristeći

pokrate Jµ = ∂µf i Hµν = ∂µνf

Γβµν = gαβJTαHµν . (59)

Budući da ovdje izvedeni oblik Fisherove metrike

sadrži Jakobijan, ∂αfi, i Hessijan, ∂µνfi, valja primi-

jetiti da je on jednostavniji za računalnu implementa-

ciju od sekvencijalne primjene prvih derivacija koje bi

se računale ako bismo koristili definicijski oblik Chris-

toffelovih simbola dan izrazom (55).

6 Primjena diferencijalne ge-

ometrije na sloppy probleme

U ovome poglavlju opisujemo primjene diferencijalne

geometrije u analizi sloppy problema. U prvom

potpoglavlju opisujemo generalizaciju Levenberg-

Marquardt metode koja uključuje gibanje po geode-

ziku kako bi se izbjegao rub mnogostrukosti, a u sli-

jedećem poglavlju opisujemo MBAM metodu koja

pomaže u redukciji kompliciranih modela.

6.1 Generalizacija Levenberg-

Marquardt metode

Najjednostavnija primjena je generalizacija

Levenberg-Marquardt metode korǐstenjem jednadžbe

geodezika kako bi se izbjegao rub mnogostrukosti.

Naime, vidimo da izraz (54) opisuje akceleraciju u

prostoru parametara, aα = θ̈α, koja bolje opisuje

gibanje po geodeziku, dok pomak Levenberg-

Marquardt metode dan jednadžbom (47) možemo

shvatiti kao brzinu. Kombiniranjem ovih dviju
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jednadžbi, dobivamo generalizirani pomak

δα = vα +
1

2
Γαµνv

µvν , (60)

gdje je brzina dana jednadžbom (47), t.j. vα =

gαµJTµ r. Ovaj izraz možemo opravdati proširujući ra-

zvoj u jednadžbi (44) do drugog reda f = f0 +Jαδ
α+

1
2Hαβδ

αδβ . Uz pretpostavku da je Hαβ malen, dobi-

vamo jednadžbu

JTµ r = gµνδ
ν +

1

2
JTµHαβδ

αδβ . (61)

Uzimajući u obzir da je δ malena, približno vrijedi

δµ = gµνJTν r, što uvrštavamo u izraz (61) gdje uz

definiciju vµ = δµ dobivamo

JTµ r = gµνδ
ν +

1

2
JTµHαβv

αvβ . (62)

Množenjem s gµσ dobivamo traženi izraz. U članku

[2], autori su testirali efikasnost izbjegavanja ruba

mnogostrukosti, gdje su pokazali da je ovaj modifi-

cirani oblik Levenberg-Marquardt metode efikasniji

od tradicionalne Levenberg-Marquardt metode.

6.2 MBAM Metoda

Aproksimacijska metoda mnogostrukosti s rubom1

(MBAM) [4] koristi se za razdvajanje onih parame-

tara koji su doista potrebni u modelu2 od onih pa-

rametara koji ne utječu bitno na konačne rezultate3.

Model s manjim brojem parametara općenito će biti

pogodniji za numeričke proračune, a dat će nam i

bolji uvid u danu problematiku.

1The Manifold Boundary Approximation Method.
2tzv. stiff parameters.
3tzv. soft parameters.

Model, P (ξ, θ) opisujemo kao funkciju dva seta pa-

rametara, ξ su parametri koji su bitni za opis sustava,

tkzv. interesantne veličine (QoI4) dok su θ svi ostali

parametri. Ne postoji generalna podjela parametara,

ali često se za QoI uzimaju parametri za koja postoje

mjerenja [5]. Postupak metode je sljedeći.

Prvi korak je nalaženje prve procjene parametara,

θ0 i pripadne Fisherove informacijske metrike, kao i

njezinih svojstvenih vrijednosti.

Drugi korak uključuje integraciju geodezijske jed-

nadžbe. Vidimo da je geodezijska jednadžba jed-

nadžba drugog reda u τ , ali je možemo rastaviti u

sustav 2Np diferencijalnih jednadžbi prvog reda

θ̇α = yα (63)

ẏα = −Γαµνy
µyν , (64)

s početnim uvjetima izabranim prema točki najbolje

prilagodbe i smjeru zadanom pomoću (normiranog)

svojstvenog vektora, vαmin koji odgovara najmanjoj

svojstvenoj vrijednosti Fisherove metrike, odnosno

θα(τ = 0) = θαbf (65)

yα(τ = 0) = vαmin. (66)

Budući da nas zanima samo kvalitativno ponašanje

na rubu mnogostrukosti, visoka preciznost nije

od presudne važnosti. Manja preciznost olakšava

rješavanje ovog sustava diferencijalnih jednadžbi jer

se vrijeme izmedu dva koraka integracije povećava

kako dolazimo bliže rubu mnogostrukosti. Po ge-

odeziku se gibamo sve dok metrika izvrijednjena u

4Quantities of Interest
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točkama geodezika ne postane singularna. Singular-

nost metrike nam ukazuje na to da je geodezik došao

do ruba mnogostrukosti.

U trećem koraku iz ponašanja parametara na rubu

mnogostrukosti zaključuje se kako reducirati model,

što može uključivati izbacivanje kombinacije parame-

tara koji se pokažu nepotrebnima na rubu mnogos-

trukosti, te se pomoću tog uvjeta konstruira novi,

jednostavniji model.

U četvrtom se koraku kalibriraju parametri no-

vog modela, φ, minimizirajući informacijsku uda-

ljenost izmedu dva modela, tj. minimizira se KL-

divergencija

min
φ
DKL(ξ, θ||ξ, φ) = min

φ
E[lnP (ξ, θ)− lnP (ξ, φ)].

(67)

Budući da početni model ne ovisi o φ, ova minimiza-

cija se svodi na maksimizaciju log-vjerojatnosti redu-

ciranog modela. Ovaj postupak se može ponavljati

sve dok model ne postane zadovoljavajuće jednosta-

van. Jednostavan primjer primjene ove metode je

problem biološke adaptacije koji uključuje dvije di-

namičke varijable A i B i dva parametra, k1 i k2

opisan jednadžbama

dA

dt
= (1−A)− k2AB

dB

dt
= k1A(1−B), (68)

s početnim uvjetima A(0) = B(0) = 0. Prilagodba

modela mjerenjima za različite kombinacije parame-

tara dana je u gornjem okviru slike 4, njezin χ2 kao

funkcija parametara k1,2 prikazan je u srednjem ok-

Slika 4: Primjer problema biološke adaptacije opisan

jednadžbama (68). Prilagodba modela mjerenjima za

različite kombinacije parametara dana je u gornjem ok-

viru slike 4, gdje crvene točke označuju mjerenja. Njezin

χ2 kao funkcija parametara k1,2 prikazan je u srednjem

okviru, a na donjem okviru je prikazana mnogostrukost u

prostoru triju mjerenja s pripadnim geodezicima prikaza-

nim crvenom linijama. Slika posudena iz [5].
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viru, a na donjem okviru je prikazana mnogostrukost

u prostoru triju mjerenja s pripadnim geodezicima.

Sa srednjeg okvira se vidi da geodezici prate vrijed-

nosti χ2 funkcije, ali prelaze preko cijele mnogostru-

kosti, što je vidljivo s donjeg okvira.

Odaberemo li rub mnogostrukosti za koji je k1 →

0, k2 →∞, vidimo da bi zbog divergencije jednadžbe

za A bilo korisno uvesti novu varijablu B̃ = k2B, te

sustav postaje

dA

dt
= (1−A)−AB̃

dB̃

dt
= k1k2A(1− B̃/k2). (69)

Vidimo da možemo uvesti varijablu k̃ = k1k2. U

limesu k2 →∞, k̃ = const dobivamo

dA

dt
= (1−A)−AB̃

dB̃

dt
= k̃A. (70)

Iz jednadžbe (70) vidimo da smo parametar k elimi-

nirali reskaliranjem dinamičke varijable B. Sustav

opisan s k̃ i B̃ zadržava ponašanje na rubu mnogos-

trukosti kakvu je imao i početni model, ali je opisan

s parametrom manje.

7 Zaključak

Opisali smo Fisherovu informacijsku metriku na pros-

toru parametara modela pomoću Kullback-Leibler

divergencije izmedu modela opisanih infinitezimalno

bliskim parametrima kao i njezinu realizaciju na pri-

lagodbu podataka. Nadalje, opisali smo općeniti

sloppy problem i obrazložili neke primjene Fisherove

informacijske metrike u prilagodbi podataka. Opi-

sali smo kako generalizirati standardnu Levenberg-

Marquardt metodu prilagodbe podataka u slučaju

mnogostrukosti s rubom. Na kraju smo opisali aprok-

simacijsku metodu mnogostrukosti s rubom koja se

koristi u redukciji kompleksnih modela.
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