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Sazetak

Taub-NUT prostorvrijeme homogeno je rjeSenje Einsteinove jednadzbe u praznom prostoru R, = 0.
Postoje barem dva neekvivalentna analiticka prosirenja Taubovog prostora u NUT prostor koji sadrzi
zatvorene geodezike beskonac¢ne afine duljine koji ne prelaze granicu u Taubov prostor. Veza dvaju
neekvivalentnih analitickih proSirenja promatra se preko pokrivaca prostora.

I. UVOD

U ovom radu promatramo metriku Taub-NUT pros-
torvremena s topologijom R x S3 i pronalazimo njene ge-
odezike. Promatramo razli¢ita analiticka pros§irenja pros-
torvremena, kao i pokriva¢ koji nam pomaze da vidimo
odnos neekvivalentnih prosirenja. Dvodimenzionalni pri-
mjer pomaze nam da svojstva prostora ilustriramo na
jednostavniji nacin.

II. METRIKA

Zelimo dobiti analiticku metriku Lorentzovog tipa
svugdje na mnogostrukosti R x S3. Ukoliko uklonimo
ishodiste iz koordinata (w, z, y, z) koje opisuju R* do-
bivamo analiticku mnogostrukost R x S3. Definiramo
funkcije ¢ i |q|~2 koje su analiticke svugdje na R x S3:

et5|q|25w2+x2+y2—|—22

Diferencijalne forme koje su takoder analiticke svugdje
na R x S za 0 < |¢|? < oot

0p =2|q|? (xdw —wdx — zdy +ydz

( )
oy =2lq|7? (ydw + zdr — wdy — v dz)
0, =27 (zdw — ydz + xdy — wdz)
dt = 2|q|7? (wdw + zdx + ydy + 2 dz)

Ove cetiri diferencijalne forme ¢ine kvadruplet kovarijant-
nih vektora koji su linearno nezavisni. Linearnu nezavis-
nost mozemo vidjeti direktno iz vanjskog produkta:

o Noy Aoy Adt =24 g|™* dw Adx Ady Adz #0

Buduéi da u ¢etverodimenzionalnom prostorvremenu
imamo cetiri linearno nezavisne diferencijalne forme,
mozemo ih koristiti kao bazu.

Tenzorsko polje koje promatramo je u toj bazi dano kao:

ds? = (2 +12)(02 +02) + U(t) (21)2 02 + 2 (2. dt (1)
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i analiticko je svugdje na mnogostrukosti R x S® ukoliko
je funkcija U(t) analiticka za —oco < t < 00
il>0ecR.

Metrika je tada dana s:
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Vidimo da je g,, pseudo-Riemannova metrika Lorent-
zovog tipa sa indeksom s = 1, odnosno postoji minus
predznak na vremenskoj komponenti dt.

g=detg,, =—(20)* #+1*)?<0

= V=g =2-{t*+1?) za >0

Bitno je napomenuti da se u ovoj notaciji vremen-
ska komponenta nalazi na posljednjem mjestu u
cetverovektorima pa tako i u matrci g, .

Ukoliko odaberemo U(t) kao:

1 +2mt+12 _(t—t)(ta— 1) @)

t) =
U() t2+l2 t2+l2

gdje su t; ity singulariteti funkcije U(t):

tr=m—+vm2+12

tada je metrika (1) analiticka svugdje na mnogostrukosti
R x S% i rjeSenje je Einsteinove jednazbe u praznom
prostoru R,, = 0, §to ovdje ne¢emo eksplicitno dokazi-
vati.

to=m+vm2+12 (3)

Sada kad smo sigurni da su komponente metrike
gy analiticke funkcije svugdje na mnogostrukosti
R x S3, mozemo sa koordinata (w,z,y,z) prijeéi na
koordinate (¢,1,0,¢) gdje su v,0,¢ klasiécni Eulerovi
kutevi. Pritom koristimo koordinatne transformacije:
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Na SO(3) Eulerov kut % je definiran na intervalu
0 < % < 2m. Znamo da je SU(2) univerzalna grupa
pokrivanja od SO(3) te ju dvostruko pokriva. Takoder je
SU(2) izomorfna i homeomorfna sa S3 pa onda na mno-
gostrukosti R x S$3 kutu 1 dopustamo dvostruko veéi in-
terval dok ostali kutevi imaju iste intervale kao na SO(3):

0<y<dm 0<f<m 0<op<2m

U novim koordinatama (t, 1, 6, ¢) metrika (1) poprima
oblik:

ds® = (t* +1%) - (d6? + sin® 0 d¢?)
+ U(t) - (20)% - (dip + cos Odp)?
— 2-(21) - (dip + cosOdp)dt (4)

Taub je promatrao samo dio prostora gdje vrijedi
U(t) > 0 u kojemu su plohe ¢ = const. prostornog tipa,
dok su Newman, Unti i Tamburino promatrali metriku
za dio prostora U(t) < 0 na kojem su za t, 0, ¢ = const.
vektori u 1 smjeru vremenskog tipa. Da bi pokazali je-
dinstvenost analitickog prosirenja Taub dijela prostorvre-
mena preko ¢ = 0 u NUT dio prostorvremena, prvo po-
gledajmo jednostavniji dvodimenzionalan primjer.

III. JEDNOSTAVNI DVODIMENZIONALNI
PRIMJER

Ureden par (M, gqp) glatke m-mnogostrukosti i metrike
Lorentzovog tipa zvat ¢emo prostorvrijeme. Promatramo
metriku na prostoru s topologijom R x S!:

1
ds* = -5 dt* + t dip? (5)

gdjeje 0 <9 <2mi0 <t < oo. Vidimo da metrika ima
singularitet za t = 0. Ako napravimo prosirenje mnogos-
trukosti M definirane sa v i t pomocu nove koordinate:

V' =9 —In(t)
metrika ¢’ tada je dana s:
(ds')2 = 2y’ dt + ¢ (d')? (6)

Ova metrika analiticka je na mnogostrukosti M’ sa to-
pologijom R x S! gdje je —co < t < oco. Dio (M’ g')
sa t > 0 izometrican je originalnom (M,g). Na slici 1
prikazana je mnogostrukost (M’,¢’) i njeni geodezici:
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Slika 1. (M’,g’) sa topologijom cilindra R x S*. Crnim lini-
jama oznacene su dvije familije geodezika. Takoder vidimo
orijentaciju buduéih svjetlosnih stozaca. Slika preuzeta iz
¢lanka’

Iz nagiba svjetlosnih stozaca vidimo da za ¢ < 0 pos-
toje svjetske linije vremenskog tipa, $to nije slucaj za
podrucje ¢ > 0. Racunski to mozemo dobiti tako da
promatramo normu tangentnog vektora krivulje parame-
trizirane s v, za konstantan t, koja je jednaka t te je
svjetska linija vremenskog tipa za ¢ < 0.

II1.1. Geodezici

Rjesavamo geodetsku jednadzbu za metriku (6):

Prt | o ot da”
dN2 Y dX dA

gdje uvijek postoji izbor afinog parametra koji nam desnu
stranu geodetske jednadzbe svodi na 0. Prisjetimo li se
definicije Christoffelovih simbola:

1
F;O:u = §gao . [au Jou + au Gov — ao g;w]
dobivamo da su za metriku (6) nei§cezavajuéi simboli

sljededi:
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Ubacivanjem Christoffelovih simbola u geodetsku jed-
nadzbu dobivamo diferencijalne jednadzbe:

2t ldtdy t [(dp\>
+ L (w> -0

dX2 " 2dxdx 2 \d\)
2 (7)
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Iz druge diferencijalne jednadzbe dobivamo rjesenja za
P
Y(A)=A—2In(A+ B) (8)

Prvu familiju geodezika dobivamo za 1 = const. €
[0, 27], dok druga familija odgovara rjeSenju:

$»(A) = A—2In(A+ B)

. : ©)
N =C-(A+N2+D-(A+ )

gdje su A, B, C i D proizvoljne konstante. Vidimo
da imamo jednu familiju geodezika (vertikalne linije na
slici 1) koje prolaze kroz granicu ¢t = 0, dok geodezici iz
druge familije kruze prema ¢t = 0, ali nikad ne prelaze
u dio prostora II te za velike t — oo imaju beskona¢nu
afinu duljinu.

Ako sada pogledamo drugo prosirenje (M",g") de-
finirano s:

" =1 +Int
dobivamo metriku ¢’ danu s:
(ds")? = —2dy" dt +t (dp")? (10)

koja je takoder analiticka svugdje na M"” s istom
topologijom R x S*. Vidimo da se metrika (9) razlikuje
od metrike (6) samo po jednom minus predznaku,
medutim ako idemo ra¢unati geodezike nove metrike
vidimo da ¢e dvije familije geodezika zamjeniti uloge.
Vertikalni geodezici metrike (6) sa slike 1 za metriku (9)
postaju spiralni i ne prolaze kroz ¢t = 0, dok oni spirali
postaju vertikalne linije sa ¥ = const. i prolaze kroz
t = 0. Postoje dva neekvivalentna analiticka prosirenja
(M, g) te su oba geodetski nepotpuna, odnosno postoje
geodezici koji su nepotpune krivulje jer nemogu prijeéi
granicu ¢t = 0.

Da bi pokazali neekvivalentnost mnogostrukosti M’
i M” prvo moramo vidjeti da su pripadne metrike
ekvivalentne u podrucju t > 0. Ekvivalencija metrika
jasna je iz transformacije koja ih povezuje:

" =4/ +21n(t)

Neekvivalentnost metrika kada je ¢ u intervalu —oo <
t < oo vidimo ako promatramo krivulju na ¢ — cilindru
odnosno R x S*:

gdje je —oco < A < oo. Ovako zadana krivulja i njena
transformacija na drugoj mnogostrukosti M
P’ =2In(-\) t=-\ (11)
su oboje analiticke jer je i ¢(\) analiticka funkcija para-
metra A. Tangentni vektori na krivulji (10) su:
.y 2

v, = B
V7 an

V7T A A -1

Vidimo da tangentni vektor ¢, — oo kada A — 0.
Dobili smo rezultat da je krivulju nemoguée analiticki
prosiriti preko A = 0 u mnogostrukosti M", a mogude
u mnogostrukosti M’ $to nam govori da su M’ i M”
neekvivalentna analiticka proSirenja M.

Jo§ jedno svojstvo promatrane dvodimenzionalne
metrike jest da ravna sto vidimo ako iz ravne metrike:

ds? = dg? — di® = d(& +n) d(€ — 1)
napravimo transformaciju:

f—n:—Qte_%

K
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E+n=2te

Pritom poluravnina definirana s n > £ pokriva cilindar
R x S! definiran s ¢ i ¥ beskonaéno mnogo puta.

II1.2. Pokrivaé¢ od (M, g)

Pokriva¢ mnogostrukosti Lorentzovog tipa (M, g)
je dio dvodimenzionalnog prostorvremena Minkowskog
(M, 1), odnosno podrucje koje se nalazi u buduéem svje-
tlosnom stoScu tocke p na slici 2:

Surfaces ¢ = constant

Points in a surface
{¢ = constant}
which are
equivalent

under G

(ii)

Slika 2. Podrucéje 1 prostorvremena Minkowskog kao pokrivac
(M, g). Oznacene su hiperbole invarijantnih tocaka na tran-
sformacije iz Lorentzove grupe, sve tocke oznacenje istim slo-
vima medusobno identificiramo. Slika preuzeta iz ¢lanka'



Grupa izometrija dvodimenzionalnog prostorvremena
Minkowskog (M,7) je grupa transformacija koje ostav-
ljaju duljine vektora invarijantnima. Uz standardnu de-
finiciju 7 imamo:

v =728 — 7

Prepoznajemo Lorentzovu grupu transformacija koja
¢uva upravo kvadratnu formu 2 — 2. Imamo slobodu
raditi u sustavu jedinica gdje je ¢ = 1. Na slici 2 sa
o = t2 — #? oznacene su hiperbole na kojima su sve
tocke invarijantne s obizirom na Lorentzovu grupu. Uko-
liko dvodimenzionalnu Lorentzovu grupu oznacimo s LG
imamo da je (M,g) jednak kvocjentnom skupu prvog
kvadranta 2D prostorvremena Minkowskog i Lorentzove

grupe:
(M, 9) = (I,1)/LG (12)

Elementi dvodimenzionalne Lorentzove grupe su presli-
kavanja A™ za n € Z, takvi da (¢, &) transformiraju na
nacin:

A(t, 7) = (tcosh + Fsinh 7, & cosh 7 + sinh )
Za sve n € Z identificiramo sve tocke A™(p) sa tockama
iz M:

(tcoshnm + & sinhnrr, & cosh nm + tsinhnr)

-

1
t= 1(52 — &%) ; ¢ = 2arctanh(

(13)

o &

)

Djelovanje grupe izometrija LG na mnogostrukosti M je
properly discontinuous ako:

(1) Vtockap € M ima okolinu U td. A(u)NuU=10

(2) akosugq, r € M takvi da 1A € LG sa A(q) =,
tada postoje okoline U i U’ od to¢aka qir takve da
(ABe LG); Bluynu #0

Zahtjev (1) osigurava da je kvocijentni skup M /LG mno-
gostrukost, dok zahtjev (2) osigurava da je Hausdorffova,
odnosno da za svake dvije razli¢ite tocke postoje disjunk-
tne okoline. Vrijedi da je kvocijentni skup (10) Hausdor-
ffov.

Prisjetimo li se analitickih prosirenja (M’,¢') i (M",g")
mozemo primijetiti da ako promotrimo djelovanje Loren-
tzove grupe na podrucja I i 111 prostorvremena Min-
kowskog dobivamo upravo kvocjentne skupove jednake
analitickim prosirenjima (M, g):

(M',¢")=(I+1II,7)/LG

(",g") = (I +111,7)/LG

te vrijedi da su oba prostora Hausdorffova, buduéi da
su ispunjeni uvjeti (1) i (2) za djelovanje elemenata

iz grupe LG. Ako pokusamo djelovati Lorentzovom
grupom na podrucje (I + II 4+ IIT) dobivamo da je prvi
uvjet zadovoljen, ali drugi nije, odnosno ne dobivamo
Hausforffov prostor. Problematicke tocke nalaze se na
granicama podruéja I i I] i granici I i III na slici 2
oznacene slovima r i q.

Ukoliko nas zanima maksimalno ne-Hausdorffovo
proSirenje dvodimenzionalnog prostorvremena Minkow-
skog M, vidimo da je uvjet (1) zadovoljen kada elementi
Lorentzove grupe djeluju na prostoru M — {p}, odnosno
svugdje osim u ishodistu. Tako da je (M — {p}, 71)/LG
maksimalno ne-Hausdorffovo prosirenje (M, g)

Ako uklju¢imo ishodiste p i promatramo M /LG vi-
dimo da to ¢ak nije ni mnogostrukost buduéi da tada
ne vrijede zahtjevi (1) i (2). Ukoliko koristimo defini-
ciju vlakna L(M ) kao skup parova linearno nezavisnih
vektora (X, Y) td. X,Y € T; u svim toctkama ¢ € M,
dobivamo da djelovanje Lorentzovih transformacija A na
M inducira preslikavanje A, koje na sveznju L(M) dje-
luje kao:

(X7 Y)q = (A*Xa A*Y)A(q)

gdje su ¢ i A(q) tocke u M i L(M). Ako je element
Lorentzove grupe transformacija A razli¢it od operatora
identitete, tada su uvjeti (1) i (2) zadovoljeni, odnosno:

L(M)/LG  je Hausdorffova mnogostrukost

Dobili smo da kvocijentni prostor sveznja nad ne-
Hausdorffovom ne-mnogostrukosti i Lorentzove grupe
moze biti Hausdorffova mnogostrukost.

IV. TAUB-NUT PROSTORVRIJEME

Vratimo se na prvobitno promatranu metriku (4) i
mnogostrukost M = R x $3. Buduéi da je M jednostavno
povezan, odnosno svaki zatvoreni put moguce je nepre-
kidno deformirati u konstantan put, ne mozemo proma-
trati pokriva¢ kao u dvodimenzionalnom primjeru. Jed-
nostavna povezanost M jos je jedan razlog zasto smo kut
1 ogranic¢ili na interval 0 < ¢ < 4w. Moramo proma-
trati M kao vlaknasti svezanj s vlaknom R x S! i bazom
52 kako bi dobili ukupnih R x S3. Projekcija sveznja je
pritom:

T M — S2 td. (ta QZ}’ 6, ¢) — (97 ¢)

Ovdje se koristi rezultat Hopfovog sveznja, pomnozen sa
osi t. Ako vlakno oznaéimo s F = R x S! i induciranu
metriku g koju dobivamo pustanjem df, d¢ — 0 u metrici

(4):

Gg=U(t)- (202 -dy* —2-(2) - dydt (14)



Sada nam (¥, ) opisuje prostorvrijeme na cilindru
upravo onakvo promatrano u dvodimenzionalnom pri-
mjeru.

Sada tangentni prostor 7T u tocki ¢ € M mozemo
rastaviti na potprostor V; koji je tangentan na vlakno ¥
i potprostor Hy. Kao i vlakno ¥, potprostor V, razapet
je vektorima:

)
aa oy
dok je H, razapet:
2 i — —cosf - —
ol ¢ oY

Ako vektore X i Y rastavimo na komponente duz Vj i
H,, tada mozemo i metriku (4) na 7T, rastaviti na sljede¢i
nacin:

g(X7 Y) = gV(XV7 YV) + (t2 + 12) : gH(Tr*XHv 7T*)/H)

gdje je gy = g iz (13), a gy je standardna metrika na
sferi g = df? + sin® 0 d¢?. ¢ kao sumu gy i (2 +12)gy
moramo shvaéati samo lokalno, buduéi da ni R x S2 nije
direktni produkt R x S* i S2.

Zanimljivi dio metrike g nalazi se u dijelu gy. Upravo
zbog toga smo promatrali dvodimenzionalni primjer.
Sada ¢emo, kao i u primjeru, promatrati analiticka
prodirenja (¥, gv) kojima mozemo dodati gy kako
bi dobili analiticka proSirenja promatrane metrike g,
odnosno Taub-NUT prostorvremena (M, g). Metrika gy
ima singularitete u nultockama funkcije U(t) odnosno
u ty iz (3). Ako se ograni¢imo na interval izmedu
nultoc¢aka i definiramo mnogostrukost %, pomoéu v i
t_ <t < t; tada, kao i u primjeru, (%, gy ) mozemo
prosiriti koriste¢i transformaciju:

, 1 / dt
= = [ —= 1
V=t ) e (15)
Tada dobivamo transformiranu metriku g{, danu s:
(ds')? = 4ldy' - (1U(t) dy' — dt)

Ova metrika je analiticka na mnogostrukosti 7 defi-
niranoj s ¢’ 1 —oo < t < oo. Dio prostora (%, g{/) sa
t_ <t <ty izometrican je (%o, gv). Kao i u primjeru,
za t_ < t < ti ne postoje zatvorene svjetske linije
vremenskog tipa, dok za t < t_ it >ty postoje. Jedina
razlika u odnosu na dvodimenzionalni primjer je sto je u
primjeru prostor (M’, ¢’) imao jednu granicu na t = 0,
dok kod (¥#j,¢i) imamo dvije, na t_ i t;. Isto tako
imamo dvije familije geodezika, jednu koja presjeca obje
granice t_ it i drugu koja kruzi oko njih i nikad ih ne
presjece, upravo kao i na slici 1 u primjeru.

Sada ¢emo, oc¢ekivano, napraviti drugo prosirenje, opet
na interval —oo < t < oo koristedi transformaciju:

1 dt

Y = ") U (16)

i dobiti transformiranu metriku gf, danu s:
(ds")? = 4l dy” - (1U(t) dy + dt)

analiticku na mnogostrukosti F” definiranoj s " i
—00 < t < oo i izometricnu (%o, gy) na intervalu
t_ <t < ty. Opet, vezu dva neekvivalenta analiticka
proSirenja dobivamo ako pogledamo pokriva¢. Buduéi
da je pokrivac cetverodimenzionalnog Taub-NUT
prostorvremena puno slozeniji nego u jednostavnijem
dvodimenzionalnom primjeru, ovdje ¢emo samo povuéi
analogiju s primjerom i preskocCiti na rezultat. Dobiva
se da (Fy,91) 1 (%', 9v) daju dva razlicita analiticka
prosirenja (M, g) te postoje geodezici koji su nepotpune
krivulje.

Ukoliko promatramo proizvoljno od dva analiticka
prosirenja, recimo (M, ¢'), plohe invarijantnosti grupe
izometrija su 3-sfere koje su u podrudju t_ < t < ty
prostornog tipa, dok su za ¢t < t_ it > t; vremenskog
tipa. Buduéi da znamo da krivulje ne prolaze kroz
t=1t_1it=1t,, tada su te tocke Cauchyevi horizonti koji
dijele vremenske od prostornih ploha. Ukoliko uklju¢imo
i horizonte, podrugje t— <t <ty je kompaktno i sadrzi
nepotpune vremenske i svjetlosne geodezike koji ne
izlaze iz njega.

V. ZAKLJUCAK

Uveli smo metriku na mnogostrukosti R x S3 koja
je rjesenje Einsteinove jednadzbe u praznom prostoru.
Unutar metrike, funkcija U(t) ima dva singulariteta koji
nam dijele prostor na tri dijela odvojena Cauchyjevim
horizontima. Za U(t) < 0 imamo NUT prostor u ko-
jemu postoje zatvoreni geodezici vremenskog tipa, dok
za Taubov prostor ne postoje. Pronasli smo dvije fami-
lije geodezika jednostavnog dvodimenzionalnog primjera
od kojih jedna familija ne prolazi kroz granicu ¢t = 0.
Poopéenje analize geodezika na Taub-NUT prostorvri-
jeme pokazalo je da i u njemu postoje familije geode-
zika razli¢itih tipova koji ne prelaze iz Taubovog u NUT
prostor i obrnuto. Rastavili smo Taub-NUT prostorvri-
jeme na S? te vlakno F =R x S! ekvivalentno primjeru
kako bi pokazali da postoje dva neekvivalentna analiticka
prosirenja Taubovog prostora u NUT prostor, koja su ge-
odetski nepotpuna. Mogucée su daljnje analize metrike
pomoéu Killingovih vektora? koje otkrivaju svojstva sin-
gulariteta i geodezika u drugim kozmoloskim rjesenjima
Einsteinove jednadzbe.
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