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Saºetak

U semniaru de�niramo difeomorfnu kovarijantnost Lagrangiana (de�niranog na proizvolj-
noj mnogostrukosti) te povezujemo tu difeomornu kovarijantnost sa zakonima o£uvanja
preko Noetherinog teorema. Kona£no, to sve smo iskoristili da bi povezali difeomorfnu
kovarijantnost Lagrangijana s entropijom crne rupe kao Noetherinim nabojem.

1 Lagrangian

Op¢e teoriju relativnosti mogu¢e je formulirati koriste¢i lagrangijanski formalizam. Ideja je da
postoji tzv. Lagrangian L takav da akcija

S(gab(x)) =

∫
M
L(gab,∇a∇bgcd)ε (1)

poprima ekstremalnu vrijednost. Ovdje je M 4-mnogostrukost prostor-vrijeme, gab metrika
prostor, a ∇a kovarijantna derivacija pridruºena metrici. Bitno je napomenuti nekoliko razlika
ovog Lagrangijana od uobi£ajenih oblika, npr. u teoriji polja. Prvo, ovaj Lagrangijan nije skalar,
nego 4-forma. Drugo, uobi£ajeno je da je Lagrangijan funkcija polja i prve derivacije tog polja,
dok u na²em slu£aju je Lagrangijan funkcija metrike (koja je polje koje prommatramo) i drugih
derivacija metrike. Razlog tome je ²to je prva derivacija metrike jednaka nuli (po de�niciji
kovarijantne derivacije pridruºene metrici), tj. ∇agbc = 0.

Standardna akcija u op¢oj teoriji relativnosti glasi:

SG(gab(x)) =
1

16πG

∫
R
√
−g d4x (2)

gdje je R Riccijev skalar (koji ovisi o metrici), a g determinanta metrike. Faktor
√
−g £ini

volumnu formu invarijantnom na koordinatne transformacije. Moºe se pokazati da je varijacija
ove akcije po utjecajem varijacije metrike δgab jednaka:

δSG =
1

16πG

∫
(Gµνδg

µν +∇µ∇ν(−δgµν + gµνgσρδg
σρ))
√
−g d4x (3)

gdje je Gµν = Rµν − Rgµν/2 Einsteinov tenzor. Zadnja dva £lana u podintegralnoj funkciji
mogu¢e je izbaciti uvo�enjem rubnih £lanova u akciju. U nastavku ¢emo pretpostaviti da je to
u£injeno. Stoga dobivamo:

δSG =
1

16πG

∫
Gµνδg

µν√−g d4x (4)

Uvjet da prva varijacija akcije mora i²£ezavati reproducira Einsteinovu jednadºbu u vakuumu:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµ = 0 (5)
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Gore navedena akcija SG opisuje samo pona²anje metrike u vakuumu. Stoga ju je potrebno
modi�cirati kako bi mogli uklju£iti utjecaj ostalih £estica i polja. Ukupna akcija tada poprima
oblik:

S =

∫ (
1

16πG
R+ LM

)√
−g d4x (6)

gdje je LM gusto¢a Lagrangijana koja opisuje materiju. Uvedemo li tenzor energije i impulsa:

Tµν = 2
δSM
δgµν

(7)

varijacija akcije postaje:

δS =

∫ (
1

16πG
Gµνδg

µν − 1

2
Tµνδg

µν

)√
−g d4x (8)

pa iz uvjeta ekstremalizacije akcije dobivamo potpunu Einsteinovu jednadºbu:

Gµν = 8πGTµν (9)

2 Difeomorfna invarijantnost Lagrangijana

Uzmimo m-mnogostrukost M . Promatramo Lagrangijan:

L = L
(
gab,∇′a1gab, . . . ,∇

′
(a1

. . .∇′ak)gab, ψ,∇
′
a1ψ, . . . ,∇

′
(a1

. . .∇′ak)ψ, γ
)

(10)

gdje je gab metrika de�nirana na M , ψ skup svih ostalih dinami£kih polja, ∇′ globalno de�niran
operator kovarijantne derivacije te γ skup svih nedinami£kih polja. U nastavku ¢emo polja
gab i ψ kolektivno ozna£avati s φ. Nadalje, pretpostavit ¢emo da je Lagrangijan difeomorfno-
invarijantan, tj. pretpostavljamo da za sve difeomor�zme f : M →M vrijedi:

L(f∗(φ)) = f∗L(φ) (11)

Pogledajmo sada jo² Lagrangijan (10). Kovarijantna derivacija ∇′ koja se u njemu pojavljuje
je de�nirana globalno, tj. na cijeloj mnogostrukostiM , ali op¢enito to nije derivacija pridruºena
metrici gab. Me�utim, koriste¢i difeomorfnu invarijantnost, taj Lagrangijan moºemo druga£ije
napisati. Neka je ∇ operator kovarijantne derivacije pridruºen metrici gab. Tada prema [1], za
Lagrangijan vrijedi:

L = L
(
gab, Rabcd,∇a1Rabcd, . . . ,∇(a1 . . .∇am)Rabcd, ψ,∇a1ψ, . . . ,∇(a1 . . .∇al)ψ

)
(12)

gdje je m = max{k − 2, l − 2}, a Rabcd Riemannov tenzor pridruºen metrici gab.
Varijaciju ovog Lagrangijana mogu¢e je napisati u sljede¢em obliku:

δL = ε
(
Aabg δgab + EabcdR δRabcd + Eψδψ

)
+ dΘ (13)

gdje su Aabg , EabcdR i Eψ tenzorska polja, a Θ̃ (m − 1)-forma. Ovdje je bitno napomenuti da
ukoliko ψ ozna£ava vi²e od jednog polja, oznaka Eψδψ zapravo zna£i:

Eψδψ =
∑
i

Eψi
δψi (14)

Drugim rije£ima, moramo sumirati po svim poljima ψi, a Eψ ozna£ava skup tenzorskih polja.
Sve zajedno ¢emo ovo pisati kao:

δL = Eδφ+ dΘ (15)
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Diferencijalnu formu Θ nazivamo simplekti£kom potencijalnom formom i odmah je mogu¢e
vidjeti iz izraza (13). Naime, dodamo li formi Θ proizvoljnu zatvorenu (m− 1)-formu, varijacija
Lagrangijana δL se ne mijenja. Op¢enito, na formi Θ je mogu¢e napraviti sljede¢u transforma-
ciju:

Θ→ Θ + δµ+ dY (φ, δφ) (16)

Ovdje je Y (m−2)-forma linearna u δφ, a µ proizvoljna (m−1)-forma. Pri tome, dodavanje forme
Y ne¢e utjecati na varijaciju Lagrangijana, a dodavanje forme µ ¢e dati sljede¢u transformarciju
u Lagrangijanu:

L→ L+ dµ (17)

U oba slu£aja, �jednadºbe gibanja� se ne mijenjaju. Zbog ove neodre�enosti u formi Θ, moºe
se pokazati da je formu Θ uvijek mogu¢e izabrati tako da ona bude kovarijantna, u sljede¢em
obliku:

Θ = 2EbcdR ∇dδgbc + Θ′ (18)

gdje je:

Θ′ = Sab(φ)δgab +

n−1∑
i=0

Ti(φ)abcda1...aiδ∇(a1 . . .∇ai)Rabcd +

l−1∑
i=0

Ui(φ)a1...aiδ∇(a1 . . .∇ai)ψ (19)

Pri tome u S, Ti i Ui tenzorska polja koja nakon svih gornjih kontrakcija daju (m− 1)-forme.
Neka su nam sada zadane dvije nezavisne varijacije δφ1 i δφ2 polja φ. Sada de�niramo

(m− 1)-formu koju nazivamo simplekti£kom strujom:

ω(φ, δ1φ, δ2φ) = δ2Θ(φ, δ1φ)− δ1Θ(φ, δ2φ) (20)

Ako je C proizvoljna Cauchyjeva povr²ina, tada de�niramo simplekti£ku formu:

Ω(φ, δ1φ, δ2φ) =

∫
C
ω(φ, δ1φ, δ2φ) (21)

Pri tome, ukoliko gornji integral nije kona£an (²to se doga�a ako C nije kompaktan), potrebno
je uvesti dodatna ograni£enja na dinami£ka polja φ tako da bude kona£an (npr. metrika u
odre�enom limesu mora teºiti ravnoj metrici). Nadalje, ti dodatni uvjeti se biraju tako da Ω ne
ovisi o izboru C.

Jo² treba pogledati kako se Ω mijenja pod utjecajem transformacija (16). O£ito forma µ
ne¢e utjecati na Ω, ali forma Y ¢e inducirati transformaciju:

Ω→ Ω +

∫
C

(δ1Y (φ, δ2Y )− δ2Y (φ, δ1Y )) (22)

Pri tome je svejedno ²to izaberemo kao Cauchyjevu povr²inu C. Zbog toga te uvjeta koje smo
postavili na polja φ da bi osigurali postojanje Ω, slijedi da gornji integral i²£ezava. Stoga je Ω
jedinstveno de�niran unato£ neodre�enosti u formi Θ.

3 Noetherin teorem

Neka je ξ proizvoljno vektorsko polje de�nirano na mnogostrukosti M . Promatramo varijaciju
polja δφ = £ξφ gdje je £ξ Liejeva derivacija. Iz difeomorfne invarijantnosti Lagrangijana tada
slijedi da je varijacija Lagrangijana jednaka:

δL = £ξL = d(ξL) (23)
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gdje u posljednjem izrazu podrazumijevamo kontrakciju vektorskog polja ξ s prvim indeksom
Lagrangiana. De�niramo li struju J na sljede¢i na£in (kao (m− 1)-formu):

J = Θ(φ,Lξφ)− ξ · L (24)

dobivamo:
dJ = −E(φ)£ξφ (25)

Ovdje vidimo da je struja J o£uvana kada god su zadovoljene jednadºbe gibanja (E = 0).
Dakle, J je zatvorena forma za sva polja ξ. Stoga postoji (m− 2)-forma Q takva da je J = dQ
pod uvjetom da su zadovoljene jednadºbe gibanja. Formu Q nazivamo Noetherinim naobojem, a
formu J Noetherinom strujom. Odmah vidimo da imamo slobodu izbora forme Q do na aditivnu
zatovorenu (m− 2)-formu. Nadalje, naboj Q je uvijek mogu¢e izraziti na sljede¢i na£in:

Q = Wa(φ)ξa +Xab(φ)∇[aξb] + Y (φ,£ξφ) + dZ(φ, ξ) (26)

Ovdje je Y (m− 2)-forma linearna u £ξφ, Z (m− 3)-forma linearna u ξ, a Wa i X
ab tenzorska

polja takva da nakon gornjih kontrakcija dobijemo (m − 2)-forme. Da bi ovo pokazali, prvo
biramo Θ u obliku (18). To moºemo iskoristiti da bi dobili:

J = 2EbcdR ∇d(∇bξc +∇cξb) + Θ′(φ,£ξφ)− ξ · L (27)

Budu¢i da Θ′ ovisi linearno o veli£inama δgab, δRabcd, δ∇Rabcd, ..., slijedi da Θ′(φ,£ξφ) ovisi
linearno o ξa i ∇bξa. Stoga J ovisi o ξa te prve dvije derivacije od ξa. Iz toga slijedi da Q ovisi
o xia te o prvoj derivaciji od ξa. To obja²njava prva dva £lana u izrazu za Q (druga dva ne
postoje). To smo dobili za specijalan izbor Θ. U op¢enitom slu£aju, Θ moºe imati i druga£iji
oblik koji dobivamo ve¢ navedenim transformacijama iz specijalnog oblika koji smo bili odabrali
u prvom slu£aju. Te transformacije tada generiraju druga dva £lana u izrazu za Q.

4 Prvi zakon mehanike crnih rupa

Neka je φ rje²enje �jednadºbi gibanja�, δφ varijacija tog polja te ξa proizvoljno vektorsko polje.
Tada za varijaciju Noetherine struje dobivamo:

δJ = δΘ(φ,£ξφ)−£ξΘ(φ, δφ) + d(ξ ·Θ(φ, δφ)) = ω(φ, δφ,£ξφ) + d(ξ ·Θ) (28)

Neka je H Hamiltonijan sistema za dinamiku generiranu poljem ξa. Tada imamo:

δH = Ω(φ, δφ,£ξφ) = δ

∫
C
J −

∫
C

d(ξ ·Θ) = δ

∫
C
J −

∫
∞
ξ ·Θ (29)

gdje je podru£je integracije u posljednjem integralu (m − 2)-sfera u prostornoj beskona£nosti.
Stoga, da bi Hamilotnijan H postojao, mora postojati (m− 1)-forma B takva da je:

δ

∫
∞
ξ ·B =

∫
∞
ξ ·Θ (30)

Tada je traºeni Hamiltonijan jednak:

H =

∫
C
J −

∫
∞
ξ ·B (31)

Pretpostavimo sada da varijacija δφ zadovoljava linearizirane jednadºbe gibanja te da je ξ sime-
trija svih dinami£kih polja, tj. £ξφ = 0. Tada je J prava Noetherina struja te postoji Noetherin
naboj Q takav da je J = dQ. Hamiltonijan tada poprima oblik:

H =

∫
∞

(Q− ξ ·B) (32)
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Dakle, Hamiltonijan je zadan £istim �povr²inskim £lanom�. Iz toga slijedi:∫
∂C

(δQ− ξ ·Θ) = 0 (33)

Pretpostavimo sada da je ξa asimptotski vremenska translacija, postoji B (a time i Hamil-
tonijan) te da integral u izrazu (32) konvergira. De�niramo kanonsku energiju E kao vrijednost
Hamilotnijana:

E =

∫
∞

(Q(t)− t ·B) (34)

gdje je ta = ξa, ali nagla²avamo da je rije£ o vremenskoj translaciji. Ovdje ε interpretiramo
kao energiju pridruºenu asimptotski ravnom podru£ju za bilo koje rje²enje. Izra£unajmo ε za
�vakuumsku op¢u relativnost�, tj. kada je Lagrangian dan izrazom:

Labcd =
1

16π
Rεabcd (35)

Iz toga slijedi simplekti£ka potencijalna forma:

Θabc =
1

16π
gdegfh(∇fδgeh −∇eδgfh)εdabc (36)

Pripadna Noetherina struja tada glasi:

Jabc =
1

8π
εdabc∇e∇[etd] (37)

iz £ega slijedi Noetherin naboj:

Qab = − 1

16π
εabcd∇ctd (38)

Promatramo metriku gab koja je asimptotski ravna ²to zna£i da postoji koordinatni sustav u
kojem je:

gµ = ηµ +O(1/r) (39)

gdje je ηab ravna metrika. Pri tome koristimo sferni koordinatni sustav s vremenskom kompo-
nentom t i radijalnom komponentom r. Tada je gornji vektor ta zapravo element baze u ovom
sustavu (∂/∂t)a. Kao podru£je integracije biramo sferu s konstantnim t i r uz r →∞. Tada je:∫

∞
Q(t) = − 1

16π

∫
∞

dS

(
∂gtt
∂r
− ∂grt

∂t

)
(40)

Jo² treba izra£unati drugi £lan u izrazu za E . Kre¢emo od sljede¢eg integrala:∫
∞
taΘabc =− 1

16π

∫
∞

dS rdg
degfh (∇fδgeh −∇eδgfh) =

=− 1

16π
δ

∫
∞

dS
(

(∂rgtt − ∂tgrt) + rkhij(∂ihkj − ∂khij)
)

(41)

gdje je ra = (∂/∂r)a, a hij prostorna metrika. Iz toga slijedi da za B moºemo izabrati:

taBabc = − 1

16π
ε̃bc

(
(∂rgtt − ∂tgrt) + rkhij(∂ihkj − ∂khij)

)
(42)

gdje je ε̃bc volumna 2-forma za sferu u beskona£nosti. Kona£no, za kanonsku energiju dobijemo:

E =
1

16π

∫
∞

dS rkhij(∂ihkj − ∂khij) (43)

Dobiveni izraz interpretiramo kao masu asimptotskog podru£ja.
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Izaberimo sada ξa = ϕa umjesto ξa = ta gdje ϕa pretstavlja asimptotske rotacije. Sferu u
beskona£nosti biramo tako da je uvijek tangencijalna na vektor ϕa tako da £lan ϕ · Θ nestaje.
Sada de�niramo kanonski moment impulsa kao:

J = −
∫
∞
Q(ϕ) (44)

Neka je ξa Killingovo polje koje i²£ezava na bifurkacijskoj (n− 2)-povr²ini Σ tako da je:

ξa = ta + Ω
(µ)
H ϕa(µ) (45)

pri £emu je ta stacionarno Killingovo polje s jedini£nom normom u beskona£nosti, ϕa(µ) fami-

lija aksijalnih Killingovih polja, a Ω
(µ)
H �kutne brzine horizonta�. Ako je Ξ asimptotski ravna

hiperpovr²ina koja kao rub ima povr²inu Σ, onda vrijedi:

δ

∫
Σ
Q(ξ) = δE − Ω

(µ)
H δJ(µ) (46)

De�niramo sada:

S = 2π

∫
Σ
Xcdεcd (47)

gdje je Xcd de�niran izrazom (26), a εcd volumna forma okomita na Σ. Tada je mogu¢e pokazati
da vrijedi:

κ

2π
δS = δE − Ω

(µ)
H δJ(µ) (48)

gdje je κ povr²inska gravitacija crne rupe. Ovdje smo Σ izabrali kao bifurkacijsku povr²inu.
Ali za stacionarne crne rupe sa bifurkacijskim horizontom, integral od Q je neovisan o izboru
presjeka horizonta. Nadalje, de�niramo li za proizvoljni presjek horizonta Σ′ entropiju crne rupe
kao:

S(Σ′) = 2π

∫
Σ′
Xcdε′cd (49)

tada je S neovisan o izboru Σ′. Naime, Xcd je invarijantan na jednoparametarsku grupu iz-
ometrija χt generiranu s ξa, tj. S(χt(Σ

′)) = S(Σ′). Ali za t → −∞, χt(Σ
′) se pribliºava

bifurkacijskoj povr²ini Σ pa je S(Σ′) = S(Σ) kao ²to smo ve¢ rekli. Napomenimo jo² jednom
da ovo vrijedi samo za stacionarne perturbacije. U slu£aju nestacionarnih perturbacija S je
potrebno izvrjednjavati na bifurkacijskom povr²ini Σ.

Pogledajmo sada malo detaljnije slu£aj nestacionarnih crnih rupa. Op¢enito, entropiju takve
crne rupe traºimo u obliku:

Sd(C) =

∫
C
X̃cd(φ)εcd (50)

gdje je C proizvoljan presjek horizonta doga�aja, a X̃cd difeomorfno kovarijantna (m−2)-forma.
Navedena entropija mora zadovoljavati nekoliko svojstava. Prvo, u slu£aju stacionarne crne rupe,
mora biti Sd(C) = S(C). Drugo, za varijaciju entropije crne rupe (ne nuºno stacionarne) mora
biti δSd = δS. Tre¢e, Sd mora biti invarijantno na transformaciju koja Lagrangianu dodaje
egzaktnu m-formu. I kona£no, Sd mora po²tivati drugi zakon termodinamike, tj. Sd se ne smije
smanjivati u vremenu.

Od ova £etiri uvjeta, sa zadnjim uvjetom nastaju problemi. Naime, drugi zakon termodi-
namike ne vrijedi uvijek i nije posve jasno koje uvjete je potrebno dodatno uvesti da bi on bio
zadovoljen. Stoga se u nastavku ne¢emo obazirati na taj posljednji uvjet te umjesto toga traºiti
Sd koji zadovoljava samo prva tri uvjeta.

Poku²amo li staviti X̃cd = Xcd, nastat ¢e problemi u tome ²to Xcd nije jedinstveno de�niran.
Ta neodre�enost je nebitna za stacionarne crne rupe, ali kao ²to smo ve¢ napomenuli, ona je
vrlo bitna za nestacionarne crne rupe. Sljede¢i poku²aj bi bio da poku²amo �ksirati vrijednost
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od Xcd, tj. izabrati jednu od svih mogu¢ih opcija. No i tada nastaju problemi u tome da ne
moºemo zadovoljiti tre¢i uvjet na Sd. Drugim rje£ima, ne moºemo na¢i neki jednostavni na£in
za de�niciju Sd u traºenom obliku. Umjesto toga se konstruiraju nova dinami£ka polja, ovisno o
C, tako da C izgleda kao bifurkacijska povr²ina stacionarne crne rupe. Drugim rje£ima, uvijek
je mogu¢e prona¢i Sd u traºenom obliku tako da su zadovoljena prva tri uvjeta na Sd. Tako npr.
u slu£aju vakuumske teorije mogu¢e je pokazati da je Sd na povr²ini C jednak £etvrtini iznosa
povr²ine C. Nadalje, mogu¢e je pokazati da ovaj Sd zadovoljava i drugi zakon termodinamike.

5 Zaklju£ak

Krenuv²i od de�nicije difeomorfno kovarijantnog Lagrangijana, pokazali smo da svaki takav
Lagrangian i pripadne jednadºbe gibanja uvijek moºemo zapisati u eksplicitno kovarijantnom
obliku. Nadalje, vidjeli smo vezu izme�u difeomorfne kovarijantnosti i zakona o£uvanja (No-
etherin teorem) te na kraju razvijenu teoriju primjenili na crne rupe kako bi mogli de�nirati
entropiju crne rupe kao Noetherin naboj.
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