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Saºetak

Iskazan je Hodgeov dekompozicijski teorem. Obja²njena su uvjeti i terminologija teorema, a zatim su

prikazani primjeri. Iskazana su svojstva op¢eniti vektorskih polja i Biot-Savartovog operatora koji izlaze iz

Hodgeovog teorema. Na kraju su dane prakti£ne primjene koje dolaze iz teorije £vorova.

1 Uvod

Neka je Ω kompaktna domena s glatkim rubom ∂Ω u 3-prostoru i neka je VF(Ω) beskona£no dimenzionalan
vektorski prostor prostor svih glatkih vektorskih polja na Ω s L2 sklaranim produktom:

< ~V , ~W >=

∫
Ω

~V · ~W dτ, (1)

gdje je dτ volumeni element. Pod "glatko", ekvivalentno C∞, podrazumjevamo da derivacije svih redova postoje
i kontinuirane su.

Teorem 1.1 (Hodgeov teorem dekompozicije). Prostor VF(Ω) je direktna suma pet me�usobno ortogonal-
nih podprostora:

V F (Ω) = FK ⊕HK ⊕ CG⊕HG⊕GG (2)

sa
ker[rot] = HK ⊕ CG⊕HG⊕GG
img[rot] =FK ⊕HK ⊕ CG

img[grad] = CG⊕HG⊕GG
ker[div] =FK ⊕HK ⊕ CG⊕HG

(3)

gdje su:

FK = Fluxless Knots ={~∇ · ~V = 0, ~V · ~n = 0, svi unutra²nji tokovi = 0},

HK = Harmonic Knots ={~∇ · ~V = 0, ~V · ~n = 0, ~∇× ~V = 0},

CG = Curly Gradients ={~V = ~∇ψ, ~∇ · ~V = 0, svi rubni tokovi = 0},

HG = Harmonic Gradients ={~V = ~∇ψ, ~∇ · ~V = 0, ψ lokalno konstantna na ∂Ω},

GG = Grounded Gradients ={~V = ~∇ψ,ψ|∂Ω = 0},

i kona£no ,

HK ∼= H1(Ω;R) ∼= H2(Ω, ∂Ω;R) ∼= Rgenus od ∂Ω,

HG ∼= H2(Ω;R) ∼= H1(Ω, ∂Ω;R) ∼= R(# komp. od ∂Ω)−(# komp. od Ω).

Zna£enje uvjeta i terminologije ¢emo objasniti u 2. i 3. poglavlju. Uvodimo Biot-Savartov operator £ija
¢emo neka svostva detaljnije prou£iti u 4.2 poglavlju. Iako je navedeno za prostor V F (Ω) glatkih vektora na Ω
sa L2 skalarnim produktom teorem vrijedi i za L2 upotpunjavanjem V F (Ω) i navedenih podprostora.

Ako glatko vektorsko polje ~V na Ω gledamo kao distibuciju elektri£ne struje, tada sa Biot-Savartovom
formulom dobivamo magnetsko polje

−→
BS(V ) u 3-prostoru:
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−→
BS(V )(~y) =

1

4π

∫
Ω

~V (x)× ~y − ~x
|~y − ~x|3

dτx (4)

Ako ograni£imo magnetsko polje na domenu Ω, tada imamo Biot-Savartov operator:

−→
BS = V F (Ω)→ V F (Ω) (5)

Dvije fundamentalne veli£ine koje se koriste pri prou£avanju DNK , dinamike �uida , �zike plazme i op¢enito
teoriji £vorova su broj uvijanja Wr(K) i helicitet H(~V ). Te dvije veli£ine su invarijatne u vremenu[5], zbog
poveznice s �uidima kaºe se da su invarijate na tok �uida.

Veli£ina broj uvijanja Wr(K) (writhing number) glatke krivulje K u 3-prostoru je standardna mjera koliko
se krivulja omotava i uvija oko sebe. De�nirana je formulom:

Wr(K) =
1

4π

∫
K×K

(d~x
dλ
× d~y

dt

)
· ~y − ~x
|~y − ~x|3

dλ dt, (6)

gdje su dλ i dt in�nitezimalni putevi. Broj uvijanja se koristi pri prou£avanju molekule DNK.
Helicitet H(~V ) glatkog vektorskog polja ~V na domeni Ω u 3-prostoru je standardna mjera koliko se silnice

polja omotavaju i uvijaju jedna oko druge. De�niran je formulom:

H(~V ) =
1

4π

∫
Ω×Ω

~V (x)× ~V (y) · ~y − ~x
|~y − ~x|3

d(τx)d(τy) (7)

Helicitet je za vektorka polja isto ²to i broj uvijanja za £vorove. Moºe se pokazati da, ako je ~V distribucija
elektri£ne struje tada je helicitet H(~V ) L2 skalarni produkt ~V i

−→
BS(~V ):

H(~V ) =

∫
Ω

~V ·
−→
BS(~V ) dτ =< ~V ,

−→
BS(~V ) >, (8)

2 Topologija

Hodgeov Teorem pokazuje kako struktura prostora vektorskih polja de�nirana na kompaktnu domenu u 3-
prostoru odraºava topologiju domene. Ovdje ¢emo ukratko objasniti neke pojmove te topologije.

2.1 Genus

Genus povezane, orjentirane kompaktne plohe je topolo²ki invarijantan cijeli broj koji predstavlja najve¢i
broj prereza uz ne-presijecaju¢e zatvorene jednostavne krivulje bez mijenjanja povezanosti plohe, ili drugim
rije£ima genus je broj rupa plohe (kakvu ima krafna). Moºe se re¢i da je to najve¢i broj zatvorenih jednostavnih
linija koje se mogu nacrtati na plohi koje se ne sijekui ne separiraju plohu. Npr. Slika 1 prikazuje neke od
najjednostavnijih kompaktnih domena u 3-prostoru: kugla , torus , dvostruki torus i trostruki torus . Navedene
domene se ograni£eni povr²inama genusa nula, jedan, dva i tri, respektivno. Genus £vora je de�niran kao
minimalni genus svih ploha £iji rub je zadani £vor (Seifertove povr²ine).

Slika 1: Domene s razli£itim genusima. Kugla-genus 0, torus-genus 1, dvostruki torus-genus 2, trostruki torus-
genus 3.
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Kaºemo da su dvije domene homeomorfne (ili topolo²ki ekvivalentne) ako postoji neprekinuta bijekcija izme�u
domena i ima neprekidni inverz. Kao npr. sfera i kocka, ili kugla s krumpirom, ili torus s £ajnom ²ali-
com. Domene, kao i rubovi povezane domene u 3-prostoru mogu imati nekoliko komponenti (Slika 3). Treba
napomenuti da dvije topolo²ki razli£ite domene mogu imati topolo²ki ekvivalente rubove kao na Slici 3.

Slika 2: Domene s nekoliko komponente. Lijevo: par povezanih torusa s dvije komponente domene. Desno:
podru£je izme�u dvije koncentri£ne sfere koje ima dva komponenta ruba.

Slika 3: Dvije topolo²ki razli£ite domene mogu imati topolo²ki ekvivalente rubove.

2.2 Apsolutna i relativna homologija

Neka je Ω kompaktna domena u 3-prostoru, s glatkim rubom ∂Ω. Osnovne topolo²ke informacije o Ω koje
trebamo daju se njezinom homologijom s realnim koe�cijentima. Apsolutna homologija od Ω sastoji se od
vektorskih prostora Hi(Ω;R), za i = 0, 1, 2, 3, dok je relativna homologija domene Ω modulo njezinog ruba ∂Ω
sastoji se od vektorskih prostora Hi(Ω, ∂Ω;R) za iste vrijednosti i. Relativna homologija pomaºe odrediti koji
dio apsolutnog homolognog prostora dolazi iz kojeg se podprostora. Koristimo samo homologiju sa realnim
koe�cijentima, tako da nadalje u ovom poglavlju ne pi²emo simbol R. Treba napomenuti da se op¢enito Hi(Ω)
i Hi(Ω, ∂Ω) promatraju kao grupe s oznakama Hi(Ω);G i Hi(Ω, ∂Ω;G), gdje je G grupa.

Apsolutni homologni vektorski prostor H0(Ω) generira se klasama ekvivalencije to£aka u Ω , gdje su dvije
to£ke smatraju ekvivalentnim ako se mogu povezati putem u Ω. H1(Ω) generira se klasama ekvivalencije
usmjerenih petlji u Ω, gdje su dvije petlje ekvivalentne ako je njihova razlika rub orjentirane plohe u Ω. Prostor
H2(Ω) generira klasama ekvivalencije zatvorenih orijentiranih povr²ina u Ω, gdje su dvije plohe ekvivalentne
ako je njihova razlika granica nekih orijentiranih podregija Ω. Prostor H3(Ω) je uvijek nula. Prostori idu do
i = 3 jer op¢enito vrijedi [3] , za dimenziju d domene Ωd: Hp(Ω

d) = 0 za p > d. Homologni prostori su topolo²ki
invarijanti[3]. Dakle, ako imamo dvije domene Ω1 i Ω2, i ako se njihove grupe homologije razlikuju, za neke
koe�cijente R, tada te domene ne mogu biti homeomorfne.

Relativni homologni vektorski prostor H0(Ω, ∂Ω) je uvijek nula. H1(Ω, ∂Ω) je generiran s klasama ekvi-
valencije orijentiranih putova £ije su krajnje to£ke leºe na ∂Ω, gdje su dva takva puta ekvivalentna ako je
njihova razlika, pove¢ana po potrebi putovima na ∂Ω, rub orjentirane plohe u Ω. Prostor H2(Ω, ∂Ω) je gener-
iran klasama ekvivalencije orijentiranih povr²ina £iji rubovi leºe na ∂Ω, gdje su dvije takve plohe ekvivalentne
ako je njihova razlika, po potrebi pove¢ana dijelovima ∂Ω, granica neke orijentirane podregije Ω. I na kraju,
prostor H3(Ω, ∂Ω)) ima za bazu orijentirane komponente Ω, budu¢i da su to subregije Ω £ije granice leºe na ∂Ω.
Dimenzije homolognih prostora i njihove isomor�zme s drugim homolognim prostorima se pronalaze pomo¢u
alata kao ²to su Poincareova i Alexanderova dualnost, Mayer-Vietorisov niz itd. Dimenzije svih homologija je
napisana u Tablici 1.

Apsolutna
Homologija

Dimenzija Relativna
Homologija

Dimenzija

H0(Ω) # komp. od Ω H0(Ω, ∂Ω) 0
H1(Ω) ukupni genus od ∂Ω H1(Ω, ∂Ω) # komp. od ∂Ω - # komp. od Ω
H2(Ω) # komp. od ∂Ω - # komp. od Ω H2(Ω, ∂Ω) ukupni genus od ∂Ω
H3(Ω) 0 H3(Ω, ∂Ω) # komp. od Ω

Table 1: Dimenzije pojedinih apsolutnih i relativnih homolo²kih vektorskih prostora.
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Homologija domene de�nicije igra vaºnu ulogu u vektorskom ra£unanju kao ²to su Stokesov teorem i teorem
o divergenciji. Npr. ako imamo glatko vektorsko polje ~V na Ω i integriramo to polje po glatkoj orijentiranoj
krivulji C u Ω (pi²emo

∫
C
~V · d~λ) da dobijemo cirkulaciju polja ~V oko C. Ako ~V nema rotacije tada cirkulacija

~V oko C ovisi samo o homolognoj klasi C u H1(Ω), ²to je poslijedica Stokesovog teorema. Sli£no, ako ºelimo
integrirati ~V po orijentiranom putu P (pi²emo

∫
P
~V · d~λ), £iji zavr²eci leºe na rubu ∂Ω, i ako ~V nema rotacije

i ortogonalno je s rubom ∂Ω, tada taj integral ovisi samo o homolognoj klasi P u H1(Ω, ∂Ω). �to je tako�er
posljedica Stokesovog teorema.

Pretpostavimo sada da je S glatka orjentirana ploha bez ruba u Ω i promotrimo tok (3. poglavlje, jednadºba
(11)) od ~V kroz S. Ako ~V nema izvora (nema divergencije), tada taj tok ovisi samo o homolognoj klasi S u
H2(Ω). Sli£no, moºemo izra£unati tok ~V kroz glatku povr²inu Σ u Ω kada Σ ima granicu koja nije prazna. Ako
je (Σ, ∂Σ) ⊂ (Ω, ∂Ω) i ako ~V nema izvora i tangentan je s rubom ∂Ω, tada vrijednost toka ~V kroz Σ) ovisi samo
o relativnoj homolognoj klasi Σ u H1(Ω, ∂Ω). Zadnja dva primjera su poslijedice teorema o divergenciji.

3 Podprostori

Ovdje ¢emo objasniti podprostore koji se nalaze u direktnoj sumi, pokazati primjere tih podprostora i ukratko
opisati kako se dokazuje Hodgeov teorem dekompozicije.

Promotrimo podprostor od V F (Ω) koji se sastoji od svih bez-divergentnih polja na Ω koji su tangenti s ∂Ω .
Ta se vektorska polja upotrebljavaju za reprezentaciju nestla£ljivih teku¢ina unutar �ksnih granica, i magnetska
polja unutar ure�aja za zadrºavanje plazme (Slika 4). Zato de�niramo £vorove (knots):

De�nicija 3.1.

K = Knots = {~V ∈ V F (Ω) : ~∇ · ~V = 0, ~V · ~n = 0}, (9)

gdje je ~n jedini£ni vektor koji je izvan domene Ω i normalan na rub ∂Ω . �to zna£i da uvjet ~V · ~n = 0
ozna£ava vektorsko polje ~V koje je tangentno s rubom ∂Ω i vrijedi samo na rubu. Uvjet ~∇ · ~V = 0 vrijedi kroz
cijelu Ω. Ovakva vektorska polja se jo² zovu i �uidni £vorovi i predstavljaju protjecanje struje u magnetostatici.

Slika 4: Fluidni £vor ("Blood �ow"), heliciteteta H(~V ) = ±3Φ2 (vi²e u poglavlju 4.3).

Sada de�niramo gradijente:

De�nicija 3.2. Za neku glatku realnu fuknciju ψ de�niranu na Ω

G = gradijenti = {~V ∈ V F (Ω) : ~V = ~∇ψ}, (10)

Moºe se pokazati[1] da je prostor VF(Ω) je direktna suma dva ortogonalna potprostora K ⊕G.
Neka Σ ozna£ava bilo koju glatku orjentiranu plohu u Ω £iji rub ∂Σ leºi unutar ruba ∂Ω domene Ω. Tada Σ

zovemo povr²inu popre£nog presjeka i pi²emo (Σ, ∂Σ) ⊂ (Ω, ∂Ω) . Orijentiramo Σ odabirom jednog od svojih
dva jedini£nih normalnih vektorskih polja ~n. Zatim, za bilo koji vektor polja ~V na Ω, de�niramo tok ~V kroz Σ :

Φ =

∫
Σ

~V · ~n dA, (11)

gdje je dA element povr²ine. Pretpostavimo da je ~V ne-divergentno i tangentno na ∂Ω. Tada vrijednost Φ ovisi
samo o homolognoj klasi Σ u relativnoj homolognoj grupi H2(Ω, ∂Ω;R). Na primjer, ako je Ω je torus s N rupa
, tada je H2(Ω, ∂Ω;R) generirana s disjuktnim orjentiranim popre£nim presjecima Σ1 , Σ2 . . . ΣN postavljeni
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tako da da presjecanje Ω sa tim popre£nim presjecima proizvodi jedno jednostavno povezano podru£je kao na
Slici 5. Tokovi Φ1 , Φ2 . . . ΦN od ~V kroz ove popre£ne plohe odre�uje protok ~V kroz bilo koju drugu povr²inu
popre£nog presjeka.

Slika 5: Popre£ni presjeci na domeni s dvije rupe.

3.1 FK

Ako tok Φ vektorskog polja ~V kroz svaku presje£enu povr²inu is£ezava, tada kaºemo da su svi unutra²nji
tokovi 0, zatim de�niramo:

De�nicija 3.3. Fluxless Knots (bez-proto£ni £vorovi)

FK = {~∇ · ~V = 0, ~V · ~n = 0, svi unutra²nji tokovi = 0}. (12)

Moºe se pokazati[1] da se bez-proto£ni £vorovi mogu i dati preko rotacije drugog vektorskog polja:

FK = {~∇× ~U : ~∇ · ~U = 0, ~U × ~n = 0}

Primjer 1. (FK) Neka je Ω kugla radijusa 1 centrirana u ishodi²tu u 3-prostoru. Promotrimo vektorsko polje
(Slika 6):

~V = −yx̂+ xŷ,

koje je vektorsko polje rotacije oko z-osi sa konstantnom kutnom brzinom. Ne-divergetno (~∇· ~V = 0) i tangetno
sa rubom kugle (~V · ~n) , tj. pripada podprostoru FK , jer nema harmoni£nih £vorova na kugli (genus od ∂Ω je
jednak nuli).

Slika 6: Vektorsko polje u podprostoru bezproto£nih £vorova (FK).

3.2 HK

De�nicija 3.4. Harmonic Knots (harmoni£ni £vorovi)

HK = {~∇ · ~V = 0, ~V · ~n = 0, ~∇× ~V = 0}. (13)

Prostor HK izomorfan sa homolognom grupom H1(Ω,R) i, pomo¢u Poincareovom dualno²¢u, izomorfan sa
relativnom homolognom grupom H2(Ω, ∂Ω;R) , koji je kona£no-dimenzionalan vektorski prostor, sa dimenzijom
jednak genusu na ∂Ω.
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Primjer 2. (HK) Neka je Ω torus koji je nastao revolucijom kruga oko z-osi (ima genus jednak jedan). Koriste¢i
cilindri£ne kordinate (r, ϕ, z), promotrimo vektorsko polje:

~V =
ϕ̂

r

koje je magnetsko polje nastale od struje koje te£e u z-smjeru (Slika 7). Lagano se provjeri da polje ~V is-
punjava uvjete za podprostor harmoni£nih £vorova (HK). Harmoni£ni £vorovi su obi£no dobri za opisivanje
magnetostatskih polja.

Slika 7: Vektorsko polje u podprostoru harmoni£kih £vorova (HK).

3.3 CG

Ako je ~V vektorsko polje de�nirano na Ω, kaºemo da su svi tokovi ~V na rubu su nula ako je tok kroz svaku
komponentu ruba ∂Ω jednak nuli. Tada de�niramo rotacijske gradijente:

De�nicija 3.5. Curly Gradijents (rotacijski £vorovi)

CG = {~V = ~∇ψ, ~∇ · ~V = 0, svi rubni tokovi = 0}. (14)

Potprostor CG je dobio takvo ime jer jer su to jedini gradijenti £ija slika leºi u rotaciji.

Primjer 3. (CG) Neka je Ω opet kugla radijusa 1 centrirana u ishodi²tu. Promotrimo harmoni£ku funkciju z
i njezino gradijentno polje (Slika 8):

~V = ~∇z = ẑ,

Koje je bez-divergentno i ima tok jednak nuli kroz jedinu komponentnu ruba ∂Ω, tj. pripada podprostoru
rotacijskih gradijenta (CG).

Slika 8: Vektorsko polje u podprostoru rotacijskih gradijenta (CG).

3.4 HG

De�nicija 3.6. Harmonic Gradijents (harmoni£ki gradijenti)

HG = {~V = ~∇ψ, ~∇ · ~V = 0, ψ lokalno konstantna na ∂Ω}, (15)

6



gdje rubni uvjet zna£i da funkcija ψ je konstantna na svakoj komponenti ruba ∂Ω. Potprostor HG je izomor-
fan a apsolutnom homologijom H2(Ω;R), i pomo¢u Poincareove dualnosti, izomorfan sa relativnom grupom ho-
mologije H1(Ω, ∂Ω;R) , koji je kona£no-dimenzionalan vektorski prostor, sa dimenzijom jednakoj razlici broja
komponenta od Ω oduzeto od broja komponenta ∂Ω . Ova polja se zovu harmoni£na jer funkcija ψ zadovoljava
Laplaceovu jednadºbu ∇2ψ = 0.

Primjer 4. (HG) Neka je Ω prostor izme�u dviju koncentri£nih sfera (rub ima dvije komponente a cijela
domena jednu), radijusa 1 i 2, centrirane u ishodi²tu. Koriste¢i sferen kordinate (r, θ, ϕ), promotrimo harmoni£nu
funkciju 1/r i njezin gradijentno vektorsko polje:

~V = ~∇(1/r) = − r̂

r2
,

koje je polje koje opada s inverznim kvadratom (Slika 9). Po²to je funkcija 1/r konstantna na svakoj komponenti
∂Ω, vektorsko polje ~V pripada podprostoru harmoni£nih gradijenata (HG).

Slika 9: Vektorsko polje u podprostoru harmoni£kih gradijenta (HG).

3.5 GG

I na kraju de�niramo grounded gradient (uzemljen gradijent):

De�nicija 3.7. Grounded Gradijents (uzemljeni gradijenti)

GG = {~V ∈ V F (Ω) : ~V = ~∇ψ,ψ|∂Ω = 0}, (16)

koji je dobio ime jer gradijenti funkcija is£ezavaju na ∂Ω.

Primjer 5. (GG) Neka je Ω kugla radijusa 1 centrirana u ishodi²tu. Promotrimo funkciju r2−1 = x2+y2+z2−1
i njezino gradijentno vektorsko polje:

~V = ~∇(r2 − 1) = 2xx̂+ 2yŷ + 2zẑ.

Fukcija r2 − 1 je konstantna na ∂Ω (jednaka je nuli), tj. vektorsko polje ~V pripada u podprostor uzemljenih
gradijenta (GG). U klasi£noj elektrodinamici ~V je elekti£no polje koje proizvode prostorni naboji unutar kugle
(~∇ · ~V = 6):

7



Slika 10: Vektorsko polje u podprostoru prizemljenih gradijenta (GG).

Hodgeov teorem o dekompoziciji se pokazuje na slijede¢i na£in. Prvo se prostor V F (Ω) rastavi na podprostore
£vorova K i gradijentnih polja G tako da se uzmu dva polja iz svakog podprostora i zatim se trivijalno , pomo¢u
sklarnog produkta i identiteta iz vektorske analize, pokaºe da su ta dva podprostora ortogonalna. Zatim se
svaki od tih podprostora rastavi na druge podprostore: K na FK ⊕ HK, a G na CG ⊕ HG ⊕ GG na sli£an
na£in.

Vektorsko polje ~V pripada potprostoru HG⊕GG ako i samo ako je gradijent glatke fukncije ψ na Ω koja je
konstantna na svakoj komponenti ∂Ω, ili ekvivalento, ~V je gradijentni vektor koji je ortogonalan s ∂Ω. Tvrdnja
Teorema 4.2 da takvi vektorski prostori oblikuju jezgru Biot-Savart operatora.

Pet ortogonalnih direktnih sumada od V H(Ω) se mogu ozna£iti sa sljede¢im svojstvima:

FK =(ker[rot])⊥

HK =(ker[rot]) ∩ (img[grad])⊥ = (ker[rot])/(img[grad]) ∼= H1(Ω;R)

CG =(img[grad]) ∩ (img[rot])

HG =(ker[div]) ∩ (img[rot])⊥ = (ker[div])/(img[rot]) ∼= H2(Ω;R)

GG =(ker[div])⊥

4 Primjena Hodgeovog teorema

4.1 Primjena na polja

Ovdje ¢emo primjeniti Hodgeov teorem na op¢enitom polju. Op¢enito kada imamo vektorsko polje de�niranog
na ome�enoj domeni pitamo se moºemo li je vektorsko polje gradijent neke funkcije ili rotacije drugog vektorskog
polja. Takva i sli£na pitanja ¢emo ovdje odgovoriti.

Primjer 6. Kako znamo jel je neko vektorsko polje ~V na kompatknoj domeni Ω (a) gradijent funkcije ili (b)
rotacija nekog drugog V F (Ω)(b) ?

Odgovor na (a) je pozitivan ako je cirkulacija polja ~V oko svake petlje nula. Obrnuto, ako je cirkulacija ~V

oko svake petlje nula onda ~V = ~∇ψ , gdje je ψ(x) glatka realna funkcija de�nirana integracijom ~V na bilo kojem
putu iz po£etne to£ke x0 u svakoj povezanoj komponenti od Ω do to£ke x. Ali ovo nije vrlo prakti£an test.

Hodgeov teorem nam olak²ava u traºenju odgovora. Pogledajmo ²to nam kaºe Hodgeov teorem o slici
gradijenta i jezgri (kernelu) rotacije (3):

ker[rot] = HK ⊕ CG⊕HG⊕GG
img[grad] = CG⊕HG⊕GG,

koji nam kaºe da ako ºelimo se na²e vektorsko polje ~V nalazi u postoru gradijenta tada ~V ne smije imati rotaciju,
tj. ~∇× ~V = 0 (tako da se nalaziti u jezgri rotacije) i mora imati cirkulaciju jednaku nula oko svake petlje na
∂Ω (da ima HK komponentu jednaku nuli), gdje su te petlje baza za H1(Ω;R).
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Za odgovor na (b) pogledajmo ²to nam Hodgeov teorem kaºe o slici rotacije i jezgri divergencije:

img[rot] =FK ⊕HK ⊕ CG
ker[div] =FK ⊕HK ⊕ CG⊕HG .

Da ispunimo uvijete prvo trebamo provjeriti jel li je ~∇ · ~V = 0, tako da se ~V nalazi u jezgri divergencije. Zatim
trebamo imati komponentu HG jednaku nula, a to postiºemo tako da tok ~V kroz svaku komponentu ruba ∂Ω
bude nula. Sve ovo je lak²e provjeriti nego provjeravati je li je tok kroz svaku zatvorenu povr²inu jednau nula,
tj. provjeravati Stokesov teorem.

Primjer 7. Moºemo li na¢i ~V 6= 0, tako da je bez izvora i rotacije i da je tangentno s rubom (~∇·~V = 0,∇×V = 0

i ~V · ~n = 0)? Takva polja odgovaraju magnetostatskim poljima.

Ti uvjeti su upravo de�nicija de�nicija harmoni£kih £vorova (HK)!

HK = {~∇ · ~V = 0, ~V · ~n = 0, ~∇× ~V = 0} ∼= H1(Ω;R) ∼= Rgenus od ∂Ω.

Za pronalazak vektorskog polja koji odgovara traºenog uvijeta trebamo provjeriti imaju li rubne komponente
domene Ω barem jedan genus razli£it od nula.

Primjer 8. Moºemo li na¢i V 6= 0, tako da je bez izvora i rotacije i da je tangentno s rubom (∇·V = 0,∇×V = 0
i V × n = 0)?

Ti uvjeti su upravo de�nicija de�nicija harmoni£kih gradijenta (HG)!

HG = {~V = ~∇ψ, ~∇ · ~V = 0, psi lokalno konstantna na ∂Ω} ∼= H2(Ω;R) ∼= R(# komp. od ∂Ω)−(# komp. od Ω)

Za pronalazak vektorskog polja koji odgovara traºenog uvijeta trebamo potraºiti povezanu komponenta Ω koja
ima vi²e od jedne komponente ruba. Treba napomenuti jedan detalj jer nije odmah jasno da polje iz HG
ispunjava uvjete. Dakle, ako je ~V gradijentno polje na Ω koje generira funkcija ψ i ortogonalno je s rubom ∂Ω,
tada je ψ konstanta na svakoj komponenti ruba ∂Ω[2], ²to je upravo de�nicija HG.

4.2 Biot-Savartov operator

Sada ¢emo Hodgeov teorem primjeniti na Biot-Savartov operator (4). Primjenimo li rotaciju na (4) u upotri-
jebimo identitete iz vektorske analize dobivamo:

~∇×
−→
BS(~V )(~y) =

{
~V (~y) kada ~y ∈ Ω

0 kada ~y ∈ R− Ω = Ω′
+

1

4π
~∇~y
∫

Ω

~∇~x · ~V (~x)

|~y − ~x|
dτx −

1

4π
~∇~y
∫

Ω

~V (~x) · ~n
|~y − ~x|

dSx (17)

Ako upotrijebimo dρ/dt = −~∇· ~V (jednadºba kontinuiteta) za volumni naboj kroz Ω i dσ/dt = ~V ·~n za povr²ni
naboj na ∂Ω drugi i tre¢i £lan gornje jednadºbe moeºmo prepoznati kao vremensku promjenu elektri£nih polja
koji dolaze od volumnih ( ~Eρ) i povr²nih naboja ( ~Eσ), respektivno. Tada moºemo gornju jednadºbu prepoznati
kao Mawwellovu jednadºbu:

~∇× ~B = ~J +
d

dt
( ~Eρ + ~Eσ) = ~J +

d ~E

dt
, (18)

gdje je ~E ukupno elektri£no polje.
Ako je ~V je bez izvora (~∇ · ~V = 0) tada drugi £lan na desnoj strani jednadºbe (17) i²£ezava, ako je ~V

tangentno s rubom ∂Ω(~V · ~n = 0), tada tre¢i £lan na desnoj strani jednadºbe (17) i²£ezava. Ako je oboje tada
je ~V �uidni £vor K(9) i vrijedi slijede¢i teorem:

Teorem 4.1. Jednadºba ~∇ ×
−→
BS(~V ) = ~V vrijedi u Ω ako i samo ako je ~V bez izvora i tangentno je s rubom

∂Ω.

Ovaj rezultat je dobro poznat od prije. Ovaj teorem dodaje da se taj rezultat ne drºi u drugim slu£ajevima .
Utjecaj ovog teorema je da problemi svojstvenih vrijednosti za Biot-Savart operator, koji su vaºni za prou£avanje
heliciteta ( poglavlje 1. i 4.3), ne moºe se generalno pretvoriti u problem svojstvene vrijednosti za rotaciju ( tj,
u sustav parcijalnih diferencijalnih jednadºbi).

Slijede¢i teorem se dokazuje uz pomo¢ slijede¢eg izaza[6]:∫
Ω

~∇× ~V dτ = −
∫
∂Ω

~V × ~n dS.
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Teorem 4.2. Jezgra Biot-Savart operatera je upravo prostor gradijentnog vektorskog polja koja su ortogonalna
na granici Ω (ekvivalentno ~V ∈ HG⊕GG).

Ako ~V je glatko gradijentno polje vektora de�niranog na Ω i ortogonalno na njegovu granicu, tada je
njegovo magnetsko polje

−→
BS(~V ) = 0 kroz 3-prostor. Isto tako, ako je ~V glatko polje vektora de�nirano na Ω £ije

magnetsko polje
−→
BS(~V ) = 0 u Ω, tada je ~V gradijentno polje ortogonalno na granicu ∂Ω, i s time

−→
BS(~V ) = 0

kroz 3-prostor. Jednostavnije re£eno podprostori HG i GG ne opisuju dobro magnetska polja. Fizikalni uzrok
je to ²to ne postoje magnetski monopoli, koliko znamo za sada.

Slijede¢i teorem se dokazuje uz pomo¢ Fubinijevog teorema i Cauchy-Schwarzove nejednakosti.

Teorem 4.3. Biot-Savart operator je ome�en operator i stoga se proteºe u ome�enog operatera na L2 upotpun-
javanju svoje domene, gdje je i kompaktan i Hermitski. Tj. vrijedi

−→
BS = V F (Ω)→ V F (Ω) i < ~V1,

−→
BS(~V2) >=< ~V2,

−→
BS(~V1) > .

Crta iznad V F (Ω) ozna£ava kompaktan zatvara£ u V F (Ω) (skup ima kompaktan zatvara£ ako je skup
ome�en). I kona£no, moºe se pokazati:

Teorem 4.4. Ako je ~V ∈ K(Ω) tada
−→
BS(~V ) opada kao 1/r3 u beskona£nosti (ina£e opada kao 1/r2).

Detaljan dokaz svih ovih teorema se moºe na¢i u [2].

4.3 Prakti£ne primjene

Ovdje ¢emo spomenuti prakti£ne primjene[4].
Energija magnetskog polja u domeni Ω se ra£una pomo¢u slijede¢eg izraza:

εM (~V ) =
1

2

∫
∂Ω

|
−→
BS(~V )|2 dτ. (19)

Energija magnetskog polja εM (~V ) nije sa£uvana u vremenu , ali ima vaºnu ulogu pri prou£avanju magnetskim
relaksacijama u kojima imamo po£etni oblik , magnetsko polje i helicitet, zatim nakon evolucije u vremenu
dobivamo oblik u kojem vlastita polja Biot-Savartovog operatora, koja odgovaraju njegovim ekstremnim svo-
jstvenim vrijednostima, postaju vektorska polja u Ω s minimalnom energijom za dani helicitet. Primjer za
magnetsku relaksaciju je dana na Slici 11. Op¢enito se moºe pokazati slijede¢a veza izme�u εM (~V ) i H(~V ):

εM (~V ) ≥ α|H(~V )|, (20)

gdje je α 6= 0 konstanta koja ne ovisi o magnetskom polju. Ako gledamo �uidne £vorove K tada su volumen i
tok Φ sa£uvani u vremenu i moºemo pisati drugi na£in de�niranja heliciteta (za jedno polje):

H(~V ) =
∑

1≤i≤n

Φ2
iSLi, (21)

gdje je SL (self-linking number) je broj koji predstavlja koliko je polje zapetljano samim sa sobom. Ako ima
vi²e polja tada se pojavljuje dodatni £lan koja opisuje me�usobno uvijanje polja i SL nema vi²e jednostavnu
intepretaciju. Primjer takve de�nicije heliciteta je dano na Slici 4 , gdje ima helicitet H = ±3Φ2.

Ako krenemo s poljem vektora ~V koje je bez divergencije i tangentno s granicom svoje domene Ω, tj. �uidni
£vorK, a zatim njezino magnetsko polje

−→
BS(~V ), iako bez divergencije, op¢enito ne¢e biti tangentno s rubom ∂Ω.

U takvom slu£aju, jednostavno modi�ciramo Biot-Savart operator
−→
BS(~V ) ortogonalnom projekcijom natrag

u podprostor �uidnih £vorova K. Vlastita polja ovog modi�ciranog Biot-Savart operatora koji odgovaraju
njegovim ekstremnim svojstvenim vrijednostima su �uidni £vorovi u Ω s minimumom energije za odre�en
helicitet. Kada je domena Ω jednostavno povezana, ovaj model minimalne energije opisuje stabilnih polja
plazme u Ω . Primjer takve primjene je prikazano na Slici 11.
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Slika 11: Magnetska relaksacija magnetskog trolista. Imamo po£etni viskozni �uidni £vor koji je dan s po£etnom
magnetskom energijom εM , oblikom, tokom Φ, volumenom T i helicitetomH. Zbog disipacije trenjem magnetska
energija εM ¢e se smanjiti s vremenom zbog £ega ¢e se magnetske strujnice pribliºiti. Po²to je volumen sa£uvan
popre£ni presjek ¢e se pove£ati. S obzirom da su istovremeno su tok Φ i helicitet H sa£uvani magnetske strunice
¢e se dotaknuti i nastat ¢e netrivijalni oblik minimalne magnetske energije εM

5 Zaklju£ak

Iskazali smo Hodgeov teorem i objasnili njegove dijelove i terminologiju. Onda smo teorem primjenili na op¢enita
vektorska polja i dobili smo rezultate koji su jednostavniji od rezultata koje nam je dala samo vektorska analiza,
kao ²to je pitanje je kako znamo jel je neko vektorsko polje rezultat gradijenta neke funkcije ili je rezultat
rotacije nekog drugog vektorskog polja. Tako�er smo primjenili Hodgeov teorem dekompozicije na Biot-Savartov
operator i dobili smo rezultate koje potvr�uje i produbljuju shva¢anje o operatoru, ²to nam govori o korisnosti
Hodgeovog teorema. Kona£no, kao rezultat dekompozicije moºemo prou£avati magnetska polja i polja plazme
koriste¢i svojstva iz teorije £vorova, ako ta polja pripadaju podprostoru �uidnih £vorova.
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