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Sazetak

U ovom seminaru predstavljamo Rainich - Misner - Wheelerov formalizam, odnosno
teoriju geometrodinamike, kao pokusaj ujedinjenja elektromagnetizma i gravitacije na
klasi¢noj razini. Izvodimo Rainich - Misner - Wheelerove uvjete na metriku koji moraju
biti zadovoljeni da bi ujedinjenje bilo uspjesno. Razmatramo na koji je nac¢in moguce
konzistentno uvesti naboje i mase unutar formalizma te koji su njegovi problemi i pre-
preke.
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1 Uvod

Svaki poku3aj ujedinjenja gravitacije s ostalim silama u prirodi ukazuje nam na moguce
smjerove u kojima ¢e se bududéa teorija kojoj teZimo razvijati. Pogotovo je tome tako kada
netko uspije stvoriti teoriju koja ¢ini samodostatnu zatvorenu cjelinu. Rainich - Misner -
Wheelerov (RMW) formalizam, koji je temelj teorije nazvane “Geometrodinamika”, poku-
8aj je ujedinjenja gravitacije i elektromagnetizma uz minimalne pretpostavke, na klasi¢noj
razini. Stoga joj se Cesto pridjeljuje epitet “already unified theory of RMW”. Ova teorija, kao
i bilo koja druga klasi¢na teorija, u svojoj formulaciji nailazi na mnoge konceptualne pote-
Skoce tretmana singulariteta, interakcije Cestica, stabilnost stanja, pa takvih nije postedena
ni ova.

Specificno, RMW teorija kre¢e od Einstein - Maxwellovih (EM) jednadzbi te izvodi
nuZne uvjete na metriku koja proizlazi iz globalnih svojstava EM jednaZbi. Ono $to je
zanimljivo je da su tako izvedena ogranic¢enja na metriku ujedno su i dovoljna, odnosno
ako “negdje u svemiru” izmjerimo metriku koja zadovoljava RMW uvjete, iz nje moZemo
izracunati elektromagnetsko polje prisutno u tom dijelu prostora. Pretpostavka takvog
postupka je da nemamo prisustvo nekih drugih polja u tom dijelu prostorvremena.

Za bolju predodZzbu poloZaja same teorije, kao i kratkog povijesnog presjeka, prigodno
je citirati jednog od osnivaca formalizma [Whe62]:

The sources of the curvature of space-time are conceived differently in ge-
ometrodynamics and in usual relativity theory. In the older analysis any war-
ping of the Riemannian space-time manifold is due to masses and fields of
non-geometric origin. In geometrodynamics - by contrast - only those masses
and fields are considered which can be regarded as built out of the geometry
itself ...

The past has seen many attempts to describe electrodynamics as one or anot-
her aspect of one or another kind of non-Riemannian geometry. Every such
attempt at a unified field theory has foundered. Not a change in Einstein’s
experimentally tested and solidly founded 1916 theory, but a closer look at it
by Misner in 1956, gave a way to think of electromagnetism as a property of
curved empty space. Rainich already long before in an almost forgotten paper
had shown under what conditions a curvature of space-time can be regarded
as due to an electromagnetic field, and how in such cases to find the field from
geometry. Misner rediscovered the results of Rainich. He went on to point out
that the electromagnetic field curves space in such a characteristic way - or ma-
kes such well defined “footprints” on space - that these footprints can themselves
be considered as the full manifestation of the electromagnetic field. In other
words one can say all that has to be said about electromagnetism in charge-
free space without mentioning other than geometric quantities. In this sense
Einstein’s 1916 theory can be regarded as an “already unified” - and entirely
geometrodynamical - theory of electromagnetism and gravitation.

Kao sto je spomenuto, RMW formalizam tretira elektromagnetsko polje bez struja. Whe-
eler je dodatno unutar formalizma pokusao opisati naboj i masu na takoder klasi¢noj razini.
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Njegova ideja bila je uvesti naboje preko crvotocina kroz koje prolazi odredeno elektromag-
netsko zracenje. Uz to, pojam mase uveo je entitetom zvanim “geon”, konstruiranim kao
nakupina gravitacijskog zracenja, elektromagnetskog zracenja, ili bilo koja mjeSavina nave-
denog. Takva nakupina posjedovati ¢e masu u obliku energije spremljene u zracenju i moci
¢e interagirati s okolinom.

Cilj ovog seminara je izvesti EM jednadzbe i RMW uvjete na metriku te predstavljeni
formalizam uklopiti u Siru sliku geometrodinamike.

2 Einstein - Maxwellove jednadZbe

Prije samog izvoda EM jednadzbi, podsjetit éemo se kako dolazimo do Maxwellovih jed-
nadZzbi u zakrivljenom te Einsteinove jednadZbe u praznom prostoru.

2.1 Maxwellove jednadzbe

Maxwellove jednadzbe koje u standardnoj formi znamo kao:

E-£, v.B- __9%B _y4+ %
VE—EO, V-B=0, VxE= 5 VxB-]+at, (1)
moZemo pomocu elektromagnetskog tenzora i pripadnog Hodgeovog duala zapisati u
kompaktnijem obliku:

9, FM = —J', 3, xF" =0, @)

gdje su pripadni tenzori za A¥ = (¢, A) jednaki
FMV = ol AV — oV Al (3)
«F" = 1/2 €4peF*7, (4)

odnosno zapisano preko elektricnog (E = —V¢ — aa—‘:‘) i magnetskog (B = V x A) polja:

0 E. E, E
~Ex 0 B, —B,
~E, —B, 0 By
~E, B, —Bx O

P — (5)

Prikladno je odmah napomenuti da je iz definicije (3), Bianchijev identitet za elektromag-
netski tenzor jednak
Fab,c + Fca,b + Fbc,a =0, (6)

Sto je izraz ekvivalentan homogenom dijelu Maxwellovih jednadZzbi (2).

Od sada nadalje, jednadzbe gibanja izvodit éemo u lagrangianskoj formulaciji mini-
mizacijom akcije S = f d*x £. U “ravnom” prostorvremenu Minkowskog, Maxwellove
jednadzbe (2) moZemo dobiti iz Lagrangijana elektromagnetizma

1
L=~ F"Fy + Ay, 7)

Euler-Lagrangeove jednadzbe za £ daju nam nehomogene jednadZzbe (2), dok su homogene
posljedica Bianchijevog identiteta (6).



2.1.1 Zakrivljeni prostor

Da bismo dosli do ekvivalentnih jednadZbi u zakrivljenom prostoru, provodimo postupak
kovarijantizacije. Ono $to zapravo Zelimo je da nam se jednadZbe koje plauzibilnim ar-
gumentima “pogodimo” za zakrivljen prostor svedu prilikom prelaska u ravni prostor u
one dobro poznate (2). Prakti¢no, prilikom navedenog prelaska o¢ekujemo: g,, — 7,
Vi — 9g, gdje je g, metrika zakrivljenog prostora, a V,; kovarijantna derivacija.

Dakle, ako sada elektromagnetski tenzor zapisemo kao

F‘uy — VﬂAV - VVA]J s (8)
Sto je u ravnom prostoru jednako definiciji (3), a akciju iz prostorvremena Minkowskog
1
5= /d4x Vol (_ZPyVFpUUWUVU + ]yAy) ’ )
gdje je 7 = det(17,,) = —1, poop¢imo na zakrivljen prostor:
—( 1
minimizacijom iz Euler-Lagrangeovih jednadzbi dobivamo ocekivano,
VuFW = —J". (11)

2.2 Einsteinova jednadzba

Krenemo li od Einstein - Hilbertove akcije

S:/d4x£,G = %/d“x\/—gR, (12)

gdje je k = 87t1Gc* i R Riccijev skalar, minimizacijom akcije s obzirom na varijacije metrike
dguv, dobivamo Einsteinovu jednadZbu u vakuumu

1

gdje je Ry Riccijev tenzor.

Nakon ovih uvodnih razmatranja, do Einstein - Maxwellovih jednadZbi dijeli nas samo
pitanje kako izgleda ukupan Lagrangijan gravitacijskog i elektromagnetskog djelovanja.
Od sada nadalje pretpostavit ¢emo da se nalazimo u prostoru bez izvora i struja, odnosno
Ju = 0. Ukupni Langrangijan ne mozemo jedinstveno odrediti, ve¢ postuliramo princip
minimalnog vezanja koji kaze da u ukupnom Lagrangijanu nemamo mijeSanje izmedu “ma-
terije i gravitacije”, odnosno u nasem slucaju, kada je jedina materija elektromagnetsko
polie, S = [d*x(Lg + Lgm). Odgovara li dani Lagrangijan stvarnosti mozemo doznati
jedino iz eksperimenta.

Provedemo li ponovo varijacijski ra¢un, dobivamo:

1
R;w - Eg;wR =K Tyv ’ (14)

gdje je T, tenzor energije i impulsa

=2 6Lgm 1 1
v f— \/—__g ég]’”/ — E PyOFVU_gyV ZFPUFPO. . (15)
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2.3 Nista osim duljina

U kontekstu opce teorije relativnosti, mogli bismo re¢i da je vrijeme zapravo duljina, a
ne neki novi koncept te ga moZemo mjeriti u metrima. Isto vrijedi i za masu, koju izra-
Zenu u metrima moZemo shvatiti kao mjeru koliko na nekoj udaljenosti ona sama zakrece
svjetlost. Jednako moZemo promatrati elektromagnetsko polje i naboj. Promatrajudi elek-
tromagnetski tenzor kao mjeru zakrivljenosti koju stvara u prostorvremenu, prikladno je
uvesti geometrizirane izraze fy,, u jedinicama m~! kao

fuw = (VG/*)Fu . (16)

Napokon, zapisuju¢i EM jednadZbe preko f;, (u CGS jedinicama, kako bismo se uskladili
s literaturom) dobivamo:

1 1
R, — 55;;12 = 2furf'7 — 55; focf*7, (17)
V.t =0. (18)

Prva jednadzba govori nam o medusobnom odnosu zakrivljenosti prostorvremena i elek-
tromagnetskog polja koje se u njemu javlja. Polaze¢i od jednadZbe geodezika i Lorentzove

sile 4 At
P &8
ar ~ g
za infinitezimalnu testnu ¢esticu mase m*[m] i naboja ¢*[m] dobivamo jednadzbu gibanja:
LA dxtdaF] L da

m

az TV grar | =T g (19)

Promatrajudéi svojstva elektromagnetskog tenzora, moZemo izvesti uvjete na oblik metrike

te ujediniti elektromagnetizam i gravitaciju u jedan koncept. Izvod, pretpostavke i problemi
koji se pri tome javljaju tema su iduéeg poglavlja.

3 Rainich - Misner - Wheelerovi uvjeti

Kao §to smo spomenuli i prije, elektromagnetsko polje ostavlja otisak na zakrivljenosti
prostora toliko specifican da je iz nje same moguce znati sve o elektromagnetskom polju
u njemu prisutno. Uvjete koje metrika mora zadovoljavati, koji vrijede opcenito, najlakse
je izvesti u slucaju kada zakrivljenost dolazi od “normalnog” polja: onog za koje je omjer
Poyntingovog vektora naspram gustoce energije manji od brzine svjetlosti. To nije tako
jedino u slucaju ravnog elektromagnetskog vala (¢esto “null” polje, odnosno polje svje-
tlosnog tipa), no njega je moguce izolirano promatrati. U navedenom slucaju, moZemo
definirati normalu fi i kut 6 kao

2exDb

ﬁtanhZQ = m,

(20)

gdje smo uveli geometrizirano elektri¢no i magnetsko polje e i b. Iznos vektora s desne
strane jednakosti o¢ito je uvijek manji ili jednak jedinici. Promatramo li sada isto polje iz

sustava promatraca ¢iji je Lorentzov sustav giba brzinom

v/c = fitanhf (21)
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u odnosu na prijasnji sustav, Poyntingov vektor biti ¢e jednak nuli. Drugim rije¢ima, elek-
tri¢no i magnetsko polje u tom sustavu su paralelni. Zarotiramo li uz to osi tako da polja
gledaju u smjeru x’, lako je vidjeti da nam se Maxwellov tenzor energije i impulsa svodi na
dijagonalan oblik (—&2, —¢%,+¢2,+&2), gdje je &2 = €2, + b2,

Trag Maxwellovog tenzora T,", kao i njegov kvadrat TyaTaV kovarijantne su veli¢ine
s obzirom na Lorentzove transformacije. Stoga iz prijasnjeg razmatranja moZemo zaklju-
¢iti da je trag Maxellovog tenzora jednak nuli, a njegov kvadrat proporcionalan jedini¢noj
matrici, odnosno:

T," =0, (22)
T,"T," = 6,(T,"T.7 /4). (23)

Uz izratunata svojstva, primijetimo jo§ da nam o¢uvana struja [ T00d3x definira energiju
sustava, koja je nuzno pozitivno definitna, odnosno, T,° < 0.

Napokon nasa zapaZanja moZemo primijeniti na Einsteinovu jednadZbu (17). Rac¢una-
juéi njezin trag imajuéi na umu svojstvo (22), lako je vidjeti R,fl = 0, $to vodi na jednakost
Riccijevog i Maxwellovog tenzora. Odnosno, svojstva Maxwellovog tenzora moZemo samo
preslikati na svojstva metrike:

R/ =0, (24)
RyaRav = (SZ(RUTRTO/ZL) ’ (25)
Ry 0. (26)

Gornji izrazi predstavljaju RMW uvjete. Do sada smo promatrali slucaj kada u prostoru
imamo elektromagnetsko polje i izveli nuZne uvjete koje nasa metrika mora zadovoljavati.
U slijede¢em potpoglavlju uvest éemo pojam kompleksije polja (eng. complexion) i odgo-
voriti na pitanje iz suprotnog smjera: jesu li dobiveni uvijeti ujedno i dovoljni?

3.1 Kompleksija polja

Zamislimo neki dio prostorvremena kroz koji sada pustamo nase testne cestice (19) i zrake
svjetlosti te izmjerimo Riccijev tenzor u njemu. Mjerenja nam pokazuju da su zadovoljeni
RMW uvijeti te se pitamo moZemo li iSta re¢i o elektromagnetskom polju u tom dijelu
prostora.

Promotrimo “neis¢ezavajuci” slucaj, kada je

& =R,"R.7/4 #0.

U svakoj tocci prostorvremena postoji Lorentzov sustav u kojem je Riccijev (pa onda i Eins-
teinov) tenzor dijagonalan, oblika (—¢2, —¢2, +¢2,+¢2). To dalje znati da se opaZena za-
krivljenost moze u toj tocci prostora objasniti paralelnim elektri¢nim i magnetskim poljem
za koja vrijedi e? + b?> = 2. Ono sto je ostalo nepoznato je kompleksija elektromagnetskog
polja, gdje mozemo pisati

e=(£,0,0)cosa, (27)
b=(¢0,0)sinw. (28)



Zapravo se radi o generalnoj dualnoj rotaciji elektri¢cnog i magnetskog polja na koju je Fy
invarijantan, ovdje konkretno za sluc¢aj paralelnih polja. Uzmemo li sada & = 0 i vratimo se
u pocetni Lorentzov sustav (u kojem smo vrsili mjerenja), do¢i ¢emo do elektromagnetskog
tenzora ¢y, za kojeg, iako sadrzi elektri¢no i magnetsko polje, kaZemo da je samo elektritne
kompleksije. Ako isto napravimo za a« = 71/2, dobit ¢emo dualni tenzor * ¢, za kojeg
kaZzemo da je samo magnetske kompleksije.

Konaéno, u opcenitom koordinatnom sustavu, najopéenitiji oblik elektromagnetskog
tenzora koji ¢e proizvesti izmjerenu zakrivljenost je:

fuv = Cuv cosa + x &y sina, (29)

gdje su ¢,y i njegov dual egzakino odredivi iz mjerenja.
Na prvu dobiveni rezultat ukazuje da je ono $to mozemo dobiti mjerenjem zakrivljenosti
neodredeno do na skalarnu funkciju «. No ono $to jos nismo iskoristili je ¢injenica da
ako se kod izraza (29) radi o elektromagnetskom tenzoru, onda on mora zadovoljavati
Maxwellove jednadzbe V, ¥ = 0. Kako za skalarno polje vrijedi V¢ = d,¢, djelovanjem
kovarijantnom derivacijom na gornji izraz (29), dobivamo jedndazbu za d,a = «, koju
manipulacijama Einsteinove jednadZbe moZemo rijesiti (za izvod vidi literaturu [MW57])
te je rezultat:
V=8 €uap RPR,
Ry RN

Vidimo da je izraz u potpunosti ovisan o geometrijskim parametrima i dobro definiran

ay = (30)

za sva prostorvremena u kojima je Riccijev tenzor derivabilan i za koji je trag njegovog
kvadrata razli¢it od nule, sto je jedan od problema formalizma diskutiran kasnije. MoZemo
vidjeti da rotacija polja ag iS¢ezava, odnosno

Ay — Qyp = Ay — Ay = 0. (31)
Dakle, integral vektora a;, od proizvoljnog ishodista 0 do neke tocke x definirat e
skalarnu kompleksiju polja do na proizvoljnu konstantu

X
x = /0 aydxt + g, (32)

uz uvjet da integracija ne ukljucuje tocke R,rR’" = 0 te da je prostor koji promatramo
jednostavno povezan.

Ukoliko tome nije tako, umjesto uvjeta (31) potrebno je nametnuti ekvivalentan uvjet
koji vrijedi i za prostore koji nisu jednostavno povezani:

%ocydxy = 27n, (33)

gdje je n cijeli broj.

Jednadzba (31), koja sadrzi derivacije Cetvrtog stupnja metrike g, zajedno sa prije izve-
denim RMW relacijama (24 - 26) ¢ini nuZne i dovoljne uvjete da u Riemannovoj geometriji
proizvedemo sve posljedice Eintein - Maxwellove teorije. Efektivno, jedan skup diferenci-
jalnih jednadZbi ¢etvrtog reda zamijenio je dva skupa jednadzbi drugog reda. Ono Sto se
konceptualno desilo je da smo izmedu svih zamislivih Riemannovih prostora odabrali one
Cija je geometrija konzistentna s klasi¢cnim zakonima gravitacije i elektromagnetizma.
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Slika 1: Shematski 2 + 1 dimenzionalni prikaz naboja u geometrodinamici. Preuzeto iz
[MW57].

3.2 Problem praznog prostora

Postoji jos nac¢ina (barem jedan) na koje je moguce definirati kompleksiju polja. No svaki
do kojeg se do sada doSlo negdje u nazivniku ima kvadrat Riccijevog tenzora te je tako
definiranu kompleksiju u praznom prostoru nemoguce odrediti. Stoga, ako bismo imali
dva odvojena dijela prostora u kojem imamo elektromagnetsko polje, njihove kompleksije
mogli bismo odrediti samo do na relativhu konstantu. Ukoliko ta podruéja nikada nisu
niti nece biti u dodiru jedno sa drugim, to ne predstavlja problem, no u slucaju kada se
dotaknu tada ¢e ovisno o toj relativnoj kompleksiji njihovo ponasanje biti razli¢ito. Dakle,
ovaj formalizam ima slijepu to¢ku koje se za sada nemoguce rijesiti, osim ako poznajemo
ponasanje geometrije kroz cijelu proslost i buduénost. Takav problem nije se javljao u
formalizmu Einsteina i Maxwella.

4 Masa bez mase i naboj bez naboja

Klasi¢na teorija geometrodinamike odlazi i dalje, prema definiciji mase i naboja bez uvode-
nja dodatnih objekata (npr. Cestica) i pretpostavki u do sada konzistentno zatvoren forma-
lizam.

Pojam mase uvodi se kao nakupina gravitacijske i elektromagnetske energije, zvana
geon, gdje na primjer elektromagnetska energija zakrivljuje prostor na takav nac¢in da stvara
stabilan objekt u prostorvremenu. Takav konstrukt daleko je od bilo kakve poveznice sa na
primjer interakcijom dvije ¢estice opisane standardnim modelom, ali je od zanimljivog zna-
¢aja za bogatstvo formalizma. Takoder, kako se radi o gravitacijski “zarobljenoj” energiji,
geon ¢e konstantno zraciti svoju energiju u okolinu te se javlja problem njegovog Zivotnog
vijeka. S obzirom na nacin kako je geon konstruiran, prigodno je nazvan masom bez mase.

Naboj je s druge strane uveden preko, u op¢oj teoriji relativnosti vrlo poznatog i prouca-
vanog teorijskog koncepta, crvotocine. Ako kroz nju pustimo elektromagnetsko zracenje,
ono ¢e nam efektivno za promatraca blizu jednog od njezinih krajeva davati pozitivan ili
negativan tockasti naboj (Slika 1), naravno unutar ovakve klasi¢ne teorije njegov iznos nece
biti kvantiziran. Promatra¢ moZe vidjeti divergenciju ili konvergenciju elektromagnetskog
zraCenja u jednoj tocci, nepravilno primijeniti Gaussov teorem na sferi i zakljuditi da se
radi o “naboju”, dok zapravo nije svjestan da nije obuhvatio cijelu granicu i da pravi naboj
zapravo ne postoji. Ovakav ¢isto topoloski konstrukt stoga nosi ime: naboj bez naboja.

8



5 Zakljucak

U zaklju¢ku, geometrodinamika predstavlja vrlo lijepu i samodostatnu teoriju klasi¢nog
ujedinjenja elektromagnetizma i gravitacije. Trenutno stanje RMW formalizma, naglasava-
juci njegov problem praznog prostora (gdje elektromagnetsko polje iS¢ezava), najbolje je
opisao sam autor [Whe62]:

The existence in the basic structure law of classical space-time of such a qu-
antity as the relative complexion of two widely seperated points compels anyone
seeking a purely geometrical description of nature to conclude that the concept
of complexion has not yet found its happiest geometrical means of expression.

Relative complexion comes to the fore in another unsolved problem: why do
all the charges in nature have the same complexion?

In conclusion, already unified field theory gives a basis for stating that all
of classical physics can be put into geometrical terms, but it is not the most
convenient way to describe that geometry. For that purpose the dual language
of electromagnetic fields and metric is still the more useful.
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