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Sazetak

U semniaru definiramo difeomorfnu kovarijantnost Lagrangiana (definiranog na proizvolj-
noj mnogostrukosti) te povezujemo tu difeomornu kovarijantnost sa zakonima oCuvanja
preko Noetherinog teorema. Kona¢no, to sve smo iskoristili da bi povezali difeomorfnu
kovarijantnost Lagrangijana s entropijom crne rupe kao Noetherinim nabojem.

1 Lagrangian

Opce teoriju relativnosti mogucée je formulirati koristeéi lagrangijanski formalizam. Ideja je da
postoji tzv. Lagrangian L takav da akcija

S(gap(x)) = /M L9t VaVogea)e (1)

poprima ekstremalnu vrijednost. Ovdje je M 4-mnogostrukost prostor-vrijeme, g,; metrika
prostor, a V, kovarijantna derivacija pridruZena metrici. Bitno je napomenuti nekoliko razlika
ovog Lagrangijana od uobicajenih oblika, npr. u teoriji polja. Prvo, ovaj Lagrangijan nije skalar,
nego 4-forma. Drugo, uobicajeno je da je Lagrangijan funkcija polja i prve derivacije tog polja,
dok u naSem slucaju je Lagrangijan funkcija metrike (koja je polje koje prommatramo) i drugih
derivacija metrike. Razlog tome je §to je prva derivacija metrike jednaka nuli (po definiciji
kovarijantne derivacije pridruzene metrici), tj. Vagpe = 0.
Standardna akcija u op¢oj teoriji relativnosti glasi:

1

Sc(gav(x)) = e

/R\/g d*a (2)
gdje je R Riccijev skalar (koji ovisi o metrici), a g determinanta metrike. Faktor /—g ¢ini

volumnu formu invarijantnom na koordinatne transformacije. MoZe se pokazati da je varijacija
ove akcije po utjecajem varijacije metrike dgqp jednaka:

1 v 17 v g
356 = 15 [ (Gusda?™ + 9,5 ul=09" + 9 90,0577)) V=g d's ®)
gdje je G = Ry — Rguw /2 Einsteinov tenzor. Zadnja dva ¢lana u podintegralnoj funkciji

moguce je izbaciti uvodenjem rubnih ¢lanova u akciju. U nastavku ¢emo pretpostaviti da je to
ucinjeno. Stoga dobivamo:

1
0S¢ = ——= [ Gudg"v/—gd* 4
G 162G / p09g gax (4)
Uvjet da prva varijacija akcije mora is¢ezavati reproducira Einsteinovu jednadzbu u vakuumu:

1
G,uu = R/.Ll/ - §Rgu =0 (5)



Gore navedena akcija Sg opisuje samo ponaSanje metrike u vakuumu. Stoga ju je potrebno
modificirati kako bi mogli ukljuciti utjecaj ostalih Cestica i polja. Ukupna akcija tada poprima
oblik:

S:/(@RJFLM) V—gdiz (6)

gdje je Lyr gustoca Lagrangijana koja opisuje materiju. Uvedemo li tenzor energije i impulsa:

)
T 90%M (7)
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varijacija akcije postaje:
55':/ LG 5g‘“’—1T Sg" ) V=g dix (8)
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pa iz uvjeta ekstremalizacije akcije dobivamo potpunu Einsteinovu jednadzbu:

G = 87G T, (9)

2 Difeomorfna invarijantnost Lagrangijana

Uzmimo m-mnogostrukost M. Promatramo Lagrangijan:
L =L (9as ViGavs -+ Vi -+ Vi a6 Vi tbs o Vi, o Vi y16,7) (10)

gdje je gup metrika definirana na M, v skup svih ostalih dinamic¢kih polja, V' globalno definiran
operator kovarijantne derivacije te v skup svih nedinamickih polja. U nastavku ¢emo polja
Jab 1 ¥ kolektivno oznacavati s ¢. Nadalje, pretpostavit ¢emo da je Lagrangijan difeomorfno-
invarijantan, tj. pretpostavljamo da za sve difeomorfizme f : M — M vrijedi:

L(f*(¢)) = f*L(¢) (11)

Pogledajmo sada jo§ Lagrangijan (10). Kovarijantna derivacija V' koja se u njemu pojavljuje
je definirana globalno, tj. na cijeloj mnogostrukosti M, ali opc¢enito to nije derivacija pridruzena
metrici ggp. Medutim, koristeéi difeomorfnu invarijantnost, taj Lagrangijan moZemo drugacije
napisati. Neka je V operator kovarijantne derivacije pridruzen metrici gq,. Tada prema [1], za
Lagrangijan vrijedi:

L = L (gab, Raved> Vay Raveds - - -+ Viay - - V) Raved: Vs Vay b, -, Vigy - Vo) (12)

gdje je m = max{k — 2,1 — 2}, a Rgpeq Riemannov tenzor pridruzen metrici gqp.
Varijaciju ovog Lagrangijana moguce je napisati u sljede¢em obliku:

5L = ¢ (Agb5gab + ERCAS R pog + Ew&/;) 1 de (13)

gdje su A;b, Eﬁbc‘i i Ey tenzorska polja, a O (m — 1)-forma. Ovdje je bitno napomenuti da,
ukoliko 9 oznacava viSe od jednog polja, oznaka F,01 zapravo znadi:

Eydtp = By, 61, (14)

Drugim rijeima, moramo sumirati po svim poljima 5, a E, oznacava skup tenzorskih polja.
Sve zajedno ¢emo ovo pisati kao:
0L =FEdép+ dO (15)



Diferencijalnu formu © nazivamo simplekti¢kom potencijalnom formom i odmah je moguée
vidjeti iz izraza (13). Naime, dodamo li formi © proizvoljnu zatvorenu (m — 1)-formu, varijacija
Lagrangijana 6L se ne mijenja. Opdéenito, na formi © je mogudée napraviti sljede¢u transforma-
ciju:

O — O +du+ dY(¢,d0) (16)

Ovdje je Y (m—2)-forma linearna u d¢, a u proizvoljna (m—1)-forma. Pri tome, dodavanje forme

Y nece utjecati na varijaciju Lagrangijana, a dodavanje forme p ¢e dati sljedecu transformarciju
u Lagrangijanu:

L— L+ du (17)

U oba slu¢aja, "jednadzbe gibanja“ se ne mijenjaju. Zbog ove neodredenosti u formi O, moze
se pokazati da je formu © uvijek moguce izabrati tako da ona bude kovarijantna, u sljede¢em
obliku:

0 = 2E%4V 46 gy + ©' (18)

gdje je:
n—1 -1
o — Sab(¢)59ab + Z ﬂ(gf))adem“'aifsV(al o vai)Rabcd + Z Ui((f))al"'aiév(al o Vai)w (19)
=0 =0

Pri tome u S, T; i U; tenzorska polja koja nakon svih gornjih kontrakcija daju (m — 1)-forme.
Neka su nam sada zadane dvije nezavisne varijacije d¢1 1 d¢p2 polja ¢. Sada definiramo
(m — 1)-formu koju nazivamo simplekti¢kom strujom:

w(,010,020) = 20(9,019) — 010(¢, 629) (20)

Ako je C proizvoljna Cauchyjeva povriina, tada definiramo simplekti¢ku formu:

Q(¢751¢,52¢):/OW(¢751¢,52¢) (21)

Pri tome, ukoliko gornji integral nije konacan (§to se dogada ako C nije kompaktan), potrebno
je uvesti dodatna ogranicenja na dinamicka polja ¢ tako da bude konafan (npr. metrika u
odredenom limesu mora teziti ravnoj metrici). Nadalje, ti dodatni uvjeti se biraju tako da Q ne
ovisi o izboru C.

Jog treba pogledati kako se Q mijenja pod utjecajem transformacija (16). O¢ito forma p
nece utjecati na 2, ali forma Y ée inducirati transformaciju:

Q-0+ /C (51 (6,62Y) — 62Y (6,6,Y)) (22)

Pri tome je svejedno §to izaberemo kao Cauchyjevu povrsinu C. Zbog toga te uvjeta koje smo
postavili na polja ¢ da bi osigurali postojanje €2, slijedi da gornji integral i8Cezava. Stoga je (2
jedinstveno definiran unato¢ neodredenosti u formi ©.

3 Noetherin teorem

Neka je € proizvoljno vektorsko polje definirano na mnogostrukosti M. Promatramo varijaciju
polja 0¢ = £L¢¢ gdje je £¢ Liejeva derivacija. Iz difeomorfne invarijantnosti Lagrangijana tada
slijedi da je varijacija Lagrangijana jednaka:

SL = £:L = d(¢L) (23)



gdje u posljednjem izrazu podrazumijevamo kontrakciju vektorskog polja ¢ s prvim indeksom
Lagrangiana. Definiramo li struju J na sljedeé¢i nac¢in (kao (m — 1)-formu):

J=0(6,Led)—¢-L (24)
dobivamo:
AT = ~E(9) £e6 (25)

Ovdje vidimo da je struja J oCuvana kada god su zadovoljene jednadzbe gibanja (E = 0).
Dakle, J je zatvorena forma za sva polja £. Stoga postoji (m — 2)-forma @ takva da je J = dQ
pod uvjetom da su zadovoljene jednadzbe gibanja. Formu @ nazivamo Noetherinim naobojem, a
formu J Noetherinom strujom. Odmah vidimo da imamo slobodu izbora forme @ do na aditivnu
zatovorenu (m — 2)-formu. Nadalje, naboj @ je uvijek moguce izraziti na sljedeéi nadin:

Q = Wa(@)E" + X(0) Vol + Y (¢, £¢0) + dZ(,£) (26)

Ovdje je Y (m — 2)-forma linearna u £¢¢, Z (m — 3)-forma linearna u &, a W, i X tenzorska
polja takva da nakon gornjih kontrakcija dobijemo (m — 2)-forme. Da bi ovo pokazali, prvo
biramo © u obliku (18). To mozemo iskoristiti da bi dobili:

J = 2E%IV (Voo + V&) + 0/ (¢, Led) — € L (27)

Buduéi da ©' ovisi linearno o veli¢inama d¢ap, d Raped; 0V Raped, ---» slijedi da ©'(¢, £¢¢) ovisi
linearno o £€% 1 V3&®. Stoga J ovisi o €% te prve dvije derivacije od £%. 1z toga slijedi da @) ovisi
o xi® te o prvoj derivaciji od £*. To objasnjava prva dva ¢lana u izrazu za @ (druga dva ne
postoje). To smo dobili za specijalan izbor ©. U opcenitom sluc¢aju, © moze imati i drugadiji
oblik koji dobivamo veé navedenim transformacijama iz specijalnog oblika koji smo bili odabrali
u prvom sluc¢aju. Te transformacije tada generiraju druga dva ¢lana u izrazu za Q.

4 Prvi zakon mehanike crnih rupa

Neka je ¢ rjeSenje “jednadzbi gibanja”, §¢ varijacija tog polja te £% proizvoljno vektorsko polje.
Tada za varijaciju Noetherine struje dobivamo:

0] = 60(¢, £¢¢) — £c0(¢,69) + d(§ - O(4,09)) = w(, 59, £¢¢) + d(§ - O) (28)

Neka je H Hamiltonijan sistema za dinamiku generiranu poljem £%. Tada imamo:

5H:Q@ﬁ¢£@%={LJ—A@@w»:54}—[;3@ (29)

gdje je podrudje integracije u posljednjem integralu (m — 2)-sfera u prostornoj beskonacnosti.
Stoga, da bi Hamilotnijan H postojao, mora postojati (m — 1)-forma B takva da je:

ngB:Lf() (30)

Tada je trazeni Hamiltonijan jednak:

H:AJlLﬂB (31)

Pretpostavimo sada da varijacija d¢ zadovoljava linearizirane jednadzbe gibanja te da je £ sime-
trija svih dinamickih polja, tj. £¢¢ = 0. Tada je J prava Noetherina struja te postoji Noetherin
naboj @ takav da je J = d@. Hamiltonijan tada poprima oblik:

H:/XQ—gB) (32)
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Dakle, Hamiltonijan je zadan ¢istim “povrsinskim ¢lanom”. 1z toga slijedi:

/ (6Q—¢-©) =0 (33)
oC

Pretpostavimo sada da je £€* asimptotski vremenska translacija, postoji B (a time i Hamil-
tonijan) te da integral u izrazu (32) konvergira. Definiramo kanonsku energiju £ kao vrijednost
Hamilotnijana:

e= [ @w-t-B) (34)

gdje je t* = £%, ali naglasavamo da je rije¢ o vremenskoj translaciji. Ovdje e interpretiramo
kao energiju pridruZzenu asimptotski ravnom podrucju za bilo koje rjeSenje. Izratunajmo € za
“vakuumsku op¢u relativnost”, tj. kada je Lagrangian dan izrazom:

1
Lapea = EREabcd (35)

1z toga slijedi simplekticka potencijalna forma:

1
Oabe = Egdegﬂl(vf&geh - veégfh)edabc (36)

Pripadna Noetherina struja tada glasi:

1
Jabe = 76dabcvev[etd] (37)
8T
iz Cega slijedi Noetherin naboj:
1 cyd
Qup = _ﬁﬁabcdv t (38)

Promatramo metriku g, koja je asimptotski ravna $to znadi da postoji koordinatni sustav u
kojem je:

gu = nu +O(/7) (39)
gdje je map ravna metrika. Pri tome koristimo sferni koordinatni sustav s vremenskom kompo-

nentom ¢t i radijalnom komponentom r. Tada je gornji vektor t* zapravo element baze u ovom
sustavu (0/0t)*. Kao podrudje integracije biramo sferu s konstantnim ¢ i r uz r — oco. Tada je:

_ 1 gt Ogrt
| ew=—g= [ as <8r - ) (40)

Jos treba izraCunati drugi ¢lan u izrazu za £. Kre¢emo od sljedeceg integrala:

1
/ Oue =~ 1o / A8 749" g™ (V 18gen — Vedgpn) =
_ Wa/oo ds ((&gtt — Bygre) + TR (Dihyy — akhij)) (41)

gdje je r® = (0/0r)*, a h;j prostorna metrika. Iz toga slijedi da za B moZzemo izabrati:

1 y
t"Bape = T ((argtt — Ougrt) + TR (Dihyj — 8khij)> (42)

gdje je €. volumna 2-forma za sferu u beskona¢nosti. Kona¢no, za kanonsku energiju dobijemo:

1

€= Ton

/ ds Tkhij (8ihkj - akhij) (43)

Dobiveni izraz interpretiramo kao masu asimptotskog podrudja.



Izaberimo sada £* = p® umjesto £* = t* gdje ¢ pretstavlja asimptotske rotacije. Sferu u
beskona¢nosti biramo tako da je uvijek tangencijalna na vektor ¢® tako da ¢lan ¢ - © nestaje.
Sada definiramo kanonski moment impulsa kao:

7=~ [ Q@ (44
[o.@]
Neka je £* Killingovo polje koje is¢ezava na bifurkacijskoj (n — 2)-povrsini ¥ tako da je:
€ =10+ ¥l (45)

pri ¢emu je t* stacionarno Killingovo polje s jedini¢nom normom u beskonacnosti, 90?#) fami-

lija aksijalnih Killingovih polja, a QSL’;) “kutne brzine horizonta”. Ako je = asimptotski ravna

hiperpovrsina koja kao rub ima povrsinu X, onda vrijedi:

5L}wo—ﬁ8—9%“%w (46)
Definiramo sada:
S =2r / Xy (47)
>

gdje je X°? definiran izrazom (26), a €.q volumna forma okomita na . Tada je mogucée pokazati
da vrijedi:

Roso_ (1)

%55 =08 — QY 0T () (48)

gdje je k povrSinska gravitacija crne rupe. Ovdje smo X izabrali kao bifurkacijsku povrginu.
Ali za stacionarne crne rupe sa bifurkacijskim horizontom, integral od @ je neovisan o izboru
presjeka horizonta. Nadalje, definiramo li za proizvoljni presjek horizonta ¥’ entropiju crne rupe
kao:

S(¥Y) =2n / Xede (49)

tada je S neovisan o izboru ¥'. Naime, X je invarijantan na jednoparametarsku grupu iz-
ometrija y; generiranu s &% tj. S(x¢(X)) = S(X'). Ali za t — —oo, x¢(¥’) se priblizava
bifurkacijskoj povrsini ¥ pa je S(X') = S(X) kao §to smo ve¢ rekli. Napomenimo jo§ jednom
da ovo vrijedi samo za stacionarne perturbacije. U slu¢aju nestacionarnih perturbacija S je
potrebno izvrjednjavati na bifurkacijskom povrini 3.

Pogledajmo sada malo detaljnije slu¢aj nestacionarnih crnih rupa. Opéenito, entropiju takve
crne rupe trazimo u obliku:

‘szlﬁﬂww (50)

gdje je C proizvoljan presjek horizonta dogadaja, a X°? difeomorfno kovarijantna (m—2)-forma.
Navedena entropija mora zadovoljavati nekoliko svojstava. Prvo, u slu¢aju stacionarne crne rupe,
mora biti Sz(C') = S(C). Drugo, za varijaciju entropije crne rupe (ne nuzno stacionarne) mora
biti 4S5 = 5. Treée, Sy mora biti invarijantno na transformaciju koja Lagrangianu dodaje
egzaktnu m-formu. I kona¢no, S; mora postivati drugi zakon termodinamike, tj. Sy se ne smije
smanjivati u vremenu.

Od ova Cetiri uvjeta, sa zadnjim uvjetom nastaju problemi. Naime, drugi zakon termodi-
namike ne vrijedi uvijek i nije posve jasno koje uvjete je potrebno dodatno uvesti da bi on bio
zadovoljen. Stoga se u nastavku neé¢emo obazirati na taj posljednji uvjet te umjesto toga traziti
Sq koji zadovoljava samo prva tri uvjeta.

Pokugamo i staviti X = X nastat ¢e problemi u tome $to X? nije jedinstveno definiran.
Ta neodredenost je nebitna za stacionarne crne rupe, ali kao §to smo veé napomenuli, ona je
vrlo bitna za nestacionarne crne rupe. Sljedeéi pokusaj bi bio da pokusamo fiksirati vrijednost



od X tj. izabrati jednu od svih moguéih opcija. No i tada nastaju problemi u tome da ne
mozemo zadovoljiti treé¢i uvjet na Sg. Drugim rje¢ima, ne mozemo naci neki jednostavni nacin
za definiciju Sy u trazenom obliku. Umjesto toga se konstruiraju nova dinamicka polja, ovisno o
C, tako da C izgleda kao bifurkacijska povrSina stacionarne crne rupe. Drugim rjeCima, uvijek
je moguce pronadi Sy u trazenom obliku tako da su zadovoljena prva tri uvjeta na Sy. Tako npr.
u slucaju vakuumske teorije moguée je pokazati da je Sy na povrsini C' jednak Cetvrtini iznosa
povrSine C'. Nadalje, moguce je pokazati da ovaj Sy zadovoljava i drugi zakon termodinamike.

5 Zakljucak

Krenuvsi od definicije difeomorfno kovarijantnog Lagrangijana, pokazali smo da svaki takav
Lagrangian i pripadne jednadzbe gibanja uvijek mozemo zapisati u eksplicitno kovarijantnom
obliku. Nadalje, vidjeli smo vezu izmedu difeomorfne kovarijantnosti i zakona o¢uvanja (No-
etherin teorem) te na kraju razvijenu teoriju primjenili na crne rupe kako bi mogli definirati
entropiju crne rupe kao Noetherin naboj.
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