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Saºetak

U ovom seminaru predstavit ¢emo teoriju twistora, koju je predstavio Roger Penrose 1967. godine.
Prvo ¢emo predstaviti prostor spinora i njegove projektivne prostore. Zatim ¢emo pomo¢u njih uvesti
twistore. Tako�er, prou£avati ¢emo relaciju incidentnosti, koja ¢e nam dati vezu izme�u (projektivnog)
prostora twistora i kompakti�rciranog prostorvremena Minkowskog. Nakon toga ¢emo promotriti �zikalne
interpretacije twistora, u klasi£noj i kvantnoj mehanici.

1 Notacija spinora

U ovom seminaru koristiti ¢emo notaciju spinora. Njena osnovna karakteristika je da svaki indeks tenzora ili
vektora moºemo zamijeniti parom indekasa spinora. Npr., indekse poput:

a, b, c, d, ..., z, a0, b0, ..., z0 , a1, ..., a2, ...

mijenjamo sa parom indekasa:

AA
′
, BB

′
, CC

′
, DD

′
, ..., ZZ

′
, A0A

′

0 , B0B
′

0 , ..., Z0Z
′

0 , A1A
′

1 , ..., A2A
′

2 ...

gdje prvo slovo ozna£ava prostor spinora, a drugo (sa ') kompleksno konjugirani prostor spinora. Indekse
tenzora diºemo i spu²tamo korste¢i metri£ki tenzor gab i njegov inverz gab (oba imaju na dijagonali (1,-1,-1,-1),
nedijagonalni elementi su 0). Indekse spinora diºemo i spu²amo koriste¢i antisimetri£ni Levi-Civita, εAB , εA′B′ ,
εAB i εA

′B′
(svaki ima komponente (0,1;-1,0)), prema shemi:

ξB = ξBεAB , ξ
A = εABξB , ηB′ = ηA

′
εA′B′ , ηA

′
= εA

′B′
ηB′

Metri£ki tenzor gab je, prema [1], zadan sa:

gab = gAA′BB′ = εABεA′B′

Kompleksni nul vektor, la, je prema [1], u ovoj notaciji oblika:

la = lAA
′

= λAµA
′

Specijalno, ako je la realan:

la = ±λAλA
′

,

gdje se plus odnosi na budu¢i, a minus na pro²li svjetlosni stoºac.

2 Spinori

Neka je V vektorski prostor i va ∈ V sa komponentama (v0,v1,v2,v3) u nekoj ortonormiranoj bazi. Moºemo
de�nirati hermitsku matricu ψ(va):

ψ(va) = V AA
′

=

(
V 00′ V 01′

V 10′ V 11′

)
=

1√
2

(
v0 + v3 v1 + iv2

v1 − iv2 v0 − v3
)

(1)

Prema [1], preslikavanje de�nirano (1) je bijekcija izme�u 2x2 Hermitskih matrica i vektora va. Nadalje,
determinanta matrice:

detψ(va) =
1

2
ηabv

avb,

gdje ηab ozna£ava Lorentzovu metriku, iznosi pola norme vektora.
Ako matricu ψ(va) s lijeva pomnoºimo sa tAB ∈ SL(2,C):

V AA
′
→ WAA′

= tABV
BB′

t
A′

B′ ,

gdje je tA
′

B′ kompleksno konjugirana matrica:

t
A′

B′ = tAB ,

rezultat mnoºenja je hermitska matrica WAA′
koja ima jednaku determinantu kao i ψ(va).

Nadalje, ako je vektor va nul vektor, onda je rang ψ(va) jednak 1. Stoga ψ(v) moºemo pisati kao vanjski produkt
kompleksnog dvodimenzionalnog vektora i njegovog kompleksnog konjugata.

V AA
′

=

(
V 00′ V 01′

V 10′ V 11′

)
=

(
α0α0′ α0α1′

α1α0′ α1α1′

)
= αAαA

′
(2)
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Vektore αA, na koje djeluju elementi grupe SL(2,C), nazivamo, prema [1], spinorima. Oni su elementi komplek-
snog dvodimenzionalnog prostora S, tj. prostora spina. Kompleksno konjugirani vektorski prostor S=S

′
ima

elemente βA
′
.

Pripadni dualni prostori su S∗ i S∗′
sa elementima γA i δA′ .

Spinori vi²eg reda su elementi tenzorskog produkta:

φA...BA
′...C′

C...DE′...F εS × ...× S × S
′
× ...× S

′
× S∗ × ...× S∗ × S

′∗ × ...S
′∗

Operacija konjugacije izme�u S i S
′
je de�nirana, prema [1]: αA ∈ S de�nira αA

′
∈ S′

pravilom αA
′
=αA. Za

spinore vi²eg reda, kao npr. αABC
′ ∈ S×S×S′

operacija kompleksne konjugacije de�nira αA
′B′C ∈ S′×S′×S

pravilom: αA
′B′C = αABC′ .

Spinor, sa jednakim brojem obiju vrsta indekasa ( sa i bez ') kao npr.αA′B′CD , je hermitski ako vrijedi:

αA′B′CD = αA′B′CD

Postoji, prema [1], bijekcija izme�u realnih tenzora tipa n i Hermitskih spinora s n indekasa sa i n indekasa bez
'. Za n=1, to je relacija (3).
Operacije simetrizacije i antisimetrizacije spinora su de�nirane, prema [1], jednako kao i kod tenzora.
Polja spinora πA na mnogostrukosti M, prema [1], de�niramo kao lokalne prereze sveºnja S.

3 Projektivni potprostori

Jednodimenzionalan kompleksni projektivan prostor P 1 (CP) je skup svih jednodimenzionalnih potprostora
prostora S

′
. Njegovi elementi su klase ekvivalencije para kompleksnih brojeva [(π0′ ,π1′ )] sa relacijom ekviva-

lencije:
(π0′ , π1′ ) ∼ (λπ0′ , λπ1′ ); λ ∈ C

gdje (π0′ , π1′ ) 6= (0,0).
Moºemo razlikovati dva otvorena skupa, koji zajedno pokrivaju P 1.

U1 = {[π0′ , π1′ ]|π0′ 6= 0}

U2 = {[π0′ , π1′ ]|π1′ 6= 0}
Na skupu U1 imamo de�niranu koordinatu ξ=π

1′
π
0′
, tj. imamo bijekciju izme�u U1 i kompleksne ravnine. Na

U2 imamo koordinatu ξ=π
0′
π
1′
. Na presjeku skupova U1 i U2 vrijedi η=ξ−1. Stoga, moºemo de�nirati P 1

kao kompleksnu mnogostrukost. Po de�niciji, parakompaktni Hausdor�ov topolo²ki prostor X je kompleksna
mnogostrukost ako vrijedi:
a) X ima otvoreni pokriva£ Ui sa koordinatnim funkcijama fi : Ui → Cn
b)na nepraznom presjeku Ui ∩ Uj funkcije fj o fj su holomorfne sa Cn na Cn.
Koordinatama ξ i η dajemo geometrijsku interpretaciju pomo¢u stereografske projekcije. P 1 je, prema [1],
prostor projektivnih svjetlosnih stoºaca [8] u to£ki prostora Minkowskog. Topolo²ki gledano, to je prema [1]
nebeska sfera . Ako ju predstavimo kao jedini£nu sferu u R3, stereografska projekcija je preslikavanje sa sjevernog
pola na kompleksnu ravninu kao na slici 1.

Slika 1: Stereografska projekcija[1]

To£ki P s sfernim koordinatama (θ,φ) pridruºujemo to£ku P
′
pravilom:

ξ ≡ x+ iy = cot(
θ

2
)eiφ

Specijalno, to£ku na sjevernom polu moramo projicirati sa juºnog pola, gdje to£ki sa koordinatama (θ,φ)
pridruºujemo:

η = x− iy = tan(
θ

2
)e−iφ
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Kompleksna ravnina gledana odozdo ima suprotu orjentaciju. Stoga U1, predstavlja sferu bez sjevernog pola,
a U2 je sfera bez juºnog pola i u presjeku vrijedi η=ξ−1. Nadalje, metrika prostora Minkowskog u sfernim
koordinatama je zadana sa:

ds2 = dt2 − dr2 − r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)

Budu¢i svjetlosni stoºac N+ u ishodi²tu je ploha t=r. Inducirana metrika na N+, koja je ujedno i nedegerirana,
je zadana sa:

ds2 = −r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2), (3)

gdje θ i φ ozna£avaju nul geodezike,koji generiraju N+, a r je a�n parametar duº njih. Prerez na N+ dobivamo
speci�ciraju¢i r kao funkciju θ i φ (slika 2).

Slika 2: Prerezi na N+: S1 i S2 [1]

Konformalna preslikavanja, su prema [7], holomorfne funkcije koje £uvaju kuteve u svakoj to£ki podru£ja na
kojem su de�nirane.
Prema [1], preslikavnje sa prereza S1 na prerez S2 duº genratora, je konformalno.
Prerez Σ: r=1 (slika 3) ima prema [1], metriku jedini£ne sfere.

Slika 3: Prerezi: Σ i Σ̂ [1]

Primjenom Lorentzovih transformacija na jedini£ni vektor ta, koji de�nira vremensku os:

ta → tc = Λabt
a,

preslikamo Σ u Σ̂. Prema [1], Σ̂ ¢e imati metriku jedini£ne sfere. Iz ovoga vidimo da Lorentzove transformacije
de�niraju elemente grupe C(2), grupe konformalnih preslikavanja jedini£ne sfere.
Metrika jedini£ne sfere, zapisana pomo¢u koordinate ξ je:

ds2 = − 4

1 + ξξ
2 dξdξ

Iz teorije kompleksnih funkcija jedne varijable znamo da konformalno preslikavanje u dvije realne dimenzije
mora biti holomorfno (ili antiholomorfno, ako mijenja orijentaciju). Stoga, konformalna transformacija sfere
mora biti globalno de�nirana holomorfno transformacijom:

ξ → ξ̃ = f(ξ)

η → η̃ = f(η)
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η̃ = ξ̃−1

Intutivno, to moºemo interpretirati: funkcija f(ξ) mora imati jednostavan singularitet na transformiranom
juºnom polu i pol na transformiranom sjevernom polu, tj.:

f(ξ) =
aξ + b

cξ + d
h(ξ),

gdje h(ξ) nema jednostavne singularitete ni polove, tj. mora biti konstantna. Stoga, moºemo odabrati h(x)=1:

f(ξ) =
aξ + b

cξ + d

Bez gubitka op¢enitosti, moºemo izabrati ad-bc=1. Tada je konformalna grupa C(2) grupa Mobiusovih trans-
formacija [8].

4 Prostor twistora

Twistor je polje spinora ΩA(x) u prostoru Minkowskog M koje zadovoljava tzv, jednadºbu twistora, koja, prema
[1], glasi:

∇A′ Ω(A B) = 0 (4)

ili ekvivalentno:
∇AA′ΩB = −iδ B

A πA′ (5)

za neko drugo polje spinora πA′ . Rje²enje jednadºbe (4) je prema [1]:

ΩA = ωA − ixAA
′

(6)

gdje je spinor ωA konstanta integracije.
Prostor twistora T je £etevrodimenzionalni kompleksni vektorski prostor rje²enja jednadºbe (4). Moºemo ga
koordinatizirati sa parom spinora:

(ωA, πA′ ) = Zα (7)

gdje su: ω0=Z0, ω0=Z1, π0′=Z
2 i π1′=Z

3.
Grupa konformalnih transformacija C(2) djeluje, prema [1], linearno na rje²enja jednadºbe (4) i pritom

vrijedi:

Lx(ΩAπA + Ω
A′

πA′ ) = 0,

gdje je Lx Liejeva derivacija duº vektorskog polja Xa.
O£uvana veli£ina je hermitski skalarni produkt Σ, de�niran:

Σ = ΩAπA + Ω
A′

πA′ = Z0Z
2

+ Z1Z
3

+ Z
0
Z2 + Z

1
Z3

Σ je nedegeriran i de�nira dualni prostor twistora T ∗=T .
Prostor twistora T, moºemo podijeliti na tri djela T+,T− i N, obzirom na to je li Σ ve¢a, manja ili jednaka 0.
Projektivan prostor twistora (PT) je, prema [1], kompleksno projektivan trodimenzionalan prostor (CP 3). Nje-
gove elemente, projektivne twistore de�niramo,prema [1], kao [Zα]. Njegov dualni prostor ozna£avao s PT ∗.
Projektivan prostor, na isti na£in kao i T, moºemo podijeliti na tri djela:PT+, PT− i PN. Specijalno, peterodi-
menzionalne mnogostrukost PN je invarijantna na djelovanje konformalnih transformacija [3].

5 Incidentnost

Prema teoriji twistora, prostor twistora (ili projektivan prostor twistora) je primitivniji od prostorvremena
Minkowskog. Twistori su kompleskni objekti i kao prvu aproksimaciju, moºemo uzeti cijelu svjetlosnu zraku.
To£ka R u prostor-vremenu, sekundardna konstrukcija samih twistora, tada je identi�cirana s familijom svjet-
losnih zraka, koja ima topologiju dvodimenzionalne sfere S2 [1], koje prolaze kroz nju (slika 4).
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Slika 4: Minkowski prosor-vrijeme i prostor twistora [2]

Neka je M £etverodimenzionalni Minkowski prostorvrijeme (+,-,-,-). Svaka svjetlosna zraka, tj. twistor Zα

koji ima koordinate (Z0,Z1,Z2,Z3), je incidentna sa to£kom R∈M (ili evivalentno, R je incidentna sa Zα) ako
vrijedi relacija: (

Z0

Z1

)
=

1√
2

(
t+ z x+ iy
x− iy t− z

)(
Z2

Z3

)
, (8)

gdje su (t,x,y,z) koordinate to£ke R .
Relacija (7), zapisana pomo¢u spinorske notacije, glasi:

ωA = iRAA
′
πA′

Ako su koordinate to£ke R realne, vrijedi:
ZαZα = 0

i pripadni twistor nazivamo null twistorom, tj. twistorom svjetlosnog tipa. On se nalazi u prostoru N, a u
prostoru PN ga prikazujemo projektivnom linijom. Skup to£aka koje su incidentne sa twistorom svjetlosnog
tipa, a da pritom Z2 i Z3 nisu istovremeno jednaki nuli, tvori svjetlosnu zraku.
Twistore, koji nisu svjetlosnog tipa, moºemo, iako nisu incidentni s realnim to£kama, interpretirati u realnom
Minowskom prostoru M. Razmotrimo twistor Z ∈ PT/PN . Njegov dual, Z ∈ PT ∗, je [3] dvodimenzionalna
projektivna ravnina CP 2 u PT. Ta holomorfna ravnina sije£e prostor svjetlosnih zraka PN u realnom trodi-
menzionalnom podru£ju koje odgovara familiji svjetlosnih zraka parametriziranoj s tri parametra. Familija
svjetlosnih zraka, koje pretstavljaju twistore, koji nisu svjetlosnog tipa, naziva se Robinsonova kongruencija i
prikazana je na slici 5.

Slika 5: Robinsonova kongruencija [3]

6 Kompaci�rani Minkowski prostor i Kleinova korespodencija

U prethodnom poglavlju, razmotrili smo vezu, danu relacijom incidentnosti (8), realnog Minkowskog pros-
tora i (projektivnog) prostora twistora. Op¢enitu vezu dobivamo ako umjesto realnog, uzmemo kompaci�rani
Minkowski prostor.
Po£etkom 20.stolje¢a Bateman i Cunningham ustanovili su invarijantnost valne i Maxwellovih jednadºbi na
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djelovanje konformalnih transformacija. Glavnu ulogu je igrala konformalna inverzija, de�nirana prema [4],
kao:

R : (x, t) → (x, t)

x2 − c2t2

Ovo preslikavanje je singularno na svjetlosnom sto²cu y2=x2-c2t2=0. Op¢enito, specijalne konformalne transfor-
macije oblika RT(a)R, gdje je T(a) translacija za vektor a u R4, imaju singularite u Minkowski prostorvremenu
M. Da bi ih izbjegli uvodimo kompaci�rano Minkowski prostor vrijemeM c, koje je, prema [4], homogeni prostor
konformalne grupe SO+(4,2). Jedan od na£ina na koji ga se moºe opisati je [4] kao projektivana ploha drugog
reda de�nirana jednadºbom Q(x)=0, gdje je Q(x) de�niran kao:

Q(x) = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 − (x4)2 + (x5)2 − (x6)2

u nekoj ortonormiranoj bazi E [4].
Twistori, koji nisu svjetlosnog tipa,i za koje vrijedi Z2=Z3=0, pretstavljaju 'svjetlosne zrake u beskona£nosti'.
One su generatori svjetlosnog sto²ca koji se nalazi u beskona£nosti. U PN predstavljamo ih linijama I. (slika 6)
Sada moºemo dati potpunu geometrijsku vezu, danu relacijom incidencije (8), prostor vremena i (projektivnog)
prostora twistora.
Neka je Mc kompleksni kompaci�rani Minkowski prostor.
Twistor Zα je incidentan s to£kom Ra ∈ Mc akko vrijedi (8).
Dualni twistor Wα=(µA,η

A′
) je incidentan s Ra akko:

ηA
′

= −iRAA
′
µA.

U projektivnom prostoru twistora PT, twistor Zα de�nira to£ku Z ∈ PT kao relaciju ekvivalencije svih twistora
u T proporcionalnih sa Zα. Skup svih to£aka u Mc, koje su incidentne s to£kom Z ∈ PT je [1] kompleksna
dvodimenzionalna ravnina u Mc, koju nazivamo α ravninom. Svi vektori u α ravnini su, prema [1], me�usobno
okomiti. Prethodno smo ustanovili da je to£ka P ∈ Mc pretstavljena projektivnom linijom LP ∈ PT. Uvjet
da se dvije projektivne linije, LQ i LQ, sijeku (slika 6), prema [1] je da su odgovaraju¢e to£ke iz kompleksnog
prostorvremena nul separirane (tj. udaljene za 0 u terminima kompleksne prostorno vremenske metrike). Skup
na kojem to vrijedi je α ravnina.

Slika 6: Projektivna linija I i α ravnina [1]

Budu¢i da, Zα i λZα, prema (7), imaju ista svojstva prirodno je prou£avati relaciju incidencije na prostoru
PT.
Dualni twistori su, prema [1], su prikazani ravninama u PT i incidentni su β ravninama u Mc. Kao i α ravnine,
β ravnine su kompleksne dvodimenzionalne ravnine na kojima i²£ezava inducirana metrika.
Geometrijska korespodencija dana relacijom incidencije naziva se Kleinova korespodencija. (slika7)
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Slika 7: Kleinova korespodencija [5]

7 Fizikalna interpretacija twistora

7.1 Klasi£ni impuls i angularni moment

U svrhu �zikalne interpretacije twistora, koji nisu svjetlosnog tipa, promatramo klasi£an sistem, karakteriziran
sa £etveroimpulsom pa i angularnim momentom Mab obzirom na to£ku O (M ba=-Mab). Pomaknimo sada
ishodi²te iz to£ke O u to£ku Q. Tada imamo:

pa(Q) = pa(O)

Mab(Q) = Mab − qapa + qbpa (9)

De�niramo Pauli-Lubanski vektor spina [2] Sa:

Sa =
1

2
εabcdp

bM cd

gdje je εabcd Levi-Civita tenzor (ε0123=1), Specijalno, ako se razmatrani sistem sastoji od jedne bezmasene
£estice, za £etveroimpuls prema [2], vrijedi:

pap
a = 0, p0 > 0

Pauli-Lubanski vektor je tada, prema [2], proporcionalan sa £etveroimpulsom:

Sa = spa (10)

Konstanta proporcionalnosti s je helicitet. U slici spinora, pa i antisimetri£an Mab postaju:

pa = πAπA′

Mab = µABeA′B′ + µA′B′eAB

Pauli-Lubanski vektor je:
Sa = iµABπ

BπA′ − iµA′B′πB
′
πA

Da bi vrijedila relacija (8):
uA′B′πB

′
πA = 0

Iz £ega slijedi:
µA′B′ = α β(A′ B′)

gdje su ili αA′ ili βA′ proporcionalni sa πA′ . Isti argumenti se primjenjuju za µAB :

µAB = iω π(A B)

Da bi vrijedilo (9), moramo de�nirati:

ωa(Q) = ωa − iqAA
′
πA′ πA(q) = πA′ ,

gdje je qAA
′
spinorska notacija za vektor poloºaja Q obzirom na to£ku O.

Iz formule za Sa moºemo, koriste¢i de�niciju twistora (7), o£itati:

s =
1

2
(ωAπA + ωA

′
πA′ ) =

1

2
ZαZα

Bezmasenim £esticama s pozitivnim helicitet pridruºujemo to£ke u PT+, onima s negativnim helicitetom
pridruºujemo to£ke u PT−. Regiji PN odgovarajaju bezmasene £estice sa s=0.
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7.2 Twistor kvantizacije

U kvantoj teoriji, impuls i angularni moment su operatori koji zadovoljavaju komutacijske relacije:

[pa, pb] = 0; [pa,M
bc] = i~(gbap

c − gcapb)

[Mab,M cd] = i~(gbcMad − gbdMac + gadM bc − gacM bd)

Za bezmasene £estice, koriste¢i de�nicije impulsa i angularnog momenta iz prethodnog potpoglavlja, dobivamo
komutacijske relacije twistora:

[Zα, Zβ ] = 0, [Zα, Zβ ] = 0, [Zα, Zβ ] = ~δαβ (11)

Operator s, u skladu s prethodnim potpoglavljem i komutacijskim relacijama, de�niramo kao:

s =
1

4
(ZαZα + ZαZ

α)

Moºemo de�nirati i valne funkcije u slici twistora. Iz (11) vidimo da su Zα i Zα, poput poloºaja i impulsa,
kanonski konjugirare varijable. Stoga valna funkcija f moºe ovisiti ili o Zα ili o Zα, ali ne o obje. Analogno
kvantnoj mehanici, ako je funkcija holomorfna u Zα, f=f(Zα), onda vrijedi [2] ∂f

∂Zα
=0. U slici operatora Zα,

vrijedi:

Zα = −~ ∂

∂Zα

Operator heliciteta je:

s =
1

4
(ZαZα + ZαZ

α) =
~
2

(−2− Zα ∂

∂Zα
)

Primjetimo da jeZα ∂f

∂Zα
homogeni Eulerov operator. Njegove svojstvene funkcije su homogene funkcije u Zα,

a odgovaraju¢e svojstvene vrijednosti su stupnjevi homogenosti (npr. twistorova valna funkcija stupnja ho-
mogenosti -n-2, po formuli za s, opisuje bezmasenu £esticu heliciteta ~n/2). Ostali primjeri su dani na slici
8.

Slika 8: Helicitet i stupanj homogenosti bezmansenih £estica [6]

8 Veza izme�u twistorovih funkcija i polja u prostor vremenu

'Positive-frequency wave function' ψ je kompleksna funkcija de�nirana na tzv.prednjoj cijevi M+ ⊂ PT+.
Razmotrimo bezmasenu £esticu spina n/2 (~=1). Njenu valnu funkciju, [2] u zapisu prostorvremena, zadajemo
[1] simetri£nim spinorom s n indekasa:

φAB...D ili φA′B′...D′

koji zadovoljavaju:
∇AA

′
φAB...D = 0 ili ∇AA

′
φA′B′...D′ = 0

Specijalno, ako je s=0, onda φ zadovoljava Klein-Gordonovu jednadºbu:

�2φ = 0

'Positive-frequency wave functions' φ desno orjentiranih £estica, koje imaju helicitet s=n~/2, opisujemo ,prema
[2], spinorima φA′B′...D′ . Pritom lijevo orjentirane, s=-n~/2, opisujemo φAB...D . Iz prethohnog poglavlja,

8



znamo twistorova valna funkcija f, stupnja homogenosti -n-2, tako�er opisuje bezmasenu £esticu. Kada je n>0
onda je £estica desno, a za n<0 lijevo orjentirana. Veza izme�u twistorovih valnih funkcija f i polja spinora u
to£ki R ∈ CM je dana,[1] integralima po zatvorenim krivuljama:

φA′B′...D′(R) = kn

∮
πA′πB′ ...πD′f(Zα)d2π (12)

φAB...D(R) = kn

∮
∂

∂ωA
∂

∂ωB
...

∂

∂ωD
f(Zα)d2π (13)

gdje je kn konstanta, a:

d2π =
1

2
dπA′ ∧ dπA

′

Zatvorena krivulja, po kojoj se integrira, ima topologiju [1] S1 × S1 u prostoru twistora gdje je Z incidentan
sa R. Izraze (12) i (13) moºemo, prema [1], zapisati kao:

φA′B′...D′(R) = kn

∮
πA′πB′ ...πD′f(iREE)d2π (14)

φAB...D(R) = kn

∮
πA′πB′ ...πD′

∂

∂RAA′

∂

∂RBB′ ...
∂

∂RDD′ f(iREE)d2π (15)

8.1 Kohomologija twistora

Integrali, de�nirani u prethodnom poglavlju, daju vrijednosti razli£ite od nula ako funkcija f ima singularitete
u podru£ju po kojem integriramo.
Uzmimo za primjer funkciju:

f =
1

AαZ
αBβZ

β

stupnja homogenosti -2 koja prema [2] opisuje skalarno polje:

φ =
k

(Ra −Qa)(Ra −Qa)

gdje je k konstanta. Singularitete imamo kada vrijedi:

AαZ
α = 0 ili BαZ

α = 0

Ove jednadºbe opisuju dvije ravnine A i B u PT. Njihovom presjeku, liniji Q ⊂ PT, je pridruºena to£ka Q ∈Mc

£iji vektor poloºaja, Qa, se pojavljuje u φ. Polje φ je singularno, ako je R nul separirano od Q, ili ekvivalentno
dok R ∈ PT sije£e Q.
Ako R ne sije£e Q (ili liniju I), integracijom po zatvorenoj krivulji po dvije varijable, π0′ i π1′ , dobivamo
vrijednost polja φ u to£ki R. Pritom, prema [2] krivulja Γ razdvaja singularne to£ke na S2, tj. na topologiji R
∈ PT.

Slika 9: Polovi funkcije f i krivulja Γ [2]

Singulariteti funkcije f koji se nalaze na sferi su dvije to£ke u kojima R sije£e ravnine A i B. Ako R ne sije£e
Q , dobivamo kona£nu vrijednost integrala, tj. φ(R). U protivnom φ postaje singularan.
Pretpostavimo da se Q nalazi u 'backward-tube'M−⊂PT−. Onda je φ ne singularno kompleksno polje pozitivne
frekvencije. Ovo implicira, da nijedna linija R∈PT+ ne sije£e Q ⊂PT−. Tada je φ holomorfna u 'forward-tube'
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M+. Ovo svojstvo slijedi iz £injenice da su singulariteti funkcije f 'odvojeni' u PT+, a ne zato jer je funkcija f
nekog posebnog oblika.
Op¢enita situacija je prikazana na slici (10).

Slika 10: singulariteti funkcije f[2]

Neka je twistorova funkcija holomorfna u nekom podru£ju PT+-C-D, gdje su C i D dva disjunktna zatvorana
podskupa od PT+, koja sadrºe singularitete funkcije f u PT+. Za liniju R, u PT+, imamo dva odvojena podru£ja
singulariteta na Riemannovoj sferi. Krivulja Γ odvaja jedno podru£je od drugog, daje ne sinularno polje uM+⊂
PT+ .
Kao ²to je prethodno ustanovljeno, izvjavom 'positive-frequency' f mislimo na funkciju de�niranu naM+⊂PT+.
Funkcija f,prema [2], nije holomorfna na cijelom PT+, ali je holomorfna na dva otvorena skupa koji zajedno
pokrivaju PT+:

U0 = PT+ − C i U1 = PT+ −D

Sada de�niramo twistorove funkcije [1] kao �ehove reprezentacije 'sheaf' kohomologije. Ovdje ¢e biti dovoljno
de�nirati r-ti element kohomologije ili r-funkiciju, koja je de�nirana na prostoru H,s obzirom na (kona£an)
otvoreni pokriva£ (U0 , U1 ,...,Um ) otvorenih skpova, je dana familijom funkcija:

fi0i1...im definiranih na Ui0 ∩ Ui1 ∩ ...Uir

za svaki neprazni presjek r+1 otvorenih skupova iz pokriva£a i antisimetri£no je na zamjenu indeksa i0, i1,...,ir.
Ova familija mora,prema [1], zadovoljavati odre�ene uvjete konistentnosti i, r-tu funkciju f dobivamo kada famil-
iju f...s faktoriziramo odre�enom relacijom ekvivalencije.
Promotrimo pravila za slu£aj r=1, u odnosu na (dovoljno pro�njen) pokriva£ (U0 , U1 ,...,Um kompleksne mno-
gostrukosti H. Holomorfna 1-funkcija f (element prve kohomologije) je de�nirana, u odnosu na pokriva£, famil-
ijom holomorfnih funkcija:

fij = −fji definiranih na Ui ∩ Uj , (16)

gdje je Ui∩Uj neprazan. Kao uvjet konzistencije, moramo imati, prema [1]:

fij + fjk + fki = 0 na Ui ∩ Uj ∩ Uk

i 1-funkcija f proizlazi kada faktoriziramo ekvivalencijom:

fij ≡ fij + hi − hj

gdje je hk de�nirana, za svaki k, na Uk .
Iz ovih pravila moºemo vidjeti kakvu ulogu igra twistorova funkcija f u integraciji po zatvorenoj krivulji. Neka
je prostor H, npr. gornja polovica prostora PT+ , pokrivena gore de�niranim skupovima U0 i U1. Prema [1]
dodavanje i oduzimanje funkcija poput h0 ili h1, holomorfnih na U1 i respektivno na U2, ne mijenja rezultat
integracije.

8.2 Elektromagnetska polja i Einsteinova jednadºba

Klasi£no elektromagnetsko polje opisujemo [8] antisimetri£nim tenzorom Fab . U podru£ju bez naboja, on mora
zadovoljavati Maxwellove jednadºbe [8]:

∇aFab = 0, ∇a F∗ ab = 0 (17)

gdje je F∗ ab dualni tenzor tenzora Fab .
U spinorskoj notaciji, prema [1], antisimetri£ni tenzor Fab moºemo zapisati kao:

Fab = FAA′BB′ = φABεA′B′ + ψA′B′ εAB
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gdje je φAB simetri£an tenzor koji zadovoljava:

∇AA
′
φAB = 0

Primjetimo da je ova jednadºba istog oblika kao i jednadºba koja opisuje bezmasenu £esticu spina 1 (poglavlje
6). Stoga, da bi dobili rje²enja (17) moºemo koristiti (12) i (13).
Ako je Fab realan tenzor, [1] vrijedi ψA′B′=φAB=φA′B′ .

Pripadni dualni tenzor je:
F∗ AA′BB′ = −iφABεA′B′ + iεABφA′B′

Iz prethodnih relacija vidimo da, anti-self dualni dio (ASD) F−
ab (*( F−

ab )=-i( F−
ab )), je u notaciji spinora:

F−
AA′BB′ = φABεA′B′

dok self-dualni (SD) dio F+
ab , (*( F+

ab )=+i( F+
ab )), je oblika:

F+
AA′BB′ = εABφA′B′

Da bi opisali valnu funkciju slobodnog fotona, koristimo kompleksno (s pozitivnim frekvencijama) rje²enje, Fab ,
jednadºbi (17): Moºemo ga zapisati kao[1]:

Fab = FAA′BB′ = φABεA′B′ + εABφ̃A′B′

gdje su φAB i φ̃A′B′ dva proizvoljna (nepovezana) simetri£na spinora, koji pretstavljaju SD i ASD of Fab , i
pritom zadovoljavaju:

∇AA
′
φAB = 0 i ∇AA

′
φ̃A′B′ = 0

Iz ovih jednadºbi i koriste¢i razmatranja u poglavlju 5, vidimo da ASD opisuje lijevo orjentirani, a SD desno
orjentirani foton.
Koriste¢i twistorove funkcije lijevo orjentrani foton opisujemo 1-funkcijom stupnja homogenosti 0, a desno
orjentirani foton opisuje 1-funkcija stupnja homogenosti -4. Proizvoljno stanje heliciteta fotona, moºemo opisati
twistorowom funkcijom f, koja je linearna kombinacija dva stanja, jednog stupnja homogenosti 0 i drugog -4.
Kompleksni Maxwellov tenzor dobivamo,prema [1], iz:

FAA′BB′ (R) = k

∮
(εABπA′πB′ + ~2εA′B′

∂

∂ωA
∂

∂ωB
)f(Z)d2π

gdje integriramo po zatvorenoj krivulji u podru£j gdje je Z incidentan s R.
Iste argumente moºemo primjeniti za Einsteinovu jednadºbu u vakuumu za slabo (linearno) polje. U vakumu,
Riemannov tenzor zadovoljava:

Rabcd = R[cd][ab] R[abc]d = 0 Rbabc = 0

∇ R[a bcd]e = 0 ili ∇aRabcd = 0

gdje ∇ ozna£ava kovarijantnu derivaciju. Pomo¢u 2-spinorske notacije:

RAA′BB′CC′DD′ = ΨABCDεA′B′εC′D′ + εABεCDΨA′B′C′D′

gdje je:
ΨABCD = Ψ(ABCD)

i zadovoljava:
∇AA

′
ΨABCD = 0

ΨABCDεA′B′εC′D′ je ASD dio, dok εABεCDΨA′B′C′D′ je SD dio.
Dulni tenzor de�niramo kao:

R∗ abcd =
1

2
eabefR

ef
cd

U limesu slaboga polja, prostorvrijeme postaje Minkowski prostor M, gdje polje opisuje devijaciju prvog reda
zakrivljenosti. To polje moºemo smatrati simetri£nim spinorom, φABCD, koji predstavlja devijaciju prvog reda
od ΨABCD. φABCD zadovoljava jednadºbu:

∇AA
′
φABCD = 0
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i pritom opisuje bezmaseno polje spina 2. Valnu funkciju slobodne bezmasene kvantne £estice spina 2 nazivamo
gravitonom. Kao u slu£aju elektromagnetizma, ΨABCD i Ψ̃A′B′C′D′ zamjenjujemo s φABCD i φ̃A′B′C′D′koji
zadovoljavaju pripadne jednadºbe:

∇AA
′
φABCD = 0 ∇AA

′
φ̃A′B′C′D′ = 0

i opisuju lijevo i respektvno desno orjentirane gravitone. Moºemo ih opisati twistorovim funkcijama, [2] stupnja
homogenosti +2 i -6:

φABCD(R) = k−2

∮
∂

∂ωA
∂

∂ωB
∂

∂ωC
∂

∂ωD
f(Zα)d2π

φ̃A′B′C′D′(R) = k+2

∮
πA′πB′πC′πD′f(Zα)d2π

9 Zaklju£ak

U ovom seminaru smo predstavili teoriju twistora. Vidjeli smo da relacijom incidencije dobivamo geomerijsku
korespodenciju izme�u projektivnog prostora twistora i kompaci�ranog Minkowskog prostora.
Tako�er smo vidjeli da pomo¢u twistora moºemo opisati klasi£ne bezmasene £estice heliciteta s.
Na kraju, prou£ili smo vezu, danu intgralima po zatvorenim krivuljama, izme�u twistorovih funkcija i polja u
prostorvremenu.
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