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U ovom seminaru promatrana je Majumdar-Papapetrou klasa prostorvremena.
Pokazano je da ovakva prostorvremena odgovaraju ili golim singularitetima
ili sustavu nabijenih crnih rupa u medusobnoj ravnotezi. 1z ostalih razmatra-
nja slijedi prirodan zakljucak da su Majumdar-Papapetrou prostorvremena

jedina koja su stacionarna te sadrze crne rupe, no ovo treba dokazati.

1 Uvod

U Newtonovoj fizici je moguce postici ravnoteznu situaciju u sustavu proizvoljnog broja nabi-
jenih, masivnih tijela pod uvjetima da su svi naboji istog predznaka i da za svaki naboj vrijedi
relacija

‘€i| = My, (1
gdje su uzete prirodne jedinice (G' = ¢ = 1). Ovo je lako za vidjeti iz izraza za elektrostaticku i

gravitacijsku silu (izmedu dva tijela) u ovim jedinicama:

Fe = 62'6]'7 s Fg = mzm]—?) (2)
() 1)

Ravnoteza u ovoj situaciji ne ovisi o samoj raspodjeli tijela—ona vrijedi u svakom trenutku i

neovisna je o ostalim silama izmedu tijela.



Tema ovog seminara je analogon ove situacije u op¢oj teoriji relativnosti, a pripadno prostor-
vrijeme nazvano je po njenim otkrivateljima; radi se 0 Majumdar-Papapetrou prostor-vremenu
[1][2]. Oni su (neovisno jedan od drugoga) otkrili klasu staticnih rjeSenja slobodnog sustava
(bez izvora) Einstein-Maxwell jednadZbi. Problem s njihovim rjeSenjem, doduse, je taj Sto nisu
geodetski potpuna. Drugim rije¢ima, geodetska jednadZba na ovoj metrici (definiranoj na mno-
gostrukosti M) za krivulju v s poCetnim uvjetima (0) = p, 4(0) = v nije dobro definirana za
svaku toCku p € M 1 svaki tangentni vektor v € T,M na p.

Unato¢ tom problemu, ovu metriku je moguce analiti¢ki produljiti na sli¢ne nacine kao 1
poznatije metrike poput Schwarzschildove [3], Reissner-Nordstromove [4] ili Kerrove [5-6].
Sve ove metrike su asimptotski ravne, i sve ukljuuju (uz dobar odabir parametra) horizonte
dogadaja koji predstavljaju rub skupa svih dogadaja koje moze dostignuti promatrac Ciji put
pocinje u beskonacnosti i zavrSava u beskonacnosti. Uz to, svi singulariteti ovih metrika se
nalaze unutar tih horizonta dogadaja. Ovakva rjeSenja nazivamo crnim rupama. Singularitete
koji se ne nalaze unutar nekog horizonta dogadaja nazivamo golim singularitetima.

U 2. i 3. odjeljku promatramo Majumdar-Papapetrou geometriju te nac¢ine kako ju ana-
liticki produljiti. Pronalazimo da ova rjeSenja odgovaraju ili golim singularitetima ili sustavu
nabijenih crnih rupa u ravnotezi pod medusobnim gravitacijskim i elektri¢nim silama. U 4.
odjeljku promatramo generalizaciju Majumdar-Papapetrou geometrije, pronadenu od strane Is-
raela 1 Wilsona [7]. Radi se o klasi stacionarnih rjeSenja u kojoj su svi singulariteti goli, ako se
nametne uvjet da je prostorvrijeme asimptotski ravno. Prirodni zaklju€ak iz ovih razmatranja
bi bio da je jedino stacionarno rjesenje s viSe od jedne crne rupa, a bez golih singulariteta, ono

koje odgovara Majumdar-Papapetrou prostorvremenu.



2 Majumdar-Papapetrou prostorvremena
Metrika Majumdar-Papapetrou prostorvremena ima oblik
ds®> = —U2(2)dt? + U*(£)d7 - di, (3)

gdje je ¥ vektor polozaja u ravnom trodimenzionalnom prostoru (kojeg ¢emo zvati pozadinski

prostor u ostatku seminara). Na primjer, za Kartezijeve koordinate, gdje je ©¥ = (x, y, z), vrijedi
dz - d7 = da® + dy? + d2°. (4)

Jedina neiSc¢ezavajuca komponenta vektorskog potencijala A, (Z) je elektrostati¢ni potencijal

d (), koji je s metrikom povezan kroz relaciju
O(7) = A7) = UH(D). 5)

Uz ovu metriku, potreban nam je joS Einstein-Maxwell sustav jednadzbi. Maxwellove jed-

nadzbe s prisutno$éu samo elektrostatskog potencijala imaju oblik
ViF" =0, (6)
gdje je V kovarijantna derivacija, a F'”/ elektromagnetski tenzor dan s
FY = g"g" Fop = g¢""(0a Ay — OhAs). (7)
Vakuumske Einsteinove jedadZbe dane su s
R;; = 0. )
Koriste¢i metriku iz jednadZbe (3) dobivamo sljedece Christoffelove simbole:
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I, = JAE . Ty=—T A, it (10)

Iz ovih Christoffelovih simbola slijede jo§ mnogobrojnije komponente Riemannovog tenzora,

koje ne zapisujemo ovdje. Iz njih pak slijedi da su sve Cetiri Einsteinove jednadzbe R;; = 0 iste

(kao i Maxwellove jednadZbe) te se svode na Laplaceovu jednadZbu:
VU = 0. (11

Singulariteti koji se mogu pojaviti u rjeSenjima ove jednadzbe su raznih tipova (monopoli,
linijski naboji, itd.), no promotrimo za pocetak najjednostavniji sluc¢aj. Radi se o sustavu mo-

nopola, te U(Z) u ovom sluc¢aju ima oblik
m;
U(f)=1+27, (12)

gdje je r; dan s

ri= (@ —2)?+ (y — p)? + (2 — )2 (13)
U je normaliziran na jedinicu u beskonacnosti, no radi se o proizvoljnom izboru. U je neiS¢ezavajuc
svugdje osim gdje r; = 0, Sto ocito predstavlja polozaj singulariteta. Metrika je regularna svug-
dje osim u tim tockama. Racunanjem naboja preko ukupnog toka elektricnog polja kroz sferu
centriranu oko jednog od singulariteta dolazimo do relacije izmedu naboja i masa koja je ista
kao u klasi¢noj gravitaciji:

Usredotoc¢imo se na situaciju s dva singulariteta. U poprima oblik

U@ =1+ 2422 (15)
™ T2

Pozadinski prostor za ovakav slu€aj prikazan je na slici 1. Kao 1 u Reissner-Nordstromovoj
metrici (nabijene crne rupe), singulariteti u 1y = 017y = 0 su u stvari samo posljedica iz-

bora koordinata—geometrija je regularna cak i u samim to¢kama gdje se singulariteti nalaze.
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Regularnu prirodu geometrije u r; = 0 mogude je pokazati transformacijom koordinata. Prvo

transformiramo metriku u sferi¢ne koordinate oko monopola u r; = 0:
ds* = —U2dt* + U*r?(d6* + sin? 0d¢?), (16)

a potom uvedemo transformaciju

t=u+ F(r) (17)
dF 2

i <1+W+m> :VQ(rl)’ (18)
dr; 1 a

gdje je a udaljenost izmedu izvora u pozadinskim koordinatama. Koriste¢i formulu za transfor-

maciju koordinata
ox"™ Ox™

sada imamo

V2
ds? = —U2du? — 2dudr, (U) + (U? = V*)dr{ + riU(df + sin® 6d¢?). (20)

Razvojem U oko r; imamo

Ur) =1+ 22 ™2 4 0@, Q1)
T a

Uvrstavanjem ove relacije u novu metriku dobivamo

ds? = —U2du?® — 2dudr, + r%U2(d9 + sin? 9d¢2). (22)

Metrika je onda o€ito regularna u r; = 0.

S joS$ jednom promjenom koordinata moguce je produljiti 7; kroz 0. Naime, ako izaberemo

= —r 7 rh, = \Jr? + a? + 2ar) cos ), (23)

onda imamo novu metriku istog oblika kao stara (jednadZzba 3), no s promijenjenim U':

U'(d) =1— 44 M2 (24)

T L)



Dio prostora opisan s r; > 0 zovemo tip I, a dio opisan s r; < 0 zovemo tip II u ostatku
seminara. Funkcija U’ ima isti oblik kao elektrostatski potencijal naboja —my u r; = 0 i naboja
+ms9 u ry = 0. Mijenja se iz velikih negativnih vrijednosti blizu r; = 0 do velikih pozitivnih
vrijednosti blizu 7, = 0. Prirodni zakljucak je da postoji neka ekvipotencijala na kojoj U’
iS¢ezava, a metrika je tamo singularna. Kako bi provjerili da se radi o pravom singularitetu,

moze se izracunati invarijanta polja:

vU'\?
J=F,F" =F,F" =F,g"¢"F,; = -U?¢"(0,U ") = —< e ) .25

Iz ovog se lako vidi da J divergira tamo gdje je U’ = 0.
Metriku dana s jednadZzbom (20) moguce je 1 na druge nacine produljiti kroz 7, = 0. Na

primjer, moZe se uvesti varijabla w umjesto u, dana preko
u+w=2F(ry). (26)
Metrika u ovom slucaju glasi
V2
ds* = —U2dw? — 2dwdr, (U> + (U2 = VHdr] + r2U%(d0 + sin® 0d¢?).  (27)

Efektivno, varijabla v je zamijenjena s w. S obzirom da se cijeli raspon w moZe posti¢i na
fiksnom v dopuStanjem r; da ide preko pozitivnih ili negativnih vrijednosti, u stvari imamo
dvije razlicite ekstenzije metrike iz jednadzbe (20), jedna za r; < 0 ijedna za r; > 0. Ako
krenemo iz r; < 0, pronalazimo regiju tipa I. Ako pak krenemo iz r; > 0, pronalazimo regiju
tipa II;.

Ovakav tip regije je omeden singularitetom te povr§inom r; = 0. MoZe se produljiti pro-
laskom kroz r; = 0 na jedan od dva nacina diskutiranih iznad. Regija tipa I je omedena s
r1 = 0, ro = 01 beskonacCnosti. MoZze ju se produljiti samo prolaskom kroz r; = 0 1li 7o = 0.
Produljenjem kroz r5 = 0 bi naisli na podrucje tipa II; koje ocito ima ista svojstva kao tip II;.

Na ovaj nacin se postize kompleksna struktura mogucih koordinatnih regija koje se medusobno
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poklapaju, kao i u Reissner-Nordstrom sluc¢aju. Ovakva kompleksna struktura prikazana je na
slici 2.

Majumdar-Papaetrou geometrija opisana u ovom odjeljku je ocito dosta posebna. Njeni
singulariteti imaju specifi¢nu relaciju izmedu naboja i mase, ali i njeni dijelovi su tako posloZeni
da prolaskom kroz r; = 0 eventualno mozemo doci do istih tocaka koje su dostupne prolaskom

kroz ry = 0.

3 Majumdar-Papapetrou geometrije s golim singularitetima

Majumdar-Papapetrou metrika (jednadzba 3) dopusta izvore razli¢ite od monopola. Drugim
rije¢ima, funkcija U moZe poprimiti neki oblik razli¢it od 1/r, $to odgovara tockastim izvorima.
U ovom odjeljku ¢emo pokazati da svi izbori osim monopola vode do golih singulariteta.

Pretpostavimo da je izvan neke sfere u pozadinskom prostoru dano rjeSenje Laplaceove
jednadzbe za U koje asimptotski prilazi jedinici. Ovakva funkcija U predstavlja asimptotski
ravnu Majumdar-Papapetrou metriku koja se moze analiticki produljiti (prema unutraSnjosti
sfere) sve dok U ne bude beskonatan. Moguc¢i slucajevi su da je U beskonacan u tocki ili u
liniji u pozadinskom prostoru.

Ako Zelimo da beskonacnosti u U nisu goli singulariteti, mora postojati ekvipotencijala koja
sadrzava tocku gdje U je beskonacan. Takoder, U mora postojati beskonacan iz svih smjerova
u isto vrijeme. U protivnom, gibanjem po ekvipotencijali bi U ostao konstantan, a (VU)? bi
divergirao, dajuci beskonacnu elektromagnetsku invarijantu ./ te goli singularitet. Teorem iz

potencijalne teorije [8] govori da u slucaju toCkastih beskona¢nosti ' mora poprimiti oblik
U(Z) = w(Z) + ¢/r, (28)

gdje je c konstanta, r udaljenost od singulariteta, a w funkcija koja je tamo regularna. No,

ovakav potencijal je ve¢ diskutiran u proslom odjeljku, a radi se o monopolnim singularitetima.



U slucaju linijskih singulariteta, rezultat iz potencijalne teorije se moze izgeneralizirati te se

moze pokazati da U ne smije divergirati brze od
U(z) = f(2) In(p), (29)

gdje su pi z cilindri¢ne koordinate s osi 2z koja je paralelna tangentni na linijski singularitet u toj
tocki. Ponasanje ovakvog potencijala, doduse, takoder vodi do divergirajuée elektromagnetske
invarijante .J.

Zakljucak iz razmatranja u ovom odjeljku je da su to¢kasti monopoli u Majumdar-Papapetrou

geometriji jedini singulariteti koji predstavljaju crne rupe, a ne gole singularitete.

4 Israel-Wilson metrike

Israel-Wilson metrika je generalizirana klasa Majumdar-Papapetrou metrika, a radi se o sta-
cionarnim rjeSenjima Einstein-Maxwellovog sustava jednadzbi bez izvora. Oblik metrike u
pitanju je

ds* = —|U|72(dt + & - dZ)* + |U|?d - d, (30)
gdje je U bilo koje kompleksno rjesenje Laplaceove jednadzbe u pozadinskom prostoru. Vektor

w pronalazimo rjeSavanjem jednadzbe
V xd=i[UVU* - U'VU] =T. (31)

Elektrostatski potencijal ® te magnetski skalarni potencijal x su definirani relacijama

Fyi = 0,9, (32)
F = U7, x. (33)

a njihova veza s funkcijom U je
d+ixy=1/U. (34)
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Radi jednostavnosti, U i ® ¢e uvijek biti normalizirani na 1 u beskonacnosti, a x na 0.

Israel-Wilson metrika je jo§ bogatija od Majumdar-Papapetrou metrike, no ovdje se opet
koncentriramo samo na jednostavnije primjere. Konkretno, pretpostavljamo da U predstavlja
diskretne izvore:

U@ =1+Y T— (35)

gdje je r; dan s

ro= (@ — @)+ (y — y)? + (2 — ) (36)

Bitno je naglasiti da Israel-Wilson slu¢aj dopusta kompleksne m; te ¥; = (x;, y;, 2;), za razliku
od Majumdar-Papapetrou metrike. No, Israel i Wilson su dokazali da kompleksni #; vode do
golih singulariteta ¢ak i u slucaju tockastih izvora. Zato pretpostavljamo da su &; realni, dok
mase m; mogu biti kompleksne:

Najjednostavniji primjer je onaj s jednim diskretnim izvorom,

M +iN

U=t (38)

r

Jednadzba (30) za & se u ovom slucaju svodi na sljedeci sustav jednadzbi:
1 8 . 8(4)9 2N
g (g e = 55) = &)
1 Ow, 0
- — = 4

b o or"ee) =0 0

0 Ow,
5(7’&]9) 50 = 0. (41)

Jednostavno rjesenje ovog sustava slijedi izborom w, = wy = 0. U ovom sluc¢aju, prva jed-

nadZba sustava se svodi na

880 (wesinf) = 27{V sin 6. (42)



Rjesenje ove jednadzbe vodi na konac¢ni oblik vektora o:

. <2N> <cos‘9—1>q§' 43)
r sin 6

Uvodenjem nove radijalne koordinate R definirane s

R=r+M (44)
metrika poprima oblik
ds? = —V? (dt + 4N sin? z> 2 + VZAR? + (R? + N?)(d#* + sin” 0d¢?), (45)
VE= <1+M>2+N2. (46)
R R?

Ova metrika predstavlja elektromagnetsku generalizaciju NUT prostorvremena s konstantom
8(N? + M?). Najzanimljivije svojstvo ovog prostorvremena je da je za r > (0 geometrija
regularna ako se za r = const. povriine pretpostavi da je topologija tipa S®, dok je singularna
ako se pretpostavi uobi¢ajeni R x S2. Singularitet se u ovom slu¢aju nalazi na osi = .
Ovakav tip singulariteta se javlja opCenito kod Israel-Walker metrika, iako to ovdje necemo
dokazivati. Kao i u nabijenom NUT slucaju, ovi singulariteti su pravi singulariteti ako inzis-
tiramo na tome da je prostor asimptotski ravan. Takoder, moguce je pokazati da su ovi singu-
lariteti goli osim ako su svi IV; = 0, te da su svi tockaste prirode. No, ako je to slucaj, onda
se ionako radi o Majumdar-Papapetrou prostorvremenu, koje je ne samo stacionarno nego i

stati¢no.

5 Zakljucak

U ovom seminaru smo promatrali posebnu klasu metrika prostorvremena, tzv. Majumdar-
Papapetrou metrike. Pokazali smo da ove metrike odgovaraju ili golim singularitetima, ili

sustavu nabijenih crnih rupa u ravnotezi pod medusobnim silama. Uvjet za ovu ravnotezu
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je da njihovi naboji i mase budu jednake u sustavu prirodnih jedinica, kao i u Newtonovskom
slucaju. Promatranjem generaliziranih Majumdar-Papapetrou metrika (Israel-Wilson metrike,
koje odgovaraju stacionarnom, a ne staticnom slucaju) smo pokazali da su staticne metrike tog

tipa jedine koje mogu sadrzavati singularitete s horizontima dogadaja.
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SINGULARITY
U'=0

Slika 1: Pozadinski prostor za slucaj dviju crnih rupa jednakih masa i naboja. Horizonti
dogadaja odgovaraju tockama r; = 0 i 7y = 0, iako imaju kona¢nu povrSinu. Prolaskom
kroz horizont dogadaja od crne rupe my, tipicnim iscrtkanim putem na slici (a) zavrSavamo
u drugom pozadinskom prostoru, koji je prikazan na slici (b). U ovom prostoru ne mozemo
dosti¢i beskonacnost jer nas sprjecava pravi singularitet u U = 0.
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Slika 2: (a) Najopcenitije moguce produljenje Majumdar-Papapetrou metrike za dvije crne rupe.
Potpuno rjeSenje moze se dobiti postupnim spajanjem regija I, II; te II,. (b) Podskup regija sa
slike (a). Ovdje se vidi da se dva promatraca koji upadnu u dvije razli¢ite crne rupe mogu
kasnije susresti u replikama njihovih originalnih regija I.
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