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Saºetak

Iskazali smo i dokazali formalno KAM teorem. Zapo£injemo s

neformalnim iskazom i prezentiramo ideju dokaza. Zatim opisujemo

difeomor�zam kruºice. Primjenjujemo glavne ideje KAM teorije kako

bi prona²li funkciju koja konjugira na² difeomor�zam s rotacijom.

Zatim iskazujemo i dokazujemo formalno KAM teorem u njegovom

orginalnom obliku.
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1 Uvod

Kolmogorov-Arnold-Moserov teorem (KAM teorem) je rezultat o dinami£kim
sustavim koji govori kako se pona²aju kvaziperiodi£ne putanje pod utjecajem
malih perturbacija. Teorem djelomi£no rje²ava problem malih nazivnika koji
se pojavljuje u perturbacijskoj teoriji klasi£ne mehanike.
Pitanje je rezultira li malena perturbacija konzervativnog dinami£kog sus-
tava trajnom kvaziperiodi£nom putanjom. Izvorni proboj napravio je An-
drey Kolmogorov 1954. godine. To su rigorozno dokazali i pro²irili Moser
1962. i Vladimir Arnold 1963. a op¢i rezultat poznat je kao KAM teorem.
Arnold je izvorno mislio da se teorem moºe upotrijebiti na dinamiku Sun£evog
sustava ili druge probleme s n-tijela, ali se pokazalo suprotno. Primjenjiv je
samo na probleme tri tijela zbog degeneracije u Arnoldovoj formulaciji prob-
lema za vi²e tijela. Kasnije, Gabriella Pinzarin je pokazala kako ukloniti ovu
degeneraciju[4].
Ako promatramo Sun£ev sustav bez me�udjelovanja planeta imamo integra-
bilan sustav, £ije rje²enje znamo napisati eksplicitno. Tada moºemo poku²ati
sustavno dodavati interakciju izme�u planeta perturbacijski. Fizi£ari i as-
tronomi koristili su ovu metodu opseºno tijekom devetnaestog stolje¢a, razvi-
jaju¢i redove za rje²enja tih jednadºbi po malom parametru. Taj parametar je
bio masa planeta podijeljena s masom Sunca. Me�utim, konvergencija takvih
redova nikad nije uspostavljena - £ak ni kad je kralj �vedske ponudio vrlo
zna£ajnu nagradu svakome tko bi uspio. Te²ko¢a u uspostavljanju konver-
gencije tih redova proizlazi iz £injenice da £lanovi reda imaju male nazivnike.
Ako su periodi dvaju planeta razmjerni, javlja se "rezonancija" i nestabil-
nost. To stvara probleme u pertubacijskom postupku.
Ovaj problem je rije²io KAM teorem. Dvije glavne ideje KAM teorema su:

• Linearizirajmo problem oko pribliºnog rje²enja i rije²imo linearizirani
problem - Sad se moramo suo£iti s malim nazivnicima.

• Induktivno pobolj²avajmo pribliºno rje²enje pomo¢u rje²enja linearizira-
nog problema kao osnove Newtonove metode.

Prvo ¢emo rije²iti jednostavniji problem, difeomor�zam kruºnice i kako je
on povezan s rotacijom. Ovaj problem je jednostavniji, a ponudit ¢e nam
jako dobar pogled u detalje KAM teorije. Nakon toga ¢emo promotriti KAM
teorem u njegovoj originalnoj formulaciji.
Prije toga ¢emo neformalno iskazati KAM teorem i opisati ²to on zna£i.
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1.1 Neformalni iskaz KAM teorema

Teorem 1.1. Ako imamo integrabilni hamiltonijan h0(p) i dodamo mu malu
smetnju h1(q,p), tako da generalizirani impulsi nisu o£uvani,²to se doga�a
sa sustavom. Kako se invarijantni torusi pona²aju kad hamiltonijan promi-
jenimo u h = h0 + h1. Preciznije promotrimo torus koji odgovara p = 0.
Uzmimo da ω = ∂h0/p. Tada nam Kolmogorovljev teorem kaºe da ako
vrijedi

• h1(q,p) je dovoljno malo,

• ω0 = ω(0) je dovoljno iracionalno,

• ω(p) se mijenja dovoljno brzo na p = 0,

tada postoji difeomor�zam Φ : (P,Q) → (q,p) blizak identiteti takav da
ako H = h ◦ Φ, onda

H(Q,P) = a+ ω0 ·P +R(Q,P), gdje je R(Q,P) ∈ O(|P|2). (1)

To£nije, gibanje: Q(t) = Q(0) + tω0, P(t) = 0 je rje²enje hamiltonovih
jednadºbi, koje su konjugacija ne perturbiranog sustava, pa invarijantni torus
p=0 ostaje o£uvan.
Pojednostavljeno, KAM teorem nam opisuje ²to se doga�a s invarijantnim
torusima kada uvedemo perturbaciju. Zadaje nam kakva perturbacija mora
biti da bi torusi bili o£uvani.

4



2 Difeomor�zam kruºnice

Zapo£nimo raspravljaju¢i o jednom od najjednostavnijih primjera u kojima
se susre¢emo s problemom malih nazivnika i za koje KAM teorem pruºa
rje²enje. Moºda odmah nije jasno kako je ovaj problem povezan s klasi£nom
mehanikom i KAM teoremom, ali mnoge tehni£ke detalje s kojima ¢emo se
ovdje susresti, prona¢i ¢emo i u dokazu klasi£ne formulacije KAM teorema.
Razmotrit ¢emo difemor�zme kruºnice koji £uvaju orijentaciju, ili ekviva-
lentno, njihova povla£enja na realne brojeve:

φ : R1 → R1, (2)

φ(x) = x+ η̃(x), η̃(1 + x) = x, η̃′(x) > −1. (3)

Promatramo φ kao dinami£ki sustav, razmatramo njegove orbite, tj. zanima
nas slijed to£aka φ(n)(x)(mod1)

∞
n=0, gdje φ

(n) zna£i n-terostruka kompozicija
φ-a s samim sobom. �esto nas zanima jesu li orbite periodi£ke ili guste.
Najjednostavniji ovakav difeomor�zam je rotacija φ(x) = x + α. Dinamiku
rotacije u potpunosti razumijemo. Ako je α racionalan, sve orbite su peri-
odi£ke, a ni jedna nije gusta.
Nas zanimaju kompliciraniji sustavi od jednostavne rotacije, stoga pret-
postavljamo:

φ(x) = x+ α + η̃(x), (4)

gdje je η̃(x) ona de�nirana u (2). Promatrati ¢emo samo analiti£ke difeo-
mor�zme. De�nirajmo skup Sσ = {z ∈ C||Im(z)| < σ}. Pretpostavimo da
je

η ∈ Bσ = {η|η iz (2) analiti£ka na Sσ, η(Sσ) = ||η||σ <∞}. (5)

Moºemo pretpostaviti σ < 1 bez gubitka op¢enitosti. Cilj ovog poglavlja je
razumjeti dinamiku φ(x) = x + α + η(x) kada η ima malu normu. Jedan
od na£ina da to u£inimo je da pokaºemo da je dinamika φ "poput" di-
namike sustava kojeg razumijemo - na primjer, pretpostavimo da moºemo
prona¢i promjenu varijabli koje transformiraju φ u £istu rotaciju. Zatim,
budu¢i da razumijemo dinamiku rotacije, tako�er bismo razumjeli i dinamiku
preslikavanja φ. Ako izrazimo ovu promjenu varijabli kao x = H(ξ), gdje
H(ξ + 1) = 1 +H(ξ) £uva periodi£nost preslikavanja φ, onda ºelimo prona¢i
H takav da

H−1 ◦ φ ◦H(ξ) = Rρ(ξ), (6)

gdje je Rρ(ξ) rotacija. Kaºemo da ovakva promjena varijabli konjugira φ s
rotacijom Rρ. Sli£an primjer je gibanja planeta u sun£evom sustavu. Znamo
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rije²iti gibanje planeta ako zanemarimo njihovo me�usobno djelovanje. �e-
limo promatrati gibanje s me�udjelovanjem "poput" gibanja bez me�udjelo-
vanja.
Uvodimo rotacijski broj ρ:

De�nicija 2.1. ρ(φ) = limn→∞
φ(n)(x)−φ(x)

n
.

Poincaré je pokazao da limes uvijek postoji i da je neovisan o x. Tako�er
treba napomenuti da bilo koji φ̃ = H−1 ◦ φ ◦H, ima isti rotacijski broj kao i
φ. Ako je φ dan kao φ(x) = x+α+η(x), i vrijedi da je rotacijski broj ρ = α,
onda imamo

lim
n→∞

1

n
Σn−1
j=0 η ◦ φ(j)(x) = 0. (7)

Iz ovoga odmah slijedi da ako je φ(x) = x+ ρ+ η(x) i ρ rotacijski broj, onda
nuºno postoji x0 takav da vrijedi η(x0) = 0.
Moramo se pitati o svojstvima koje ºelimo da promjena varijabli H zadovol-
java. Ako traºimo samo da H bude homeomor�zam, tada Denjoyjev teorem[2]

kaºe da ako je rotacijski broj za φ iracionalan, uvijek moºemo prona¢i H koji
konjugira φ u rotaciju. Me�utim, ako ºelimo detaljnije informacije o dinam-
ici, ºelimo da H ima dodatnu glatko¢u. Zapravo, prirodno je traºiti da je
H jednako glatko kao i sam difemomor�zam - u ovom slu£aju, analiti£ki.
(op¢enito postoji gubitak glatko¢e. Vidjet ¢emo da u ovom slu£aju postoji
analiti£ka konjugacijska funkcija H, ali je njegova domena ne²to manja od
domene preslikavanja φ). Iznena�uju¢e , tehnike koje je Denjoy koristio,
neupotrebljive su u ovom slu£aju. Problem se javlja kad je η mali. Kako
bi uop¢e mogli raspravljati o KAM teoremu moramo se upoznati s teorijom
brojeva.
Bilo koji iracionalni broj moºe se proizvoljno dobro aproksimirati racional-
nim brojevima, i zapravo Dirichletov teorem[3] £ak daje procjenu koliko je
dobra aproksimacija. To£nije, kaºe da, s obzirom na bilo koji iracionalni
broj ρ, postoji beskona£no mnogo parova cijelih brojeva (m,n) tako da
|ρ − (m/n)| < 1/n2. S druge strane, ve¢ina iracionalnih brojeva ne moºe
se aproksimirati mnogo bolje od ovoga.

De�nicija 2.2. Realni broj ρ je tipa (K, ν), ako postoje pozitivni brojevi K
i ν takvi da |ρ− (m/n)| > K|n|−ν , za sve parove cijelih brojeva (m,n).

Za svaki ν > 2, skoro svaki iracionalni broj je tipa (K, ν) za K > 0. Sada
¢emo iskazati Arnoldov teorem. Arnold ga je dokazao koriste¢i KAM teoriju.
Dokaz se moºe rastaviti na 2 dijela. Prvi dio je linearizacija jednadºbe, a
drugi iteracija Newtonove metode za traºenje nulto£aka. Ovi koraci ¢e se
pojaviti kada budemo opisivali procese u Hamiltonovoj mehanici.
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Teorem 2.1. Neka je ρ tipa (K, ν). Tada postoji ε(K, ν, σ) takav da ako
φ(x) = x + ρ + η(x) ima rotacijski broj ρ i ||η||σ < ε(K, ν, σ), onda postoji
analiti£ka i invertibilna promjena varijabli H koja konjugira φ i rotaciju.

2.1 Korak 1: Analiza linearizirane jednadºbe

Kako je ||η||σ mali, difeomor�zam φ je "blizu" rotaciji. Stoga, pretpostavl-
jamo da je promjena varijabli blizu identiteti t.j. H(x)x + h(x), gdje je h
"malo". Ako uvrstimo H u (5), te razvijemo h u η do prvog reda, imamo:

h(x+ ρ)− h(x) = η(x). (8)

Kako su sve funkcije periodi£ke, moºemo odmah napisati rje²enje za Fourierove
koe�cijente funkcije h. Neka je η̂(n) n-ti Fourierov red funkcije η, tada je n-to
Fourierov koe�cijent funkcije h dan s:

ĥ(n) =
η̂(n)

e2πinρ − 1
, n 6= 0. (9)

Treba napomenuti da i ako je h dana s ovim koe�cijentima dobro de�nirana,
ona nije rje²enje jednadºbe (8) ve¢ rje²enje jednadºbe

h(x+ ρ)− h(x) = η(x)−
∫ 1

0

η(x)dx = η(x)− η̂(0). (10)

To je zato ²to se nulti Fourierov koe�cijent funkcije h izgubi u jednadºbi (8).
�injenica da h ne rije²ava (8) komplicira procjene u nastavku. Problemi s
konvergencijom koe�cijenata h nastaju zbog prisutnosti faktora e2πinρ − 1 u
nazivniku sumanda, a to je dobro poznati problem malih nazivnika koji je
KAM teorija napokon rije²ila. Prvo ¢emo primijetiti da ako je ρ racionalan,
suma koja odre�uje h ne¢e konvergirati, jer ¢e nazivnik biti jednak nuli za
beskona£no mnogo n-ova za koje ρn = m za neke m ∈Z. Dakle, ºelimo da
je ρ iracionalan. Ako pretpostavimo da je ρ tipa (K, ν), imamo odre�enu
kontrolu nad time koliko se nazivnik pribliºi nuli. Sljede¢a lema odmah nam
omogu¢uje da procijenimo h(x).

Lema 2.1. Ako je ρ tipa (K, ν), onda

|e2πinρ − 1| = |e2πim(e2πi(nρ−m) − 1)| > 4K|n|−ν−q) (11)

ako n 6= 0.
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Dokaz slijedi iz de�nicije broja tipa (K, ν). Koriste¢i ovu lemu, £injenicu
da je η ∈ Bσ i Cauchyev teorem o nejednakostima na kuglama[5], imamo
procjenu za h, za bilo koji δ > 0 i 4πδ < 1:

||h||σ−δ 6
Γ(ν)

K(2πδ)ν
||η||σ, (12)

Gdje je Γ gama funkcija. Primijetimo da nemamo procjenu za h na cijelom
Bσ. Izgubili smo dio analiti£nosti. Ako idemo prona¢i h klasi£nim meto-
dama, ubrzo bi vidjeli da na² rezultat nije vi²e analiti£an ni na jednom dijelu
prostora. Ovdje se nalazi druga "velika" ideja KAM teorije:

2.2 Korak 2: Newtonova medtoda u Banachovom pros-

toru

Banachov prostor je potpun, normiran vektorski prostor. Newtonova metoda
kaºe da ako ºelite prona¢i korijene neke nelinearne jednadºbe, trebate uzeti
pribliºno rje²enje, a zatim upotrijebite linearnu aproksimaciju na funkciju
£iji korijeni nastojite prona¢i. Zatim koristite ovu pobolj²anu aproksimaciju
kao svoju novu po£etnu to£ku i ponavljate ovaj postupak iterativno. Mi
promatramo φ kao aproksimaciju rotacije, koristimo linearnu aproksimaciju
H(x) = x+h(x), kako bismo pobolj²ali aproksimaciju. Ako h(x) rje²ava (8),
onda je H−1 ◦φ◦H(ξ) = Rρ(ξ) i gotovi smo. Ako h(x) nije rije²enje, nadamo
se da ako iskoristimo H(x) koji je rje²enje jednadºbe (8), H−1 ◦ φ ◦H(ξ) ¢e
biti bliºe rotaciji Rρ nego φ i onda moºemo iterativno traºiti bolje rje²enje.
Prvo moramo provjeriti je li H invertibilan. Kako je H(z) = Z + h(z), H
¢e imati analiti£ki inverz na domeni za koju vrijedi ||h′|| < 1. Cauchyev
teorem[5] i jednadºba (12) nam daju

||h′||σ−2δ 6
2πΓ(ν)

K(2πδ)ν+1
||η||σ, (13)

pa moºemo zaklju£iti da ako vrijedi 2πΓ(ν)||η||σ < K(2πδ)(ν+1) i 4πδ <
1, onda H(z) ima analiti£ki inverz na slici od Sσ−2δ Primijetimo da ako
iskoristimo ovaj rezultat i jednadºbu (12) imamo ||h||σ−δ < δ. stoga, ako
je z ∈ Sσ−2δ, onda je H(z) ∈ Sσ−δ. Nadalje, lako se moºe pokazatai da je
H−1(z) de�niran za sve z ∈ Sσ−3δ.

Lema 2.2. Ako je 2πΓ(ν)||η|| < K(2πδ)ν+1) i 4πδ < 1, onda je H−1 dan s
H−1(z) = z − h(z) + g(z), gdje je ||g||σ−4δ 6

2πΓ(ν)2

K2(2πδ)(2ν+1) ||η||2σ.

Dokaz ovdje ne¢u iznositi, ali ideja je napisati z = H−1 ◦H(z), te zatim
rije²iti jednadºbu po g(z).
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Promotrimo sad transformirani difeomor�zam φ̃(x) = H−1 ◦ φ ◦H(x). Kako
je h samo pribliºno rje²enje linearizirane jednadºbe, φ̃ nije rotacija, ali se
nadamo da ¢e se razlikovati od prave rotacije samo u kvadrati£no u £lanovima
h i η. Koriste¢i rezultat prethodne leme moºemo pokazati:

φ̃(x) = x+ ρ+ {h(x)− h(x+ ρ) + η(x)}+ {η(x+ h(x))− η(x)}
+{h(x+ ρ)− h(x+ ρ+ h(x) + η(x+ h(x)))}

+g(x+ h(x) + ρ+ η(x+ h(x))).

(14)

Primijetimo prvo da je izraz u prvim zagradam jednak η̂0. Slijede¢i izraz u
zagradama moºemo napisati kao

∫ 1

0
η′(x+sh(x))h(x)ds. Ako je 2πΓ(ν)|η||σ <

K(2πδ)(ν+1), 4πδ < 1, x ∈ Sσ−4δ, moºemo ograni£iti izraz na Bσ−4δ s
2π||η||σ Γ(ν)

K(2πδ)(ν+1) ||η||σ. Isto moºemo napraviti i za izraz u slijede¢im zagradama.
Naposlijetku, ako vrijedi |Imx| < σ−6δ, posljedni izraz je ograni£en s Lemom
1.2.
De�nirajmo η̃(x) kao φ̃(x) = x+ ρ+ η̃(x). Kako je ρ rotacijski broj, znamo
da postoji x0 takav daη̃(x0) = 0. Slijedi:

|η̂(0)| 6 2π||η||2σ
Γ(ν)

K(2πδ)ν+1
+

4π(Γ(ν))2

K2(2πδ)2ν+1
||η||2σ +

2πΓ(ν)2

K2(2πδ)2ν+1
||η||2σ (15)

Iz ovoga slijedi rezultat:

||η̃||σ−6δ 6
16π(Γ(ν))2

K2(2πδ)2ν+1
||η||2σ. (16)

Iz svega ovog najvaºnije je primijetiti da je procjena η̃ kvadrati£na u maloj
vrijednosti ||η||σ.
Dokaz Arnoldovog teorema dovr²en je induktivnim ponavljanjem gore nave-
denog postupka. Glavna stvar koju moramo provjeriti je da ne izgubimo svu
na²u domenu analiti£nosti. Napomenimo da φ̃ je analiti£ka na uºoj traci nego
²to je bio na² izvorni difeomor�zam φ. Bitni razlog da postoji kona£na dom-
ena analiti£nosti po zavr²etku postupka jest da se koli£ina za koju se prostor
smanjio nakon n-tog koraka proporcionalna razlici difeomor�zma od rotacije
nakon n-tog koraka, i zahvaljuju¢i brzoj konvergenciji Newtonove metode, to
je jako malo.
Induktivni argument:

Neka je φ0(x) ≡ φ(x), na² originalni difeomor�zam, i de�nirajmo η0(x) ≡
η(x). Neka je φn+1(x) = H−1

n ◦ φn ◦ Hn(x) = x + ρ + ηn+1(x),gdje je
Hn(x) = x+hn(x), i hn je rje²enje jednadºbe hn(x+ρ)−hn(x) = ηn(x)−η̂(0).
Nadalje de�nirajmo niz induktivnih konstanti:

• δ = σ
36(1+n2)

, n > 0

9



• σ0 = σ i σn+1 = σn − 6δn, za n > 0.

• ε0 = ||η||σ i ε(3/2)n

0 za n > 0.

Lema 2.3. Ako vrijedi ε <
(

K
16πΓ(ν)

( σ
36

)(ν+1)
)8

, onda φn+1(x) = x + ρ +

ηn+1(x), gdje je ηn+1 ∈ Bσn+1 , i ||ηn+1||σn+1 6 εn+1. Nadalje, Hn(x) = x +

hn(x) zadovoljava ||hn||σn−δn 6 Γ(ν)εn
K(2πδn)ν

, dok je H−1
n (x) = x− hn(x) + gn(x),

gdje je ||gn||σn−4δn 6 2πΓ(ν)2ε2n
K2(2πδn)2ν+1 .

Dokaz: Leme 1.1 i 1.2 potvr�uju procjenu za hn i gn za n = 0. Iz rezultata
(16) slijedi procjena za ||η1||σ1 . Napomenimo da su induktivne konstante
odabrane tako da vrijedi ε(3/2)

0 = ε1. Zadovoljili smo prvi korak indukcije.
Sada pretpostavimo da indukcija vrijedi za sve n = 0, 1, ..., N − 1, pa znamo
da vrijedi ||ηN ||σN 6 εN . Kako bi dokazali da vrijedi i za n = N , prvo
odaberimo hN koji rje²ava jednadºbu hN(x + ρ) − hN(x) = ηN(x) − η̂(0).
Lema 1.1 nam daje procjenu ||hN ||σN−δN , a lema 1.2 nam daje H−1

N i procjenu
||gN ||σN−4δN . Na kraju ako de�niramo φN+1 = H−1

N ◦φN ◦HN = x+ρ+ηN+1,
s ηN+1 de�niranim analogno kao i η̃ u rezultatu (16), slijedi:

||ηN+1||σN+1
6

16π(Γ(ν))2

K2(2πδN)2ν+1
ε2N . (17)

Ako opet iskoristimo de�nicju induktivnih konstanti vidimo da je izraz ograni£en
s ε(3/2)

N = εN+1, £ime smo dokazali lemu.
Arnoldov teorem je lako dokazati koriste¢i induktivnu lemu. De�nirajmo:

HN(x) = H0 ◦H1 ◦ ...HN(x). (18)

Koriste¢i induktivnu lemuHN je analiti£ki na SσN−2δN iHN(z)−z je ograni£en
s

Σ∞n=0

Γ(ν)εN
K(2πδN)ν

≡ ∆. (19)

Ova suma konvergira zbor izbora induktivnih konstanti. Nadalje
HN+1(z)−HN(z) = HN ◦HN(z)−HN(z) =

∫ 1

0
H′N(z + thN(z))hN(z)ds,

pa imamo

HN+1 −HN ||σN+1
6 (

4∆

δN
+ 1)

Γ(ν)εN
K(2πδN)ν

. (20)

Primjetimo da zbog de�nicjie induktivnih konstanti, desni £lan nejednadºbe
konvergira ako ga sumiramo po N. Stoga HN konvergira u neki analiti£ki
limes H na Sσ. Nadalje, H(z) = z + h̃(z), gdje procjena na HN(z) − z
i Cauchyev teorem[5] impliciraju da δ∗ = σ∗/16, onda slijedi ||h̃′||σ∗−δ∗ 6
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∆/δ∗ < δ∗. Moºe se pokazati da je H invertibilan na slici Sσ∗−δ∗ i da ova
slika sadrºi Sσ∗−2δ∗ .
Primjetimo da φ ◦ HN(z) = HN ◦ φN(z) = HN(z + ρ+ ηN(z)). Ako N ide u
beskona£no imamo φ ◦ H(z) = H ◦ Rρ(z), za sve z ∈ S∗σ − 2δ∗. Kako je H
invertibilan na ovoj domeni slijedi H−1 ◦ φ ◦H = Rρ, pa je H difeomor�zam
£ije smo postojanje de�nirali u Arnoldovom teoremu.
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3 Precizni iskaz KAM teorema

Kao ²to smo opisali u uvodu, originalno je KAM teorem iskori²ten za opi-
sivanje skoro integrabilnih Hamiltonijanskih sustava. Integrabilni sustavi se
£esto opisuju u varijablama kuta i djelovanja. One su zapravo prirodne var-
ijable takvog problema. Ako imamo integrabilni sustav h(I) i dodamo mu
mu malu perturbaciju, koja ovisi i o varijabli kuta i o varijabli djelovanja.
Tada, na² hamiltonijan glasi

H(I, φ) = H(I) + f(I, φ). (21)

Opet pretpostavljamo da je Hamiltonijan analiti£an kako bi izbjegli nepotrebne
komplikacije. To£nije, ako razmi²ljamo o f(I, φ) kao funkciji na RN × RN ,
koja je periodi£na u φ, onda pretpostavljamo da postoji I∗ ∈ RN takav
da H moºemo pro²iriti u analiti£ku funkciju na skupu Aσ,ρ(I) = {(I, φ) ∈
CN ×CN ||I− I∗ < ρ, |Im(φj)| < σ, j = 1, ..., N}.
Jo² nam je potreban analogon brojeva tipa (K, ν) za vektore.

De�nicija 3.1. Kaºemo da je vektor ω ∈ RN tipa (L, γ) ako vrijedi

|〈ω,n〉 = |
N∑
j=1

ωjnj| > L|n|−γ, za sve n ∈ ZN \ 0. (22)

Teorem 3.1. (KAM Teorem):
Neka je ω(I∗) ≡ ω∗ je tipa (L, γ) i da je Hessijan ∂2h

∂I2
je invertibilan na I∗.

Onda postoji ε0 > 0 takav da ako vrijedi ||f ||σ,ρ < ε0, Hamiltonijanski sustav
ima kvazi-periodi£ko rje²enjes frekvencijom ω(I∗).

Teorem kaºem da postoji barem jedno kvaziperiodi£ko rije²enje, ali vid-
jeti ¢emo da cijeli torus I=I∗, preºivi. Mogli bi se zapitati za²to prou£avamo
kvazi-periodi£ne orbite, a ne o£ito jednostavnije periodi£ke orbite. Ako se
uzmu u obzir vrijednosti varijabli djelovanja za koje su frekvencije ωj(I)
racionalno povezane, onda integrabilni hamiltonijan ima invarijantni torus,
ispunjen periodi£kim orbitima. Me�utim, pod tipi£nim perturbacijama, sve
osim kona£no mnogo ovih periodi£nih orbita ¢e nestati. Dakle, kvazi-periodi£ni
orbite su u tom smislu stabilnije od periodi£nih.
Dokaz slijedi isti proces kao i dokaz u pro²lom odjeljku.

3.1 Korak 1: Analiza linearizirane jednadºbe

Traºimo nove varijable (Ĩ, φ̃) takve da je zadovoljena jednadºba (21). Me�u-
tim, ºelimo da Hamiltonove jednadºbe budu o£uvane. Takve transformacije
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varijabli zovemo kanonske promjene varijable[1]. Neka je Σ funkcija koja
generira kanonske varijable. Mi traºimo takvu promjenu varijabli da vrijedi:

H(
∂Σ

∂φ
(Ĩ, φ̃), φ) = h̃(Ĩ). (23)

Ovu jednadºbu moºemo prepoznati kao Hamilton-Jacobi jednadºbu. U na²em
problemu, ova jednadºba prelazi u:

h(
∂Σ

∂φ
(Ĩ, φ̃)) + f((

∂Σ

∂φ
(Ĩ, φ̃), φ) = h̃(Ĩ). (24)

Kako je H blizu integrabilnom hamitlonijanu kada je f mali, pretpostavljamo
da je kanonska transformacija blizu idnetitete. Znamo kako izgleda kanon-
ska transformacija za identitetu, pa pretpostavljamo da je traºena funkcija
izvodnica oblika: Σ(h̃(Ĩ) = 〈h̃(Ĩ〉 + S(h̃(Ĩ), gdje 〈·, ·〉 skalarni produkt. Ako
ovo ubacimo u jednadºbu (24) i razvijemo po f i S do prvog reda, imamo

〈ω(Ĩ),
∂S

∂φ
(Ĩ, φ)〉+ f(Ĩ, φ) = h̃(Ĩ)− h(Ĩ) (25)

Isto kao i u pro²lom poglavlju, sve funkcije su periodi£ke, pa je rje²enjeza S
dano s:

S(Ĩ, φ) =
i

2π

∑
n∈ZN\0

f̂(Ĩ,n)ei2π〈n,φ〉

〈ω(Ĩ),n〉
(26)

Treba napomenuti opet da ovako zadana funkcija S ne rije²ava lineariziranu
Hamilton-Jacobi jednadºbu, ve¢:

〈ω(Ĩ),
∂S

∂φ
(Ĩ, φ)〉+ f(Ĩ, φ) = 0. (27)

Imajmo na umu da ¢emo se ponovno suo£iti s problemom malih nazivnika.
Doista, za gust skup to£aka I, nazivnik u (26) ¢e nestati za beskona£no mnogo
razli£itih n-ova. To je razlog zbog kojeg su mnogi ljudi (uklju£uju¢i Poincaré
a) krajem pro²log stolje¢a vjerovali da suma divergira. Ipak, rezultati Kol-
mogorova, Arnolda i Mosera pokazuju da suma konvergira. Problem je ²to
smo S de�nirali samo na komplementu gustog skupa to£aka Ĩ. Stoga ¢emo
iskoristiti £injenicu da je f analiti£ki, pa Fourierovi koe�cijenti f̂ idu u nulu
eksponencijalno brzo kad n postane velik. Dakle, sumu zaustavimo na nekom
velikom M, i promatramo £lanove za koje vrijedi |n| < M . Za dovoljno veliki
M, gre²ka je jako mala. S druge strane, kako sad imamo kona£no mnogo
£lanova koji de�niraju S, moºemo proba¢i otovoreni skup varijabli djelovanja
za koje je funkcija izvodnica Σ de�nirana. Prvo uvedimo nekoliko vrijed-
nosti, koje ¢e nam poslije biti potrebne. Prvo de�nirajmo Ω > 1, takvu da
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je uvijek ve¢a od maksimuma supremuma ||∂2h
∂I2
|| i supremuma inverza, na

podru£ju za koje vrijedi |I − Ĩ| 6 ρ. Analogno, de�niramoΩ̃ kao vrijednost
ve¢u od maksimuma supremuma tre¢e derivacije i supremuma inverza tre¢e
derivacije (Ovdje pod inverz mislim na operaciju mnoºenja). Nadalje uved-
imo S<, koji je isto de�niran kao i S, samo suma ne ide do beskona£no nego
do M. S< nije rje²enje jednadºbe (27) ve¢:

〈ω(Ĩ),
∂S

∂φ
(Ĩ, φ)〉+ f<(Ĩ, φ) = 0, (28)

, gdje je f <, suma Fourierovih koe�cijenata funkcije f za sve n<M. Ako
sad odaberemo δ takav da 0 < δ < σ i M = |log(||f ||σ,ρ)|/(πδ). Ako vrijedi
ρ < L/(2ΩMγ+1) i 4πδ < 1, onda je S< analiti£ki na Aσ−δ,ρ(I∗) i vrijedi:

||S<||σ−δ,ρ 6
(

8Γ(γ + 1)

(2πδ)γ+1

)N
(2Nγ)||f ||σ,ρ

2πL
. (29)

Ovo je ekvivalent rezultatu (12) i izvod je analogan. Nadalje, moºe se
pokazati da ako vrijedi(

8Γ(γ+1)
(2πδ)γ+1

)N
(16Nγ+1)||f ||σ,ρ

2πδρL
6 1, ρ < L/(2ΩMγ+1) i 4πδ < 1 onda jednadºbe

I = Ĩ +
∂S<

∂φ
, i φ̃ = φ+

∂S<

∂Ĩ
. (30)

de�niraju analiti£ku i invertibilnu kanonsku transformaciju (I, φ) = Φ(Ĩ, φ̃)
na skupu Aσ−3δ,ρ/4.

3.2 Korak 2: Newtonova metoda

Sada, ba² kao ²to smo to u£inili u slu£aju difomor�zma kruºnice, gdje smo
transformirali na² izvorni difeomor�zam s pribliºnom funkcijom konjugacije
koju smo dobili rje²avanjem linearizirane konjugacijske jednadºbe, trans-
formiramo na² izvorni Hamiltonijan pribliºnom kanonskom transformacijom
£ija je funkcija izvodnica S<. Pokazat ¢emo da je razlika izme�u trans-
formiranog Hamiltonijana i integrabilnog Hamiltonijana drugog reda u maloj
funkciji ||f ||σ,ρ. Kao i prije, koristit ¢emo ovu £injenicu kao osnovu za argu-
ment Newtonove metode.

Lema 3.1. De�nirajmo H̃(Ĩ, φ̃) = H ◦ Φ(Ĩ, φ̃) ≡ h̃(Ĩ) + f̃(Ĩ, φ̃). Ako vri-
jede pretpostavke rezultata (29), onda je H̃ analiti£an na Aσ−3δ,ρ/4, i imamo
procjene

||h− h̃||σ−3δ,ρ/4 6 (Ω + 2)

((
8Γ(γ + 1)

(2πδ)γ+1

)N
(2Nγ+1)||f ||σ,ρ

2πδρL

)2

, (31)
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||f̃ ||σ−3δ,ρ/4 6 2(Ω + 2)

((
8Γ(γ + 1)

(2πδ)γ+1

)N
(2Nγ+1)||f ||σ,ρ

2πδρL

)2

. (32)

Dokaz moºete prona¢i u [4].
Induktivni argument: Ovaj korak je isti kao i kod difeomor�zma kruºnice.
Moramo pratiti dvije inuktivne konstante ρn, koji nam odre�uje domenu
varijabli djelovanja, te Mn koji nam odre�uje na kojem koraku zaustavljamo
sumu. Stoga de�nirajmo originalni hamiltonijan kao H(I, φ) = H0(I, φ),
h(I) = h0(I) i f(I, φ) = f0(I, φ). Nadalje, de�nirajmo:

• δn = σ
36(1+n2)

, n > 0.

• σ0 = σ i σn+1 = σn − 4δn, ako n > 0.

• ρ0 6 ρ, i ρn+1 = ρn/8. ρ0 biramo tako da zadovolji slijede¢u lemu.

• ε0 = ||f ||σ,ρ i εn = ε(3/2)n/γ , ako n > 0.

• Mn = | log εn|/(πδn)

Biramo Hn+1 = Hn ◦Φn = hn+1 + fn+1 i f̂n+1(I, 0) = 0.

Lema 3.2. KAM Indukcijska lema: Postoji pozitivna konstanta c1 takva
da:

ε0 < 2−c1N(γ+1)σ
8N(4γ+1)ρ8

0L
16

Γ(γ + 1)16NΩ8
, i ρ0 <

2−c1L

ΩMγ+1
0

(33)

Onda:

• Φn je de�nirano i analiti£ko na Aσn−3δn,ρn/4 i preslikava ovaj skup u
Aσn−2δn,ρn/4

• ||fn+1||σn+1,ρn+1 6 εn+1

• ||hn+1 − hn||σn+1,ρn+1 6 εn+1

• ||In+1 − In|| < ρ/8.

Dokaz: Dokaz je sli£an onome za difeomor�zam kruºnice. Postoje¢i
rezultati i de�nicije konstanti indukcije nam daju bazu indukcije. Jedino ²to
treba pokazati jest da vrijedi Aσ0−3δ0,ρ0/4(I0) ⊃ Aσ1,ρ1(I1). Ovo vrijedi ako
|I0−I1| < ρ0/8 vrijedi. Kako bismo ovo pokazali primjetimo ω0(I0) = ω1(I1).
Stoga, ω0(I0)− ω0(I1 = ∂(h1−h0

∂I
). Ali norma ovoga je ograni£ena s 12ε1/ρ0.

ω0(I0)−ω0(I1) =
∂ω0

∂I
(I0)(I0−I1)+

∫ 1

0

∫ t

0

(
∂2ω0

∂I2 (I0+sI1)(I1−I0))2dsdt. (34)
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Kako vrijedi ||(∂ω0

∂I
|| 6 Ω i ||∂2ω0

∂I2
|| 6 Ω̃, slijedi da je |I0 − I1| < ρ0/8,ako

vrijedi ΩΩ̃ρ0 < 1/2, ²to ¢e vrijediti ako je c1 dovoljno veliko. Ovim smo
dokazali bazu indukcije. Korak indukcije se svodi na isti proces samo je
sad potrebno pokazati: AσK+1,ρK+1

(IK+1) ⊂ AσK−3δK ,ρK/4(IK) KAM teorem
slijedi iz induktivne leme. Ako je Ψn = Φ0 ◦ Φ1 ◦ ...Φn, i Hn = H0 ◦
Ψn−1. Lako se pokaºe da vrijedi limn→∞Ψn(In(t), φn(t)) = (I∗(t), φ∗(t)),
pa je (I∗(t), φ∗(t)) kvazi-periodi£ko rje²enjeHamiltonovih jednadºbi sistema s
po£etnim hamiltonijanom H0. Bitno je da primjetimo da rje²enjene ovisi o
φ0, pa je svaka putanja, tj. cijeli torus je sa£uvan.
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4 Zaklju£ak

Iskazali smo i dokazali KAM teorem. Dvije glavne ideje KAM teorije su lin-
earizacija problema oko pribliºnog rije²enja i induktivno pobolj²avanje prib-
liºnog rije²enja koriste¢i Newtonovu metodu. Koriste¢i ove dvije ideje KAM
teorija nam omogu¢uje da rije²imo ve¢inu problema koje moºemo karakter-
izirati malom perturbacijom.
Prvi primjer koji smo rije²ili je difeomor�zam kruºnice. Pokazali smo da
koriste¢i dvije ideje KAM teorije, moºemo prona¢i funkciju koja konjugira
na² difeomor�zam φ s rotacijom. Pri tom smo morali paziti ²to se doga�a s
podru£jem na kojem je na²a funkcija analiti£ka. Svakim korakom se to po-
dru£je smanjuje, ali zahvaljuju¢i brzoj konvergenciji Newtonove metode smo
sigurni da postoji kona£no podru£je analiti£nosti.
Nakon toga smo iskazali i dokazali KAM teorem u njegovom orginalnom ob-
liku. Postupak je isti traºimo kanonsku transformaciju koja ¢e pretvoriti
na² neintgrabilni sustav s perturbacijom u integrabilni po£etni sustav. Lin-
eariziramo Hamilton-Jacobi jednadºbu, zatim primjenimo Newtonovu metodu
te iterativno ponavljamo postupak. Opet moramo paziti ²to se doga�a s po-
dru£jem na kojem je na²a funkcija analiti£ka. Brza konvergencija Newtonove
metode nam osigurava da znamo da je podru£je na kojem je funkcija anali-
ti£ka kona£no. Moºda se moºemo upitati je li nuºno da funkcija bude anali-
ti£ka. Moser je pokazao za difeomor�zam kruºnice da ako je originalni difeo-
mor�zam Ck, i ako je rotacijski broj tipa (K, ν), te ako je k dovoljno velik
(s obzirom na ν) i ako je difeomor�zam dovoljno mala perturbacija rotacije,
difeomor�zam konjugira rotaciji, s nekom Ck′ konjugacijskom funkcijom za
neki 1 6 k′ < k.
Ono ²to nam KAM teorem govori, najbolje se vidi iz neformalnog iskaza. On
nam daje mjeru koliko je sustav otporan na perturbaciju.
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