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Dan je kratki pregled i osnovni izvod Unruhovog efekta. Teorijske ¢injenice kvantne teorije polja da jednoliko ubrzani opazac
Minkowski vakuum interpretira kao termalni spektar ¢estica. Znacaj ovog efekta lezi u ekvivalenciji Minkowskog vakuuma i
Rindlerovog termalnog spektra.

I. UVOD I NOTACIJA

Unruhov efekt ili punim imenom Unruh-Davies-DeWitt-
Fullingov efekt je prvi put opisao Stephen Fulling 1973. go-
dine tvrdeéi da je sadrzaj Cestica u polju ovisan o sustavu
opazaca [7]. Preciznije jednoliko ubrzani opaza¢i (Rind-
ler opazaci) u prostorvremenu Minkowskog pridruzuju ”ter-
malnu kupku” Rindlerovih cestica Minkowskom vakuumu
inercijalnih opazaca. Zakljucak da ¢e Rindlerov opazac vi-
djeti fiksno inercijalno zrcalo koje emitira termalnu radi-
jaciju temperature afi/(2nkpgc) donio je Davies 1975.[6], a
objasnio Unruh godinu nakon [10]. Do svega je doslo u
pokusaju da se razumije Hawkingov efekt (termalna radija-
cija koju vidi stacionarni opaza¢ blizu horizonta crne rupe).
Pod razumnim pretpostavkama ovaj efekt implicira Hawkin-
gov efekt kojeg je teze matematicki izvesti ¢isto jer zahtjeva
operacije u zakrivljenom prostorvremenu, dok éemo se mi
za konacni izvod zadrzati u ravnom prostorvremenu.

Cesto se Unruhov efekt pokusava ekperimentalno doka-
zati i dok je to sasvim valjan fizikalan pristup, Unruhov
efekt ne zahtjeva ekperimentalnu potvrdu jer je u biti ma-
tematicki rezultat koji proizlazi iz postavki kvantne teorije
polja. (Iako Unruhov efekt za kruzno akcelerirane Cestice
spina 1/2 navodi na Sokolov-Ternov efekt [1].) To §to Rind-
ler i Minkowski perspektive daju medusobno konzistentna
predvidanja je posljedica valjanosti ovih matematickih kons-
trukcija. Dobru raspravu dali su Fulling i Unruh [8] nakon
nekih sumnji u uvjerljivost argumenata za Unruhov efekt.

Tako ovaj efekt u modernije doba postaje sve opsirnija i
dublja tema, u smislu sve veteg interesa, zbog ogranicenog
znanja autora ovdje ¢u dati samo najjednostavniji pregled
koji bi trebao posluziti studentima da barem dobiju ideju "o
¢emu se tu radi”, uz neke izvode koji se preskac¢u u citiranoj
literaturi. Detaljnija rasprava i pregled modernog razvoja,
te eksperimentalnih ideja moze se naéi u [5]. Pomocéu La-
granzeove formulacije do¢i ¢emo do Klein-Gordonove jed-
nadzbe za skalarna polja. RjeSenja ¢emo razviti u modove
i onda na svakog od njih primijeniti kvantnu mehaniku
harmonickog oscilatora (kanonska kvantizacija). Upustiti
¢emo se u zakrivljena prostor vremena za pocetak (veéinski
konceptualno) da bi vidjeli $to se to dogada s interpreta-
cijom stanja. Nakon odredivanja putanje Rindler proma-
traca uvest ¢emo Rindlerove koordinate i ograniciti se na
2-dimenzionalno ravno (—+) prostor-vrijeme uz prirodne
jedinice h = ¢ = G = kp = 1, da bi dosli do trazenog
rezultata koji se nasre¢u manifestira u ovako jednostavnom
sluéaju. Ako se ne naznaci drugacije, implicira se Einste-
inova konvencija za sumiranje.
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I.1. Euler-Lagrange

Pocinjemo od generalizacije integrala akcije iz klasi¢ne
mehanike (vremenski integral lagrazijana L), tako da je sada
L integral Lagranzeove gustoce £ (po prostorvremenu), koja
je funkcija jednog ili vise polja ¢(z) i njegovih derivacija.
Neka koordinatni sustav {z!,...,2"} pokriva O € .#, otvo-
reni podskup n-dimenzinalne mnogostrukosti . .

S:/Ldt:/ﬂ(qb,vuqb)d”x:/Oﬁ(¢,vu¢)e

Gdje £ = (V/19) 7L, je skalarni lagrazijan, a € =
\/m dr' A...Adz™ volumna forma (pretpostavljamo da je ko-
ordinatni sustav {z!, ..., 2™} pozitivno orijentiran u odnosu
na €, §to odgovara pozitivhom predznaku u Riemannovom
integralu s d"z). Opéenito £ moze ovisiti direktno o koordi-
natama z*, no ovdje netemo razmatrati takav slucaj. Kao
i prije zelimo minimizirati akciju, odnosno
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0¢(x)

Ovdje se radi o funkcionalnim derivacijama, ali tu
ne¢emo ulaziti u detalje jer ¢e nas odvuéi o teme, a na
povrsini nema velike razlike. Ulazimo u integral s deriva-
cijom i koristimo lanc¢ano pravilo.
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Srednji ¢lan mozemo, koristeéi Stokesov teorem prebaciti
na rub domene integracije. Pretpostavljeno je da su pocetne
konfiguracije polja dane u pocetnom i konaénom (vremen-
skom) trenutku (na vremenskom rubu d¢ je 0). Ogranic¢imo
se na slucajeve kada perturbacije §¢ nestaju i na prostornim
granicama, pa mozemo ispustiti taj ¢lan. Argument koji se
jos koristi, a daje isti rezultat, je da O nema ruba. Pertur-
bacija d¢ je proizvoljna pa ¢lan uz nju mora iSéezavati da bi
vrijedio postavljeni uvjet. Ovo vodi do Euler-Lagranzeovih
jednazbi za dinamiku polja ¢;(x).
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I.2. Killingov horizont

Hiperploha ¥ se definira kao (n — 1) dimenzionalna pod-
mnogostrukost od n dimenzionalne mnogostrukosti .#. Ako
je Killingovo vektorsko polje x* svjetlosnog tipa na nekoj
svjetlosnoj hiperplohi ¥, kazemo da je X Killingov horizont
za x*. Svjetlosna ploha ne moze imati 2 linearno nezavisna
tangentna vektora svjetlosnog tipa, pa ¢e x* biti normala
za .

Svakom Killingovom horizontu mozemo pridruziti
povrsinsku gravitaciju. Jer je x* normalan na X, na Kil-
lingovom horizontu ¢ée zadovoljavati geodezi¢nu jednadzbu,
dok ¢e se drugdje pojaviti ¢lan s desne strane. Dodatni ¢lan
dolazi zato Sto integralne krivulje od x* mozda nisu afino
parametrizirane (parametar nije afina funkcija vlastitog vre-
mena 7, eng. ”proper time”).

X'Vux” = —rx"”

k se naziva povrsinskom gravitacijom i ona ¢ée biti kons-
tantna na Killingovom horizontu, osim u nekim posebnim
sluc¢ajevima.

L£y(X'Vux") = —x"x"Vok — X 6V X"

X7 (Vo X" ) (VX)X X'V VX" =
= —X"X"Vor + X"(Vyx7)(Vox")

Prvi na lijevoj i drugi na desnoj strani se ponistavaju.
Koristimo V(,x,) = 0.

1
XJX“VUVVX# = ixavavVXuX# = XUXVVUH

Na Killingovom horizontu ¥ vrijedi x,x* = 0, pa slijedi
£Lyklx =0, odnosno « je konstanta uzduz svake Killingove
orbite x* na Killingovom horizontu ¥. Napravimo sada
slican postupak, ali drugacije zapisan, takoder na 3.

Lx(X'Vux") = XX Vak = XKV X" = 0+ kX"
Sada znamo da je prvi komad na desnoj strani nula.
Kombinacijom x;,Vsx,) = 0 (jer je normala na ¥) i
X(uXv) = 0 (Killingovo polje) nastavljamo izvod. Na lije-
voj strani preostaje.
X7 (Vox")(Vux") = =x" (VX" (Voxu) =x* (V7 xu) (VX0 )

Drugi ¢lan mozemo zapisati kao,

“X"(Voxu) (VX)) = +rx0 (VX7) = —K%X"

Sve skupa dobijamo relaciju za povrsinsku gravitaciju s
koju treba izvrijedniti na 3.

K = =5 (V) (V) @)

Zapravo Killingovo vektorsko polje nije jedinstveno,
odnosno mozemo ga pomnoziti proizvoljnim konstantnim
predfaktorom i dobiti "novo” Killingovo polje. U asimptot-
ski ravnim prostor-vremenima, Killingov vektor vremenske
translacije x* = 0; moze se normalizirati kao x,x"(r —
o0) = —1, ovakva norma fiksira povrsinsku gravitaciju svih
povezanih Killingovih horizonta.

U asimptotski ravnom prostor-vremenu, koje je pritom
i staticno, povrsinska gravitacija x je akceleracija staticnog
promatraca blizu horizonta koju mjeri stati¢ni promatrac
u beskona¢nosti. Stati¢ni u smislu da im je 4-brzina u*
proporcionalna Killingovom polju x* = Vut. Iz utu, =
—1 slijedi, V = \/=xuXx”. Ide od 0 na horizontu do 1 u
beskonacnosti.

Oc¢uvana energija fotona s 4-momentom p* je E =
—pux*, dok frekvencija koju mjeri promatrac s 4-brzinom
ut je w = —p ut.

w = —puV_lxu

w=V'E
Sacuvanost energije povlaci sacuvanost umnoska Vw,
onda za dva promatraca slijedi.

wiVi = waVs (3)
Zbog ovoga se V nekada naziva faktorom crvenog po-

maka. U beskonacnosti zna¢i ws = wi V. Mozemo izraziti
4-akceleraciju preko faktora crvenog pomaka.

ap=u"Vou, =V 'K)V,(V'K,)
=V ?KV,K, -V 3K°K,V,V

Iskoristimo Killingovu jednadzbu na prvom ¢lanu, a za-
tim K, K° = V?

1
2)?
Za drugi ¢lan napravimo obrnut postupak.

V2KV, K, ===V, (-V*) =V, InV

K, K K
—LEKOV,Y = LKV V=LKV, KK,
V3 VoV AVE VoV 204 v '
Preuredimo li izraz vidimo da,

KV, KK, =2K°K*V,K,,

§to je sigurno nula kao kontrakcija simetricnog K7 K i an-
tisimetri¢nog V, K. Dobili smo akceleraciju izrazenu preko
faktora crvenog pomaka.

at =VH*InVy

a=/a,at =V1\/V, VVrV (4)

Na Killingovom horizontu ovo divergira, odnosno po-
trebna je beskona¢na akceleracija da se tijelo zadrzi na
stati¢noj putanji. Tvrdimo da,

k=ay = /V,VVEY

izvrijednjeno na Killingovom horizontu .



I.3. Kauzalnost

Informacije putuju sporije od ¢ pa se gibaju samo po kri-
vuljama svjetlosnog ili vremenskog tipa (ne prostornog), na-
zivamo ih kauzalnim krivuljama. Specificno vremenske kri-
vulje nazivamo kronoloskim. Tip krivulje z#()\) se odreduje
prema tipu tangenti u* = da*/d\ duz nje (vremenski za
utu, < 0).

Za kauzalnu krivulju mozemo reéi da je usmjerena u
buduénost ili proslost nakon §to pronademo ne nestajuce
(Killingovo) vektorsko polje u odnosu na kojega definiramo
smjer vremena (za Lorentzovu metriku to je d;). [Vremen-
ska orijentabilnost je odvojen pojam od orijentabilnosti koju
zadaje volumna forma e.]

Neka je x#(t) kauzalna krivulja usmjerena u buduénost
parametrizirana s t. Za tocku p € .# kazemo da je buduéa
krajnja tocka za x" ako za svaku okolinu O tocke p, postoji
to tako da 2" (¢t) € O, Vt > t( (Slikovito krivulja se zadrzi na
okolini neke tocke pa mozemo reéi da tu zavrsava). Primje-
timo da ne mora nuzno postojati ¢ za koji x*(t) = p, te zbog
Hausdorffovog svojstva slijedi da moze biti najvise jedna
ovakva tocka. Ako za krivulju ne postoji ovakav p onda je
nazivamo neproduzivom krivuljom usmjernom u buduénost.
Analogno se definira i suprotan smjer. z*(t) se uvijek moze
prosiriti kao kontinuirana kauzalna krivulja spajanjem na p.

Za podskup ¥ C .Z na mnogostrukosti mozemo defini-
rati kauzalnu buduénost J*(X) i kauzalnu proslost J— ().

JEE)={z € M3y : [a,b] — A}

Gdje je v kauzalna krivulja usmjerena prema buduénosti
odnosno proslosti, koja ide od neke tocke y € ¥ do =z.
Na slican naé¢in definiramo kronolosku buduénost/proslost
I*(X), samo §to u ovom slucaju je v kronoloska krivulja.
Za Y ¢emo reci da je akronalni skup ako ne postoje dvije
tocke u ¥ koje su povezane s vremenskom krivuljom, i.e.
Y NI*(S) = @. Za zatvoreni akronalni skup ¥ definiramo
buduéu domenu ovisnosti (eng. ”Cauchy development”).

DY) ={pe . #Vy:R— .4, INER; v(\) € T}

Gdje su v neproduzive kauzalne krivulje usmjerene u
proslost koje prolaze kroz p € .# i presjecaju X. Ana-
logno se definira i proslost D~(3). Ovo znaci da ako
imamo odgovarajuée rubne uvjete na S mozemo predvi-
djeti sto se dogada na DT (X), i vidjeti u proslost to se
dogada na D~ (X). Definiramo punu domenu ovisnosti
¥ kao D(X) = DT (X) U D~ (X) (dio mnogostrukosti ka-
uzalno povezan sa podmnogostrukosti 3). Rubovi ovih
skupova dD*(¥) = H*(X) nazivaju se buduéim/proslim
Cauchyjevim horizontima. Gdje je rub definiran kao skup
tocaka p € 3 takvih da svaka okolina O od p sadrzi tocku
q € IT(Y), tocku r € I7(X) i vremensku (kronologku) kri-
vulju koja spaja ¢q i  bez da presijeca X.

Zatvorenu akronalnu plohu ¥ nazivamo Cauchyjevom
plohom ako D(X¥) = .4, svaka kauzalna krivulja sijece
ovakvu plohu toéno jedan put. Odmabh slijedi 0¥ = @ da je
rub Cauchy plohe prazan skup. Slijedi da je svaka Cauchy
povrsina 3-dimenzionalna smjestena C° podmnogostrukost
od . [12, 8.3.1].

Posto je akronalan, o ¥ mozemo razmisljati kao o jed-
nom trenutku u vremenu. Zapravo u Minkowskom prostor-
vremenu plohe odredene s uvjetom ¢ =konst. su upravo
Cauchyjeve plohe. Prostor koji ima barem jednu Cauc-
hyjevu plohu naziva se globalno hiperbolickim. Upravo u
ovakvim prostorima se zelimo baviti fizikom jer ako pozna-
jemo potrebne rubne uvjete na ¥ poznajemo cijelu proslost
i buduénost sustava. Zapravo globalno hiperbolicke mno-
gostrukosti su popunjene listovima Cauchyjevih ploha (eng.
"foliated”), # je difeomorfna sa produktom ¥ x R. Bernal i
Sanchez su pokazali da svaka globalno hiperbolicka mnogos-
trukost ima glatko smjestenu trodimenzionalnu Cauchyjevu
povrsinu, te da su dvije takve povrsine difeomorfne [2].

II. SLOBODNO SKALARNO POLJE

Zapocinjemo sa realnim skalarnim poljem ¢(x) na (n+1)
dimenzionalnoj mnogostrukosti .# s metrikom u obliku

ds® = gapda®da® = =\ (x)dt? + yapdaz®da® (5)

Yab je inducirana metrika na hiperpovrsini konstantne
koordinate t. Potencijal u lagranzianu je onaj jednostavnog
harmonitkog oscilatora V(¢) = $m?¢?, gdje je m realna
konstanta. Skalarni lagranzian L, povezan s gusto¢om preko
L = /=gL u ovom slucaju glasi,

£06,9,0) = —5(Vu0)(V0) — 3?6 — RS (6)

R je skalar zakrivljenosti. Radi jednostavnosti pretpos-
tavljamo minimalnu povezanost (§ = 0) sa zakrivljenosti.
Klein-Gordon jednadzba dobije se kao Euler-Langrangeova
jednadzba za gore navedeni lagranzian. Prema jednadzbi
(1) racunamo ¢lanove.

ot _
2o
U drugom ¢lanu za jednadzbu koristimo da je kovari-

jantna derivacija metrike nula i drugacije zapisujemo "ki-
neticki” ¢lan u L.

—m2¢

L 9,0)(740) » — 27 (9,0)(V0)

oL 1
- _= PISINT po §H
v,u a(vu(b) QV# [g pv ¢ + g avp¢]
1
= —§VH[V”</> + Vgl = -V, V'p=-0¢
Gdje je O = ¢g*"V,V,, kovarijantni D’Alembertian. Dobi-
jamo Klein-Gordon jednadzbu.

o Ho(V,.0)
Dosli smo do potrebne jednadzbe, ali smo pretpostavili
oblik potencijala, pa mozda nije bas uvjerljivo.

C-m)o=0| (7)




11.0.1. Klein-Gordonova jednadza iz relativisticke
generalizacije Schrodingerove jednadzbe

U nerelativistickoj kvantnoj mehanici Schrodingerova
jednadzba za slobodnu ¢esticu dosla je iz identifikacije Ha-
miltonijana i impulsa sa operatorima (kanonska kvantiza-
cija).

= — | — = ——
2m ot 2m

Mozemo napraviti slicnu identifikaciju nakon relati-
visticke generalizacije Hamiltonijana.

H= P2+m2%i%—f:\/fv2+m2w

Odmah zaklju¢ujemo da je ovo popriliéno nezgodna jed-
nadzba, pa ¢emo kvadrirati da bi se rijesili korijena. Takav
postupak daje puno bolji oblik jednadzbe.

0y 2 2 " 2
—Wz(—v +m*)Y — 0,0"p = m*y

Ovdje smo zapravo dobili jednadzbu (7) u prostorvre-
menu Minkowskog. Ali to se i moglo ocekivati posto smo
generalizirali samo Hamiltonian, bez rasprave o prostoru
(odnosno prostorvremenu na kojem se sve odvija) koji je
u kvantnoj mehanici tro-dimenzionalan i ravan, oprem-
ljen Euklidskom metrikom i vremenom kao parametrom
kojeg proglasimo koordinatom. Identificiramo li 9,,0" s
D’Alembertianom moZemo zapisati koordinatno opéenitu
formu, jednaku onoj pod (7).

O -m?)y =0

Sada smo dobili jednadzbu s kojom se lakse nositi, ali
nam to uzrokuje neke probleme. Posto smo kvadrirali, ne-
gativne energije postaju moguca rjesenja za problem slo-
bodne ¢estice. Ova rjesenja se u kvantnoj teoriji polja in-
terpretiraju kao antiCestice, a rjesenja pozitivne energije kao
Cestice. Prva ¢emo nazivati rjeSenjima negativne frekven-
cije f, a druga rjesenjima pozitivne frekvencije fi. Kasnije
¢emo malo bolje vidjeti zasto je to tako.

Da bi Klein-Gordonova jednadzba sa pocetnim uvjetima
bila dobro definirana zadaca ogranicavamo se na globalno
hiperbolicka prostorvremena. Neka je n* jedini¢na normala
na Cauchy plohu ¥. Onda za bilo koji ureden par (fo, f1)
glatkih funkcija na 3 uz rubne uvjete

dls = fo n*V,éls = fi

RjeSenja imaju kauzalnu ovisnost o rubnim uvjetima u
smislu da za tocku x € JT(3) vrijedi da se ¢(z) neée promi-
jeniti ako se fo, fi promijene izvan .J~ (z)NY. Sto ima smisla
jer ako do tocke koja nas zanima x ne mozemo povuéi ka-
uzalnu krivulju od tocke u proslosti y, onda y ne moze imati
fizikalan utjecaj na n pa tako ni na polje u z. Sli¢no ako je
x € J(X) vrijedi da se ¢(x) neée promijeniti ako se fo, f1
promijene izvan Jt(z) N .

Za dva rjesenja jednadzbe f;(z), f;j(z) definira se Klein-
Gordon struja.

Ty (@) = [ (@) V* fi(x) — f3 (@) VH £ () (8)

Primjetimo bitno svojstvo ovako definirane struje ko-
riste¢i K-G jednadzbui V,fV#g = V* fV ,g.

VuTliyy =VuliVE i+ VWV
= ViV = VWV
=imfy — fym? S =0

Dakle za struju vrijedi VHJ(’;j) = 0, odnosno da je
otuvana (ovo je analogno jednadzbi kontinuiteta). Preobli-
kujmo ovaj rezultat nakon §to dokazemo korisnu relaciju za

1-formu « na n + 1 dimenzionalnoj mnogostrukosti.

1 g
wdxa = (0 DV o i 1107)
1 ag
:mﬁﬂl'”/"‘neo[ﬂz.“#nJrlvul]a
1 S g
:E’I’L'(—l) 5g‘1vma
=(—-1)*V ot
s je signatura metrike. Zna¢i da uvjet V,Lj(’;j) =0

mozemo zamijeniti s xd+x J = 0 — dxJ = 0 (primjetimo da
u prvoj jednakosti je 0 broj, dok je u drugoj 0 zapravo (n+1)
forma pa nju mozemo integrirati po nekom skupu na mno-
gostrukosti). Ovdje je J 1-forma na .# s komponentama
Jyu = guJ". Zamislimo sada dio prostor vremena Q C .#
omeden sa dvije prostorne hiperplohe ¥; i ¥, te izgurajmo
bocne dijelove u beskonac¢nost gdje pretpostavljamo da se
struja moze zanemariti (iS¢ezava dovoljno brzo). Koristeéi
Stokes teorem,

/d(*]):()% *J =0
Q oQ

Primjetimo
00 =% Uy

plus jos onaj rubni dio koji zanemarujemo. Pripazimo na
orijentaciju ploha, tako da ¢e jedan rubni integral doéi s
minusom ispred (Sada nije bitno koji ali inace za plohe vre-
menskog tipa normala treba biti prema unutra, a vani za

prostorne).
Ry
Y I

o= x [ 57 = a(%) = a()
Vidimo da je vrijednost veli¢ine g neovisna o izboru
hiperplohe po kojoj integriramo, kao nekakav o¢uvani na-
boj. Ovo nam moze dobro posluziti za definiciju skalar-
nog produkta na prostoru rjesenja Klein-Gordonove jed-
nadzbe od kojeg bi bilo pozeljno da je ocuvan. Neka je %
n-dimenzionalna, sada Cauchy ploha sa normalom n* i in-
duciranom metrikom 7;; s njenom determinantom . Za dva
rjesenja f;, f; definiramo Klein-Gordon skalarni produkt.

(fi, fi)ka = (fi, fj) = Z/z *J (i) 9)



Kao konstantnu proporcionalnosti se stavlja imaginarna
jedinica i tako da (f;, f;)* (f;, fi) (za struju vrijedi
\7(’;]») = —J(ji)). Inace se dodaju jos neke konstante, ali
necemo o tome sada. Ovako definiran skalarni produkt je i
kvaziasocijativan, u smislu da vrijedi (f;, af;) = a(fi, f;) za
a € C. U prvom argumentu je antilinearan, a u drugom li-
nearan, pa je i distributivan (u oba argumenta). Primjetimo
jos jedno svojstvo produkta,

Fi 15 == 13" = =[5, i) (10)

Svaku n-formu w na n-dimenzionalnoj mnogostrukosti
mozemo zapisati kao umnozak funkcije y(z) i Levi-Civita
tenzora w = x(x)e = *xy. Primjenimo Hodge dual s obe
strane, slijedi x = (—1)® xw. U gornjem integralu w = xJ
je upravo n-forma ograni¢ena na n-dimenzionalnu Y. Da ne
bi bilo zabune neka *’ bude Hodge dual na ¥, s induciranim
volumnim elementom € i induciranom metrikom ~. Djelu-
jemo s ovim operatorom na *J da dobijemo skalar (poput

X)-

1
/ ~ n
K (RT) = &t (k) 0,
n.
— 1 S jtf
- ae err/Ll...pn
1
A n _
= En)\e prep eapl...unja = ngja

Slijedi da *J = (—1)*'n,J"é, koristeéi ¢ = /|y|dy" A
.. A dy™ u koordinatnom sustavu {y;} na ¥ mozemo pre-
oblikovati izraz za skalarni produkt (9).

i) =1 [T (11)

U analogiji s harmoni¢kim oscilatorom polje ¢ odgovara
koordinati z, pa uvedimo polozaju kanonski konjugirani mo-
ment. Ovdje deriviramo Lagrange gusto¢u £ = /—gL.

oL

m(z) = Nod V=g\"2Voo(z) = A"V GVoo(z) (12)

Pretpostavimo do kraja ovog paragrafa da smo u Min-
kowski prostoru s plohom konstantog ¢t kao Cauchy plohom
s normalom n* = 0y, pa skalarni produkt glasi

(finfy) =i /E a0, — 007 (13)
i fi(x),

Za proizvoljna kompleksna rjesenja f;(x)

[(Fod), (.55
e [
- [ [ @ (frouiwd) - 57 i)
~ OIS0, ) + Fj0uf 16,7])
_ /d”x/d”a:’é"(ac x’)(f;atf;(—z’) - 0+f;atf;z')
=i [0~ Fous?) ae = (i £y

— 60, f7), (P Ouf] — fi7)]

Pokazali smo da vrijedi.

[(fir @), (D, f)] = (fis f) (14)

Sli¢no se moze pokazati i u opéenitijim slucajevima.

II.1. Kvantizacija

Sustav ¢emo kvantizirati kanonski. Cilj ¢e nam biti
opcenita rjeSenja Klein-Gordonove jednadzbe razviti u mo-
dove, te onda na svaki od njih primjeniti kvantnu mehaniku
jednostavnog harmonickog oscilatora. Klasi¢na polja ¢, m
promi¢emo u operatore (;3 i T te nameéemo komutacijske
relacije izmedu njih analogne onima za polozaj i impuls.

[¢(taw)a ¢(t7m/)] = [W(t,ﬂ?), ﬂ(tvw,)} =0 (15)
[6(t, ), m(t,x")] =id(x,z) (16)
Gdje je 0 definirana bez \/m faktora.

JRCS

Pretpostavljamo da postoji potpun ortonormiran skup
rjesenja Klein-Gordonove jednadzbe {f;, f}.

Sz, 2" )d" "z = f(x)

<f7l7fj> :6ij <fz'*7f;> :75”

Zbog jednostavnosti uzimamo da su indeksi {i} dis-
kretni, iako to nije opcenito istina ali generalizacija je
oc¢ita. Ovaj izbor potpunog ortonormiranog skupa rjesenja,
u opcenitom slucaju, ¢e biti daleko od jedinstvenog sto cée
stvarati neke probleme u interpretaciji teorije.

Razvijamo operator ¢(z) u red, gdje su modovi {f;, £}
"koeficijenti” za neke operatore a;, al

da) =Y (afila) +al i (@) (17)

Koristeéi ortonormiranost baze imamo
. 2 42
a; = <fzv¢> az - <¢),f1> 9
a koristeéi izraz (14) i ortonormiranost skupa {f;, f/}
mozemo izvesti komutacijske relacije za operatore a;, @, .

[a;, @

la:, a;] = [af, al] =0 3= 0ij (18)

Operatori a;, &j se nazivaju operatori ponistenja i stva-
ranja (opet analogija s jednostavnim kvantim harmonickim
oscilatorom).

Vakuumsko (osnovno) stanje definirano je kao svoj-
stveno stanje (svih) operatora ponistenja sa svojstvenom
vrijednosti nula, @;|0) = 0, Vi € N. Operator broja za
odredeni mod i’ definira se kao N; = dgdi. Svojstvena
stanja |n) operatora broja (i energije) razapinju cijeli Hil-
bertov prostor, nazivamo ih Fockovim stanjima (¢ine Foc-
kovu bazu). Repetitivnim djelovanjem operatora stvaranja
na osnovno stanje |0) mozemo konstruirati sva svojstvena
stanja |n), n oznacava broj ”"pobuda” svaka od kojih nosi
energiju w, u kvantnoj teoriji polja pobude u Fockovoj bazi
interpretiramo kao cestice.



al _ (af )™

nw) = ﬁl(n— Dw) = Jnl

Stavljen je indeks w da bi naznagili da se radi o modu
jedne frekvencije, i za svaku vrijedi ova relacija. Prema
ovakvoj definiciji operatora broja moze se vidjeti da ce
definicija vakuumskog stanja ovisiti o izboru potpunog
skupa {f;, f}, jer ¢e o njima ovisiti interpretacija opera-
tora ponistenja i stvaranja, a s time i interpretacija broja
pobudenja u polju. Znac¢i da s ovakvim operatorom ne
mozemo dobro definirati koncept cestica jer rezultat koji
nam daje detektor cestica ne bi trebao ovisiti o bazi koju
koristimo za razvoj rjesenja.

10.,) (19)

I1.2. Bogoljubovljevi koeficijenti

Sad pretpostavimo da imamo dva skupa takvih orto-
normiranih rjesenja Klein-Gordonove jednadzbe {f;} i {gr}.
Pretpostavljamo i potpunost pa jedne mozemo razviti u red
po drugima i obrnuto.

gr = Z (alifi + Blifi*) (20)

9i =3 (i +6iit:) (21)

Skalarnim produktom izvla¢imo koeficijente iz razvoja,
pazeéi pritom na kvaziasocijativnost produkta i koristeéi
(10).

ri = (fi,g1) = (g1, )"
Bri =—(f5 91y = (97, f:)

Sada razvijamo funkcije f; u bazi ¢g; (ima minus jer su
g7 normalizirane na minus deltu),

fi= 3" (tor: f)91 = (g £i)si )

I

Vidimo da veé¢ znamo koji su koeficijenti za ovu ekspan-
ziju jer smo ih koristili 2 reda prije.

fi=> (O‘;igl - 511'97) (22)

I

fi = Z (ang? - ﬁ}kigf) (23)

I

Polje ngS(x) mozemo jednako dobro razviti u obe baze

</A>(l‘) = Z (&ifi + dlf{*) = Z (5191 + 5;9}‘)
i I

?

Sada mozemo iskoristiti razvoje funkcija baze da izra-
zimo operatore poniStenja i stvaranja u jednoj bazi kao sumu
operatora iz druge baze i obrnuto. Sada se vidi zasto se ope-
ratori broja u dvije baze nece slagati oko sadrzaja pobude-
nja (odnosno Cestica). Zato §to ée se operatori ponistenja i
stvaranja ”izmijesati” izmedu dvije baze. Raspisujemo oba
razvoja polja.

Z (5191 =+ bIgI) =

I

Z {bl(ah‘fi + Brifi) + b;(a;ifi* + Bﬂ‘fi)} =

Ii

S~ fitoribr + Bib) + £ (0,0) + Bribn) |

il

Z(&ifi + @f?)

=" {ailatigr = Bugi) + ol (anigi = Biign) | =
il

= Z {91 aj,a; — Brial) + g7 (anial

I3

ﬂhaz>}

Izjednacavanjem c¢lanova uz odgovarajuce funkcije dobi-
jamo relacije transformacije medu operatorima poniStenja i
stvaranja.

a; = Z (0411"31 + 5}}5;) (24)
7

b= (ahai - Bral) (25)
K3

Transformacija koja mijeSa operatore poniStenja i stva-
ranja u dvije baze naziva se Bogoljubovljeva transformacija,
a koeficijenti ay; i 81; se nazivaju Bogoljubovljevi koefici-
jenti. Sada jasno vidimo kako dolazi do ”mijeSanja” ope-
ratora ponistenja i stvaranja te odmah slijedi zakljucak da
opéenito N; = aTaZ iN; = bt bI nece opisivati jednak sadrzaj
Cestica u polju. Pa Zakljucujemo da ¢e se vakuumska sta-
nja |0,) 1 |0p) takoder razlikovati. Ipak postoje specijalni
slucajevi u kojima ¢ée se baze slagati u "misljenju” koje je
stanje vakuumsko. Ve¢ mozemo pretpostaviti da ée to biti
slucajevi u kojima razvoj operatora ponistenja u jednoj bazi
mozemo napraviti samo pomocu operatora ponistenja druge
baze. Pogledajmo to eksplicitno. Nalazimo ocekivanu vri-
jednost operatora broja d;rdi u stanju |0y) (vakuumsko sta-
nje u drugoj bazi) koriste¢i razvoje (24,25), obrnuti racun

je analogan. Pogledajmo ocekivanu

(0:|N;[05) = (0s]afail0r)
= Z(Oﬂ (a?ii); + 511‘51) (CYJz‘BJ + 53‘53) 101)
= Z B1i)(B3:){011brbh101)

= Z Bri)(B7:)0rs = Z |Bral®

Na slican nacin izra¢unamo obrnuti slucaj.

> 181l

i

(04| N7]0;) =

Kao §to smo ocekivali zahtjev da se vakuumska stanja
poklapaju trazi da Bogoljubovljevi koeficijenti 8; budu jed-
naki nuli. Ovo se prevodi u ¢injenicu da modove f; mozemo



razviti preko samo modova gy, odnosno interpretacije vaku-
uma Ce se slagati ako modove pozitivne frekvencije u jednoj
bazi mozemo razviti preko samo modova pozitivne frekven-
cije u drugoj bazi. Ovo Ce biti jedna od glavnih ¢injenica
teorije koja ¢e se koristiti u izvodu konac¢nog rezultata. U
ovom slucaju slaganje ne mora vrijediti za ostala stanja, jer
i dalje imamo linearnu kombinaciju operatora ponistenja
(stvaranja) u jednoj bazi kao operator poniStenja (stvara-
nja) u drugoj, pa ¢e se promijeniti broj ¢estica u pojedinim
modovima (spektar ¢e se razlikovati). Nas ée u ovom slucaju
ponajvise zanimati vakuumsko stanje pa nije toliko bitno.

I1.3. Izbor baze

Kako onda uopée da izaberemo bazu prema kojoj ¢emo
interpretirati sadrzaj polja ako su sve baze jednako dobre?
Postoji ”prirodni” izbor vakuumskog stanja ako je prostor-
vrijeme stati¢no uz gg, = 0. Odnosno ako su u nasoj pret-
postavljenoj metrici (5) funckija A(x) i inducirana metrika
Yab Deovisni o koordinati t. U ovakvoj metrici za jedan od
Christoffelovih simbola vrijedi sljedece.

1 1
60 = 59”’3 (9090p + Gogop — Ipgoo) = _59"6 9900

Za d’Alembertian imamo,

guyvuvu(b = nguaqu
= gl“jauauﬁs - FZV80¢

= "B + 970,06 — g"T 006 — 9T

— 1 o 17 o
—AH(0F = 5977 (0X%)0,) ¢ + 47 (0i0; — T70)0
= —A"207¢ + 77 (8;0; + (8;In \)9; — I'7,05) ¢

U takvom slucaju Klein-Gordon jednadzba postaje,

92¢ = —AQ{W (9:0; + (8, I \)d; — T,0,) — m2}¢ (26)

Poanta je da se dio rjeSenja ovisan o t moze separirati
od ostatka tako da rjeSenja mozemo pisati kao umnozak.

Jo(t,x) = eiiwtfw (%)

Ove modove se definira kao modove pozitivne frekvencije,

atfw (tv X) = _iwfw (t> X)

Konjugirani parovi su modovi negativne frekvencije fJ
takvi da,

, w>0

atf:; (ta X) = iwfw<ta X)

Primjetimo,

,w>0

Hf, = i0fo = i(—iw) fo = wf

Hf =0 f5 = i(iw) fl = —wf

, da ovako definirana rjeSenja pozitivne frekvencije od-
govaraju rjeSenjima pozitivne energije i analogno vrijedi za
negativna rjeSenja. Znaci da bi definirali modove pozi-
tivne/negativne energije (smisao cestica i anticestica) po-
treban nam je nekakav smjer vremena u odnosu na koji to
mozemo napraviti. Pa kako odrediti taj smisao za opazace
u pokretu na mnogostrukosti?

Ako se detektor kreée po krivulji x#(7), gdje smo za
parametar uzeli vlastito vrijeme 7. Detektor vrijeme mjeri
prema 7 pa bi prema tom vremenu mogli definirati pozitivnu
i negativnu frekvenciju rjeSenja.

dx# .
?vufi = —iwf;

U opcenitom slu¢aju necée biti moguée naéi ovakva
rjesenja {f;} na cijelom prostoru. To ée biti moguce u spe-
cificnom slucaju kada je prostorvrijeme stati¢no, globalno
hiperboli¢no i kada ima Killingovo vektorsko polje K* vre-
menskog tipa, normalno na Cauchyjevu hiperplohu. Posto
je 0 Killingov vektor za metriku (5) koristili smo ga na
pocetku odjeljka. Ovu definiciju pozitivnih modova mozemo
prebaciti u koordinatno neovisnu formu pomoéu Liejeve de-
rivacije (potrebna nam je derivacija polja uzduz vektorskog
polja K*).

£wa = —iOwa

Analogno modovi negativne frekvencije ¢e biti oni za
koje vrijedi,

, w>0 (27)

L fo =iwf,

Ako putanja promatraca (detektora) prati orbitu Killin-
govog vektorskog polja odnosno ako je putanja integralna
krivulja Killingovog polja (u* = da*/dr je proporcionalan
s K*), onda ¢e vlastito vrijeme odgovarati Killingovom vre-
menu i modovi definirani kao pozitivni u odnosu na Killino-
govo polje ée sluziti kao baza (za Fockov prostor) i za takvog
promatraca. Ovo ¢e nas dovesti do dobro definiranog vaku-
umskog stanja koje ¢uva simetriju vremenske translacije,
nazivamo ga staticnim vakuumom.

I dalje u opéenitom zakrivljenom prostorvremenu bez iz-
ometrija ne mozemo oc¢ekivati da ¢emo imati prirodnu (pre-
feriranu) interpetaciju vakuumskog stanja, i Stovise pojam
Cestica i anticestica.

,w>0 (28)

II.4. Minkowski baza

Lorentzova metrika 7,,,.
ds? = —dt* + da® + dy? + dz?

Klein-Gordonova jednazba glasi (d’Alembertian se svodi
na 0= —07 + V?),
- 82¢
Vip=—+ 29
=23 (29)
Prepoznajemo ovo kao valnu jednadzbu i kao iz puske
uzimamo ravne valove fi(t,x) ~ e K" kao bazu za



rjesenja, uz w = |k Nakon toga ih normalizi-
ramo, uz plohe konstantnog vremena kao plohe integracije
(n* = 0y, v = 1). Skalarni produkt je onaj definiran
pod (13). Uvodimo valni 4-vektor k* = (w,k), tako da
fi(t ) ~ enr

ufuy =i [ @r(fiouo - fudnfy)
=4 /dBT{efik:ux“ (77;]6,)6“6:‘9:” . eik;x“ (ik)efikuz“}
_ eit(w—w’)(w_i_w/)/d?)r ez’r(k/—k)

= ") (w + W) (27)35 (K — k)

Normalizirana rjeSenja glase,

1 —
felt,z) = ———e»® 30
(t,z) T (30)
Da bi dobili potpunu bazu potrebni su nam i kompleksni
konjugati ovih rjeSenja. Koristeéi (ff, fi) = —(fu, far)*
vidimo da vrijede sljedece relacije ortonormiranosti.

(frs fr) =0k =K')  (fi, fir) = —6(k = X)

I naravno fi su ortogonalne na sve konjugirane ¢lanove
baze (fi, fi/) = 0. fr su modovi pozitivne frekvencije, a
fi modovi negativne frekvencije prema ranije raspravljenoj
definiciji. Iz (17) vidimo da to znaci da su fi koeficijenti za
operatore poniStenja, a f; koeficijenti za operatore stvara-
nja.

Nadalje vr$imo kanonsku kvantizaciju uvodeéi komuta-
cijske relacije na plohama konstantnog vremena, te opera-
tore ponistenja i stvaranja ranije opisanim postupkom. Ali
rekli smo da ¢ée nam operator broja ovisiti o izboru baze,
pa zaSto smo ovdje izabrali ovu bazu? Napravimo Lorentz

transformaciju uz v = 1/v/1 — v2,
' =~t—yv-x x' = yx — yvt
Inverznu transformaciju dobijemo zamjenom crtkanih i
necrtkanih koordinata, te promjenom predznaka za v. Po-
gledajmo $to se dogodi sa uvjetom pozitivne frekvencije (27)
u potisnutom sustavu {z'#}.

ozt 0
011 = gk = (i + 17 K i = =i f
Gdje je w' = 7y(w — v-k) frekvencija u potisnutom
sustavu. Vidimo da ¢e se stanje s nekim brojem c¢estica

samo transformirati u stanje s istim brojem cestica, ali s
novim potisnutim momentima. Na$ izbor inercijalnog sus-
tava pokazao se nebitnim u ovom slucaju. Ovo je poslje-
dica postojanja Killingovog vektorskog polja vremenskog
tipa K* = 0;. Sva ovakva vektorska polja mogu se po-
vezati Lorentzovim transformacijama pa je Fockov prostor
stanja nepromijenjen, pa rastav u pozitivne i negativne mo-
dove ostaje isti, iako se frekvencije promijene. Chmielowski
je pokazao da dva komutirajuca Killingova vektorska polja
navode na istu definiciju vakuuma [4].

III. RINDLEROVE KOORDINATE

Neka smo u 2-dimenzionalnom prostor-vremenu .# s
metrikom ds? = —dt? + dz?. Ono je statiéno i globalno
hiperboli¢no (plohe konstantnog ¢ su Cauchy plohe). Za
pocetak promotrimo putanju prirodno parametrizirnu vlas-
titim vremenom z#(7) promatraca s akceleracijom iznosa «,
iz naSeg inercijalnog Kartezijevog (laboratorijskog) sustava.
Prema definiciji,

iz 2
g2 0D

or Ozt dr  dr?

Gdje smo iskoristili lan¢ano pravilo i odsutnost Chris-
toffelovih simbola u Kartezijevim koordinatama. Jer vri-
jedi uqu® = —1 imamo a*u, = 0, odnosno 4-akceleracija je
prostornog tipa (a*a, > 0). Sada koristimo ovu relaciju, te
norme akceleracije i brzine da bi nasli jednadzbu putanje.

T T

u-a

uyat = —ua® + uta® =0 — a’ =
20

SO aue = o = (a4 (a")?

Jer vrijedi a® = du® /dr trazimo nekakvu relaciju izmedu
x komponentni akceleracije i brzine. Kombiniranjem sve tri

jednadzbi,

no_ 1 _
uut = —1=

2 32 u® o (a*)?
o = ()1 - (—=))]= ———
Nadalje integriramo dva puta da dobijemo z(7). Ugzi-
mamo iste predznake u korijenima, uskoro ¢emo vidjeti koja
je razlika.

adr’

I

arsinh(u”) — 0 = ar — d—m = sinh(ar)

T

z(1) = a 'coshar + ¢,

Gdje je ¢, za nasu raspravu nebitna konstanta, pa od-
mah biramo da je jednaka nuli. Zanima nas i ¢(7) kojeg
¢emo nadi preko norme 4-brzine.

dt
— — =coshar
dr

Nakon integracije opet ¢e se pojaviti konstanta koju fik-
siramo na nulu.

1+ (u?)?

Y(coshar, sinhar)

(z,6)(1) = a”

Mozemo naéi neparametriziranu jednadzbu da bi dobili
bolji dojam. Prebacivanjem konstanti, kvadriranjem i odu-
zimanjem.

1
2 _#? = —(cosh(ar)? — sinh(ar)?)

€T =
o?

22 12 = o2



Vidimo da se radi o jednadzbi za hiperbolu. Ovdje smo
presutno poopéili jednadzbu hiperbole, u smislu da parame-
trizirana forma dana iznad daje samo desnu stranu hiper-
bole. Da bi dobili i lijevu bilo je potrebno uzeti razlicite
predznake u korijenima prije integracije 4-brzine. Ovo bi
samo promijenilo predznak za z(7) iz pozitivhog u nega-
tivni.

..t=const. |

z = const

N\

N

Slika 1: Svjetska linija jednoliko ubrzanog (Rindler) promatraca.
Akcelerirani opazaci putuju od prosle svjetlosne beskonaénosti
do budude svjetlosne beskonac¢nosti, za razliku od geodezi¢nih
promatraca koji odlaze u vremensku beskonac¢nost.

Mozemo primjetiti da se promatra¢ giba samo u dijelu
ravnine odredene uvjetom |t| < = koju nazivamo desnim
Rindlerovim klinom Wg. Analogno za drugu stranu vrijedi
|t| < —x, te je nazivamo lijevim Rindlerovim klinom W7,.

Definiramo kratice U = t — x, V = t 4+ z na cijelom
prostor-vremenu .# . Rindlerove klinove Wg i Wy, mozemo
opisati uvjetima na U, V.

Wr={UV)e.#;V >0, U<0}

WL ={(U,V)e . #;V <0, U >0}

N Y

Slika 2: U tekstu ¢e se regije RR (|¢t| < z) i LL (|t| < —z) (desni i
lijevi Rindlerov klin) oznacavati sa Wg i Wr. Oznacene krivulje
su integralne krivulje Killingovog vektora K* = 9, = x0; +
t0z. Regije t > |x| 1t < —|z| su globalno hiperboli¢ne, ali nisu
stati¢ne, te ih nazivamo ekspandirajuéi, odnosno kontrahirajuéi,
degenerirani Kasner svemir.

Da bi raspravljali u samo desnom klinu treba napraviti
transformaciju kooordinata {t,z} — {n,£}. S parametrom
a = konst > 0.

-1 1

t=a"'e®sinhan = =a"'e®coshan ,Wg (31)
Ovdje su (1,€) € R. Zelimo li lijevu stranu samo naba-

cimo jedan minus.

-1

t = a e sinh an x= —a e cosh an Wr  (32)

Nekada se za obje strane koriste iste oznake za koordi-
nate {7, £} iako jedan par nije dovoljan za pokriti Wr UW7,.
Iz razloga $to je metrika ista na obe strane,

ds* = — dt* + dx?
= — [e® sinh(an)d¢ + e cosh(an)dn)®+
+ [e cosh(an)dé 4 € sinh(an)dn)?
=298 [d¢% (cosh? — sinh?) + 0 + dn?(sinh® — cosh?)]
=e**¢(dg” — dn?)

ds* = €27 (d¢? — dn?) (33)

Ociti Killingov vektor za ovu metriku je 9y, to je za-
pravo veé¢ poznati ¢lan Poincare grupe (nismo promijenili
prostor). Vidimo da su i desni klin Wg i lijevi klin Wy,
staticni i globalno hiperboli¢ni s plohama konstantnog 1 kao
Cauchyjevim plohama.

Oz ot
—a—n&c + 877@
=e® (sinh(an)d, + cosh(an)d;)

:a(tax + x@t)

A,

To je upravo potisak u x smjeru skaliran faktorom a,
jedino sto je 0, definiran samo na Wx. Na W, éemo imati
Oy

05 :eaé(— sinh(an)d, + cosh(an)d;)
=—a(t0, + x0y) = —0,
Vidimo zaSto metrika ostaje nepromijenjena izmedu Wp
i Wr. Analogno U, V definiramo w (@), v (9). Tilde U,V

nisu potrebni posto su oni definirani na cijelom prostor-
vremenu . .

7WL

Izrazimo transformaciju (¢, z) — (n, &) preko U, V, u, ...

e e
U=t—z= T(Sinh(an) — cosh(an)) = 7(—6_(”’)



e e
V=t+ax= T(Sinh(an) + cosh(an)) = 7(6(“7)

V=alte™ | Wg (34)

Ili obrnuto.

v=a1In(aV) u=—a"tln(—al) , Wgr (35)

Vidimo da ovo samo radi za V > 01i U < 0, odnosno u
Wg. Za drugu stranu uskacu , 0.

eaé ag

U=t—z= T(Sinh(aﬁ) + cosh(an)) = e7(6‘”’)
eaé eaé .
V =t+x = —(sinh(an) — cosh(an)) = —(—e™ ")
a
U=ate™ V=-altle®® W, (36)
Ili obrnuto.
o =—atIn(—aV) a=atIn(al) , Wr (37)

Opet vidimo da ovo radi samoza V< 0iU > 0, odnosno
samo u Wr.

U Rindlerovim koordinatama put opazaca konstante ak-
celeracije u desnom klinu glasi

x = a 'cosh(ar) = a e cosh(an) = an = ar, & _ eat
e

6= 27 ) (39)

Primjetimo da je svjetlosna linija (z = t¢) buduéi Ca-
uchy horizont za svaku n =konst. prostornu hiperpovrsinu
u Rindlerovom desnom klinu. Linija z = —t je prosli Ca-
uchy horizont. Identificirani horizonti su zapravo Killingovi
horizontni ovog polja, odnosno z = =+t su svjetlosnog tipa
te 0, na njima postaje svjetlosnog tipa.

Na povrsini ¢t = 0, 9,, je vremenski Killingov vektor K%
ortogonalan na hiperpovrsinu (osim u x = 0 gdje nestaje ali
to je skup mjere nula). Znaci da njega mozemo korisiti za
definiciju pozitivnih i negativnih modova na kojima mozemo
izgraditi Fockovu bazu za Hilbertov prostor skalarnih polja.
Indeks R oznacava da je 9, Killingov vektor u Wr desnom
Rindlerovom klinu, dok ée za Wy, to biti K = 95 = —0,.

IV. 2D PRIMJER

Da bi dosli do zeljenog rezultata zanemarimo sve kom-
plikacije zakrivljenosti prostora, ali zadrzimo ideje koje je
potaknula. Razmotrimo bezmaseno (m = 0) skalarno polje

10

¢ u (141) dimenzionalnom Minkowski prostoru s Rindle-
rovim koordinatama. Raditi ¢emo sa dvije baze modova,
Rindlerovom i Minkowski. Prostor stanja za sustav mora
biti isti u Rindler i Minkowski bazama, odnosno Hilbertovi
prostori su isti, ali éemo imati razlicite baze za Fockova sta-
nja{|n)r}i{|n)r}. Jedan Rindler mod je ut = 0 ogranicen
samo na pozitivnu stranu z osi (desni klin) pa se sigurno ne
moze razviti kao superpozicija samo pozitivnih Minkowski
modova. Zbog ovoga ¢e Rindler operator ponistenja sigurno
biti superpozicija Minkowski operatora poniStenja i stvara-
nja, pa se Minkowski vakuum i Rindler vakuum ne mogu
poklapati. Drugim rije¢ima dvije reprezentacije ne mogu se
sloziti oko sadrzaja Cestica u polju.

U Kartezijevim koordinatama vidjeli smo da ¢ée rjesenja
biti ravni valovi (30),

1 —ikitn)
Vark

Zajedno sa konjugiranim parovima f7},(¢,x) ¢ine bazu
Fockovih stanja. Opcenito rjesenje promovirano u operator
mozemo rastaviti na modove koji se kre¢u udesno ¢_ i one
koji se gibaju ulijevo ¢ .

far(t z) =

o(t,x) = o (V) + ¢—(U) (39)
. Akt g
b0 = [ e )
(if(U): > dk (i)ikeikU—l—i),ke_ikU)

o VArk

Posto nema interakcije izmedu ”desnih” g?)_ i ”lijevih”
qf)+ modova mozemo se ograniciti na razmatranje samo jed-
nih medu njima, dok je postupak za druge potpuno analo-
gan.

Klein-Gordonova jednadzba u Rindleorvim koordina-
tama se oblikom svodi na istu jednadzbu kao u Kartezije-
vim koordinatama (5), samo sa novim varijablama. Stovise
Lagrangeova gustoc¢a L je invarijantna pod ovom transfor-
macijom pa mozemo zadrzati postupak kvantizacije polja
uveden za Kartezijeve koordinate.

O¢ =gV, V¢ =e 24 (=02+0e)p =0 (40)

Ocito ravni val g, ~ e ™7 riegava ovu jednadzbu
uz w = |k|. Plohe integracije su sada plohe = konst. s
vektorom normale n* = N3,,.

" 1 — wo Vo 2 _ 2 2a§
nfn, = 1= g,ntn’ = g,,N° = N-e

Stoga je normalizirani vektor normale n* = e~% Oy. Ko-

rijen determinante inducirane metrike je /|y = \/|gee| =
Ve2i€ = e, Slijedi da n#+/[y] = 1 isto kao za slucaj
sa plohama za koje je normala bila 9; (Kartezijeve koordi-
nate). Zbog ovoga integral skalarnog produkta izgleda isto
kao (30) samo sa drugim varijablama, odnosno normaliza-
cija modova ¢e biti ista ([(27)"2w]~'/?) u Rindlerovim kao i
u Kartezijevim koordinatama. Normalizirana rjesenja glase

giw(n, &) = (4mw)~1/ 27w £ (41)



Ovakva rjesenja su modovi pozitivne frekvencije (u Wg)
jer £xn9, = —iwg,. Na isti nacin definiramo modove
pozitivne frekvencije u Wy, samo je tamo Killingov vektor
K = 0_,. Zbog definicije £, n ovakva rjeSenja nisu defi-
nirana na cijelom prostorvremenu pa ih zZelimo (analiticki)
prosiriti na cijeli prostor. Opéenito rjesenje mozemo razviti
i u ovim modovima sliéno kao i u Kartezijevim koordina-
tama (ili za samo dio polja koji se giba ulijevo). Za V > 0
mozemo koristiti funkcije od v, g4u(v) i g7, (v), za razvoj

lijevo gibajuceg q3+ (V).

b+ (V > 0) =/ do(afgu(v) +afign () (42)

0

Za V < 0 slicno imamo.

bV <0) = [ dolaau) +aflan@) @

Nas zapravo zanimaju Bogolubovi koeficijenti izmedu
baze f Kartezijevih rjesenja i baze g Rindlerovih rjesenja,

stoga razvijamo g, (v) i g, (9) preko fi(V) 1 fi(V).
0(V)g,(v) = o _dk (aR e RV 4 pht eikv) (44)
w 0 \/m wk wk
0(—V)go(3) = mﬂ@L eV 4 LYY (45)
w 0 \/m wk wk

Heaviside step funkcije 8(V') ulaze u igru zbog domena
na kojim su definirane g, (to¢nije v i ¥). Pomnozimo li
prvi izraz sa e’*V /27 i integriramo po V od —oo do +o0
dobijemo izraz za afk.

av
R _
afi= [~ Sromg

Mod g, (v) mozemo izraziti preko V.

( )eikV

( ) 1 e e*iw(afl In(aV)) (av)fiw/a
V) = —F—€ = =
9o Virw 4w 4w

Pa obavimo integraciju za koeficijent uz substituciju V- =

L
- i\1—% ° _iw g
:\/: 5 (%) /0 e e Ydx

Prepoznajuéi definiciju gama funkcije I'(z) (imamo uvjet
da je R(z) > 0 sto je ovdje istina jer je to 1) i koristedi
i = €'™/2 za sredivanje dobijamo prvi Bogolubov koeficijent.

iw

R i(a/k)il mu/2a

o = r 46

wk 277\/& ( a ) ( )

Za drugi koeficijent imamo jako slican izraz, koristimo
drugu supstituciju V = —iz/k pa se pojavljuje (—z) wa,

—%‘"eikv
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R Z(a/k) wla 77rw/2a iw
wk 9 ﬁk ( ) ( )

Na analogan nacin ra¢unamo preostala dva koeficijenta.

wk _v /
k azw/a ) )
. —dV Vzw/a ikV
Vw 27 /OO( ) ¢
ka's pii+e [ z
~Lm (@) e

L i(a/k)i“)/a —Tmw/2a iw
L= RYR ra+ 48
F 2rvwk ( a ) (48)

L —ila/k)er
Ok = — 7 —
2#\/&

Odmah mozemo primjetiti vezu izmedu koeficijenata.

CLV i —sz

e™/2a7(1 + %) (49)

re _ —ila/k)¥/e

_ Trw/QaF 1+ E _ _mw/apgL

[ & &

wk 271_\/@ ( a ) ﬁwk
S = —e ™ (50)
gy = =" B, (51)

Ovakve relacije mozemo iskoristiti da bi nasli funkcije
koje ¢e biti ¢isto pozitivne frekvencije, odnosno moci ¢emo
ih razviti samo po e~**V'. Pogledajmo g (7).

>~ dk )
0(—V)a* () — oLt ik | gLx —ikV
( )gw( ) 0 /7471']6( wk ﬂw )
dk X .
_ _ _mw/apR _ikV _ —ww/a R _—ikV
= e e e o, ,1.€
0oV 471']{:( Pk wh )

< dk R _ikV

o VAark ( ™ Puk®

Prebacujuéi eksponencijalu ispred integrala i zbrajajuci
s 0(V)g.(v) dobijamo kombinaciju samo Minkowski modova
pozitivne frekvencije definiranu na oba Rindlerova klina.

_ mw/a —2nw/a, R _—ikV
=e e € )

Gu(V) = 6(V)gu(v) + 0(=V)gi(@)e ™" (52)

> dk :
Rk(l . 6727rw/a)efzkv

—a
o VAark <"

Relacije medu koeficijentima su simetri¢ne na zamjenu
indeksa R «+ L, §to je analogno zamjeni (v, V) « (v,—V),
pa imamo jos$ jednu kombinaciju modova pozitivne frekven-
cije.

Gu(V) = 6(=V)gu (D) +6(V)gi, (v)e™/*  (53)



~ < dk .
G, (V)= 045 1— 6—27rw/a e—sz
( ) 0 \/m k( )

Ovakav razvoj dovoljan je dokaz da su G, G, pozi-
tivne frekvencije u odnosu na ;. Ali zanimljivo je ras-
praviti originalni argument kojeg je Unruh koristio 1976.
za proSirenje rjeSenja pozitivne frekvencije na negativnu re-
alnu liniju R(V) < 0. Posto je Minkowski rjesenje pozi-
tivne frekvencije f, ~ e~ *V analiti¢no, odnosno ne diver-
gira na donjem dijelu imaginarne V ravnine (3(V) < 0), jer
fr ~ e FRVIESV) | riesenje g, (v) ~ (V)™™/e V > 0
bi trebalo produljiti izbjegavajuéi singularitet u V= 0
po malom polukrugu u donjem dijelu kompleksne V' rav-
nine, §to je konzistentno s izborom —1 = e~%". To nas
navodi na (—1)"®/e¢(=V)~w/e = e-mw/a(_y)miw/e
efm,u/a *( ) vV <O0.

Invertiramo (52) i (53).
1 —Tmw/a
0(V)gu(v) = ———57=(Gu (V) — e ™G (v)
1—e /
~ 1 ~ —Tw/a vx
0(=V)gu(0) = W(GN(V) —e ™/ G, (v)
Neka je N = (1 — e=2™/a)=1 Sada mozemo rjedenja

koja se gibaju ulijevo ¢4 (V') razviti za sve V' u Rindlerove
modove, koje ¢emo onda prikazati kao kombinacije pozitiv-
nih modova G, G,,. Prelazimo u operatore.

60) = [ ao{o)laliont) + altoz o))+

+ 0(=V) k() + g, (0)]}

— [ aun{alic, - G (G - TGl
0
Fab(Gy - e ™G b @ - e )
(oo}
= [ aun{culal - el ol - e mlal)+
0
+ Gulal — e/l 4 Gulalt - e/ afl}

Uz modove pozitivne frekevencije nalaze se odgovarajudi
operatori ponistenja. Minkowski vakuum ¢e biti njihovo
svojstveno stanje sa svojstveno vrijednosti nula. Imamo
dvije jednadzbe koje jedinstveno odreduju Minkowski va-
kuum.

(6l —e7™/2al1)00) =0 (54)
(a5 — e7™/%afN)0y) =0 (55)

Primjetimo opet da je ovaj sistem jednadzbi simetrican
na zamjenu R <> L. Ra¢unamo ocekivanu vrijednost Rind-
ler operatora broja N = aZf u stanju Minkowski vakuuma.
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NG =(0mlagtag|0n)
RTe—w/aALT|OM>
arlaZakton)

=e7 2/ (1+ (OarlagTag 0ar)
=e2™/%(1+ NE)

=(0nla

:6727Tw/a<

Iz simetrije slijedi N® = NL.
1

e2rw/a _ 1

NE(w) = Nw) = (56)

Posto jos pricamo o kontinuiranom w radi se o gusto¢ama
broja ¢estica u pojedinim klinovima. Vidimo da ocekivani
broj Cestica za pojedinu frekvenciju odgovara Bose-Einstein
raspodjeli za temperaturu T = a/27. Minkowski vakuum
ogranicen na bilo koji od Rindlerovih klinova ponasa se kao
termalno stanje, iako ovu tvrdnju jos nismo do kraja doka-
zali. Potrebno je jo§ pokazati da svako od lijevih i desnih
Rindler svojstvenih stanja operatora broja (i energije) odgo-
vara velekanonskom ansamblu ako se drugi klin zanemari.
Odnosno potrebna nam je matrica gustoée Minkowski va-
kuuma u Rindlerovoj bazi. Na kraju ¢emo uzeti parcijalni
trag po stanjima iz lijevog (ili desnog klina) o¢ekujuéi ve-
lekanonsku raspodjelu. Sada razmatramo diskretnu verziju

w;. Jer N = NT yrijedi,
(aflaf, — aglal)l0ar) =0

Koristimo |0z0) = |0g) ® |01). Minkowski vakuumsko
stanje mozemo razbiti na sumu Rindler stanja (koja neée
biti samo osnovna), pretpostavljamo opcenite koeficijente
u razvoju i zapisujemo pomodéu operatora stvaranja kao u
(16). Produkt uzima u obzir sve frekvencije.

|0M H Z CnL nl ® |nz >
i n;=0
oa) ~ ] Z (alffalT)™10R0L)
i nl_O

Iskoristimo sada relaciju (50) da dobijemo rekurzijsku
relaciju za koeficijente u sumi.

(a”

13 Culvi—e /" F1|(ni-

i n;=0

— e mwi/agEN|00) = 0
DR)®|(n+1)L) = 0

U prvom ¢lanu pomic¢emo n; za +1 da bi bio dobro de-
finiran.

11D [Cris1 = Crne™™ /"0 +1|niR) @ |(ns + 1)L) = 0

i n;=0

Slijedi da Cy,, 41 = C,,e”™i/@ = Cije~"™i/2, Iz uvjeta

(0p7|0a7) = 1 dobijamo C;.



C? Zefz’wi”i/“ =1-C;=V1—e?mwila = /N,

Mozemo napisati normalizirano stanje Minkowski vaku-
uma raspisano preko Rindlerovih stanja.

oa) = [[ VN D e ™ /Ry @ [nsL)  (57)
7 ’I’Li:O

Sada trazimo matricu gustoée za ovakvo stanje p =
|0ar) ® (Ops] 1 uzimamo parcijalni trag po stanjima u lije-
vom Rindlerovom klinu, tako da dobijemo matricu gustoce
Minkowski vakuuma (samo lijevo gibajuéi dio) ogranic¢enog
na samo desni klin. Za dio polja koji se giba udesno moze
se napraviti analogna analiza i dobiti isti rezultat.

pr =" (nkL|(|0ar) ® (On]) s L)

ng

=TIV, 5 sttt
ij

NiNjNE

pr =[N D e Ry @ (ni R (58)
k

ng

Prepoznamo niwy, kako energiju stanja |ng) i a/27 kao
temperaturu i ova matrica gustoce odgovara sistemu slo-
bodnih bozona na temperaturi 7' = a/27 (i dalje pravilno
normalizirana Tr(p) = 1). Ovim smo dokazali da je dio Min-
kowski vakuuma [0ps) koji se giba ulijevo ¢ (Cestice koje
se gibaju ulijevo) ogranicen na lijevi ili desni Rindlerov klin
termalno stanje. Analogan postupak mozemo provesti i za
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dio polja (Cestica) koji se giba udesno. Drugim rije¢ima jed-
noliko ubrzani (Rindler) promatra¢ stanje Minkowski vaku-
uma |0ps) vidi kao termalno stanje s Bose-Einstein distribu-
cijom. Unruh efekt nam na ovaj nac¢in ukazuje na termalnu
prirodu vakuuma u kvantnoj teoriji polja.

Rindlerovi opazaci kre¢u se na krivuljama konstantne
koordinare £, za & = 0 akceleracija orbite iznosi a, a na
nekoj drugoj putanji & =konst. orbita ¢e imati akceleraciju
a = ae”%, vidi (38), pa ¢e mjeriti termalnu radijaciju s
temperaturom T = «/27.

Prije smo vidjeli da za dva staticna promatraca koji se
gibaju po orbiti nekog Killingovog vektora vrijedi (3).

Vows = Viw

U naSem slu¢aju znamo normu Killingovog polja 0y, fak-
tor crvenog pomaka je onda V = /—KH{K,, = e

Wy = ea(& —Ez)wl

Stoga vidimo da se temperatura pomakne sa T = a/27
u T = ae™? /27 kada se pomaknemo od & = 0 do & = €.
Vidimo da ¢ée temperatura oti¢i u nulu za jako velike &.
Rindler promatra¢ u beskonacnosti je skoro pa inercijalan
(a = 0), pa ée njegova definicija vakuuma sada biti puno
bliza Minkowski vakuumu, $to odgovara T" — 0, tome da
temperatura odlazi u nulu. Ocekivana vrijednost tenzora
energije i momenta is¢ezava (T},,,) = 0, pa kako to onda da
Rindler promatrac vidi ¢estice. Da bi akceleracija detektora
bila konstantna moramo konstantno ulagati energiju (ener-
gija nije ocuvana). Iz perspektive Minkowski promatraca,
Rindler detektor prilikom detekcije Cestica emitira Cesticu i
onda registrira silu reakcije. U konacnici, energija potrebna
za pobudenje detektora ne dolazi od pozadinskog tenzora
energije i momenta, veé¢ dolazi od energije koja se ulaze da
bi detektor imao konstantnu akceleraciju.
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