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Sazetak

U ovom seminaru predstavit ¢emo teoriju twistora, koju je predstavio Roger Penrose 1967. godine.
Prvo ¢emo predstaviti prostor spinora i njegove projektivne prostore. Zatim ¢emo pomocu njih uvesti
twistore. Takoder, prouavati ¢emo relaciju incidentnosti, koja ¢e nam dati vezu izmedu (projektivnog)
prostora twistora i kompaktifirciranog prostorvremena Minkowskog. Nakon toga ¢emo promotriti fizikalne
interpretacije twistora, u klasi¢noj i kvantnoj mehanici.

1 Notacija spinora

U ovom seminaru koristiti éemo notaciju spinora. Njena osnovna karakteristika je da svaki indeks tenzora ili
vektora mozemo zamijeniti parom indekasa spinora. Npr., indekse poput:

a,b,c,d, ..., 2,040,005 20, A1y oy Qg .
mijenjamo sa parom indekasa:
AA BB ,CC',DD',...ZZ | AyA, ,ByBy ... Zy Zy s AL AL, ..., AyA, ..

gdje prvo slovo oznatava prostor spinora, a drugo (sa ’) kompleksno konjugirani prostor spinora. Indekse
tenzora diZzemo i spuStamo korste¢i metricki tenzor g, i njegov inverz g (oba imaju na dijagonali (1,-1,-1,-1),
nedijagonalni elementi su 0). Indekse spinora dizemo i spuSamo koriste¢i antisimetri¢ni Levi-Civita, € 45, €4/ 5,
4B i ¢A'B’ (svaki ima komponente (0,1;-1,0)), prema shemi:

B A _ _AB Al A A'B
g =& €ap, & =€ &g =0 €xp,n” =€ g

Metricki tenzor g,, je, prema [1], zadan sa:

Yab = 9AAa'BB’ = €ABCA B
Kompleksni nul vektor, [, je prema [1], u ovoj notaciji oblika:

e — lAA/ — )\AHA/

Specijalno, ako je [* realan:
1 = A7

gdje se plus odnosi na buduéi, a minus na prosli svjetlosni stozac.

2 Spinori

Neka je V vektorski prostor i v* € V sa komponentama (v°,0',v?v3) u nekoj ortonormiranoj bazi. MoZemo

definirati hermitsku matricu ¢ (v®):

“ AN/ Yoo yor L 0%+ ol 02
P(*) =V = <V1o' 17234 = ﬁ ol — 2 0 — 3 (1)

Prema [1], preslikavanje definirano (1) je bijekcija izmedu 2x2 Hermitskih matrica i vektora v®. Nadalje,
determinanta matrice:

1
detip(v?) = inabvavb,

gdje n,, oznacava Lorentzovu metriku, iznosi pola norme vektora.
Ako matricu 1 (v®) s lijeva pomnozimo sa t4 5 € SL(2,C):

’ ’ —A’
VAL WA A VBB

gdje je [ g kompleksno konjugirana matrica:

A A
t B’ :t B

rezultat mnozenja je hermitska matrica wAA koja ima jednaku determinantu kao i 1 (v?®).
Nadalje, ako je vektor v® nul vektor, onda je rang ¢ (v®) jednak 1. Stoga 1(v) mozemo pisati kao vanjski produkt
kompleksnog dvodimenzionalnog vektora i njegovog kompleksnog konjugata.

’ ’ ’ ’
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Vektore o, na koje djeluju elementi grupe SL(2,C), nazivamo, prema [1], spinorima. Oni su elementi komplek-
snog dvodimenzionalnog prostora S, tj. prostora spina. Kompleksno konjugirani vektorski prostor 5=S" ima
elemente 84’

Pripadni dualni prostori su S* i S*' sa elementima ~,i & ,,.

Spinori viSeg reda su elementi tenzorskog produkta:

! ’ / ’ ’ /
g BAC L peS X xS XS X x S xS x .. xS xS x .8

Operacija konjugacije izmedu S i S je definirana, prema [1]: o € S definira @’ € $ pravilom a* =aA4. Za

spinore viseg reda, kao npr. aABC ¢ SxSx S operacija kompleksne konjugacije definira at'P'C e §'x8 xS
pravilom: @4 B'C = ABC",
Spinor, sa jednakim brojem obiju vrsta indekasa ( sa i bez ’) kao npr.a 4, g/ op , je hermitski ako vrijedi:

Qppiop = Qarpicp

Postoji, prema [1], bijekcija izmedu realnih tenzora tipa n i Hermitskih spinora s n indekasa sa i n indekasa bez
’. Za n=1, to je relacija (3).

Operacije simetrizacije i antisimetrizacije spinora su definirane, prema [1], jednako kao i kod tenzora.

Polja spinora 7 na mnogostrukosti M, prema [1], definiramo kao lokalne prereze sveznja S.

3 Projektivni potprostori

Jednodimenzionalan kompleksni projektivan prostor P! (CP) je skup svih jednodimenzionalnih potprostora
prostora S . Njegovi elementi su klase ekvivalencije para kompleksnih brojeva [(mys,mq/)] sa relacijom ekviva-
lencije:

(Mo, ) ~ (Amg, Amys); A€C

gdje (7o, my,) # (0,0).
MoZemo razlikovati dva otvorena skupa, koji zajedno pokrivaju P!.

Ui = {[rg, my/]Img # 0}

Uz = {[my, my]lmy # 0}
tj. imamo bijekciju izmedu U; i kompleksne ravnine. Na

. . . ™
Na skupu U; imamo definiranu koordinatu =,
O/
iy
0

U, imamo koordinatu {=-%. Na presjeku skupova Uy i U, vrijedi n=¢~'. Stoga, moZemo definirati P!

kao kompleksnu mnogostrukost. Po definiciji, parakompaktni Hausdorffov topologki prostor X je kompleksna
mnogostrukost ako vrijedi:

a) X ima otvoreni pokriva¢ U, sa koordinatnim funkcijama f; : U, — C"

b)na nepraznom presjeku U, N U; tunkcije f; o f; su holomorfne sa C" na C".

Koordinatama & i 7 dajemo geometrijsku interpretaciju pomocu stereografske projekcije. P! je, prema [1],
prostor projektivnih svjetlosnih stozaca [8] u toc¢ki prostora Minkowskog. Topoloski gledano, to je prema [1]
nebeska sfera . Ako ju predstavimo kao jedini¢nu sferu u R?, stereografska projekcija je preslikavanje sa sjevernog
pola na kompleksnu ravninu kao na slici 1.

P!

Slika 1: Stereografska projekcija[l]
Tocki P s sfernim koordinatama (6,¢) pridruzujemo tocku P pravilom:

E=x+iy = cot(g)em7

Specijalno, tocku na sjevernom polu moramo projicirati sa juznog pola, gdje tocki sa koordinatama (6,¢)
pridruzujemo:

0 .
n=x—iy= tan(é)ef“z’



Kompleksna ravnina gledana odozdo ima suprotu orjentaciju. Stoga Uj, predstavlja sferu bez sjevernog pola,
a Us je sfera bez juznog pola i u presjeku vrijedi n=¢~1. Nadalje, metrika prostora Minkowskog u sfernim
koordinatama je zadana sa:

ds? = dt* — dr? — r?(d6? + sin*(0)d¢?)

Bududi svjetlosni stozac N+ u ishodistu je ploha t=r. Inducirana metrika na N, koja je ujedno i nedegerirana,
je zadana sa:
ds® = —r?(df? + sin*(0)d¢?), (3)

gdje 0 i ¢ oznacavaju nul geodezike koji generiraju N, a1 je afin parametar duz njih. Prerez na N T dobivamo
specificirajudi r kao funkciju 6 i ¢ (slika 2).

Slika 2: Prerezi na N*: S7 i S5 [1]

Konformalna preslikavanja, su prema [7], holomorfne funkcije koje ¢uvaju kuteve u svakoj tocki podrudja na
kojem su definirane.
Prema [1], preslikavnje sa prereza S; na prerez S, duZ genratora, je konformalno.
Prerez ¥: r=1 (slika 3) ima prema [1], metriku jedini¢ne sfere.

- ]
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Slika 3: Prerezi: ¥ i % [1]

Primjenom Lorentzovih transformacija na jedini¢ni vektor t*, koji definira vremensku os:
1 o 1= A%t

preslikamo ¥ u . Prema [1], S ¢e imati metriku jedini¢ne sfere. Iz ovoga vidimo da Lorentzove transformacije
definiraju elemente grupe C(2), grupe konformalnih preslikavanja jedini¢ne sfere.
Metrika jedini¢ne sfere, zapisana pomocu koordinate & je:

e
14 &€

Iz teorije kompleksnih funkcija jedne varijable znamo da konformalno preslikavanje u dvije realne dimenzije
mora biti holomorfno (ili antiholomorfno, ako mijenja orijentaciju). Stoga, konformalna transformacija sfere
mora biti globalno definirana holomorfno transformacijom:

E—=E=f(9)

n—n=f(n)

ds? =




~ -1
n=¢
Intutivno, to moZemo interpretirati: funkcija f(£) mora imati jednostavan singularitet na transformiranom
juznom polu i pol na transformiranom sjevernom polu, tj.:

al+b

1) = Sghte),

gdje h(£) nema jednostavne singularitete ni polove, tj. mora biti konstantna. Stoga, moZemo odabrati h(x)=1:

_al+b
CcE+d

f€)

Bez gubitka opcéenitosti, mozemo izabrati ad-bc=1. Tada je konformalna grupa C(2) grupa Mobiusovih trans-
formacija [8].

4 Prostor twistora

Twistor je polje spinora Q4 (z) u prostoru Minkowskog M koje zadovoljava tzv, jednadzbu twistora, koja, prema
[1], glasi:

ili ekvivalentno:

za neko drugo polje spinora 7 4,. RjeSenje jednadzbe (4) je prema [1]:
04 = W — gAY (6)

gdje je spinor w? konstanta integracije.
Prostor twistora T je Getevrodimenzionalni kompleksni vektorski prostor rjesenja jednadzbe (4). MoZemo ga
koordinatizirati sa parom spinora:

(wh 1) = 2° (7)

gdje sw: w'=2° WO=2Z1 7\, =2Z% i 7, =275
Grupa konformalnih transformacija C(2) djeluje, prema [1], linearno na rjeSenja jednadzbe (4) i pritom
vrijedi:

Lx(QAfA +§A ﬂ-A/) = O,

gdje je L, Liejeva derivacija duz vektorskog polja X*°.
Oc¢uvana veli¢ina je hermitski skalarni produkt X, definiran:

S =%, + Q=27+ 22+ 222+ 7 28

¥ je nedegeriran i definira dualni prostor twistora 7% =T.

Prostor twistora T, moZzemo podijeliti na tri djela 77,7 i N, obzirom na to je li ¥ veéa, manja ili jednaka 0.
Projektivan prostor twistora (PT) je, prema [1], kompleksno projektivan trodimenzionalan prostor (C'P?). Nje-
gove elemente, projektivne twistore definiramo,prema [1], kao [Z¢]. Njegov dualni prostor oznacavao s PT*.
Projektivan prostor, na isti na¢in kao i T, mozemo podijeliti na tri djela:PT+, PT~ i PN. Specijalno, peterodi-
menzionalne mnogostrukost PN je invarijantna na djelovanje konformalnih transformacija [3].

5 Incidentnost

Prema teoriji twistora, prostor twistora (ili projektivan prostor twistora) je primitivniji od prostorvremena
Minkowskog. Twistori su kompleskni objekti i kao prvu aproksimaciju, mozemo uzeti cijelu svjetlosnu zraku.
Tocka R u prostor-vremenu, sekundardna konstrukcija samih twistora, tada je identificirana s familijom svjet-
losnih zraka, koja ima topologiju dvodimenzionalne sfere S, [1], koje prolaze kroz nju (slika 4).
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Slika 4: Minkowski prosor-vrijeme i prostor twistora [2]

Neka je M ¢etverodimenzionalni Minkowski prostorvrijeme (+,-,-,-). Svaka svjetlosna zraka, tj. twistor Z¢
koji ima koordinate (Z°,Z%,Z2,7Z3), je incidentna sa tockom REM (ili evivalentno, R je incidentna sa Z%) ako

vrijedi relacija:
ZN _ 1 (t+z xz+iy\ (27 (8)
z') T S \e—iy t—=z zZ3)

gdje su (t,x,y,z) koordinate tocke R, .
Relacija (7), zapisana pomocu spinorske notacije, glasi:

’
w = iR r,,

Ako su koordinate toc¢ke R realne, vrijedi:

Z°Z,=0

i pripadni twistor nazivamo null twistorom, tj. twistorom svjetlosnog tipa. On se nalazi u prostoru N, a u
prostoru PN ga prikazujemo projektivnom linijom. Skup tocaka koje su incidentne sa twistorom svjetlosnog
tipa, a da pritom Z2 i Z3 nisu istovremeno jednaki nuli, tvori svjetlosnu zraku.

Twistore, koji nisu svjetlosnog tipa, mozemo, iako nisu incidentni s realnim tockama, interpretirati u realnom
Minowskom prostoru M. Razmotrimo twistor Z € PT/PN. Njegov dual, Z € PT*, je [3] dvodimenzionalna
projektivna ravnina C'P? u PT. Ta holomorfna ravnina sije¢e prostor svjetlosnih zraka PN u realnom trodi-
menzionalnom podruéju koje odgovara familiji svjetlosnih zraka parametriziranoj s tri parametra. Familija
svjetlosnih zraka, koje pretstavljaju twistore, koji nisu svjetlosnog tipa, naziva se Robinsonova kongruencija i
prikazana je na slici 5.

Slika 5: Robinsonova kongruencija [3]

6 Kompacifirani Minkowski prostor i Kleinova korespodencija

U prethodnom poglavlju, razmotrili smo vezu, danu relacijom incidentnosti (8), realnog Minkowskog pros-
tora i (projektivnog) prostora twistora. Opcenitu vezu dobivamo ako umjesto realnog, uzmemo kompacifirani
Minkowski prostor.

Pocetkom 20.stolje¢a Bateman i Cunningham ustanovili su invarijantnost valne i Maxwellovih jednadzbi na



djelovanje konformalnih transformacija. Glavnu ulogu je igrala konformalna inverzija, definirana prema [4],
kao: (.t)
) z,t

Ovo preslikavanje je singularno na svjetlosnom stoscu y?=x2-c?t>=0. Opéenito, specijalne konformalne transfor-
macije oblika RT(a)R, gdje je T(a) translacija za vektor a u R*, imaju singularite u Minkowski prostorvremenu
M. Da bi ih izbjegli uvodimo kompacifirano Minkowski prostor vrijeme M€, koje je, prema [4], homogeni prostor
konformalne grupe SO, (4,2). Jedan od nacina na koji ga se moze opisati je [4] kao projektivana ploha drugog
reda definirana jednadzbom Q(x)=0, gdje je Q(x) definiran kao:

Q(z) = (¢1)* + (2)* + (2%)% = (2)? + (2°)* — (%)

u nekoj ortonormiranoj bazi E [4].

Twistori, koji nisu svjetlosnog tipa,i za koje vrijedi Z2=23=0, pretstavljaju ’svietlosne zrake u beskonacnosti’.
One su generatori svjetlosnog sto$ca koji se nalazi u beskona¢nosti. U PN predstavljamo ih linijama I. (slika 6)
Sada moZemo dati potpunu geometrijsku vezu, danu relacijom incidencije (8), prostor vremena i (projektivnog)
prostora twistora.

Neka je M, kompleksni kompacifirani Minkowski prostor.

Twistor Z“ je incidentan s totkom R* € M, akko vrijedi (8).

Dualni twistor W, =(uu,,n"") je incidentan s R* akko:

= —iRM .

U projektivnom prostoru twistora PT, twistor Z% definira tocku Z € PT kao relaciju ekvivalencije svih twistora
u T proporcionalnih sa Z%. Skup svih tofaka u M., koje su incidentne s tockom Z € PT je [1] kompleksna
dvodimenzionalna ravnina u M., koju nazivamo « ravninom. Svi vektori u « ravnini su, prema [1], medusobno
okomiti. Prethodno smo ustanovili da je tocka P € M, pretstavljena projektivnom linijom Lp € PT. Uvjet
da se dvije projektivne linije, Lg i Lg, sijeku (slika 6), prema [1] je da su odgovarajuce tocke iz kompleksnog
prostorvremena nul separirane (tj. udaljene za 0 u terminima kompleksne prostorno vremenske metrike). Skup
na kojem to vrijedi je a ravnina.

4 -

Slika 6: Projektivna linija I i @ ravnina [1]

Bududi da, Z%* i AZ%, prema (7), imaju ista svojstva prirodno je proucavati relaciju incidencije na prostoru
PT.
Dualni twistori su, prema [1], su prikazani ravninama u PT i incidentni su 8 ravninama u M,. Kao i « ravnine,
B ravnine su kompleksne dvodimenzionalne ravnine na kojima i$¢ezava inducirana metrika.
Geometrijska korespodencija dana relacijom incidencije naziva se Kleinova korespodencija. (slika7)
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Slika 7: Kleinova korespodencija [5]

7 Fizikalna interpretacija twistora

7.1 Klasi¢ni impuls i angularni moment

U svrhu fizikalne interpretacije twistora, koji nisu svjetlosnog tipa, promatramo klasi¢an sistem, karakteriziran
sa etveroimpulsom p® i angularnim momentom M? obzirom na toc¢ku O (M"*=-M?). Pomaknimo sada
ishodigte iz tocke O u tocku Q. Tada imamo:

M®(Q) = M® — ¢"p® + ¢"p* (9)
Definiramo Pauli-Lubanski vektor spina [2] S,:

1
Sa = ieabcdprCd

gdje je €,;.q4 Levi-Civita tenzor (e593=1), Specijalno, ako se razmatrani sistem sastoji od jedne bezmasene
Cestice, za Cetveroimpuls prema [2], vrijedi:

pap® =0, p’>0
Pauli-Lubanski vektor je tada, prema [2]|, proporcionalan sa ¢etveroimpulsom:
Sa = $pa (10)
Konstanta proporcionalnosti s je helicitet. U slici spinora, p® i antisimetri¢an M2 postaju:
Pa = T AT 4s

My, =Hapean + Hapean
Pauli-Lubanski vektor je:
S =1 —B o B —
a_Z,U/ABTr 7TA/ Z/,I/A/B/ﬂ- TA
Da bi vrijedila relacija (8):
UA/B/WB fA = 0
Iz cega slijedi:
Harpr = a(A’BB')

gdje suili a4, ili B4, proporcionalni sa 7,,. Isti argumenti se primjenjuju za fi45:
Hap = W4T g)

Da bi vrijedilo (9), moramo definirati:

’

w'(Q) =w* —ig** 'y TAlQ) =74,

gdje je ¢4’ spinorska notacija za vektor polozaja Q obzirom na tocku O.
Iz formule za S, mozemo, koriste¢i definiciju twistora (7), oCitati:

1 / 1_.—
s= (WA T+ T ny) = 22°Z,,
2 2 ‘
Bezmasenim Cesticama s pozitivnim helicitet pridruzujemo to¢ke u PTT, onima s negativnim helicitetom
pridruzujemo tocke u PT~. Regiji PN odgovarajaju bezmasene Cestice sa s=0.



7.2 Twistor kvantizacije
U kvantoj teoriji, impuls i angularni moment su operatori koji zadovoljavaju komutacijske relacije:
[Pasps] = ;. [pa, M) = ih(g",p° — g1")
[Mab, Med) = ifi(gbe Mot — ghdpfac 4 gadpgbe  gacppbdy

Za bezmasene Cestice, koriste¢i definicije impulsa i angularnog momenta iz prethodnog potpoglavlja, dobivamo
komutacijske relacije twistora:

(2%,2°) =0, [Za,Z5]=0, [Z%Zg]=hs" (11)
Operator s, u skladu s prethodnim potpoglavljem i komutacijskim relacijama, definiramo kao:
1
s= Z(ZQZQ +ZoZ%)

MoZemo definirati i valne funkcije u slici twistora. Iz (11) vidimo da su Z¢ i 7@ poput polozaja i impulsa,
kanonski konjugirare varijable. Stoga valna funkcija f moze ovisiti ili o Z¢ ili 0 Z,, ali ne o obje. Analogno
kvantnoj mehanici, ako je funkcija holomorfna u Z¢, f=f(Z%), onda vrijedi [2] 887’0:0. U slici operatora Z¢,

vrijedi:
= 0
Zo=—h
0z~
Operator heliciteta je:
_}(207 +Z Z“)—E( 27 0 )
PR\ e ot =y oz

Primjetimo da jeZo‘;?f homogeni Eulerov operator. Njegove svojstvene funkcije su homogene funkcije u Z¢,

a odgovarajuce svojstvene vrijednosti su stupnjevi homogenosti (npr. twistorova valna funkcija stupnja ho-
mogenosti -n-2, po formuli za s, opisuje bezmasenu Cesticu heliciteta Ain/2). Ostali primjeri su dani na slici
8.

| Particle || Helicity || Homogeneity |
| Graviton ” +2 ” -6 |
| Photon || +1 || -4 |
| Anti-neutrino ” +1/2 || -3 |
| Unknovwn || 0 || -2 |
| Neutrino | -1/2 | %] |
| Photon | -1 | 0 |
| Graviton || -2 || 2 |

Slika 8: Helicitet i stupanj homogenosti bezmansenih ¢estica [6]

8 Veza izmedu twistorovih funkcija i polja u prostor vremenu

"Positive-frequency wave function’ 1 je kompleksna funkcija definirana na tzv.prednjoj cijevi M™ C PT™.
Razmotrimo bezmasenu Gesticu spina n/2 (A=1). Njenu valnu funkciju, [2] u zapisu prostorvremena, zadajemo
[1] simetri¢nim spinorom s n indekasa:

bap.p i dap. p

koji zadovoljavaju: / )
VAA (z)ABD = 0 le VAA ¢A/B’...D’ == 0

Specijalno, ako je s=0, onda ¢ zadovoljava Klein-Gordonovu jednadzbu:
2 =0

"Positive-frequency wave functions’ ¢ desno orjentiranih ¢estica, koje imaju helicitet s=nfi/2, opisujemo ,prema
[2], spinorima ¢ 4, 5 p. Pritom lijevo orjentirane, s=-nh/2, opisujemo ¢,z p . Iz prethohnog poglavlja,



znamo twistorova valna funkcija f, stupnja homogenosti -n-2, takoder opisuje bezmasenu cesticu. Kada je n>0
onda je Cestica desno, a za n<0 lijevo orjentirana. Veza izmedu twistorovih valnih funkcija f i polja spinora u
totki R € CM je dana,[1] integralima po zatvorenim krivuljama:

(z)A/B’...D’ (R) = kn fﬂ'A/ﬂ'B/...ﬂ'D/f(Za)dzﬂ' (12)
a 9 9 ..
¢ap..p(R) =k, &ujA&JiBm&Jin(Z )d271' (13)

gdje je k,, konstanta, a:
1 ,
d’m = §d7TA/ A drt

Zatvorena krivulja, po kojoj se integrira, ima topologiju [1] S* x S! u prostoru twistora gdje je Z incidentan
sa R. Izraze (12) i (13) moZemo, prema [1], zapisati kao:

QSA’B'...D/(R) = krn\%ﬂ'A/ﬂ'B/ﬂ'D/f(lREE)dQﬂ' (14)
0 0 0 .
bap.p(R) = bn f Ry oo e e [ R )P (15)

8.1 Kohomologija twistora
Integrali, definirani u prethodnom poglavlju, daju vrijednosti razli¢ite od nula ako funkcija f ima singularitete

u podruéju po kojem integriramo.

Uzmimo za primjer funkciju:
1

f= A Z°B,ZP

stupnja homogenosti -2 koja prema [2] opisuje skalarno polje:

k
(Ra - Qa)(Ra - Qa)

gdje je k konstanta. Singularitete imamo kada vrijedi:

¢ =

A Z%=0 ili B,Z*=0

Ove jednadzbe opisuju dvije ravnine A i B u PT. Njihovom presjeku, liniji Q C PT, je pridruzena totka Q € M,
¢iji vektor polozaja, Q%, se pojavljuje u ¢. Polje ¢ je singularno, ako je R nul separirano od Q, ili ekvivalentno
dok R € PT sijece Q.

Ako R ne sijece Q (ili liniju I), integracijom po zatvorenoj krivulji po dvije varijable, m, i m,, dobivamo
vrijednost polja ¢ u tocki R. Pritom, prema [2] krivulja T' razdvaja singularne tocke na S2, tj. na topologiji R
e PT.

BnR

AnR

Slika 9: Polovi funkcije f i krivulja T' [2]

Singulariteti funkcije f koji se nalaze na sferi su dvije tocke u kojima R sijece ravnine A i B. Ako R ne sijece
Q , dobivamo kona¢nu vrijednost integrala, tj. ¢(R). U protivnom ¢ postaje singularan.
Pretpostavimo da se Q nalazi u ’backward-tube’ M~ CPT~. Onda je ¢ ne singularno kompleksno polje pozitivne
frekvencije. Ovo implicira, da nijedna linija REPT™ ne sijee Q@ CPT~. Tada je ¢ holomorfna u ’forward-tube’



M. Ovo svojstvo slijedi iz €injenice da su singulariteti funkcije f ’odvojeni’ u PT'", a ne zato jer je funkcija f
nekog posebnog oblika.
Opcenita situacija je prikazana na slici (10).

PT*

'////A

S SIITHENS A vlimf . PR

Slika 10: singulariteti funkcije 2]

Neka je twistorova funkcija holomorfna u nekom podru&ju PTT-C-D, gdje su Ci D dva disjunktna zatvorana,
podskupa od PT, koja sadrZe singularitete funkcije f u PTF. Za liniju R, u PT", imamo dva odvojena podruéja
singulariteta na Riemannovoj sferi. Krivulja I" odvaja jedno podruéje od drugog, daje ne sinularno polje u M+ C
PT+ .

Kao §to je prethodno ustanovljeno, izvjavom ’positive-frequency’ f mislimo na funkciju definiranu na M+ CPT+.
Funkcija f,prema [2], nije holomorfna na cijelom PTT, ali je holomorfna na dva otvorena skupa koji zajedno
pokrivaju PT+:

Uy=PT"—-C i U =PT"-D

Sada definiramo twistorove funkcije [1] kao Cehove reprezentacije ’sheaf’ kohomologije. Ovdje ¢ée biti dovoljno
definirati r-ti element kohomologije ili r-funkiciju, koja je definirana na prostoru H,s obzirom na (konacan)
otvoreni pokriva¢ (U,, Uy ,...,U,,, ) otvorenih skpova, je dana familijom funkcija:

fiviv..i,, definiranih na U, NU, N..U;

za svaki neprazni presjek r+1 otvorenih skupova iz pokrivaca i antisimetri¢no je na zamjenu indeksa 7, %1 ,...,%,.
Ova familija mora,prema [1], zadovoljavati odredene uvjete konistentnosti i, r-tu funkciju f dobivamo kada famil-
iju f...s faktoriziramo odredenom relacijom ekvivalencije.

Promotrimo pravila za slu¢aj r=1, u odnosu na (dovoljno profinjen) pokriva¢ (U,, Uy ,...,U,,, kompleksne mno-
gostrukosti H. Holomorfna 1-funkcija f (element prve kohomologije) je definirana, u odnosu na pokrivaé, famil-

ijom holomorfnih funkcija:
fij = —f; definiranih na U; NU;, (16)

gdje je U;NU; neprazan. Kao uvjet konzistencije, moramo imati, prema [1]:
f”—I—f]k-l-f;“:O na UiﬁUijk
i 1-funkcija f proizlazi kada faktoriziramo ekvivalencijom:

fzg *fzj+h 7h

gdje je h, definirana, za svaki k, na U, .

Iz ovih pravila mozemo vidjeti kakvu ulogu igra twistorova funkcija f u integraciji po zatvorenoj krivulji. Neka
je prostor H, npr. gornja polovica prostora PTT | pokrivena gore definiranim skupovima Uy i U;. Prema [1]
dodavanje i oduzimanje funkcija poput hg ili hy, holomorfnih na Uj i respektivno na Us, ne mijenja rezultat
integracije.

8.2 Elektromagnetska polja i Einsteinova jednadZba

Klasi¢no elektromagnetsko polje opisujemo [8] antisimetri¢nim tenzorom F,,. U podrucju bez naboja, on mora
zadovoljavati Maxwellove jednadzbe [8]:

VaFab = 0, V‘”Fab = O (17)

gdje je *F,, dualni tenzor tenzora F; .
U spinorskoj notaciji, prema [1], antisimetri¢ni tenzor F,, moZzemo zapisati kao:

Foo =Faapp = 0apéan +Yapeap
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gdje je ¢ 4,5 simetrican tenzor koji zadovoljava:
VA Gap =0

Primjetimo da je ova jednadzba istog oblika kao i jednadzba koja opisuje bezmasenu Cesticu spina 1 (poglavlje
6). Stoga, da bi dobili rjesenja (17) mozemo koristiti (12) i (13).
Ako je F,, realan tenzor, [1] vrijedi v 45 =¢ s =0 4/ /-

Pripadni dualni tenzor je:

* . . -
Fanpp = —i9apeap ti€apdap

a

Iz prethodnih relacija vidimo da, anti-self dualni dio (ASD) ~F,, (*("F,,)=-i("F,,)), je u notaciji spinora:

“Faupp = 9%aBCan

dok self-dualni (SD) dio *F,,, (*(TF,,)=+i(TF,,)), je oblika:

N B _
Fynpp =€alap

Da bi opisali valnu funkciju slobodnog fotona, koristimo kompleksno (s pozitivnim frekvencijama) rjeSenje, F,, ,
jednadzbi (17): MoZemo ga zapisati kao[1]:

Foo = Faapp = Qap€an T €aplap

gdje su ¢ p i &A,B, dva proizvoljna (nepovezana) simetri¢na spinora, koji pretstavljaju SD i ASD of F,,, i
pritom zadovoljavaju: L
VAAd)AB:O 7 VAA¢A/B/:0

Iz ovih jednadZbi i koriste¢i razmatranja u poglavlju 5, vidimo da ASD opisuje lijevo orjentirani, a SD desno
orjentirani foton.

Koristeé¢i twistorove funkcije lijevo orjentrani foton opisujemo 1-funkcijom stupnja homogenosti 0, a desno
orjentirani foton opisuje 1-funkcija stupnja homogenosti -4. Proizvoljno stanje heliciteta fotona, mozemo opisati
twistorowom funkcijom f, koja je linearna kombinacija dva stanja, jednog stupnja homogenosti 0 i drugog -4.
Kompleksni Maxwellov tenzor dobivamo,prema [1], iz:

g 9
FAA'BB' (R) = k%(eABﬂ-A’ﬂ’B’ + hQGA’B’WW)f(Z)dQﬂ

gdje integriramo po zatvorenoj krivulji u podrudj gdje je Z incidentan s R.
Iste argumente moZzemo primjeniti za Einsteinovu jednadZbu u vakuumu za slabo (linearno) polje. U vakumu,
Riemannov tenzor zadovoljava:

Ropea = Biegjjay) Riapega =0 Rape =0

V[aRbcd]e =0 i VaRabcd =0

gdje V oznacava kovarijantnu derivaciju. Pomoc¢u 2-spinorske notacije:

Rynppccpp =Yapepeap€on +€apecp¥apop
gdje je:
Visep = Y apep)
i zadovoljava:
vAA g =0
ABCD =

VY ipep€a g €cp je ASD dio, dok €4 gecp¥ 4 grcvpr je SD dio.

Dulni tenzor definiramo kao: 1

_ f
>|tl%abcd - ieabeffz8 cd

U limesu slaboga polja, prostorvrijeme postaje Minkowski prostor M, gdje polje opisuje devijaciju prvog reda
zakrivljenosti. To polje moZemo smatrati simetri¢nim spinorom, ¢ 4z, koji predstavlja devijaciju prvog reda
od ¥V, 50p- Papcp zadovoljava jednadzbu:

VA% upep =0
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i pritom opisuje bezmaseno polje spina 2. Valnu funkciju slobodne bezmasene kvantne Cestice spina 2 nazivamo
gravitonom. Kao u slucaju elektromagnetizma, ¥ 50p 1 ¥ 4/ g/orp Zzamjenjujemo s ¢ gop 1 @4/ gorprkoji
zadovoljavaju pripadne jednadzbe:

AA’ AA' T
\% ¢ABCD =0 V ¢A’B’C’D’ =0

i opisuju lijevo i respektvno desno orjentirane gravitone. Mozemo ih opisati twistorovim funkcijama, [2] stupnja

homogenosti +2 i -6:
0 o0 o0 0 o 12
Sanen(B) =koy § 520 o0 2O (2%

(gA/B/C/D/ (R) = k+2 TA TR T Ty f(Za)dQﬂ'

9 Zakljucak

U ovom seminaru smo predstavili teoriju twistora. Vidjeli smo da relacijom incidencije dobivamo geomerijsku
korespodenciju izmedu projektivnog prostora twistora i kompacifiranog Minkowskog prostora.

Takoder smo vidjeli da pomocu twistora mozemo opisati klasi¢ne bezmasene Cestice heliciteta s.

Na kraju, proucili smo vezu, danu intgralima po zatvorenim krivuljama, izmedu twistorovih funkcija i polja u
prostorvremenu.
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