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MB5. Slobodne i prisilne oscilacije

1. Kljuéni pojmovi

Slobodno, priguseno i prisilno titranje. Linearna diferencijalna jednadzba.
Logaritamski dekrement. Rezonantna krivulja. Kruzno njihalo. Moment
tromosti. Faktor dobrote.

2. Teorijski uvod

Kruzno njihalo je tijelo u¢vrs¢eno tako da moze rotirati oko jedne osi i oko te
osi ima moment tromosti |. Spiralna opruga ucvr$éena je jednim krajem na
osovinu koja nosi tijelo, a drugim krajem na ¢vrstu podlogu. Na taj nacin
njihalo ima to¢no odreden ravnotezni polozaj, a spiralna opruga protivi se
odstupanju od ravnoteze zakretnim momentom T (¢) koji je proporcionalan

kutu otklona ¢ :

T(p)=-Do , 1)
gdje je D konstanta spiralne opruge.

Slobodne oscilacije. Pusti li se kruzno njihalo da slobodno titra, diferencijalna
jednadzba njegova gibanja glasi:

d 2
I
dt
Ova jednadzba formalno je identi¢na jednadzbi za harmonijske oscilacije tijela
na opruzi i ima opéenito rjesenje:
p(t) =g cos( wt—y), (3)
gdje je ¢, amplituda titranja, y pocetna faza, a », je vlastita kruzna

¢+D(p=0. 2

2

frekvencija njihala, odredena relacijom:
o, =2y = — = [— . (4)

Ovdje Ty predstavlja period neprigusenog titranja.
U danom eksperimentalnom slucaju, konstante ¢, i w utvrduju se

postavljanjem pocetnih uvjeta, tj. otklonom i brzinomu t = 0.

PriguSene oscilacije. Ako uvedemo prigusivanje proporcionalno kutnoj brzini,
diferencijalna jednadzba gibanja glasi:
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d’p do
—+C—+Dgp=0, %)
dt dt

gdje je C koeficijent gusenja, u naSem slucaju uzrokovan vrtloZznim strujama.
Opce rjesenje ove jednadzbe jest

P (t) = p,e * cos( @,t —y), (6)
gdje je o faktor gusenja
C
§=—, (7)
21
a kruzna frekvencija @, priguSenih oscilacija dana je relacijom:
®, = a)oz -57. (8

Uogavamo da je frekvencija , realna za potkriti¢na prigusenja (C * < 4DI ).

Amplituda se eksponencijalno smanjuje s vremenom, a omjer uzastopnih
amplituda je konstantan:

-st,
P ?,€ cos( wltn_l//) 5T 9

- ~5(t,+T) =€ ! ( )
N cos( w,t, + o, T —y)

jerje o, T =27 .
Definiramo logaritamski dekrement gusenja A:
Py

A=35T =h (10)

(pn+1

Faktor dobrote. Energija pohranjena u oscilatoru smanjuje se u vremenu prema
zakonu:

<E(t) >=< E, (t)>e "', (12)
gdje je - = 1/2¢ . Faktor dobrote definira se kao:
ohranjena energija
Q- 2x ponrany = . (12)
< gubitak energije u  jednom periodu >

Sto za slabo guSeni oscilator iznosi (vidi "UdZbenik fizike Sveucilista u
Berkeleyu" - Svezak I, str. 128):

T. (13)
-

Prisilno titranje. Ako na na§ oscilator djelujemo vanjskom periodi¢énom
pobudom, diferencijalna jednadzba glasi:
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d’ d
| f+c—¢+D(p:Mvcoswvt, (14)
dt dt

gdje je M, zakretni moment vanjske pobude, a »  njezina kruzna frekvencija.

Partikularno rjesenje ove diferencijalne jednadzbe jest
pt)=9¢, cos( 0 t-a), (15)
Sto se lako moze provjeriti uvrStavanjem. Tada se dobije
2 :
lo ¢, co8( o, t-a)-Co ¢, sin( o t-a)+ (16)
+Dgo,cos( w,t-a)=M cos ot

Mozemo iskoristiti trigonometrijske formule za kosinus i sinus razlike kutova
(tj. @ t | « ) pa gornju jednadzbu napisati u obliku

2 .
[-lw, cos a +Cw , sin a +Dcos alp, cos o t+

+[-lo’sh a —Cw, cos a +Dsin alp, sh o t=M, cos ot ()

Ova jednadZba moze biti zadovoljena za svaki t samo ako je
[-lo}cos a +Cao, sin a +Dcos alp, =M, , (18a)
[-lo’sih «a ~Cw, cos a +Dsin alp, =0. (18b)

Naime, tada cos @ t i sin @ t mogu poprimiti sve moguce vrijednosti, a
jednadzba (17) ¢e ostati zadovoljena. Do istoga zakljucka mozemo dodi i
sljede¢im razmatranjem. U trenutku kada je cos o t=1, @ sin o t=0,
jednadzba (17) svodi se na jednadzbu (18a). Kada je pak cos w ,t=0, a
sin @t =1, dobivamo jednadzbu (18b). U jednadzbama (18a) i (18b) nema
vremena t S$to znaci da one moraju stalno biti zadovoljene.
1z jednadzbe (18b) lako dobivamo
C 20
Qo = ——v 200 (19)

2 2 2
D-lo, [}

0o « v
gdje su iskoriStene jednadzbe (4) i (7).
1z jednadZbe (18a) slijedi amplituda titranja

M v

. (D-lw!)cos a +Cao, sin a
y (20)

v

I\/(a)o2 —a)vz)2 +4é'za)v2

gdje su cos « 1 sin a izrazeni najprije putem trigonometrijskih relacija
pomoc¢u tg a , a zatim je iskoriStena jednadzba (19). Valja uociti da su
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konstante ¢ i « u rjeSenju (15) dobivene uvrStavanjem u diferencijalnu

jednadzbu (14), a ne iz pocetnih uvjeta kako je to bilo za konstante ¢, i v U
jednadzbama (3) 1 (6).

Opce rjesenje jednadzbe (14) je superpozicija partikularnog rjesenja (15) i
opceg rjeSenja (6) homogene diferencijalne jednadzbe. Budu¢i da ovo potonje
brzo trne, nakon dovoljno dugog vremena uspostavi se stacionarno stanje
titranja dano jednadzbom (15). U stacionarnom stanju amplituda i faza ne ovise

o pocetnim uvjetima, nego o odnosu prema vanjskoj sili, tj. o razlici o - o .
Kad se frekvencija pobude poklapa s vlastitom frekvencijom oscilatora,
amplituda postize rezonantni maksimum koji prema jednadzbi (20) iznosi

M

, = — . (21)
216w
Mozemo nadi $irinu rezonancije ako postavimo uvjet
2
(a)oz—a)vz) =4§2a)v2 (22)

u nazivniku izraza za amplitudu. Uz taj ¢e uvjet snaga pohranjena u oscilatoru
iznositi polovicu maksimalne. Za maleno ¢e guSenje frekvencije o, biti u

2

P v . . . 2
blizini @4, pa mozemo aproksimirati 0w, -0, =

kao

(-0 No,+0,)~ 20 (0,-»,). OznaCimo li Aw = |w0 -,
polusirinu rezonancije, dobivamo iz jednadzbe (22)

Ao =96 . (23)
Razmatrajuci jednadzbe (21) i (23), mozemo zakljuliti da s povecanjem faktora
guSenja 5 opada maksimalna amplituda, a raste §irina rezonancije.
Iz jednadzbe (19) vidimo da se fazni pomak mijenja od 0 za vrlo niske
frekvencije pobude, preko = /2 u rezonanciji do ~ za vrlo visoke frekvencije
pobude. Promatranjem faznog odnosa izmedu titranja oscilatora i vanjske sile
mozemo takoder ustanoviti je li dana frekvencija » & niza, jednaka ili visa od

@, -

3. Mijerni uredaj i mjerenje

Kruzno njihalo (slika 1) sastoji se od bakrena kotaca (3) ¢ija je osovina
kugli¢nim lezajevima u¢vr$éena na postolje. KotaC je pri¢vrSéen na jedan kraj
spiralne opruge (4). Drugi kraj spiralne opruge nepomican je prilikom
proucavanja slobodnih i1 priguSenih oscilacija. Kod prisilnih oscilacija
elektromotor kojemu se broj okretaja moze grubo i fino ugadati, stvara preko
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ekscentra (11) pobudu koja putem pobudne Sipke (12) i poluge za prijenos (5)
dolazi na drugi kraj opruge. Prigusivanje titranja postize se vrtloznim strujama
koje elektromagnet (1) izaziva u bakrenom kotacu. Jacina priguSenja moze se
kontinuirano regulirati pomoc¢u jakosti struje kroz elektromagnet.

- elektromagnet
- skala
- bakreni kota¢
- spiralna opruga
- - poluga za prijenos
e, - kazaljka njihala
- - fino namjestanje
- 7 G broja okretaja
- 8- grubo namjestanje
® ) broja okretaja
P
[N

)

14

A
NOUTAWN =

'ER
B ]
—

9- uticnice za
napajanje motora
10-mjerne uti¢nice
6 11-radilica i ekscentar
] 12-pobudna Sipka
13-utor za namjestanje
amplitude

-—».-»c..)(?@

@17
=2

Slika 1. Kruzno njihalo

Prilikom proucavanja slobodnih i priguSenih oscilacija, najprije je potrebno
kazaljku poluge za prijenos (5) namjestiti u nulti polozaj. Zatim se kazaljka
njihala (6) rukom pomakne iz ravnoteznog polozaja do neke amplitude te pusti
da bi se promatralo titranje. Amplituda titranja ocCitava se na skali (2), a period
titranja odreduje se zapornom urom. Za preciznije odredivanje perioda titranja
mjeri se vrijeme potrebno za npr. 10 titraja (kada je to moguce) pa se izmjereno
vrijeme podijeli s brojem titraja. Za proucavanje priguSenih oscilacija, iz
napajanja se uzima izmjeni¢na struja koja se ispravlja pomocu ispravljaca i
dovodi na zavojnice (slika 2). Struja 1, mjeri se ampermetrom spojenim u

seriju. Izborom napona u rasponu od 4V do 10V mijenja se struja 1, , atime i
prigusenje.

Za proucavanje prisilnih oscilacija spoji se istosmjerni napon iz napajanja na
istosmjerni motor (gornji dio slike 2).

Mjerni postav prikazan je na slici 3.
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Slika 2. Shema spajanja eksperimentalnog uredaja

Slika 3. Mjerni postav
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4, Zadaci

1. Odredite period titranja i karakteristicnu frekvenciju za nepriguseno
titranje. Ucinite po 3 mjerenja deseterostrukih perioda za 2 razliCite
pocetne amplitude i provjerite ovisi li rezultat o pocetnoj amplitudi. Zatim
odredite period i frekvenciju priguSenog titranja za dvije razliCite struje
prigusenja.

n

2. Odredite logaritamski dekrement A =1In za 3 razliCite struje

(/7 n+1
prigusenja. U tu svrhu izmjerite amplitude ¢ U ovisnosti o broju perioda

n. Pritom se oCitava desetak uzastopnih amplituda uvijek s iste strane
skale. Graficki prikaz In ¢ — n daje pravac s negativnim nagibom - A .

Odredite faktor dobrote za ta 3 prigusenja.

3. Promatrajte prisilne oscilacije. Prikazite graficki rezonantne krivulje za

razlicite struje prigusenja. Za svaku krivulju potrebno je odrediti amplitude
oscilacija u stacionarnom stanju za po 5 pobudnih frekvencija ispod i iznad
rezonantne frekvencije.
Naputak: Cisto prisilno titranje, opisano jednadzbom (15), opaza se nakon
duljeg djelovanja pobude. U pocetku titranje sadrzava dva dijela: titranje
vlastitom frekvencijom oscilatora (jedn. (6)) i titranje pobudnom
frekvencijom (jedn. (15)). U tom razdoblju opazamo nepravilno titranje
sve dok ne prevlada titranje pobudnom frekvencijom. Trajanje prijelaznog
titranja ovisi o pobudnoj frekvenciji i o jakosti priguSenja. U blizini
rezonancije s malim prigusenjem potrebno je oko 5 minuta za nastanak
stacionarnog stanja. Prijelazni period moguce je skratiti ako se za danu
pobudnu frekvenciju najprije ukljuci jako prigusenje, a zatim se postupno
smanjuje (prikljucak na 10V-8V-6V-4V).



