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KreSimir Kumericki, Horvatic Davor

Formule iz kvanthe mehanike

(za vjezbe iz kolegija Kvantna mehanika i struktura materije)

1 Prve primjene kvantne mehanike

1.1 ZraCenje crnog tijela

Gust@a energije.(v, T') zraCenja idealnog crnog tijela temperature T po
intervalu frekvencij€v, v + dv) dana jePlanckovim zakonom

Srhy? 1

u(v,T) = — . (1)

Za male frekvencije z&enja,
kgT

v (2)
ovo prelazi u klagini Rayleigh-Jeansov zakon
8T
u(v,T) = FVQI{:BT : (3)

Posljedice Planckovog zakona su

e Wienov zakonGustda energije zréenja idealnog crnog tijela temperature
T je maksimalna na valnoj duljin\,,,.. danoj formulom

AmazT = 2.899-107°m K . (4)

e Stefan-Boltzmanov zakobkupna snaga z&&nja po jedinici povrSine
idealnog crnog tijela temperaturéje

27.2
kg

= 5023 = 5.57- 107 8Wm 2K~ . (5)

4
P=o0gT", ogsB

1.2 Comptonovo rasprsenje

Kada se foton valne duljing rasprsi na elektronu pod kutefrtada je valna
duljina rasprSenog fotona

h
N =X+ A(1l—cosf), = =243-1072%m. (6)

meC
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1.3 Einstein—de-Broglieve relacije

Usljed dualne valn@esttne prirode materijeiestica energijé i impulsap ima
frekvenciju dantEinsteinovom relacijom

E
— 7
v h Y ( )
odnosno valnu duljinu dande-Broglievom relacijom
A= h : (8)
p

1.4 Bohrov model atoma

Energijski nivoi vodikovog atoma su u Bohrovu kvantnomebkoim modelu
dani formulom R

T 9
n2

E, = n=1,2.3,..., (9)

gdje je R Rydbergova konstantaja je u CGS sustavu jedinica dana s

4

me
a u Sl sustavu jedinica s
4
me
=—. 11
32n2e2h? (1)

Njen je iznosR=13.6 eV.

2 Cestica u jednodimenzionalnoj potencijalnoj
jami

Valne funkcijeCestice mase: u jednodimenzionalnoj potencijalnoj jami sa

zidovima nar = 01 x = L tj. opisanoj potencijalom

0 za0<zx <L
Viz) = { 00 drugdje ’ (12)
su
2
wn(x):\/;sinnzx, n=1,2,3,..., (13)
S energijama
2_2
L R T (14)
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Ukoliko su pak zidovi nac = —L/2 i = = L/2, odnosno ukoliko je potencijal

0 za-f<az<i
V(x)_{ 00 drugdje ’

onda postoje dvije grupe rjieSenjarna(sa svojstvom)(—z) = (z))

2
wn(x):\/;cosnzx, n=135...,

i neparna(sa svojstvom)(—x) = —u(x))

2
Yp(x) = \/;sinnzx, n=246,...,

a energijski nivoi su opet

h*n?
n:rﬂpn% n=1,2,3,....
m

3 Jednodimenzionalni harmontki oscilator

Valne funkcije zaCesticu masen u jednodimenzionalnom harmakiom
potencijalu
_ mw?a?

V() =

2
Su )
Un(@) = A H, (e~ 5, €= 1/%w . n=0,1,2,...

gdje je A,, konstanta normalizacije
mw 1
A=\ 5
hm 27n!
a H,, je n-ti Hermiteov polinomOdgovarajge energije su
1
En:hw<n—|—2> , n=0,1,2,....
Hermiteovi polinomi zadovoljavaju relacije ortonormiranosti

/OO Ho(§)Hn(§)e™ ¢ d€ = /72" 0

—0o0

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)
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i rekurzionu formulu

26 H,(€) — 2nH, 1 (€) = Hua(€) . n>1. (24)

Nekoliko prvih Hermiteovih polinoma su

Hy = 1
H1 - 25
H, = 4¢* -2

Hy = 8¢ —12¢

4 Rasprsenje na potencijalnim barijerama

Koeficijent transmisijé’ je definiran kao omjer transmitirane i upadne struje:

T _ jt.rans : (25)
Jinc
a koeficijent refleksijek? kao omjer reflektirane i upadne struje:
R=|2d (26)
Jinc
Vrijedi
T+R=1, (27)

a transmisijski koeficijenti za tri jednostavne potencijalne barijere su dani u
dodatku 1.
5 Konacha potencijalna jama

Vidi dodatak 2.

6 Momentimpulsa

Operator momenta impulsa

A

L=#xp (28)

10sim izrazamoment impulsgkoriste se i izrazimpuls vrtnje kutna koli¢ina gibanjae, na-
jceZe, pogreSan izraangularni moment
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zadovoljava komutacijske relacije

[L.,L,) = ihL,
[L,,L.] = ihL,
[L.,L,) = ihL, . (29)

Kako pojedine komponente ovog operatora ne komutiraju ne postoje svojstvena
stanja odL, ali je mogie konstruirati stanja koja su svojstvena stanja jedne od
komponenata (npt.) i od kvadrata ovog operatotz. Takva stanja

ozna&avamo, u Diracovoj notaciji, |$, m) i za njih vrijedi

LAl,m) = K+ 1)|l,m), (30)

Loft,m) = hmll,m) (31)

Lojtym) = mJ(+m)(l —m+1)l,m— 1) (32)

Lijtym) = B/ —m)(I+m+1)lm+1). (33)

Kvantni brojl moze poprimiti samo cjelobrojne ili polucjelobrojne vrijednosti
Z:Q;L;.”, (34)

a kvantni broym poprima vrijednosti
m=—l,—l+1,...,0,...,0—1,1. (35)

Polucjelobrojne vrijednosti moze imati samo intrigrsimoment impuls&estica
(tzv. spin) dok je orbitalni moment impulsa ograman na isklj&ivo cjelobrojne
vrijednostil = 0,1, 2, .. .. Svojstvene funkcije ovog orbitalnog momenta impulsa
su kugline funkcije:

< n(0, 6)lL,m) = Y"(0,) (36)
V" (6,6) = $ L PP cost)e™, i (6.6) = (-1 (0,0)°
37)

Nekoliko prvih kuglinih funkcija su:

vy -

[3 .
V! = ——y/-—sinfe™
2m

1
YY) = 3 —cosf

- -
3

N |

Ny
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Izmedu ostalog, one zadovoljavaju relaciju ortonormiranosti

s 2 ,
[ sin6as [ o Y (0,0) Vi (0, 6) = duwbuns (38)
0 0
Legendreovi polinomi:

P =
P1:SU

zadovoljavaju rekurzivnu relaciju:
2n+ 1)zP,(z) = (n+ 1)Py1(x) + nPy_1(x) . (39)

PridruZeni Legendreovi polinomi¢anaju se pomtu relacije:

m

Pra) = (=2 pa) (40)

7 Vodikov atom

Valne funkcijecestice u centralno-simetnom Coulombovom potencijalu

2
Vi) =-2= (41)
su
wnlm (T’, 07 ¢) = Rnl<r)YEm(97 ¢) ) (42)
gdje suY;™ (6, ¢) kugline funkcije, a radijalni did?,,;(r) je dan preko pridruzenih
Laguerreovih polinomd.(p) kao

3

n—1I1—1) 3,
Ralr) =\ s s (7). 10, “3)
gdje je
_ ﬁ A+1 & (=)' [(n + D1 i P
P=aon T = ; in—i-1-@+tiza’ =P
(44)

Z je naboj jezgre X = 1 za vodik), aaq je Bohrov radijus koji je u CGS sustavu
jedinicadan s
hZ
ag=—5 =0.53-10"""m. . (45)
ue
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1 je reducirana masa koja je u ovom&hju izrazena preko masa elektrona i
protona:
MMy,
p=—>=—=~m,. (46)

Me + My,
Nekoliko prvih radijalnih valnih funkcija su

3
7\ 2
Rip(r) = ()226_27"/“0

Qo
3
Z \ 2 A
R20(7") = (2@0) (2 — a:) e~ 4r/2a0
3
Z\2 Ur
R — “ —Zr/2ap
21(r) (2&0> \/§a0€

Kvantni brojn poprima cjelobrojne vrijednosti = 1, 2, . . ., kvantni brojl
poprima vrijednosti, 1, ...,n — 1, a kvantni broyn vrijednosti
—1,—1+1,...,1—1,1. Energijski nivoi sd

Z**  Z%'p

on2ay 202K

Korisnom se pokazuje relacija:

E, = (47)

k41, 50 o, j-1y K 12190 2y —2l—
- (r*) (2/{:+1)Z<7’ >+4[4l(l+1) k +1]Z2<T )=0, k>-2-1
(48)
_ 03,2 _
(ry = 2Z[3n {1+ 1)] (49)
1 Z
<;>  n2q (50)
1 272
02 = G e (51)
8 Ratun smetnje
Ako su poznata rieSenja Schrodingerove jednadzbe
Hoo = EP v, (52)

2U CGS sustavu jedinica. U Sl sustavu jedinica su energijski nivoi

Z2etp

E,=———.
86(2)]12712
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te ukoliko je stvarni hamiltonijan
H=Hy+H, (53)

gdje je H' neka mala smetnja obzirom &, onda su, u prvom reduana
smetnje, rjeSenja stvarne Schroédingerove jednadzbe,

H¢n = Lin ﬂ)n ) (54)

dana kao

(W H ) o)
U =P + 3 sty (55)
; EY - EY
a energijski nivoi su A
E, = EY + (WD 1|9 . (56)

Sve ovo vrijedi uz pretpostavku da su nivgj”) nedegenerirani.

Pismeni ispiti
Pismeni ispiti traju tri sata. Na ispitu je dozvoljeno imati: digitron, zbirke
formula iz matematike i fizike te udzbenike. Na ispitu nije dozvoljeno imati:

zbirke rijeSenih zadataka te bilo kakve rukom pisane materijale (predavanja,
vjezbe). 1znimno je dozvoljeno imati rukom pisani arak papira s formulama.



Dodatak 1.

Transmisiyski koeficijenti za tri
elementarne potencijalne barijere

. [1+(k, /)T
2 V
(k,/k) zl—E
E 2
L: + d sin”(2k,a)
T 4E(E -V)
V 271 2
th:E—V
V 2
3 Jé::1+ d sinh” (2ka)
T 4E(V - F)
—_— 2a P hZKZ :V_E
2m
E
Loy d sin’(2k,a)
|V | T AE(E + V)
—  Jaq [— n’k:

=E-V=E+|V|
2m



Dodatak 2.

Konacna potencijalna jama

hZ

-|E] -
|V n=ka=,—5—|E
p

¢ =ka= 2 1] |5

— 2a [F— 2ma*

oo r "

Energije se mogu dobiti rjeSavanjem jednadzbi:

Parna fjesenja: & tan& =m, &£ 4m’=p°

R 2 2 2
Neparna rjeSenja: é COt& =-1, EJ +M"=p
o 2p
Ukupan broj vezanih stanja je prvi cijeli broj veci od: —
TU
n
,' l
— | I parna
\ | rjesenja
[ \ : neparna
' ————— o v .
' AN | rjeSenja
| |
|
| |
| p |
| |
! l
l
/ l
/ I
/ /
/ /
g
n 3n 27 5m

o |
[\)
&}
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