ZADACI SA VJEZBI 1Z KOLEGIJA STATISTIKA I OSNOVNA
MJERENJA

Teorija slucajnih pogresaka

1. Duzina [ izmjerena je 10 puta. Izracunajte aritmeticku sredinu, preciznost mjerenja
(srednju pogreska), standardnu devijaciju (nepouzdanost), relativnu pogresku i
maksimalnu pogresku. Prikazite rezultat!

1 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
li(mm) | 17.5 | 18.2 | 17.5 | 18.6 | 18.6 | 18.7 | 17.4 | 182 | 17.3 | 17.8

(R: 1 =17.98 mm; m = 0.5453 mm; M = 0.172 mm; [ = (18.040.2) mm; R; = 1.1
%; Az = 0.7 mm.)

2. Sest studenata vagalo je neki predmet neovisno jedan od drugoga. Njihovi su
rezultati:

my = (3.25+0.03) g
my = (3.27 4+ 0.06) g
mg = (3.28£0.01) g
my = (3.25+0.08) g
ms = (3.26 + 0.06) g

me = (3.297 +0.001) g

(a) Izracunajte opéu aritmeticku sredinu, nepouzdanost i relativnu nepouzdanost
mase predmeta.

(b) Ustanovljeno je da je Sesti student varao. Zanemarite njegov rezultat i
ponovo izracunajte velicine iz a)

(R: (a) m = (3.29740.001) g; R = 0.03 %. (b) m = (3.277+£0.009) g; R = 0.3 %

3. Mjerenjem duljine niti [ i perioda 7' titranja matematickog njihala mozemo odred-
iti gravitacijsku konstantu ¢g. Izmjereno je:

[ = (0.850 £0.002) m; Al =0.008 m
T = (1.849 £+ 0.003) s; AT =0.01s

(R: g = (9.8240.04) m/s*; R=0.4 %.)



4. Boltzmannova konstanta k odreduje se na osnovi relacije za zracenje crnog tijela
E = kST*. Izmjereno je:

T = (502.47 + 0.04) K
E = (8.978 £ 0.008) ergs—1;
S = (24.845 4 0.002) cm?

Izracunajte konstantu k!
(R: k = (5.669 £ 0.005) - 10712 erg/s cm? K% R = 0.09 %.)

Metoda najmanjih kvadrata

5. Istrazivan je broj topoloskih defekata n po jedinici volumena u nekoj kristalnoj
strukturi. Pretpostavlja se da rezultati slijede izraz

_Ep
n = Ne ¥#BT

gdje je N broj atoma po jedinici volumena, kg = 1.38 - 1072 J/K Boltzman-
nova konstanta, T' je temperatura, a Ep aktivacijska energija stvaranja defekata.
Dobiveni su rezultati

T(K) 600 | 610 | 620 | 630 | 640 | 650
n(10%cm=3) | 1.21 | 1.67 | 2.26 | 3.05 | 4.07 | 5.37

Metodom najmanjih kvadrata nadite Ep.
(R: Ep = (11620 +20) - kg J: N = (3.1+0.1) - 10%2)

6. Dobiveni su podaci o zavisnosti neke velicine y o nekoj veli¢ini x. Pretpostavlja
se da postoji veza

B 1
Car+b

Y

Metodom najmanjih kvadrata nadite a i b i njihove pogreske koji najbolje opisuju
slijedece rezultate:

x| O 1 2 3 4 5 6
y | 1.020.24|0.14 | 0.10 | 0.08 | 0.06 | 0.05

(R: a = (3.12+0.09), b = (0.8 +0.3).)



7. Titranje kristalne reSetke na niskim temperaturama doprinosi toplinskom ka-
pacitetu kristala kao

C(T) = AT".

Izmjereno je:

T(K) 20 [ 30 | 40 | 50 | 60 | 70
C(J/Kmol) | 1.94 | 6.55 | 15.53 | 30.34 | 54.43 | 83.27

Metodom najmanjih kvadrata nadite ~.
(R: v = (3.01 £0.02), A = (2.3 £0.1) J/molK%.)

8. Ovisnost koercitivnog polja nekog materijala o temperaturi dana je sljedecom
tablicom:

T(K) | 45 10 | 20 | 30 | 40 | 50
H(Oe) | 200.32 | 139.97 | 85.24 | 60.96 | 51.33 | 43.23
T
H(O

K) 60 70 80 90 100 120
e) | 37.32 | 30.48 | 25.51 | 20.53 | 15.87 | 5.91

Ako pretpostavimo da koercitivno polje opada linearno sa korijenom temperature,
pronadite temperaturu na kojoj dolazi do magnetskog uredenja.

(R: T =(133+4) K.)
9. Polarizacija nekog sustava opisana je izrazom
P(t) = Pye"~

gdje je 7 karakteristicno vrijeme relaksacije. Metodom najmanjih kvadrata nadite
T.

t(s) 60 | 300 | 600 | 900 | 1200 | 1500
P/Py | 098 |0.92|0.85|0.78 | 0.72 | 0.66

(R: 7 = 3650 + 30 s.)
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Vjerojatnost

Nov¢i¢ bacamo 5 puta. Kolika je vjerojatnost da ¢emo pritom ostvariti 3 puta
pismo i 2 puta glava?

(R:P=2))

Nekom studentu preostala su jos 4 ispita na koja moze izac¢i na ukupno 6 rokova.
Na koliko nacina moze rasporediti ispite ako:

(a) u svakom roku moze iza¢i na proizvoljan broj ispita

(b) u jednom roku moze iza¢i najvise na jedan ispit?

(c) kolika je vjerojatnost da na sva 4 ispita izade u razli¢itim rokovima?
(R: (a) 1296; (b) 360; (c) P = 0.28.)

U skupu od 50 proizvoda nalazi se 40 dobrih i 10 losih. Na koliko se na¢ina moze
formirati uzorak od 5 proizvoda od kojih su 3 dobra, a 2 losa?

(R: 444600.)

Zgrada ima 10 katova. U lift ulazi 6 ljudi koji slucajno izlaze po katovima neovisno
jedni od drugih. Kolika je vjerojatnost da:

a) svi izadu na istom katu

b

)

) svi izadu na razli¢itim katovima
(c) izadu na 6 uzastopnih katova

)

(d) bar dva izadu na istom katu?

(R: (a) 1075; (b) 0.1512; (c) 0.0036; (d) 0.8488.)

Kolika je vjerojatnost da ¢e se 7 kuglica rasporediti u 7 ¢elija tako da
(a) distribucija bude (1111111) (u svakoj ¢eliji po jedna)

(b) u jednoj budu 2 kuglice, u jednoj niti jedna, a u 5 po jedna (2111110)
(¢) (2211100)

(R: (a) 0.00612; (b) 0.12852; (c) 0.3213.)

Kolika je vjerojatnost da je slucajno odabran dvoznamenkasti broj djeljiv ili sa 2
ili sa 57

(R: P =0.6.)
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Kocku bacamo ukupno 5 puta. kolika je vjerojatnost da se broj 4

a) ne pojavi niti jednom
b) pojavi tocno 2 puta
(c) pojavi vise od 2 puta

)

(d) pojavi bar jednom?
(R: (a) 0.402 (b) 0.161; (c) 0.035 (d) 0.598.)

U jednoj posudi su 4 bijele i 3 crvene kuglice. Nasumice tvorimo uzorak od 3
kuglice. Neka je x broj bijelih kuglica u uzorku, a P(x) vjerojatnost da u uzorku
bude x kuglica.

(a) Kako glasi zakon za P(x)?

(b) Kolike vrijednosti P(z) pripadaju x = 0, 1, 2, 37

(R: (b) 1/35, 12/35, 18/35, 4/35.)
Uvjetna vjerojatnost

U prvoj posudi nalazi se 7 bijelih i 5 crvenih kuglica, a u drugoj 6 bijelih i 3 crvene.
Na srec¢u izaberemo jednu kuglicu iz prve posude i prebacimo ju u drugu. Kolika
je vjerojatnost da nakon toga od ukupno 3 kuglice izvucene jedna za drugom iz
druge posude bar jedna bude bijela?

(R: P =10.98.)
Tri igraca medusobno dijele karte obiljezene brojevima 1, 2, 3. Igrac¢i takoder
nose brojeve od 1 do 3.

(a) Kolika je vjerojatnost da bar jedan dobije svoj broj?

(b) Kolika je vjerojatnost da niti jedan ne dobije svoj broj?
(R: (a) P =2/3; (b) P =1/3.)

Na avion su ispaljena tri pojedinacna metka. Vjerojatnost pogotka prvim metkom
je 0.5, drugim 0.6, a tre¢im 0.8. Od jednog pogotka avion ¢e biti oboren s vjero-
jatnoscéu 0.3, od dva pogotka s vjerojatnoséu 0.6, dok ¢e od tri pogotka sigurno
biti oboren. Nadi vjerojatnost da ¢e avion biti oboren.

(R: P = 0.594.)
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U jednoj velikoj seriji 96% proizvoda zadovoljava tehnicke uvjete propisane stan-
dardom. Proizvodi se podvrgavaju gruboj kontroli koja proglasava proizvod do-
brim uz vjerojatnost 0.98 ako je proizvod stvarno dobar i uz vjerojatnost 0.05 ako
je proizvod stvarno los. Kolika je vjerojatnost da je proizvod stvarno dobar ako
ga je kontrola proglasila dobrim?

(R: P =10.998.)
Dva strijelca gadali su istu metu neovisno jedan od drugog. Svaki je ispalio jedan
hitac. Vjerojatnost da prvi strijelac pogodi cilj je 0.8, a da drugi pogodi 0.4.

Poslije gadanja ustanovljeno je da je meta pogodena jednim metkom. Kolika je
vjerojatnost da je metu pogodio prvi strijelac?

(R:P=6/7.)
Geometrijska vjerojatnost

Broj x se bira na slu¢ajan nacin iz intervala 0 < z < 10. Odredite vjerojatnost
da je x > 7 ako je x:
(a) cjelobrojna varijabla

(b) realna varijabla
(R: (a) P =4/11; (b) P = 3/10.)

Brojevi x i y biraju se na slu¢ajan nac¢in iz intervala —2 < 2 <010 <y < 3.
Odredite vjerojatnost da je razlika y — x veca ili jednaka 3
(a) ako su z iy cijeli brojevi

(b) ako su x i y realni brojevi.
(R: (a) P =1/2; (b) P =1/3.)

Mirko i Slavko su zakazali sastanak izmedu 0 i 1 sat uz obavezu ¢ekanja 20 minuta.
Kolika je vjerojatnost susreta ako je dolazak svake osobe nezavisan i slucajan u
toku dogovorenog vremena?

(R: P =5/9.)
Dva broda pristaju na isti vez. Vremena dolaska brodova su neovisna i slucajna

u toku 24 sata. Odredite vjerojatnost da jedan od brodova ¢eka na oslobadanje
veza, ako se zna da jedan brod stoji na vezu 1 h, a drugi 2 h.

(R: P = 0.121.)
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Pravac p rotira jednolikom brzinom u (z,y) ravnini oko tocke T' = (0,a) za 0 <
¢ < 7. Rotacija se zaustavlja u slucajnom trenutku.

(a) Odredite gustocu vjerojatnosti da pravac sije¢e os z na udaljenosti b od
ishodista.

(b) Odredite vjerojatnost da je a < b < v/3a

(R: (a) 2 1. (b) P = 0.1667.)

T b2
Diskretna ili diskontinuirana slu¢ajna varijabla

Od ukupno 300 proizvoda, 30 je ostec¢eno. Kupac odabire nasumicéno 4 proizvoda.

(a) Nadite vjerojatnost da ¢e se u ta 4 proizvoda naéi = ostecenih.

(b) Odredite ocekivanje i varijancu varijable x; koristite opée formule za E(z) i
V(x) te gotove formule za hipergeometrijsku raspodjelu i usporedite rezul-
tate.

(c) nadite vjerojatnosti varijable x, kao i o¢ekivanje i varijancu binomnom raspod-
jelom.

Za odvijanje jednog proizvodnog procesa potrebno je da istovremeno radi 10 is-
tovrsnih strojeva. Vjerojatnost da jedan stroj prestane raditi je 0.05. Rad pok-
varenog stroja nastavlja rezervni stroj.

(a) Koliko treba imati rezervnih strojeva da uz vjerojatnost 0.99 mozemo ocekivati
kontinuirani proizvodni proces?

(b) U koliko posto sluc¢ajeva bi proces bio prekinut ako ne bi bilo niti jednog
rezervnog stroja?

(R: (a) 3; (b) P =40 % .)
Binomna raspodjela

Pri svakom gadanju cilja iz oruzja, vjerojatnost promasaja je 0.9. Naci vjerojat-
nost da od 20 gadanja broj pogodaka ne bude manji od 6 niti vec¢i od 10.

(R: P = 0.0117.)
Nadi vjerojatnost da u nekoj obitelji od 4 djece bude:

(a) najmanje jedan djecak
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(b) najmanje 1 djecak i 1 djevojéica.

Vjerojatnost rodenja djecaka i djevojcice je ista.

(R: (a) P =0.9375; (b) P = 0.875.)

Postotak losih proizvoda je 5%. Koji je najvjerojatniji broj losih proizvoda u
uzorku od 100 slu¢ajno odabranih proizvoda? Kolika je pripadna vjerojatnost?
(R:x=5; P =0.18))

Poissonova raspodjela

Vjerojatnost pogotka u cilj pri svakom gadanju je 0.001. Nadi vjerojatnost pogotka
cilja s najmanje 2 zrna ako je broj gadanja 5000.

(R: B = 0.9556; P = 0.9596.)

Pri prijevozu nekog proizvoda procjenjuje se da oko 0.3% nesipravnih komada
stigne na odrediste. Narucioc zahtijeva da mu se u posiljci dostavi 1000 ispravnih
proizvoda. Ako radnici isprva zapakiraju 1000 komada, koliko ispravnih proizvoda

moramo dodati da bi vjerojatnost da se u posiljci nalazi 1000 ispravnih komada
bila veéa od 97%?

(R: 7.)

Izracunati vrijednosti Poissonove raspodjele za m = 1.2 i x = 0,1,2,3,4 kao i
odgovarajuée parametre raspodjele (E(x), V(x), as, ay).

(R: E(x) = V(x) =m = 1.2; a3 = 0.91; ay = 3.83.)

Kontinuirana sluc¢ajna varijabla

Kontinuirana slu¢ajna varijabla poprima vrijednosti iz intervala (0, c0), a njena
funkcija gustoCe vjerojatnosti je

f(z) = az®e™ .

(a) Nadite konstantu a.
(b) Izracunajte P(0 < z < 1).

(c) Nadite ocekivanje i varijancu.

k3

(R: (a) a=£; (b) P =8.03-107% (c) E(x) = 3/k, V(x) = 3/k%.)
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Slucajna varijabla x ima funkciju gustoce vjerojatnosti (Cauchyjeva raspodjela)

1

Odredite funkciju gustoce vjerojatnosti varijable y = %

Gaussova raspodjela

Sluc¢ajna varijabla x ima Gaussovu raspodjelu s parametrima p i 0. Izracunajte
vjerojatnosti da je p — ko < x < p+ ko (k=1,2,3).

U proizvodnji nekog proizvoda propisana tolerancija za jednu dimenziju je u grani-
cama od 4 do 16 mm. Postotak skarta ispod donje granice tolerancije je 3%, a
iznad gornje 8%. Uz pretpostavku da je dimenzija slucajna varijabla s Gaussovom
raspodjelom, naci p i o.

(R: p=10.86, 0 = 3.65.)
Aproksimacija binomne raspodjele normalnom

Istovremeno bacamo 10 idealnih novéic¢a. Odredite vjerojatnost da pismo padne:

(a) to¢no 6 puta

(b) ne manje od 6 puta.

Zadatak rijesite ”egzaktno”, a zatim provjerite da li je moguce primijeniti Gaussovu
aproksimaciju, te je, ako je moguce, primijenite.

(a) P = 0.2051; (b) P = 0.376953.)

Kocku bacamo 100 puta. Kolika je vjerojatnost da se dvojka okrene 17 puta?
Kolika je vjerojatnost da se okrene vise od 4 puta, a manje od 25 puta?

(R: P =0.1031, P = 0.98154.)

Test na klasifikacijskom ispitu za fiziku sadrzi 40 zadataka. Za svaki zadatak
ponudeno je 5 odgovora, od kojih je samo jedan to¢an. Tocan odgovor donosi 15
bodova, a netocan -4 boda. Izracunajte vjerojatnost da ispitanik koji nasumice
odgovara na pitanja prijede upisni prag od 135 bodova.

(R: P = 0.00154.)



