5. ELEKTRON U PERIODICKOM POTENCIJALU
5.1. Blochov teorem

U Sommerfeldovom modelu elektroni se gibaju u pravokutnoj
potencijalnoj jami.
Nije logiCno da se zanemaruje pravilni periodicni potencijal pozitivnih
lona — trebao bi imati utjecaj na elektronska stanja.
Prisjetimo se:

translacijski vektor resetke: R= na+nb +n,ec n;,5;=0,+1,42,...

vrijedi i E,(r+R) = E (r) gdje je E(r) potencijalna energija elektrona
Jednodimenzionalni model L = Ga

Gibanje elektrona opisuje valna funkcija ¥(x) koja mora zadovoljavati
Schrodingerovu jednadzbu
d* v 2m [E E, ]!/’ 0

d2
Vrijedi naravno E,(x+a) = E (x) = gustoca VJerOJatnostl elektrona mora
se ponasati kao potencualna energija =| ¥(x+a)l 2= | ¥(x)| 2

Ispunjeno jedino ako se vrijednosti valne funkcije razlikuju za fazni
faktor ¥(x+a) = C W(x) ; mora vrijediti CC*= 1; primjerice C = &%



Mora vrijediti ¥(x+L) = ¥(x) = ¥ (x+Ga) = ¥(X)
Odnosno ¥(x+a) = €2 ¥(x)
Y(x+2a) = €% ¥(x+a) = €2e'? ¥(x) = €22 ¥(x)
¥Y(x+Ga) = €9G ¥(x) mora biti €¢=1 = G =2nn n=0,+1,+2,...
znamo KL= 2nn = @l/a= kL = ¢= ka
odnosno ¥(x+a) = e*a P(x)
RjeSenje potrazimo u obliku ¥(x) = € u(x) ; u 3D:¥(r) = e* u(r
Blochov teorem (1928.9.)
gdje je u(x) periodiéna funkcija, za koju vrijedi
Y(x+a)= ekx+a) y(x+a)
eka Y(x) = el gika y(x+a)
gka @k y(x)= ek eka y(x+a) = u(x+a) = u(x); u3D u(r+R) = u(r
Valna funkcija ¥ nezavisnog elektrona u periodicnom potencijalu

jednaka je umnosSku ravnog vala e*'s periodicnom funkcjjom u(r), koja
mora zadovoljavati uvjet u(r+R) = u(r).

Valna funkcija ¥(r) ima dakle dva faktora, ravni val e*"koji odgovara
rieSenjima u Sommerfeldovom modelu i periodiéni faktor u(r) koji se
“brine” o periodicnosti potencijala.



Zamjenom k — k+g (g=2mn/a) ne mijenja se fazni faktor

~ ¢@ka=gka — 73 sve moguce vrijednosti faznog faktora
dovoljno je uzeti k iz prve Brillouinove zone

- £ < k< E
Znamo od prije k=2nn/L = 2nn/Ga d da
T 2mn T
-—< < = & <n< G
a Ga a 2 2

Broj reduciranih valnih vektora jednak je broju kristalnih ¢elija G
(potvrden rezultat iz dinamike kristalne resetke)

Uvrstimo ¥(x) = e u(x) u Schr. jednadzbu 2

dobiva se (Izra€unati: zad. br. 10) diferencijalna jednadzba za u(x):

——+2Ik +
2m

d’u du  2m| - h’K®
d*x dx  n?

- Ep(x)}u =0



a) Konstantna potencijalna energija (Sommerfeldov model) E,=E, =
u(x) = konst. i valna funkcija elektrona ¢e biti ravni val ¥(x) = A e*;

hok*
+ E, |e kontinuirana funkcija
2m valnog vektora

= energije elektrona E =

b) PeriodiCha potencijalna energija = neke vrijednosti energije
elektrona su pridruzene kompleksnim valnim vektorima

K =k, + ik,

iakl —Clkz

uvrstimo u W(x+a) = eka ¥(x) = W(x+a)=e W (x)

= za gustocéu vjerojatnosti elektrona |l//(X)|2 =yy’
2 —2ak 2
wix+a) =e " y(x)

Za k;#0 gustocCa vjerojatnosti elektrona u ekvivalentnim toCkama
kristalne resSetke bila bi #0. Takav se val ne moze Siriti kristalnom
resetkom — pripadne vrijednosti valnog vektora nisu dozvoljene.
Energijski spektar elektrona u periodicnom potencijalu sastoji se
iz dozvoljenih (zone ili vrpce) i zabranjenih podruéja (energijski
procijepi).



5.2. Kronig-Penneyev model; 5.3.Energija elektrona u ¢évrstim tijelima
Ako potencijalnu energiju elektrona u kristalu zamijenimo s
pravokutnicima dobivamo t.z. Kronig-Penneyev model
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Rjesavanjem Schr. jednadzbe u tom modelu
dobivaju se energijski procijepi za vrijednosti
valnog vektora k=nn/a ; n=0,+1,+2,...

(te vrijednosti valnih vektora odgovaraju
rubovima Brillouinove zone).

Sirina svake zone je 2n/a, a broj valnih
vektora jednaka je broju kristalnih ¢elija G.




Energije iz visih Brillouinovih zona mozemo svesti na prvu zonu
translacijom pojedinih segmenata energijske krivulje za 2nn/a duz osi
apscise.

E (k)

E (k)
b

/

Sirina zone raste s poja¢anjem elektronskog medudjelovanja (od nizih
zona prema visim). Koliko elektrona se moze smijestiti u jednu B. zonu.



Prema Paulijevom principu u svakom kvantnom stanju mogu biti dva elektrona
(eT, el). Broj reduciranih valnih vektora = broju kristalnih éelija G = 2G
elektrona.

Priblizavanjem atoma i formiranjem &vrstog tijela dolazi do medudjelovanja
elektrona vanjskih kvantnih stanja te se inaCe diskretni energijski atomski nivoi
pretvaraju u energijske zone koje su to Sire sto je jaCe meduelektronsko
djelovanje. Two atoms

Energy

3s -—$— r—$‘ 3s
Isolated Isolated 01
Na atom Na atom

Two Na atoms
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Many atoms Very many atoms

Energy
Energy
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Sirina energijskih zona u &vrstom tijelu u ovisnosti o razmaku izmedu susjednih
atoma |

Separation Separation

Jako prosirene energijske zone mogu se prekrivati!ll.(hibridne zone)

Pri prijelazu u Cvrsto tijelo svako orbitalno kvantno stanje transformira se u
Brillouinovu zonu sa 2G kvantnih stanja.

Atomski energijski s-nivo Siri se u jednu B. zonu sa 2G kvantnih stanja, p-nivo
u 3 B. zone sa 6G kvantnih stanja, d-nivo u 5 B. zona s 10G kvantnih stanja,

itd.



5.4. Efektivha masa
Grupna brzina valova ; _ 42 takoder dE=hdw v =——

—

dk h dk

Energija elektrona (zbroj kineticke | konstantne potencijalne)

212 L.
E = K + E_ invarijantna je prema zamjeni k=-k = - -

om © E(-k)= E(k)
Derivacijom simetri€ne funkcije nastaje antisimetricna funkcija =

v—nk V(-k) = —V(k) o

m = brzina nije invarijantna prema zamjeni Kk =—K

Pod djelovanjem vanjske sile  €F  elekiron se pomakne u vremenu
dtza ;7 _ vt te se elektronska energija promijeni za

dE = —eFdr = -eFvdt

Radi jednostavnosti nastavimo raditi u jednoj dimenziji



Radi jednostavnosti nastavimo raditi u jednoj dimenziji
Energija je funkcija valnog vektora = beskonacno malu promjenu

mozemo izraziti e dE imalismo ;= _ _oFrr  _oFudt
lzjednagimo desne strane i uvrstimo 14 = dE - 1dE .
h dk dk
= df__6°
dt h
Ubrzanje
L_dv _d 1dEdk _1d dEdk _1 d*E dk_ldzE(_e_F):
dt dth dk dk hdt dk dk h g°k*> dt h gk? h
2
__ed EF prema New. zakonu ,_ _€F
TR 7
2 2 2
usporedenjem = m* — f odnosno ¢ E _ n
d’E d*k*> m'

dk? m* je efektivna elektronska masa



Prema relaciji o h?
d’E
dk” vrijednost efektivne mase obrnuto

je proporcionalna sa zakrivljenos¢u energijske plohe
. |
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Opvisnost efektivne mase elektrona o poloZaju kvantnog stanja u prvoj
Brillouinovoj zoni

U blizini minimuma (dno vrpce) 2. derivacija je pozitivna = m*> 0
U blizini maksimuma (vrh vrpce) 2. derivacija je negativha = m* < 0,
znaci elektron se ponasa kao Cestica negativhe mase!!

Po apsolutnom iznosu ako je zakrivljenost krivulje mala iznos
efektivne masa je velik, dok je na mjestima velike zakrivljenosti
efektivna masa mala.



5.5. Supljina u energijskoj zoni

U sasvim popunjenoj vrpci, ni jedan Cestica (elekiron) ne moze
mijenjati svoje kvantno stanje pod utjecajem vanjskog polja “jer su sva
mjesta popunjena’”. Takve vrpce, sasvim popunjene ili sasvim prazne,
slabo utje€u na fizikalna svojstva kristala. Najveci utjecaj imaju
djelomiCno popunjene vrpce.

Za potpuno popunjenu vrpcu vrijedi Zk,- =0

i

|zvadimo elektron valnog vektora Re iz vrpce

ZR,‘ZZRI-FRG—RGZZRI—RG :—Re
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Prazno stanje se ponasa kao popunjeno stanje ali sa Cesticom
suprotnog predznaka. Takvu “kvazi esticu” zovemo supljina ("hole”-
h). - ~

kh — —ke



U vanjskom elektricnom polju, promjena elekironskog valnog vektora je

dke __eF zamjenom Kp=-Ko = dkn _eF

dt h dt 7

odnosno e, = e ; supljina se ponasa kao kvaziCestica pozitivnog naboja

—

dE, = —eFdr zamjenom k,=-k, = dE, = eFdr = E,=-E,

Energija supljine suprotnog je predznaka od energije elektrona

v L d, zamjenom  k, =k, | E,=-E, = v, _ 1 dEy,

° hdk, h dky
Brzina supljine jednaka je brzini elektrona
2 2
« _ h * h
me - 2 . — — \ mh = — >
d°E,  zamjenom k,=-k, | E,=-E, = d"Ep
dke dk?



*

my, =—m,

U zadanom kvantnom stanju izraz za efektivhu masu supljine dobivamo
iz izraza za efektivnu masu elektrona promjenom predznaka.

Ubrzanje: oF
de =——— zamjenom mi =-m; i €h=-¢€
Mg ©

sliedi 3, = a,

VAZNO! Svako kvantno stanje u energijskoj zoni popunjeno je bilo
elektronom bilo Supljinom.

Ako je u vrpci (zoni) samo mali broj stanja nepopunjen, tada je prikladnije
promatrati gibanje supljina umjesto elektrona.



5.6. Gustoca stanja u energijskoj zoni

2
Pri dnu vrpce energija elektrona je priblizno jednaka F = n"k +E, =
k=—y2m'[E) - E) i
=—42m -
h 0 = k> 9(E) = my2mE
U Somm. modelu je izveden izraz za gustoc¢u stanja 9 ):ﬂzd_E r*h’
dk

dE _ 2kh2 k o K _nk m*
= E)= 2m*|E(k) - E
dk

Sustinski isti rezultat kao za Cesticu (elektron) u konstantnom potencijalu osim
zamjene Es E-Ejims m™.
Pri vrhu vrpce (m*<0) | gustoca stanja

h k>
om'

EzEl'i‘

9(E)~— “|E, - Ek)]




|lzmedu vrha i dna vrpce gustoca stanja moze imati “Cudno” ponasanje,
sto ovisi o vrsti materijala (kristala).
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Shematski prikaz ovisnosti gustoce stanja u zoni o energiji

Vrpce se ponekad mogu i prekrivati (hibridna zona). Rezultantna
gustoca stanja jednaka je zbroju obiju energijskih zona.

U 3D prostoru valnih brojeva mozemo zamisliti povrsinu koja razdvaja
prazna kvantna stanja od popunjenih. Zove se Fermijeva povrsina.



Fermijeva povrsina, koja u Sommerfeldovom modelu ima oblik sfere,
moze imati vrlo kompliciranu strukturu u realnim metalima.




5.7. Rendgenski spektar metala

Bombardiramo li metal elektronima energije desetaka keV-ioniziraju se
unutrasnje energijske zone i na ispraznjena mjesta prelaze elekironi iz
visih energijskih vrpci/zona emitirajuci pri tom rendgenske zrake Cija
valna duljina ovisi o Sirini energijskih zona.

elektromi 1z dubockih

kvantnih stanja
elektrom
> metal
energije 10-ak KeV Ly

“a  rentgenske zrake

Rendgenski spektar atoma =

Figure &-3, Proguction of characteristic x-radiation from an Fe atom. Transfer of encrgy of the primary besm
electron (Eg) to a K-shell eleciron of Fe causes the X-shell electron 1o be ejected, leaving the Fe som lonlsed.
Replacement of the K-shell electron by an L-shell clectron ¢an give fisé 10 & phosn of x-radiation of energy
[E-Eg, labeled FeK (after Pous, 1987),



=Nrs|

supljina

Visokoenergijski elektron izbija elektron iz dubokih energijskih stanja i
ostavlja supljinu.

Elektroni iz visih kvantnih stanja popunjavaju Supljinu i zrace EM
(rendgenski) val.

Frekvencija emitiranih rendgenskih zraka je , _ Eelektrona — Esupljine
h




|z Sirine vrpce, koja je jednaka Fermijevoj energiji moguce je odrediti
efektivnu masu (usporeduju¢i s Sommerfeldovim modelom).

h2 s y E
5 i
Er = py (375 ZN)Z Sommerfeldov model !
Eksperimentalno mjerimo E.- E, = E. &) EF
h 2 ) /3 I"III'I I|
E,: =—Bx°ZN I|I
2m’ i
Moze se izraCunati m” = jednak masi slobodnog elektrona _,lj

Li Na K Co Be Mg Ca Zn Al

-EpfeV) (| 3,7 25 19 70 138 62 30 110 118
Er (5M) 49 32 21 70 146 73 47 95 119
- 13 15 11 10 11 12 16 08 10

R




5.8. ElektriCna svojstva kristala
Podjela prema elektricnim svojstvima: metali, poluvodici, izolatori

Metali: s padom temperature otpor tezi prema nuli, no uvijek je >0 uslijed
defekata; iznad sobne otpor raste = linearno s T (Pgppng =107 QM 1). Vise
od pola elemenata pokazuje metalno stanje (Ag: 6.21x107Q'm-1: W 1.8
x107 Q'm)

Izolatori: na niskim temperaturama praktiCki beskonacan otpor; na
visokim moze protjecati vrlo slaba struja. Ako struja poc€inje protjecati vec
oko sobne temperature, takve izolatore nazivamo poluvodicima

(108 Q'm'< pepa< 10° Q'm). Otpor pada eksponencijalno s T.



Metal

IA Key _ !
1 29 < Atomic number Nonmetal
H Cu <1+— Symbol
1'0;)80 ILA 6354 ¥y~ Atomic weight 4
Li Be ' . Intermediate
6.939 | 9.0122 Wil
11 12
Na Mg Vil
22.990 | 24.312 | IIIB IVB VB VIB VIIB / \ IB 1B
19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
K Ca Sc Ti v Cr Mn Fe Co Ni Cu Zn
39.102 | 40.08 | 44.956 | 47.90 | 50.942 | 51.996 | 54.938 | 55.847 | 58.933 | 58.71 | 63.54 | 65.37
37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48
Rb Sr Y Zr Nb Mo Tc Ru Rh Pd Ag Cd
85.47 | 87.62 | 88.91 | 91.22 | 9291 | 95.94 (99) 101.07 | 102.91 | 106.4 | 107.87 | 112.40
55 56 Rare | 72 73 74 75 76 77 78 79 80
Cs Ba earth Hf Ta w Re Os Ir Pt Au Hg
132.91 | 137.34 | series | 178.49 | 180.95 | 183.85 | 186.2 190.2 192.2 | 195.09 | 196.97 | 200.59
87 88 | Acti-
Fr Ra nide
(223) | (226) | series
57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71
Rare earth series La Ce Pr Nd Pm Sm Eu Gd Tb Dy Ho Er Tm Yb Lu
138.91 | 140.12 | 140.91 | 144.24 | (145) | 150.35 ] 151.96 | 157.25 | 1568.92 | 162.50 | 164.93 | 167.26 | 168.93 | 173.04 | 174.97
89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103
Actinide series Ac Th Pa U Np Pu Am Cm Bk Cf Es Fm Md No Lw
(227) | 232.04 | (231) | 238.03 | (237) (242) (243) (247) (247) (249) (254) (253) (256) (254) (257)

Klasicnom teorijom kao i kvantnom Sommerfeldovom teorijom
konstantnog potencijala nije moguce objasniti navedeno elektricno
ponasanje. Mozemo jedino pomocu popunjenosti vrpci/zona.



Gustoca struje: 7 _ -ey’ v(k)p(k)

Energija i funkcija raspodjele su == | termalno
simetricne funkcije, dok je brzina __ 3/ Bkteons
antisimetricna E(E): E(-R) E

p(k)=p(-k)  v(k)=-V(-k)

tako da zamjenom k — -k
struja mijenja predznak.

U odsutnosti vanjskog elektricnog polja, elektroni su ravnomjerno
raspodijeljeni po stanjima, brzine +v | — v jednako su vjerojatne pa je
rezultantna struja jednaka nuli.

Stvari se primjenom vanjskog elektricnog polja ne mijenjaju u popunjenim
vrpcama jer elektroni mogu samo zamjenjivati svoja kvantna stanja |
raspodjela elektronskih brzina ostaje simetricna (izolatori).

U nepopunjenim vrpcama, vanjsko polje povecat ¢e energiju nekih
elektrona, raspodjela elektrona po kvantnim stanjima postaje asimetricna
| gibanje asimetriéno rasporedenih elektrona proizvest ce elektricnu
struju (metali).

izolatori metali poluvodici



U kojim kristalima ¢emo imati potpuno,
a u kojima djelomi¢no popunjene vrpce?
Na T=0 K, elektroni ¢e potpuno
popunjavati redom sve nize energijske

zone. Jedino najvisa zona (valentna) ] } termalno
moze biti potpuno ili samo djelomicno gy [/ Phnten
popunjena.

Sjetimo se: Broj kvantnih stanja u B. zoni i

je 2x veci od broja celija (G?

Primjer Na'': jedanaesti 3s' valentni elektron
od svih N atoma nalazi se u valentnoj zoni
gdje ima 2N kvantnih stanja. Znagi 3s'
(elegtronllmogu pl)l?plunll(tl salmo pola vrpcle ]
jednovalentni alkalijski i plemeniti metali; Li, ;,qat0ri metali fuvodidi
Na, K, Rb, Cs; Cu Ag, Au). e
Vruedl i za tri valentne elemente kao Al.

Elementi s parnim brojem valentnih elektrona (primjerice 4-valentni Ge, Si,
dijamant.) trebali bi biti izolatori (nuzan uvjet ili ne mora biti dovoljan). No
povisenjem temperature Si i Ge postaju vodici (poluvodici) a dijamant ostaje
Izolator. Razlog je sirina procijepa iznad valentne zone (Si 1,11 eV; Ge 0,663 eV;
dijamant 5,5 eV). Smatra se da je izolator element ili spoj kOjI ima procijep veci
od 5 eV. T|p|C| poluvodici imaju procijep oko 1 eV. Materijali s procijepom izmedu
1.5 eV< proc I:J)>ep<5 eV, niti su dobri poluvodicCi ni dobri izolatori.

Dvovalentni Mg, Ca Zn, Cd,.. ne bi smjeli voditi struju, no spadaju u grupu
t.z. slabih vodica. Prlmjerlce kod Mg12 puna 3s zona i prazna 3p zona se
prekrivaju (hibridna zona) sto omogucava manjem dijelu elektrona da vode struju.



