4. Sommerfeldov model metala

Vrste metala i neka njihova svojstva

Metali s mogu podjeliti po svojim svojstvima u nekoliko skupina:
alkalijski metali, plemeniti metali, prijelazni metali prve grupe, itd.

Uglavnom, podjela je definirana njihovim poloZajem u pericdnom
sustavu elementa.

Tipi€na stvojstva metala su:. dobrn vodifi struje, dobro provode fo-
plinu, sjajna povrsina koja reflektira svjetlost, lako se deformiraju.

Glavni razlog svim tim svojstvima je da se elektroni iz vanjskih ljuski
aloma mogu siobodno gibali po cijelom kristalu.



Alkalijski metali
Jedan elektron u vanjskoj ljusci {(valentni elekiron).

Tipitno kristalna resetka je prostorno centrirana kubna.

Porastom rednog broja, meduatomske udaljenosti se povecavaju,
a opada energija kohezije | temperatura talista.

Metal Li MNa K Rb Cs
redni broj 3 11 19 37 20
glavni kvanini broj 2 3 4 i 6

a - elem. celija (A) 3090 428 556 5,62 6,05
energija kohezije (eV) | 1,96 1,13 1,00 082 0,78
taliste (K) 452 371 337 312 299




Plemeniti metali

Plemeniti metali su takoder jednovalentni, all valentni elekiron |
unutrasnji elektroni nisu izrazito odvojeni.

Kristalna resetka plemenitin metala je plosno centrirana kubna.

Jate se prekrivaju i elektronske orbitale unutrasnjin ljuski, sto do-
prinosi vecoj energiji kohezije. Energije kohezije plemenitih metala
su tipicno vece od energija kohezije alkalijskin metala.

Metal Cu AQ Au
redni broj 29 47 79
glavni kvantni broj 4 D G

a - elem. celija (A) 3.61 408 407
energija kohezije (eV) | 3,91 295 3,77
taliste (K) 1356 1234 1336




Prijelazni metali prve grupe

= Unutrasnja 3d ljuska prijelaznih metala 1. grupe nije sasvim popu-

njena, pa atomi imaju magn etski moment.

= Kristalna resetka moZe biti reSetka prostorno centrirana kubna,
plodno centrirana kubna ili haksagonska gusto slagana, sto cesto

ovisi 0 femperaturi.

= Posto) veliki utjeca) d-elekirona na energiju kohezije. Energije ko-

hezije su velike (i talista).

Metal Sc Ti W Cr N Fe 0 i
redni broj 21 22 23 24 25 26 27 28
Eng.koh.(eV) (| 3.9 4.8 5.2 3.5 2.9 4,3 4.4 4.4
taliste (K) 1812 1933 2163 2130 1518 1808 1768 1726




4.2. Plin slobodnih elektrona

Da bi objasnio svojsiva metala Sommerfeld je prediozio pojednostav-
ljieni model u kojem se:

> Uzimaju u cbzir samo elektroni iz vanjskih (valentnin) ljuski.

= Pretpostavlja se da se elekironi mogu slobodno gibati unutar me-
tala kao slobodne Eestice zatvorene kutiju koju €ini povrsina metala.

= Periodicni potencijal iona se sasvim Zanemaruje.

Plava linjja - potencijalna ener-
—] L gija elekirona.
“\I . ,f”f Crvena linija - priblizna potenci-

EEVATLTaWmEVETERY jalna energija u Sommerfeldo-
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| 1 |.| | i | ||| | vom modelu.

To su osnovne pretpostavke Sommereldova modela (1928.9.), koji se u
osnovni ne razlikuje od Drudeovog modela iz 1900.9.



ldeju o metalu koji je kutija s elektronskim plinom predioZio je vec
1900. godine PK.L. Drude da bi objasnio elektriénu i toplinsku vodlji-
VoSt

On je pretpostavio da se elektroni gibaju termickim brzinama u
skladu s Maxwellovom respodjelom. Uspio je objasniti Ohmov zakon,
Wiedemann-Franzov zakon i neka optitka svojstva.

Ipak model je davao niz pogresnih rezultata:

= elekironski doprinos toplinskom kapacitetu
= paramagnetsku suscepiibilnost
= srednji slobodni put elekirona

= ovisnost ofpora o tlemperaturi.

Sommereldov model se razlikuje od Drudeovog po tome Sto uzima u
obzir da su elektroni fermioni koji podlijeZzu Fermi-Dira<ovoj raspodielil



Mozemo zamisliti slobodni elektron koji se giba u zatvorenoj kocki stranice
L. Njegovo gibanja opisano je valnom funkcijom ykoja mora zadovoljavati
Schrodingerovu jednadzbu, a i rubne uvjete. Kao prvo valna funkcija mora
iSCezavati na granicama kocke (rubni uvjet). Mozemo cijeli prostor podijeliti
na jednake kocke i valna funkcija se ne smije promijeniti za pomak L iz
jedne kocke u drugu (periodicni rubni uvjet)

Ako su elekironi kvantne Ceslice Koje se gibaju u zatvorenoj kutiji onda
sU njihove valne funkcije kao stojni valovi. Valna duljina stojnih valova
ima tono odreZeni iznos koji ovisl o duZini kutije.



Umjesto stojnih valova, obitno se koriste ravni valovi za koje se pret-
postavija periodiénost tofno jednaka duzini kutije u kojoj se elektroni
gibaju,
v (x+L) = v (x)

gdje je v (x) = 1AL e*< (k je valni broj)

U slu€aju trodimenzijskog modela umjesto L piSemo L3=V
iz uvjeta periodi¢nosti slijedi e*x+L) = gkx g to je ispunjeno samo

ako je kL =2rxn



Uvjet pericditnosti zahtijeva da valni brojevi imaju to&no odredene vri-
jednosti (kao i kod stojnih valova) koje odgovaraju duzini kutije:

T
E:=Im gdiejen=0, =1, £2, ...

Rjesavanjem Schddingerove jednadZbe dobiva veza izmedu energije
Ceslice | valnog broja (impulsa):
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Za trodimenzionalni sustav imamo sasvim analogni rezuliat:

gdje je:

gdje su iy, my, m: =0, £1, £2, ...



Uvrstimo i dobivamo: hZ k2 h2
E(k)= : (n2 +n§ +nZ2)
S’ 2mL

Koliki je razmak susjednih energijskih nivoa? Radi jednostavnost uzmimo
jednodimenzionalni model i kristal duljine L= Na:

th)Z( _ h2 (271' n)2 h2 n2
smr> 8ma> Na =~ 2mN&

Energijska razlika dva susjedna nivoa:

lfh(k)==

W
AE,.i n 7 [(n+ 1F - n2]

Uzimajuci u obzir n>>1 = Af rr n te uslijed N=n =
n+l,n =
mNa 2
1
AE, p=——— <<l
Analogno k- 1l ma N
™ a N sto znaci da se za velike brojeve n, kvantne

varijable kao energija i valni broj prakticki mijenjaju kontinuirano kao u klasi¢noj
fizici (Bohrov princip korespodencije)
Sirina energijske vrpce (k. _,~m/a) £ _ wky W

mak= om  omg he ovisi o broju

iona ve¢ samo svojstvima resetke.



Gustoéa stanja g(E): je broj¢ano jednaka broju kvantnih stanja u jedinichom
intervalu energije i volumena A(n) 1 B 3
n n n
E—Yrt—=—0—= Z_-g(E)dE
I e v EV v 9B
Ukupni broj energijskih stanja dobit cemo sumiranjem svih kvantnih stanja (u

svakom stanju mogu biti 2 elektrona!!) odnosno integriranjem po energijama od 0
do E

d3
—— =) 9(E)dE ’ L 3
’ 27T (272')
Radi jednostavnosti uzimamo V=L3=1 m3
3 d’n
_n _2 Y k | prelazimo sa sume na integral Z Y ( Id3k
sk s,k

o jd3k :jg(E)dE k-prostor zamijenjujemo kuglom J'd3k =j47d<2dk
—Ikzdk J.g(E)dE Odnosno (ako su | jednaki onda su jednake i
k
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dk

podintegralne funkcije) =



Prisjetimo se E(k)_h2k2 j _N2ZmE dE hzkk kK> mk
2

m h derivirajmo: " T E—?
— dk
Uvrstimo k = K> _ mV2mE uvrstimo u K
E- 9(E)
dk dk

Dobivamo konac¢no za gustocu energijskih stanja u Sommerfeldovu modelu

mV2mE
2

p ELE]

9(E)=

Sto nacrtano izgleda

glE) ~ vE
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4.3 Elektronski plin pri temperaturi apsolutne nule

Na apsolutnoj nuli sva kvantna stanja, od najnizeg do nekog najviSeg popunjena
su elektronima, a iznad tog energijska stanja su prazna. Energiju najviseg
popunjenog stanja na apsolutnoj nuli nazivamo Fermijva energija E¢ a pripadni
valni vektor Fermijev valni vektor k.. Nadimo izraz za Ei K.

N = koncentracija pozitivnih iona
Z = broj kolektiviziranih elekirona
po ionu

ZN = koncentracija elektronskog
plina

Vezu izmedu ZNi k- nalazimo

iz uvjeta da je ukupan broj

kolektiviziranin elektrona jednak broju zauzetih

ZN=""p(k)
ok

kvantnih stanja na apsolutnoj nuli

pP(k) je Fermi-Diracova raspodjela

E < EF
E = Efr

p

G prazna kvanina stanja [

""'ZZZZZE Ef

popunjena kvantna stanja E’«

T=0 situacija

-

-~ 11 kek
p(K)= {0 k;k,l::




ZN=7 o(k)
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sa sume prelazimo na integral

ZN=

mtegnramo od 0 do k.
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Tipine koncentracije elektrona u metalu iznose ZN = 10%° m=3, pa je ke= 1019m3



|zraz za Fermijevu energiju mozemo naci i ovako:

Fermijeva energija, Er, odredena je brojem €estica u sustavu. Broj
cestica je to€no jednak broju kvantnih stanja s energijom E < EF:

Ep
ZN = Kkoncentracija = [ dE g(E)
J0

: P
UVFStImO E[E:I = J—ﬁ:l W Ei":i'j' .E
ﬂ -
_ omN2m fFF o —  (2mEf))?
= e S =

]FI'I.I'EF“FEI'I]EH"I dobivene relacije dobivamo:

hl g i3
Er = — (3w ZN)*3
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L
P R Fermijev valni vektor, k=, je radijus
s P ; :
[ vektor sfere u prostoru valnih brojeva
IIII__.-"'--FF — '-._\_H ) i i
I/ kF N koja razgranicava popunjena kvantna
lﬂ‘ Y Tk, stanja od praznin.
N ___.,r"'"-_."
e
Sy A - H
h:f{ Fermijevu valnom broju odgovara
- ;

Fermijev impuls pr = hkr.

Takoder, Fermijevom valnom broju (ili impulsu) moZemo pridruZiti Fer-

mijevu brzinu:

Fo Rk fi .

'|--'F = p.l' = F A [ET[;EJIII;:I;_. 3
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Metal | ZN (10 m) k(10 m™") w (1P ms™) Er(eV) Ir(K)
Li 4 82 1,13 1,30 482 35800
MNa 2,60 0,92 1,06 320 37100
K. 1,39 0,74 0,86 211 24000
Rb 1,16 0,70 0,81 1,67 21700
Cs 0,93 0,65 0,75 1,61 18700
Cu 8,50 1,36 1,57 705 81700
Ag 2,76 1,19 1,38 244 63100
AL 5,90 1,20 1,39 552 64000

Fermijevoj energiji mozemo pridruziti Fermijevu temperaturu T =E kg
Uslijed veze 1aVy 1.6 10-12] vidimo da enerqiji
Iy = . -7 11600 K
kg 1,3810-2 UK~

od 1 eV odgovara temperatura od =11600 K. U Tablici vidimo da je Fermijeva
energija u tipiCnim metalima veca od 1 eV; znaCi Fermijeva temperatura iznosi
nekoliko desetaka tisuca kelvina, sto odluCujuce utjeCe na statisticko ponasanje
elektrona u metalima.

Fermijeva ener?ija >>0d termickih energija K= zagrijavanjem metala do
temperature taljenja, energija elektronsko plina mijenja se vrio malo.




ProsjeCna energija elektrona
Prosjefna energija se moZe izratunati prema poznatom receptu iz

statistiCke fizike:

r _ [dE E g{E) p(E) _ _jl;E{.EFﬂ'-E EglE)
JAE glE) plE)  [r.p.dE g(E)
Er gp E3/2 5
= J[I:Jl'_- - N ;EF
| FAE Elf- 5
Kako je:
mv: 3 mvs — 3,
> 5 2 VYV TS¥

Cak i na apsolutnoj nuli estice u fermionskom plinu imaju ogromne
prosjetne energije i velike brzine.
Ukupna energija elektronskog plina u jedinichom volumenu
metala: U,= ZNE =3/5ZNE,



4.4. Toplinski kapacitet elektrona u metalima

Prema klasi¢noj statistiCkoj fizici svaki translacijski stupanj slobode ima
prosjeku energiju 2kg T, za tri stupnja slobode je prosjeCna energija
3/2 kg T, znaci prema Drudeovom klasicnom modelu, elektronski plin u
metalu ima unutrasnju energiju v .

U i H= N P .-r-'.'EI

e

—

3 ZN kg

2

te je prema definiciji C,#=0U/dT C}:ff-3'=

CK = Cresetke 4+ Cel = 9/2 R, a pokusi daju na sobnoj temperaturi C = 3R.
Problem rijesen primjenom Sommerfeldovog modela 1928.g.

Elektroni su kvantne Cestice koje se ravnaju po Fermi-Diracovoj
raspodiel 1
P(E)=—FF;

e KT 11




Povisenjem temperajure pobuduju se samo Cestice u podrucju oko
Fermijeve energije. Sirina podrucja je priblizno kg T. Broj pobudenih
elektrona je mnogo mani od ukupnog broja ZN te je stoga i doprinos
toplinskom kapacitetu mnogo manji od oCekivanog klasicnog rezultata.

WP p
EyT

I'=10 I'==0

L.

Exr E . E:;.- E
|zracunajmo broj pobudenih elektrona na vrlo jednostavan nacin:

Pretpostavimo da gustoca stanja pada na nulu u energijskom intervalu
sirine 2kgT 1da oko Fermueve energije ima prakticki konstantnu

vruednost( ‘pravokutnik™). | Y o
Mnozimo li gustocu stanja ~ "®;*® T s
s intervalom energije
dobivamo priblizan broj
pobudenih elektrona

Ner= 9(EF) KT

. Eg E
Priblizna raspodjela festica po

Ras jela testica energijama.
podj o2 g energijama.



Svakom pobudenom elektronu energija se je povecala za KT, a kako njih ima N,
za unutarnju energiju elektronskog plina mozemo priblizno pisati

U=U,+N,KT =~U, +g(Es) (KT )2 uslijed Cf=8U/ST

C\f'=2g(Ep) KT
Tocan proracun unutrasnje energije dobiva se dosta zahtjevnim proracunom
poznatim kao “Sommerfeldov razvoj” i dobiva se

n*KET
3
2
' m,/2mE h /3
uvrstimo u 9(Er ) = meg izraz Er= (3%22/\32

253 2m

3ZN r*KEZNT
dobivamo (IZRACUNATINNE) g(Ep)=—"— = Cy =

Cy = 9(EF) sto je prakticki isti rezultat (n2/3~2)

7*KgZN KT
2 Ef

rezultatu klasicne fizike, dok drugi faktor reducira taj rezultat (KT<<Eg)
MozZemo pisati i kao:

napiSimo u drugom obliku Cy = prvi faktor je =jednak

keKzm
3h*

_ *KzZN .
Cy=71T y- JE,  uvrstimo £ j ZNzg =(IZRAC.IINE) 7=



Ukupni toplinski kapacitet ¢e iznositi

CUY = 3NK + 9T

time da je drugi ¢lan zanemariv na visokim temperaturama: No, kako je na vrlo
niskim temperaturama doprinos opti¢kin fonona toplinskom kapacitetu zanemariv,
ostaje samo doprinos akustickih fonona i elektronskog plina

CYv =TS 49T 5_122°NK

dijele¢i s T dobivamo izraz ¢y

Eksperimentalno se mjeri y

o]
56° A d’r
=y+ pT*
T
_ KkeKzm'
7eksp - 3h2

| izraCunata vrijednost m* zove se efektivna termicka masa elektrona

L
[ 2]

Metal Li MNa K EKEb Cs Cu Ag AL
= 223 126 124 127 146 138 0589 114
i




